M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 2

Hausaufgabe 5 Sei G := ((1,4),(1,2,3)(4,5,6)) < S;.
Wir betrachten die G-Menge M := [1,7].

Man berechne die Bahn G - 1.

Lésung.
Ad (1,2). Wir schreiben a := (1,4) und b := (1,2, 3)(4, 5, 6).
Wir erstellen folgenden Baum von rechts nach links.
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Die Eintrige nicht in Késten geben G -1 ={1,2,3,4,5,6}.
Die Eintrdage in den Késten geben, von rechts nach links:

: T(aoa)"o(aca) = id” oa? = id
: T(aob) " o(aob) = b o(aob) = (3,6)
: T(aoboa)"o(acboa) = (boa) o(acboa) = (3,6)
: T(aobob)"o(aobob) = b 2o0(aobob) = (2,5)
[1]:  7(bobob) o(bobob) = id” ob = id
@: T(aob?oa)"o(aob?0a) = (b*oa) o(aob?0a) = (2,5)
: T3 oa)"o(b®oa) = a o(b*oa) = id

Folglich ist Co(1) = ((2,5),(3,6)). Da die Erzeuger kommutieren, ist C (1) abelsch.

Ad (3). Da Cg(1) abelsch ist, ist Co(1) = {(2,5)%0(3,6)" : k, £ € Z} = {id, (2,5), (3,6), (2,5)(3,6)}. Folglich
ist [Cq(1)] = 4.
Das Bahnenlemma gibt |G| = |G - 1| - |Cg(1)] =6 -4 = 24.

Ad (4). Wir behaupten, dafl B := {1,4} ein Block ist.



Wir berechnen seine Bahn in der Potenzmenge von M mittels folgendem Baum.

(3,6} {25} {14}

SN N

(1,4} | —>—{3,6) ——{2,5} —— {1,4}

Somit ist tatsichlich g - B = B oder g- BN B = () fiir g € G. Also ist B ein Block.

Da B mehr als ein Element, aber weniger als |G - 1| = 6 Elemente hat, folgt aus dem Vorhandensein dieses
Blocks, dafl M eine nicht-primitive G-Menge ist.

Hausaufgabe 6 (A7, A4) Man zeige.

(1) Seip prim. Sei P eine p-Gruppe, i.e. sei P eine endliche Gruppe und p der einzige Primteiler
von |P|. Sei M eine endliche P-Menge. Dann ist |Fixp(M)| =, |M].

(2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei p ein Primteiler von |G].
Dann gibt es in G ein Element von Ordnung p.
(Hinweis: Es ist M = {(g;); € G*? : g1g2-...- g, = 1} eine C,-Menge.
Wieso ist |Fixc, (M)| = p?)

(3) Sei G eine Gruppe. Sei U < G. Sei Ng(U) :={g € G : 9U = U } der Normalisator von
Uin G. Dann ist C(U) < Ng(U) und U < Ng(U).

Lésung.
Ad (1). Sei k:= [{ Pm : m € M }|. Seien k > 1 und m; € M fiir i € [1, k] so gewdhlt, dali M = | |;c(y ) P
ist. Es ist Fixp(M) = {m; : i € [1,k], |Pm;| = 1}. Folglich ist

M ~ Fixp(M) = | ] Pm; .
i€[1,k], |[Pm;|>1

Wir haben |M \ Fixp(M)| ép 0 zu zeigen. Es geniigt, |Pm| ép 0 fiir ¢ € [1, k] mit [Pm;| > 1 zu zeigen. Aber
|Pm;| ist ein Teiler von |P|. Da |P| eine Potenz von p ist und da |Pm;| # 1 ist, folgt |Pm;| =, 0.

Ad (2). Es operiert S, auf G*? via 0 - (9i)i = (9o-(s))i fiir (g:); € G*P. Sei 0 := (1,2,...,p) € S,. Durch
Einschrinkung operiert auch (o) auf G*?. Ist nun (g;); in M, dann ist auch o - (g;); in M, da aus g1g2---gp =1
durch Konjugation mit g, folgt, daB g,g192---gp—1 =1 ist.

Esist (1,1,...,1) € Fixg, (M), mithin |Fixc,(M)| > 1.

Esist [M| = |G]P~! =, 0, da wir eine Bijektion G*®~1) — M, (g;); = (g1, -+, Gp—1, (g1 -+ gp—1)") haben.
Dank (1) ist nun |Fixc,(M)| =, [M| =, 0, also |Fixc, (M)| > 1. Sei (g;); € Fixc, (M) ~ {(1,1,...,1)}. Dann
ist zum einen = := g1 = go = -+ = gp, aber x # 1, zum anderen z” = g1g2- - g, = 1. Also ist  ein Element in

G mit 1 < |{(z)| | p. Wegen p prim ist « also von Ordnung |(z})| = p.

Alternative Lésung (von Maximilan Kotte): Induktion iiber |G|. Sei die Aussage fiir Gruppen von Ordnung kleiner
als |G| bekannt. Seien z1,...,z; Repridsentanten der Konjugationsklassen von G von Kardinalitit > 1. Dann ist
G = Z2(G) U liep p Gr;. Also |G| = |Z(G)| + >ien k) IGl/ICq (wi)]. Falls [Ca ()| =p 0 fiir ein ¢ € [1, k], dann
finden wir nach Induktionsvoraussetzung in einer dieser Gruppen und damit auch in G ein Element der Ordnung
p. Falls |Cg(z;)| Zp O fiir ¢ € [1, k], dann ist |Z(G)| =p 0. In der endlichen abelschen Gruppe Z(G) findet sich ein
Element der Ordnung p.

Ad (3). Es ist

Ne(U) = {geG:U=U}

CaeU) = {geG: u=utirueclU}.
Also ist Cq(U) < Ng(U).
Ist € Ng(U), dann ist “Cg(U) = Cq(*U) = Cq(U). Also ist Cq(U) < Ng(U).

)
Ist x € Ng(U), dann ist *U = U. Also ist U < Ng(U).



Hausaufgabe 7 (A12) Sei G eine Gruppe. Seien U, V' < G. Man zeige.
(1) Seien U und V endlich. Es ist |[UV| = |U|-|V|/|[UNV].

(2) Ist U < Ng(V),dann ist VLUV =VU < Gund UNV < U
und U/(UNV) = (UV)/V,w(UNV)— uV ein Gruppenisomorphismus.

(3) Sind U, V < G, dann ist UV < G.

(4) Sei N < G. Sei N < H < G. Dann haben wir den Isomorphismus
G/H — (G/N)/(H/N), gH = (gN)(H/N).

Lésung.
Ad (1). Betrachte die surjektive Abbildung

U x v L ouv

(u , v) = w.

Sei z € UV. Wir haben zu zeigen, daf§ das Urbild f~!({z}) in Bijektion steht zu U NV, da dann die disjunkte
Zerlegung U x V = | |, v f1({z}) die Gleichheit |[U x V| = |[UV|-|U NV| nach sich zieht, wie verlangt.

Schreibe x = ugvg. Wir behaupten f~1({z}) L {(upt, t"vg) : t € UNV }; was dann auch die benéstigte Bijektion
liefert, ndmlich U NV — {ugtvg : t e UNV }, t — ugtvg .

!
Zu zeigen ist nur f~1({z}) C { (uot,t"vo) : t € UNV }. Sei (u,v) € f~1({z}). Es folgt uv = 2 = ugvp und
also t := ugu =wvov~ € UNV sowie (u,v) = (ugug u, vvg vo) = (uot,t vg). Dies zeigt die Behauptung.

Ad (2). Wir zeigen UV = VU.
!
Wir zeigen UV C VU. Sei w € U und v € V. Es ist uv = (vwvu")u = “w-u € VU, da u € Ng(V).

1 _
Wir zeigen UV D VU. Seiu € U und v € V. Es ist vu = u(u"vu) =u-* ve UV, dau™ € Ng(V).
Nun ist UV = VU erreicht.

!
Wir zeigen UV < G. Firu, o € U und v, 0 € V ist wo(@0)” = wov— o~ = Yo" )ua~ € VU = UV, da
(S NG(V).

!
Wir zeigen V QUV. Firv, 9 € Vundu e U ist “0 = “("0) € V, dau € Ng(V).

!
Wir zeigen UNV QU. FirteUNVundueUist e U,dateU,und 4 €V,dat eV und u € Ng(V).

Ad (3). Aus (2) wissen wir UV < G, da U < G = Ng(V). Wir zeigen UV él G.Seige G,ueUundv e V.
Es wird %uv) = % - % € UV,daU <G und V < G.

Ad (4). Der surjektive Gruppenmorphismus f : G — (G/N)/(H/N), g = (gN)(H/N), induziert den surjektiven
Gruppenmorphismus f : G/H = (G/N)/(H/N), gH ~ (gN)(H/N), da (hN)(H/N) = 1(G/ny/u/n) fiir
heH.

Wir miissen zeigen, daB f injektiv ist. Fiir ¢ € G ist (¢N)(H/N) genau dann gleich L(@/Ny/(H/NY, Wenn
gN € H/N,ie. g€ H,ie gH = 1g/g ist.

Hausaufgabe 8 (A5) Sei n > 3. Wir betrachten die A,-Menge [1,n].

(1) Man weise [1,n] als (n — 2)-fach transitive, aber nicht (n — 1)-fach transitive A,-Menge
nach.

(2) Ist [1,n] eine primitive A,-Menge?

Lésunyg.

Ad (1). Um zu zeigen, daB [1,n] eine (n — 2)-fach transitive A,-Menge ist, ist die A,-Menge [1,n]*("=2)# als
transitiv nachzuweisen.

Sei (ay, ..., an_o) € [1,n]*("=2)# Seien k, ¢ € [1,n] die beiden nicht in diesem Tupel auftretenden Elemente.
Sei o € S, durch o(i) := a; fiir i € [1,n], o(n — 1) := k und o(n) := £ festgelegt.

Falls 0 € A,, liegt, dann ist o - (1,...,n —2) = (a1, ..., Gp_2).



Falls o € S;, \ A, liegt, dann ist 0’ :=co(n—1,n) € A, und o’ - (1,...,n—2)= (a1, ..., Gn_2).

Um zu zeigen, da [1,n] keine (n — 1)-fach transitive A,-Menge ist, ist die A,-Menge [1,n]*(™~1):# als nicht-
transitiv nachzuweisen.

Die einzige Permutation, die (1,2,3, ..., n—1)auf (2,1, 3, ..., n—1), und also auch n auf n, abbildet, ist
(1,2), und diese liegt in S,, \. A,, . Folglich liegen diese beiden Elemente von [1,n]*(*~1:# in zwei verschiedenen
A,,-Bahnen.

Ad (2). Ist n > 4, dann ist [1,n] als n — 2-fach transitive A,-Menge wegen n — 2 > 2 auch primitiv.

Falls n = 3 ist, dann ist [1,3] eine primitive Ag-Menge, da Ca,(1) = 1 eine maximale Untergruppe in Az =
((1,2,3)) ist.
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