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Vorwort

Eine Darstellung einer endlichen Gruppe G ist eine Multiplikationsoperation von G auf
einem endlichdimensionalen Vektorraum V' iiber einem Korper K. Eine solche Darstellung
nennt man gewdéhnlich, wenn char K = 0; hdufig nimmt man K = C.

Zum Beispiel kann eine Untergruppe einer symmetrischen Gruppe durch Permutation von
Basisvektoren operieren.

Allgemein liefert die Multiplikation mit einem Element g aus G auf V eine K-lineare
Abbildung V — V| v+ gv. Die Spur dieser Abbildung heifle x(g). Zusammengefafit
erhalten wir so den Charakter x : G — K, g x(g) unserer Darstellung.

Uber Charaktere gibt es eine reichhaltige Theorie, die wir studieren wollen. Man kann
Charaktere addieren und multiplizieren, man hat ein Skalarprodukt, man kann sie zwi-
schen verschiedenen Gruppen hin- und herschieben, etc.

Eine Anwendung ist die algebraische Aussage von Burnside, daf§ Gruppen, in deren Ord-
nung nur zwei Primfaktoren aufgehen, auflésbar ist. Fine weitere mégliche Anwendung
ist die funktionentheoretische Aussage von Brauer, daBl Artinsche L-Funktionen mero-
morph sind; wir werden uns auf die dazu nétige Darstellungstheorie beschrinken und
dabei getreulich [10, §10] folgen.

Vorausgesetzt werden Kenntnisse aus der Linearen Algebra, insbesondere die Begriffe der
Gruppe, des Rings und des Moduls iiber einem Ring. Kenntnisse aus der Algebra sind
hilfreich.

Dank geht an N1co STEIN und SIMON KLENK fiir zahlreiche Verbesserungen, sowie an
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Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.
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Konventionen.

Sei G eine Gruppe. Sei R ein kommutativer Ring. Seien A und B Ringe.

e Sei f : X —>Y eine Abbildung. Seien U C X und V C Y so, daB f(U) C V. Schreibe

fIY, : U —V, x> f(x). Schreibe auch f|y := f|3; und f|V := f|% , sofern anwendbar.
U U X

e Ist M eine endliche Menge, so schreiben wir |M| fiir die Anzahl ihrer Elemente, auch ihre Kardi-
nalitit oder ihre Linge genannt. Es heifit |G| iiblicherweise ihre Ordnung.

e Sprechen wir von zwei Elementen x und y einer Menge, so kann auch x = y sein. Etc.
e Fiir Elemente z und y sei 0, := 1, falls = y, und 0, := 0, falls x # y.

e Fiir a, b € Z schreiben wir [a,b] := {c € Z : a < ¢ < b} fiir das ganzzahlige Intervall. Ferner
schreiben wir Z>, :=={z € Z : z > a} etc.

e Sind a, b € Z und ist nicht 0 < a < b, so sei der Binomialkoeffizient ( 2) gleich 0.
e Sind z, y, r € R, so schreiben wir x =,p y oder z =, y fiir z —y € rR.

e Sei I eine Menge. Sei X; eine Menge fiir ¢ € I. Die duflere disjunkte Vereinigung werde

| | Xi = {(@,i):iel,zeX,}
i€l

geschrieben. Der zweite Eintrag ¢ in (x,7) dient lediglich der Unterscheidung.

Unberiihrt davon ist die Begriff einer inneren disjunkten Vereinigung von Teilmengen, welche als
gewOhnliche Vereinigungsmenge erklért ist, falls deren Teilnehmer paarweise leere Schnittmen-
ge haben. Diesenfalls kann man auch die duflere disjunkte Vereinigung bilden. Diese steht aber
in kanonischer Bijektion zur inneren disjunkten Vereinigung. Oft unterscheidet man daher beide
Begriffe nicht.

e Erschliefit sich der Summationsbereich I einer Summe aus dem Kontext, so wird auch auf dessen
Nennung verzichtet und wir schreiben kurz ), := 3>, ;.
e Das Inverse eines Gruppenelements g wird als g—*

chend die Inverse einer Bijektion.

oder als g~ bezeichnet (“g invers”). Entspre-

e Ist eine Teilmenge U von G eine Untergruppe, so schreiben wir dies auch U < G. Wir schreiben
U <G tir (U< Gund U # G). Ist U ein Normalteiler von G, so schreiben wir dies auch U < G.
Wir schreiben U < G fiir (U < G und U # G).

e Die triviale Gruppe wird auch 1 = {1} geschrieben.

e Fiir eine Menge M bezeichnet Sy, die Gruppe der Bijektionen von M nach M. Insbesondere
ist S, := Sp ) fiir n € Zzo die symmetrische Gruppe, fiir welche wir die links komponierte
Zykelschreibweise verwenden, also e.g. (1,2) o (1,3) = (1, 3,2).

e Sein € Z3,. Es bezeichnet C,, die zyklische Gruppe von Ordnung n.

e Seien g, x € (. Schreibe % := gxg~ fiir das mit g von links konjugierte Element x. Entsprechend
fiir M C G sei IM = {9n : m € M}. Elemente z und y von G, fiir welche es ein g € G mit
9y = y gibt, nennt man zueinander konjugiert. Auch Teilmengen M und N von G, fiir welche es
ein g € G mit IM = N gibt, nennt man zueinander konjugiert.

e Sei X C @ eine Teilmenge. Es bezeichnet (X) = xcu<e U < G das Untergruppenerzeugnis
von X, i.e. die Menge der beliebigen endlichen Produkte mit Faktoren aus X und aus der Menge
ihrer Inversen. Sind k € Z>o und g1, ..., g € G gegeben, so schreiben wir auch (g1, ..., gr) ==

({g1: - )



e Ein Isomorphismus f : G =+ G heifit auch Automorphismus. Gibt es ein € G mit f(g) = %y fiir
g € G, so heifit der Automorphismus f inner.

e Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist, wird auch
p-Gruppe genannt.

o Selenm, n € Zxq. Sei R™*™ die Menge der m x n-Matrizen mit Eintréigen in R. Wir identifizieren
R mit R.

e Fiir einen R-Modul V schreiben wir GL(V) fiir die Gruppe der bijektiven R-linearen Abbildungen
von V nach V, mit der Komposition als Multiplikation. Ferner werde GL(R"*!) mit GL, (R) via
der Standardbasis von R™ identifiziert.

e Sein € Zyg. Es bezeichne E,, := (9; ); ; € R"*" die Einheitsmatrix.

e Seienm, n > 0.Seii € [1,m] und j € [1,n]. Es bezeichnet ¢; ; € R™*" die Matrix, die an Position
(i,7) den Eintrag 1 hat, und 0 sonst.

e Die Spurabbildung auf Matrizen und linearen Endomorphismen wird mit tr bezeichnet.

e Es bezeichne U(A) := {a € A : esgibt ein b € A mit ab=1 und ba =1} die Einheitengruppe
von A.

e Sein > 1. Es bezeichne A*™ = A x A X --- x A mit n direkten Faktoren und komponentenweiser
Addition und Multiplikation.

e Wir schreiben ¢, := exp(27i/n) fiir n € Z>; fir die erste primitive n-te Einheitswurzel.
e Unter einem A-Modul verstehen wir einen A-Linksmodul.

e Sei M ein A-Modul. Es heifit M unzerlegbar, wenn M # 0 und wenn aus M = X @& Y mit
Teilmoduln X, Y C M bereits X = 0 oder Y = 0 folgt. Es hei3t M einfach, wenn M # 0 ist und
M nur die Teilmoduln 0 und M hat. Ist M einfach, so ist M unzerlegbar.

e Ist M ein A-Modul und ist k € Zx, so schreiben wir M®* := @ie[l,k] M.
e Die Tatsache, dafl M ein A-B-Bimodul ist, schreiben wir kurz 4 Mp, etc.

e Fiir a, b € R schreiben wir a + bi := a — bi fiir das komplex konjugierte Element.

Verzeichnis der Sidtze und einiger Lemmata

Satz 102 84.4
Lemma 120 §4.6.3
Lemma 122 §4.64
Satz 123 §4.6.4
Satz 131 §5.1.2
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Kapitel 1
Gruppen

Der Begriff der Gruppe, der Untergruppe, des Untergruppenerzeugnisses, des Normaltei-
lers, der Nebenklassen, der Faktorgruppe und des Gruppenmorphismus werden als aus der
Linearen Algebra bekannt vorausgesetzt.

Beispiele endlicher Gruppen sind die symmetrischen Gruppen S,, fiir n € Z>( und ihre
Untergruppen.

Nach dem Lemma von Cayley ist jede endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer
symmetrischen Gruppe.

1.1 Operationen von Gruppen auf Mengen
Sei GG eine Gruppe.

Definition 1 Eine G-Linksmenge, kurz G-Menge, (M, -) besteht aus einer Menge M und
einer Abbildung

G x M Y M

(9 . m) — g-m = gm

so, daf die folgenden Axiome (Op1,2) gelten.

(Opl) Esist 1-m =m fir m e M.

(Op2) Esist (g-h)-m=g-(h-m) fir g, h € Gund m € M.

Oft schreibt man auch ghm := (gh)m = g(hm).

Unter der Kardinalitit einer G-Menge (M, -) versteht man die Kardinalitéit von M. Ins-
besondere heifit (M, -) endlich, falls M endlich ist.

Oft schreibt man auch kurz M := (M, ). Man sagt auch, es liegt eine G-Operation auf
M vor, oder G operiere auf M.



Beispiel 2

(1) Auf jeder Menge M gibt es die triviale G-Operation, fiir welche gm = m fiir g € G
und m € M ist. Auf der leeren oder auf einer einelementigen Menge ist dies auch
die einzige G-Operation.

(2) Sein € Zso und G < S,,. Es operiert G auf [1,n] vermoge g - i := g(i) fiir g € G
und ¢ € [1,n], i.e. durch Anwendung der Bijektion g auf 1.

(3) Sei U < G. Auf der Menge der Linksnebenklassen G/U = {zU : x € G} operiert
G via g - zU = gaU fir g, z € G.
Insbesondere erhalten wir fiir U = 1 die regulire G-Menge G/1 = G.
(4) Sei I eine Menge. Sei M; eine G-Menge fiir i € I.
(i) Es ist die disjunkte Vereinigung | |,,
(gm,i) fir g € G, i € I und m € M;.

(ii) Es ist das cartesische Produkt [[,., M; = { (m;)ic;r : m; € M; fir i € I'} eine
G-Menge vermoge g - (m;)ier = (gmy)ier fiir g € G und m; € M; fir i € 1.

M; eine G-Menge vermoge g - (m,i) =

(5) Sei M eine G-Menge. Sei H . G ein Gruppenmorphismus. Dann ist M eine
H-Menge vermoge h - m := f(h)-m fir h € H und m € M. Zur Unterscheidung
werde diese H/-Menge auch ;M geschrieben.

Wir haben e.g. in (2) aus der S,-Menge [1,n] via G < S,, eine G-Menge gemacht.
(6) Esist G auch eine G-Menge vermoge der Konjugationsoperation g-x := % = gxg™.

Dies ist i.a. nicht die reguldre G-Operation; cf. (3).

Definition 3 Sei M eine G-Menge. Sei X C M eine Teilmenge.

(1) Es heifit Co(X) :={g€ G : gx =z fir v € X } <G der Zentralisator von X.
(2) Es heit Ng(X) == {g € G : ¢X =X} < G der Normalisator von X, wobei
gX ={gr :zeX}firged.
Es ist Cg(X) < N(;<X)
Vegl. Aufgabe 3. Wir schreiben auch Cg(m) := Cg({m}) — aber nicht immer; cf. §1.2.

E.g. ist fiir die Konjugationsoperation von Sz auf S3 zum einen Cg, ({(1, 2, 3))) = ((1, 2, 3)),
zum anderen, wegen ((1,2,3)) < Sz, aber Ng,(((1,2,3))) = S;.

Definition 4 Seien M und N zwei G-Mengen. Eine Abbildung f : M — N heifit Mor-
phismus von G-Mengen oder G-dquivariant, falls

flg-m) = g- f(m)



firg € G und m € M.

Ist f zudem bijektiv, so heiflit f ein Isomorphismus von G-Mengen, symbolisch
f M =+ N geschrieben. Diesenfalls ist auch f~ ein Isomorphismus von G-Mengen; cf.
Aufgabe 1. Zwei G-Mengen M und N heiflen isomorph, geschrieben M ~ N, falls ein
[somorphismus von M nach N existiert.

Wir schreiben auch (M, N) :={M L N ¢ f ist G-quivariant }.

Lemma 5 (Bahnenlemma) Gegeben seien eine G-Menge M und m € M.

Set Gm :={gm : g € G} die Bahn von m unter der Operation von G. Mittels der von
M eingeschrdnkten G-Operation wird Gm wieder zu einer G-Menge.

FEs ist
G/Ce(m) —L- Gm

zCq(m) +—— am

ein Isomorphismus von G-Mengen, wobei x € G.

Beweis. Die Abbildung f ist wohldefiniert, da fiir x, y € G mit 2Cg(m) = yCq(m) gilt,
daBl 7y € Cg(m) und also xm = xx~ym = ym ist.

Die Abbildung f ist G-dquivariant, da fir g, x € G sich f(g - 2Cg(m)) = gxm =
g - f(xCg(m)) ergibt.

Die Abbildung f ist nach Konstruktion surjektiv. Zum Nachweis ihrer Injektivitdt seien

x,y € G mit xm = ym gegeben. Es ergibt sich m = z~ym, also 2~y € Cg(m) und somit
xCq(m) = yCq(m). -

Bemerkung 6 (und Definition) Gegeben sei eine G-Menge M.

Fiirm,n € M sei m ~ n genau dann, wenn es ein g € G mit gm = n gibt. Es ist (~)
eine Aquivalenzrelation.

Die Aquivalenzklasse von m € M beziiglich (~) ist die Bahn Gm. Ist R C M also ein

Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen, so ist M = Ll,cr G

Besteht M aus genau einer Aquivalenzklasse beziiglich (~), so heifit M transitiv. Diesen-
falls ist M = G'm fiir jedes m € M.

Beweis. Wir haben zu zeigen, da8 (~) eine Aquivalenzrelation ist.
Reflexivitét gilt, da 1-m = m und also m ~ m ist fiir m € M.

Symmetrie gilt, da fiir m, n € M aus m ~ n folgt, dafl es ein g € G mit gm = n gibt,
also m = g~ n ist, und sich somit n ~ m ergibt.

Transitivitat gilt, da fiir m, n, p € M aus m ~ n und n ~ p folgt, dafl es ein g € G mit
gm = n und ein h € G mit hn = p gibt, also hgm = hn = p ist, und sich somit m ~ p
ergibt.



Korollar 7 (zu Lemma 5 und Bemerkung 6) Sei M eine G-Menge.
Es gibt eine Teilmenge R C M mit M = | |, Gr. Fir eine solche ist

L,.cr(G/Ca(r) = M
(9Ca(r),r) == gr

ein Isomorphismus von G-Mengen.

1.2 Sylowsatze nach Wielandt

Sei G eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl. Schreibe |G| = p'n mit t € Z-, und
n € Zs, mit n #, 0.

Sei s € [0,1] gegeben.

Sei
Qc(p®) = {MCG: [M[=p°}

die Menge der Teilmengen von G von Kardinalitét p°. Es ist Qg (p®)] = (1”;?).

Es operiert G auf Qg (p®) vermoge g - M = gM == {gm : m € M } fir g € G.
Esist Ca({M}) ={g9geG: gM =M} <G.

Bemerkung 8 Seim € Zs, . Sei C,, = (x) die zyklische Gruppe von Ordnung m. Sei d
ein Teiler von m. Es hat C,, genau eine Untergruppe von Ordnung d.

Beweis. Cf. Aufgabe 5. 0

Bemerkung 9 Sei M € Q¢q(p°).
FEs ist |Co({M})] ein Teiler von p°.
Ist |Ca({M})| = p°, soist M = Cq({M})m fiir ein m € M.
Beweis. Schreibe U := Co({M}). Es ist uM = M fir uw € U = Cg({M}). Also ist
um € M firu € U und m € M. Also ist Um C M fiir m € M. Somit ist
M = U Um .

meM

Da zwei solche Rechtsnebenklassen Um und Um’ aus U\G gleich oder disjunkt sind, gibt
esein k € Z=y und m; € M fur i € [1, k] mit

Da |Um;| = |U| firi € [1, k], ist k|U| = | M|, insbesondere also |U| ein Teiler von |M| = p®.
Ist ferner |U| = p®, dann ist k = 1 und M = Um;, . 5
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Bemerkung 10 Jede Bahn der G-Menge Qg(p®) enthilt hochstens eine Untergruppe
von G.

Beweis. Seien H, H < G mit |H| = |H| = p* und H, H € Qg(p®) in derselben Bahn

von G. Dann gibt es ein g € G mit gH = H. Insbesondere gibt es ein b € H mit gh = 1.
Also ist g = h~ € H, und folglich H = gH = H. o

Bemerkung 11 FEine Bahn der G-Menge Qg(p®) enthdlt genau dann eine Untergruppe
von G, wenn sie Linge p'~*n hat.

Beweis.

=. Sei H < G mit |H| = p* gegeben. Die Linge der Bahn {gH : g € G} = G/H des
Elements H € Q¢(p®) ist gleich |G/H| = |G|/|H| = p'~*n.

<. Sei M € Qg(p®) mit [{gM : g € G} = p'*n gegeben. Dann ist |Cq({M})| =
|G|/ (p'*n) = p*; cf. Lemma 5. Also ist M = Cg({M})m fiir ein m € M ; cf. Bemerkung 9.
Folglich ist die Untergruppe m~Cg({M})m = m~M in der Bahn von M in Qg(p®). 0

Bemerkung 12 Wenn eine Bahn der G-Menge Qq(p®) nicht von Linge p'~*n ist, dann
ist ihre Linge ein Vielfaches von p'=**n.

Beweis. Sei M € Qg(p®). Es ist

Gl

ein Teiler von p®; cf. Bemerkung 9. L.e. es gibt ein v € Z~( mit

p'n v _ s
‘b =D,
{gM : g€ G}
le.
HgM : ge G} = p"*n.
Ist nun [{gM : g € G}| # p'~*n, so ist v > 1. o

Satz 13 (Sylow-Wielandt)

Weiterhin sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, |G| = p'n mit n #, 0, sowie
s €[0,¢].

Esist {H<G: |Hl=p'} =1

Insbesondere gibt es in G wenigstens eine Untergruppe der Ordnung p®.
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Beweis. Sei

Q) = | | {9Mi: g}

1€[1,b]
mit b € Z>; und M; € Qg(p®) fir i € [1,0] die disjunkte Zerlegung der G-Menge Q¢(p®)
in Bahnen; so sortiert, dafl es ein a € [0,b] gibt mit

{gM; - g€ G} = p'*n < i€l,a.

Fiir i € [1,0] enthdlt die Bahn {gM; : g € G} also genau dann eine Untergruppe
von G, wenn i € [1,a]; cf. Bemerkung 11. Folglich ist a = |[{ H < G : |H| =p°}|; cf.
Bemerkung 10. Es wird

B.12

(57) = 1260")] = Licpy {oMi : g€ GH "= pvnn Sy HoMi : g€ G
= {H<G: [H=p} pn.

Da man so fiir jede Gruppe der Ordnung p'n schlieBen kann, also auch fiir C,, , wird

t

{H <G [H =p ) - pn S (57) Speenn {H < Cpu [H] = p2}] - pon

B.8 _
20 pt sn,

Kiirzen von p'~*n liefert hieraus

{H<G:|H =p) = 1.

Lemma 14 Sei K eine p-Gruppe. Sei M eine endliche K-Menge.
Dann ist M| =, [{m e M : am =m firz € K }|.

Falls |[M| #, 0 ist, dann gibt es also ein m € M, fiir welches xm = m ist fir v € K.

Beweis. Schreibe |K| = p® fir ein a € Z .
Zerlege M = | |;cp g Kmi mit £ € Zzo und m; € M fiir i € [1,4].

Es ist |[Km;| = % ein Teiler von |K| = p® fiir i € [1,/]; cf. Lemma 5. Insbesondere

ist |[Km;| =, 0 fir i € [1,4] mit [Km;| # 1. Auf der anderen Seite ist |K'm;| = 1 genau
dann, wenn xm; = m; ist fiir x € K ; umgekehrt liegt jedes Element m € M, fiir welches

xm = m ist fiir x € K, in einer Bahn der Lange 1 von M unter der Operation von K.
Also wird

(M = Yiepg KMl =p e, jgmy =1 [Kmi| = {m e M : xm =m firz € K}|.

[m]
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Satz 15 (Sylow)
Weiterhin sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und |G| = p'n mit n #, 0.

Fine Untergruppe H < G mit |H| = p* heifit auch p-Sylowgruppe von G.

(1) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

(2) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert in G.

Beweis. Es gibt eine p-Sylowgruppe H < G'; cf. Satz 13. Seien s € [0,¢] und K < G mit
|K| = p* gegeben. Fiir (1) und (2) geniigt es zu zeigen, dafi K in einer zu H konjugierten
Untergruppe enthalten ist.

Es wird die G-Menge G/H zu einer K-Menge durch Einschrénken; cf. Beispiel 2.(5). Es
ist |G/H| = |G|/|H| =n #, 0. Also gibt es ein g € G mit xgH = gH fiir alle z € K ; cf.
Lemma 14. Somit ist g~zg € H fiir alle x € K, also g Kg < H und also K < 9H. o

Beispiel 16 Wir betrachten die 2-Untergruppen der Gruppe S, . Es ist |Sy| = 23 - 3.

Ordnung Untergruppen Anzahl der Untergruppen

20 1 1

2! ((1,2)), ((1,3)), ((1,4)), ]9
((2,3)), ((2,4)), ((3,4)),
((1,2)(3,4)), ((1,3)(2,4)),
((1,4)(2,3))

22 ((1,2),(3,4)), 7
((1,3),(2,4)),
((1,4),(2,3)),
((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)),
<(1727374)>7 <<1727473)>7
((1,3,2,4))

23 (2-Sylowgruppen) | ((1,2,3,4),(1,3)), 3
<(1’27473)7(174)>7
((1,3,2,4),(1,2))

Hierbei ist e.g.
((1,2,3,4),(1,3)) = {id,(1,2,3,4),(1,3)(2,4), (1,4, 3,2),(1,3),(1,4)(2,3),(2,4),(1,2)(3,4)} .
Nach Sylow-Wielandt ist die Anzahl der Untergruppen mit einer festen 2-Potenz als Ord-
nung kongruent zu 1 modulo 2, was wir bestétigt finden; cf. Satz 13.

Ferner erkennen wir, dafl jede 2-Untergruppe in einer 2-Sylowgruppe enthalten ist und
daB je zwei 2-Sylowgruppen zueinander konjugiert sind; cf. Satz 15.

Schlieflich erkennen wir, daf§ i.a. nicht je zwei Untergruppen einer 2-Potenz-Ordnung
zueinander konjugiert sind.



13
1.3 Prasentationen

1.3.1 Freie Gruppen

Sei X eine Menge. Sei X* := XUX = {(x,i) : # € X, i € {1,2}}. Schreibe 2! := (x,1)
und x7! = (z,2) fiir v € X.

Spater wird ! in der Tat die Rolle des Inversen von z1! spielen.

Sei Fy(X) die Menge der endlichen Wérter in X*. Ein Element von Fy(X) ist also von
der Form z{'z5? ... 25" mit n € Z>o, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n]. Das leere

n
Wort werde zur Kenntlichmachung mit () bezeichnet.

Sind u, v € Fy(X), so bezeichne uv deren Aneinandersetzung.

Sei auf Fy(X) die Relation (~) dadurch erklart, daB fiir u, v € Fy(X), z € X und
e € {—1,+1} gelte, daBl uzz v ~> uv.

Sei (=) die Aquivalenzrelation auf Fo(X), die von (~) erzeugt werde. Diese wollen wir
nun auch konkret beschreiben.

Sei dazu auf Fy(X) die Relation ( 2) dadurch erklart, daf§ fiir u, v € Fy(X) genau dann
uZ v gelte, wenn u ~ v oder u = v.

Fiir u, v € Fy(X) ist also v =~ v genau dann, wenn es n € Z>; und w; € Fy(X) fiir
i € [1,n] und w; € Fy(X) fiir ¢ € [1,n — 1] so gibt, daB, pars pro toto fiir n = 4,

u = w Z w
wy Z |z|v’1
|t|02 Zw)
wy 2 |z|u'2
|z|03 = wy

vo= wy = |@|U§

Bezeichne [u] die Aquivalenzklasse von u € Fy(X). Sei
F(X) = F(X)/~ = {[u] : ueF(X)}
die Menge der Aquivalenzklassen auf Fo(X) beziiglich (=). Wir haben die Abbildung

X = FX)
r o [z7].
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Bemerkung 17 Die Abbildung

F(X) x FX) % FX)
([u] » []) :

Multiplikation genannt, ist wohldefiniert.

Beweis. Wir haben Reprisentantenunabhéingigkeit zu zeigen. Es geniigt zu zeigen, daf
aus u ~» @ bereits [uv] = [av] folgt und dafl aus v ~» ¥ bereits [uv] = [ud] folgt, wobei
u, U, v, 0 € Fy(X).

Zeigen wir ersteres; zweiteres ist dann analog zu behandeln.
Seien also u, @, v € Fy(X) mit u ~» @ gegeben. Dann gibt es v/, u” € Fy(X), x € X und
e € {—1,41} mit u = v/z°z *u” und @ = v'v”. Dann aber ist auch

w = vtz v ~ Wi = av

insbesondere also [uv] = [uv]. -

Lemma 18 (und Definition)
Zusammen mit der Multiplikation von Bemerkung 17 ist F(X) eine Gruppe, genannt die
freie Gruppe auf X.

Hierbei ist 1 = 1p(x) = [0]. Ferner ist [2°]” = [27°] fir x € X und € € {—1,+1}.

Beweis. Zur Assoziativitat. Es wird

fir u, v, w € Fo(X).
Zum Einselement. Es wird [0][u] = [Qu] = [u] und [u][0] = [ul)] = [u] fir u € Fo(X).

Zum inversen Element. Sei u € Fy(X) gegeben. Schreibe v = 7' ...25» mit n € Z,
x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir ¢ € [1,n]. Setze v :=z, " ... 2], Es wird

w = aft..orrr s x
T ST i N U Pt
I S i N Pt
PUNY
~ ot !
~ 0,

sodaB [u][v] = [uv] = [#] = 1. Analog wird auch [v][u] = 1. o
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Lemma 19 (Universelle Eigenschaft einer freien Gruppe)
Sei G eine Gruppe. Sei f: X — G eine Abbildung.

Dann gibt es genau einen Gruppenmorphismus f :F(X)— G mit fo L= f.

rx) - a

1

F(laf o)) = fla)™ - flan)™
wobein € Zsq, x; € X und ¢; € {—1,+1} firi € [1,n].

Hierbei ist

Beweis.
Zur Findeutigkeit. Sei h : F(X)— G ein Gruppenmorphismus mit h ot = f, i.e. mit
h([z™]) = f(z) fir z € X. Es folgt h([z7Y]) = R([z™]7) = W([z™])” = f(x)"; cf
Lemma 18. Also ist

h(lz7' . 2r]) = h([2?'] - [23]) = h([2D]) - h(lei]) = fl@)™ - flan)™

fir n € Zso, z; € X und ¢; € {—1,+1} fiir ¢ € [1,n]. Somit ist A durch Angabe von f
festgelegt.

Zur Eristenz. Wir definieren zuniichst f : Fo(X) — G durch
Flaftoagr) = fla)™ - fla)™

firn € Zsg, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n].

Wir wollen zeigen, da f : F(X) — G, [u] —» f(u) wohldefiniert ist.

Seien v, w € Fy(X), x € X und € € {—1,+1}. Wir haben zu zeigen, da8

floztz~*w) = fluw) .

Schreibe v = y* ...y und w = 27 ... 2%, wobei k, ¢ € Zwo, yi,z € X und
a;, B € {—1,+1} fur ¢ € [1,k] und j € [1,¢]. Wir erhalten in der Tat

flozfz==w) = fly™ ...y atanf . 25%)
= f(yl)o“ (yk)akf< ) f (@)= f(20)r - f20)
= fly)™ - flye) ™ f ()™ fz)™
= fly™ . yko"“hﬂl - z)
= f(ow).

Es ist f([z™]) = f(z™) = f(z) fir z € X, Le. for=f.
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Bleibt zu verifizieren, dafl f ein Gruppenmorphismus ist. Seien v, w € Fy(X) in der
Notation von eben gegeben. Dann wird

Flw]) = f(lvw])
fow)
= flyp™ g™ )
= f(yl)al Sy )7 f ()
Fly o) - faP oz
fw)-f ( )
= f([]) - f([w]) -

Notation 20 Fiir x € X schreiben wir unter Miflbrauch von Notation kurz

= (z) = [z
Damit schreibt sich insbesondere z= = [z7!]” = [z7] fiir z € X und also [z]'...25"] =
(5] -« Jair] = &t - xS, wobei n € Zsg, x; € X und ¢; € {—1,+1} fur i € [1,n].

1.3.2 Préasentationen via Erzeuger und Relationen

Bemerkung 21 (und Definition)
Sei H eine Gruppe. SeiT' C H. Sei

(T) = N < H.

das Normalteilererzeugnis von 1" in H.
Es liegt (T in jedem Normalteiler von H, der T enthdlt.

Es ist {T) = (Upey "T). Also ist jedes Element von (T} ein Produkt von Konjugierten
von Elementen von T' und ihrer Inversen.

!
Beweis. Wir haben zu zeigen, dal (7') < H. In der Tat ist der Schnitt einer beliebigen
Menge von Normalteilern einer Gruppe wieder ein Normalteiler dieser Gruppe.

Nach Konstruktion liegt (7') in jedem Normalteiler von H, der T" enthalt.
Wir haben zu zeigen, da8 {7') = (Uner "T).
Zu < Es enthélt ((J,c; "T) die Teilmenge T und ist invariant unter Konjugation.

Zu 2 Esist T C (T).Da {T) < H ist, ist auch "' C {T) fir h € H. Da {(T) < H
ist, folgt schlieBlich (U, ") < (T'). o
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Definition 22 Seien n, m > 0.
Sei X = {x1,...,x,} eine endliche Menge, wobei z; # z; fir ¢, j € [1,n] mit ¢ # j.
Seien 11, ..., ry € F(X).

Schreibe
(1, @yt 11,0, ) = F(X)/{r,...,rm})

Die Elemente z; fir ¢ € [1,n| heien Erzeuger. Die Elemente r; fiir j € [1,m] heiflen
Relationen. Die eben definierte Gruppe heifit durch diese Erzeuger und diese Relationen
prasentiert.

Nach Konstruktion ist das Bild einer Relation r; in (1,...,2, : r1,..., 1y ) gleich 1.

Notation 23 Unter MiBbrauch von Notation schreiben wir fiir ¢ € [1,n] das Bild eines
Elements z; in (x1,...,2, @ T1,..., Iy ) wieder

;= x{{ri,...,rm}) N20 [, )

Die beiden Surjektionen

Fo(X) — FX) — (@1,...,%p 1,0y )
u —  u o ul{r,...,rm})

zeigen, dafl in dieser Notation jedes Element in (zy,...,2, : 71,..., 1y ) von der Form
x5l - xpf mit k€ Zyo und 45 € [1,n], g5 € {—1,+1} fiir j € [1, k] ist.

(51
Satz 24 (Universelle Eigenschaft einer prisentierten Gruppe)
Wir befinden uns weiterhin in der Situation von Definition 22.
Seir G eine Gruppe. Sei f : X — G eine Abbildung.
Wir erinnern daran, daff die Abbildung f F(X)—G ein Element r = i} --- 23" fir
keZ- undi; €[1,n], e; € {-1,+1} firj € [1,k] auf
fr) = flaa) - fla)™
schickt; cf. Lemma 19.
Sei nun an f noch vorausgesetzt, dafs f(rj) = 1¢ fir j € [1,m].

Dann gibt es genau einen Gruppenmorphismus f:{(x1,...,Tp : T1,..., T ) — G so,

daf f(x;) = f(x;) fiiri € [1,n].

T (1, 0, Tp T T,y Ty

| L

T {z1,...,2, }
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Bewezs.

Findeutigkeit. Sei h : (xy,...,2, : r1,...,Tm) — G ein Gruppenmorphismus mit
h(x;) = f(z;) fiir i € [1,n]. Dann ist
hag) - ar) = Rl )™ - h(wg)™ = fla)™ - f(a,)™

wobel k € Zso und i; € [1,n], ¢; € {—1,+1} fir j € [1,k]. Also ist h durch Angabe von
f festgelegt.

Existenz. Wir verfiigen iiber den Gruppenmorphismus f : F(X)— G mit f (x;) = f(z;)
fir i € [1,n]; cf. Lemma 19. Schreibe A := {{r1,...,rn} ) <F(X). Nach Voraussetzung
ist f(r;) =1 fiir j € [1,m]. Es folgt f(A) = 1, da jedes Element von A ein Produkt von

Konjugierten von Elementen der Form r; und ihrer Inversen ist; cf. Bemerkung 21.
Wir haben zu zeigen, dafl die Abbildung
(xy,...,xy :11,..., ) = F(X)/A A, .
uA +—  f(u)
ein wohldefinierter Gruppenmorphismus ist, der z; nach f(z;) schickt fiir i € [1,n].

Zur Wohldefiniertheit. Sind u, v’ € F(X) mit uA = u'A gegeben, so ist u"u’ € A und
also f(u) = f(u) fuu) = fluu=u') = f(u).

Zur Gruppenmorphie. Sind u, v’ € F(X) gegeben, dann wird

flud-w'A) = flul'A) = flud) = f(u)- f(u) = flud)- f(u'A).
SchlieBlich wird f(z;) "=" f(z;A) = f(a;) "2 f(a;) fiir i € [1,n). -

Beispiel 25 Sei Dg := (a, b : a*, b%, (ba)?).

In Dy ist jedes Element ein Produkt von Elementen a und b. Denn aus a* = 1 folgt

a” = a®, und aus b? = 1 folgt b~ = b. Ferner ist baba = 1, und also auch ba = a~ b~ = a’b.

In Dy ist jedes Element von der Form a‘®’ mit i € [0,3] und j € [0,1]. Denn in einem
Produkt von Elementen a und b kénnen wir unter Verwendung von ba = ab die Faktoren b
nach rechts tauschen; e.g. wird baabab = a3babab = a3abbab = a*1ab = ab. Insbesondere

Sei
{a b} L+ s,
a — (1,2,3,4)
b — (1,3).
Betrachten wir f : F({a,b}) — S4, so wird
f(a4) = f(a)* = (1,2,3,4) = id
Ok (1,3 ~ id

f(b)o f(a)? = (\(1,2,3,4)0(1,32)2 = id .

—(14)(2,3)
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Also ist Satz 24 anwendbar, und wir erhalten einen Gruppenmorphismus

Dy L. 8,
a — (1,2,3,4)
b — (1,3).

Sein Bild ist die 2-Sylowgruppe H := ((1,2,3,4), (1,3)) von Sy, hat also Ordnung 8; cf.
Beispiel 16. Insbesondere ist |Dg| > 8.

Zusammengenommen ist also |Dg| = 8.
Es folgt, daf f|” : Ds— H ein Gruppenisomorphismus ist.

Es ergibt sich auch, daf in Dg aus At = it mit i, € [0,3] und j, j € [0,1] folgt, daB
t=1und j =j.

Es heifit Dg auch die Diedergruppe von Ordnung 8.

Im allgemeinen kann man von einer présentierten Gruppe die Ordnung nicht bestimmen.
Noch nicht einmal das Wortproblem, zu entscheiden, ob ein gegebenes Element einer présen-
tierten Gruppe gleich 1 ist, ist allgemein losbar.

Beispiel 26 Sei

{CL, b} L DB
a B a
b — ab.

Betrachten wir 4 : F({a,b}) — Dg, so wird

(a*)
(b%)
i((ba)?) = (u

Also ist Satz 24 anwendbar, und wir erhalten einen Gruppenmorphismus

a)t = at =1
) ( abab = aa’bh = 1
bu(a))*> = (aba)?> = abaaba = aa*a®bba = 1.

S S
I
I

)
S
~
no

Il

I
£

u

Dy — Dy
a — a
b — ab.

Da Dg = (a,b) = (a,ab) ist, ist u surjektiv. Da eine Selbstabbildung einer endlichen
Menge vorliegt, ist % bijektiv, also ein Gruppenisomorphismus von Dg nach Dg, auch
Automorphismus von Dg genannt.

Automorphismen, die durch Konjugation mit einem Gruppenelement entstehen, heiffen
inner. Nun wird aber @%b = %b = a'ba~* = a?b # ab fiir alle i € [0,3] und j € [0,1]. Also
ist @ nicht inner.
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Beispiel 27 Sei n > 1. Setze

s7 fir i € [1,n — 1]
Spn = <31,...,sn_1 o (8i8i41) fiirdi € [1,n — 2] >

(sis;)?  fiird, j € [1,n—1] mit [i — j| > 2

Es ist
SP,n - Sn

si — (i,i+1) firie[l,n—1].

Dies verifizieren wir in Aufgabe 9.

1.4 Auflésbar, iiberauflésbar, nilpotent
Sei GG eine endliche Gruppe.

Definition 28 Sei

Z(G) = {z€G: zg=ygzfirgeG}
= {z€G:z=9%firgeG}
= {ze€G:g=*%tirgeG}

das Zentrum von G.

Esist Z(G) < G, da fiir z, w € Z(G) und g € G gilt, daB 42" w) = (%) % = 2z~ w und
also z~w € Z(G) ; und da 1 € Z(G).

Es ist Z(G) < G, da jedes Element Z(G) unter Konjugation mit G sogar fest bleibt.
Es ist Z(G) abelsch.
Cf. Aufgabe 6.

Beispiel 29 Sei n € Z>3. Es ist Z(S,) = 1. Denn sei 0 € Z(S,,). Dann wird (1,2,...,n)
von o € S, auf sich konjugiert. Ist also (1) = k fiir ein k& € [1,n|, dann ist o(i) =
i+k—1, wobei fiir t € Z gelte, daB t =: t + n -t mit ¢t € [I,n] und t € Z. Es folgt
o =(1,2,...,n)*'. Sodann impliziert (1,2) = %(1,2) = ®-2-"""}(1,2) = (k,k + 1) und
n>3,dall k = 1.

Definition 30
(1) Gibt es ein n € Z> und eine Kette
1 =G, dG,1 €G- 4G <Gy =G

mit G;/G,41 abelsch fiir ¢ € [0,n — 1], dann heiBt G auflosbar.
Eine solche Kette heifit dann auflosende Kette von G.
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(2) Gibt es ein n € Z>o und eine Kette

1:Gn§]Gn—lan—2g"' 1<]G0:G

4G
mit G;/Giq1 zyklisch fir i € [0,n — 1] und G; < G fur ¢ € [0,n], dann heifft G
tiberauflosbar.

Eine solche Kette heiit dann wberauflosende Kette von G.
(3) Gibt es ein n € Z>o und eine Kette
1=6G, <G,-1 € G2 ¢ --- 4G <Gy =G

mit G; < G fir i € [0,n] und G;/Gi11 < Z(G/Gi4) fir i € [0,n — 1], dann heifit G

nilpotent.

Eine solche Kette heifit dann nilpotent auflosende Kette von G.

Man nennt G;/G;1; auch den i-ten Subfaktor der jeweiligen Kette.

Bemerkung 31 Wir haben die Implikationen

G nilpotent — G iiberauflosbar - G auflosbar .

Beweis. Zu zeigen ist nur, daf§ G iiberauflosbar ist, falls G nilpotent ist.

Sei also ein n € Z>( und eine nilpotent auflésende Kette
1 =G, 4Gy €G,2d - 4G <Gy =G
gegeben; i.e. sei G; < G firi € [0,n] und G;_1/G; < Z(G/G;) fir i € [1,n].

Wir wollen mit Induktion zeigen, da§ G//G; iiberauflosbar ist fiir ¢ € [0, n]. Dies trifft fiir
i =0 zu. Seii € [1,n] und sei G/G;_; tiberauflosbar. Wir haben G/G; als iiberauflosbar
nachzuweisen.

Da G;.1/G; < Z(G/G;) und da G/G;,—1 ~ (G/G;)/(Gi-1/G;), folgt dies mit Aufga-
be 12.(4).

Insbesondere ist nun G ~ G/G,, als iiberauflosbar nachgewiesen. o

Bemerkung 32 Sei H eine Gruppe.

Setze UV :={wv :ueU,veV}CH firUV < H.
Seien nun N < H und U < H gegeben.

FEsist UN = NU < H.

Wir haben den Gruppenisomorphismus

U/(UNnN) = (UN)/N
wUNN) +—> uN.
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|UJ|N]
[UNN|"

Ist schlief$lich zudem U < H, so ist UN < H.

Falls H endlich ist, ist insbesondere [UN| =

Beweis. Zur Untergruppeneigenschaft. Esist 1 € UN. Sind n, n € N und u, u € U, so
wird i

(nu)(na)” = nuu"n~ = n(* n) vwa- € NU.
Ferner ist nu = u(“n) € UN, also NU < UN. Genauso ist NU > UN. Also ist
NU =UN.

Zur Isomorphie. Die angegebene Abbildung ist wohldefiniert und injektiv, da fiir v € U
genau dann v € U N N ist, wenn u € N ist. Nach Konstruktion ist sie surjektiv und ein
Gruppenmorphismus.

Ist zudem U < H, so ist (un) = "u"n € UN firu € U, n € N und h € H. o

Beispiel 33
(1) Ist G abelsch, so ist G nilpotent, wie die nilpotent auflosende Kette 1 < G zeigt.

(2) Sei p eine Primzahl. Ist G eine p-Gruppe, so ist G nilpotent, wie wir mit Induktion
iiber |G| begriinden wollen. Ist |G| = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei |G| > 1. Dann
ist Z(G) # 1; cf. Aufgabe 6.(1). Nach Induktion ist G/Z(G) nilpotent. Also ist G
nilpotent; cf. Aufgabe 12.(7).

(3) Es hat S3 die Normalteiler S3, A3z und 1; und nur diese.
Es ist S3 tiberauflosbar, da S3/A3 ~ Cy und A3z ~ Cj.

Es ist S3 nicht nilpotent, da diesenfalls der letzte nichttriviale Subfaktor im Zentrum
liegen miiite, aber Z(S;) = {id} gilt; cf. Beispiel 29.

(4) Es hat S, die Normalteiler Sy, Ay, V4 := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) und 1; und nur
diese. Insbesondere ist
1 <4V, <A €58,

Es ist Sy auflosbar, da Sy/Ay ~ Cy, Ay/Vy ~ C3 und V4 ~ Cy x Cy.

Es ist S4 nicht tiberauflosbar, da V4 nicht zyklisch ist, und wir also keine Kette von
Normalteilern der S, finden konnen, deren letzter Subfaktor zyklisch ist.

(5) Sei n > 5. Es hat S, die Normalteiler S,,, A, und 1; und nur diese. Denn ist
1< N«S,,soist NNA, <A,,also NNA, =1oder NNA, =A,; cf. Aufga-
be 11.(2). Letzterenfalls folgt aus A,, < N < S,,, dal N = A,,. Ersterenfalls folgt
aus N ~ N/(NNA,) ~(NA,)/A,, dal |[N| = 2 und also N < Z(S,) = 1; dieser
Widerspruch zeigt, dal dieser Fall nicht eintritt. Cf. Bemerkung 32; Beispiel 29.

Es ist A, nicht auflésbar, da A,, einfach und nichtabelsch ist, ersteres dank Auf-
gabe 11.(2), letzteres e.g. wegen (1,2,3) o (2,3,4) = (1,2)(3,4) # (1,3)(2,4) =
(2,3,4) 0 (1,2,3). Da A, < S, ist, impliziert A, nicht auflésbar, dal S, nicht
auflosbar ist; cf. Aufgabe 12.(2).
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Definition 34 Sei I eine Menge. Sei fiir ¢« € I eine Gruppe H; gegeben. Sei auf dem
cartesischen Produkt

HieIHi = {(2;); cw; e H; firiel}
eine Multiplikation durch

erklart, wobei (z;);, (¥;)i € [l,e; Hi. Mit dieser Multiplikation wird J]
Gruppe, dem (GufSeren) direkten Produkt von (H;)cr -

Dabei ist 11 g, = (1) und ((2);)~ = (z; ); fiir (25); € [], H;.
Ist I = [1,k] fiir ein k € Zo, so schreiben wir auch [, Hi =t Hy x -+ x H.

ser Hi zu einer

Bemerkung 35 Sei H eine Gruppe. Sei k € Z~y .
Seien N; < H fir i € [1,k] so gegeben, dafs

H = N,N,--- N,

und dafs
sz(NlNz—lNz—f—lNk) =1 fllI‘ZE[].,k’]

Dann haben wir den Gruppenisomorphismus

(ng)i F— nung---ny

Man sagt auch, H sei ein (inneres) direktes Produkt von (NN;); .

Beweis. Seien i, j € [1, k] mit i # j gegeben. Sei n; € N; und n; € N; . Es ist nynjn;n; €
N; N N; =1, und also n;n; = n;n; . Somit ist f ein Gruppenmorphismus.

Nach Voraussetzung ist f surjektiv.

Zeigen wir, daf f injektiv ist. Sei (n;); € [[, V; mit 1 = f((n;);) = ning - - - ny, gegeben.
Dann ist ny € Ny N (Ny---Ng) =1, alson; =1 und 1 = ngng---ny .

Dann ist ng € No N (N3--- Ng) =1, also ng =1 und 1 = ngny - - ny .

Usf.

Es folgt (n;); = (1n,); . Dies zeigt die Injektivitdt von f. g

Dem Beweis von Bemerkung 35 kann man entnehmen, dafl die asymmetrische Bedingung,
stets N; N (N;11 -+ Ng) = 1 zu haben, geniigt hétte.
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Lemma 36 Sei G weiterhin eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl. Sei H < G. Sei
H < K <G so, daf$ K/H eine p-Sylowgruppe von G/H ist.

p-Sylowgruppe.

Beweis.

Zu (1). Sei P < H eine p-Sylowgruppe. Sei () < G eine p-Sylowgruppe mit P < Q < G
cf. Satz 15.(1). Esist P < QN H und also P = QN H, da QN H eine p-Untergruppe von
H ist.

7

QH
\ ~/
P=HNQ

Ein Vergleich der Ordnungen zeigt, daB Q H /H 2 Q / (QOH )= Q / P eine p-Sylowgruppe
von G/H ist. Also gibt es ein x € G mit

K/H = *"QH/H) = (H)(QH/H)(>" H) = («QH2")/H = (QH)/H = ("Q*H)/H = (\Q H)/H ;

cf. Satz 15.(2). Es folgt Q) H = K, sodaB Q := “Q eine p-Sylowgruppe von G wie gesucht
ist.

Zu (2). Sei @ < G eine p-Sylowgruppe mit QH/H = K/H ; cf. (1). Dann gibt es ein
x € G mit Q = *Q; cf. Satz 15.(2). Es wird

(QH)/H = ("QH)/H = (2QHx")/H = («H)(QH/H)(x H) = (¢H)(K/H)(x H)

ebenfalls eine p-Sylowgruppe von G/H.

Zu (3). Dank (1) bleibt nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien ) und Q zwei p-
Sylowgruppen von G mit QH = K = QH. Es sind  und () auch p-Sylowgruppen
von K. Also gibt es ein x € K mit Q) = (). Schreibe x = gh mit ¢ € Q und h € H. Es
wird

Q=1="1"<291Q=q.

Zu (4). Seien Q, Q < G zwei p-Sylowgruppen. Wir haben zu zeigen, dafi @ = Q. Es
sind (QH)/H und (QH)/H beides p-Sylowgruppen von G/H; cf. (2). Da G/H nur eine



p-Sylowgruppe hat, folgt (QH)/H = K/H = (QH)/H. Also ist QH = K = QH.

Dank (3) folgt schlieBlich @ = Q. o

Satz 37 (Sylowzerlegung nilpotenter Gruppen)
Weiterhin sei G eine endliche Gruppe. Sei w(G) die Menge der Primteiler von |G|.

Fiir alle p € 7(G) wdhlen wir eine p-Sylowgruppe Q, < G.
Es ist
G nilpotent — G ~ H Qp -

pem(G)

Kurz, G ist genau dann nilpotent, wenn G direktes Produkt seiner Sylowgruppen ist.

Beweis.

Zu <. Als p-Gruppe ist (), nilpotent fiir alle Primteiler p von |G|; cf. Beispiel 33.(2).
Ferner ist ein direktes Produkt nilpotenter Gruppen nilpotent, da eine nilpotent auflésende
Kette als direktes Produkt der vorliegenden nilpotent auflésenden Ketten der direkten
Faktoren gebildet werden kann. Also ist G isomorph zu einer nilpotenten Gruppe, mithin
selbst nilpotent.

Zu =-. Sei ein n € Z-o und eine nilpotent auflosende Kette
1 =G, 4G,y 4G < --- 4G <Gy =G

gegeben; i.e. sei G; < G fir i € [0,n] und G;/Gi11 < Z(G/Giyq) fiir ¢ € [0,n — 1].
Sei p eine Primzahl. Wir wollen mit Induktion zeigen, dafl G/G; genau eine p-Sylowgruppe

hat fiir ¢ € [0,n]. Dies trifft fiir ¢ = 0 zu. Sei ¢ € [1,n] und habe G/G;_; genau eine
p-Sylowgruppe. Wir haben zu zeigen, dal G/G; genau eine p-Sylowgruppe hat.

Da G;-1/G; < Z(G/G;) und (G/G;)/(Gi-1/G;i) ~ G/G;—1, folgt dies mit Lemma 36.(4).
Der Fall ¢+ = n zeigt nun insbesondere, daf ), die einzige p-Sylowgruppe von G ist fiir
p € m(G). Also ist @, < G fiir p € 7(G) ; cf. Aufgabe 7.(1).

Sortiere 7(G) = {p1,...,pe}, wobei ¢ € Z>y und p; # p; fur ¢, j € [1,¢] mit ¢ # j.
Schreibe kurz Q; := @, fiir i € [1,/].

Fiir i € [1,0] ist |Q1 -+ Qi_1Qi11 -+ Qe| ein Teiler von |Qy -+ Q; 1Qiy1 -+ Qr_1]|Qel, dies
ist ein Teiler von |Qy -+ Qi 1Qir1 -+ Qr2|[Qr1|[Qsl, usf;; cf. Bemerkung 32. Insgesamt

ist |@Q1 -+ Qi—1Qit1 -+ Q| also ein Teiler von [Q1] -+ |Qi—1]|Qit1] - - - |Qe]. Daher ist |Q;]
teilerfremd zu |Qq - - - Q;_1Qi+1 - - - Q¢|. Folglich ist

QiN(Qr-Qi1Qiy1---Qr) = 1.
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Ferner ist .
.. .32 |Q1Q—1]|Q]
|Q1 Q£| T (Q1Qe—1)NQy]

= Q1 Qu-1]|Q/]

B.32  |Q1Qe2]|Qe—1] ‘Q ‘
Q1 Qe—2)NQey] ¥t

= ‘Ql T QZ—2||QZ—1HQ€|

= ‘Q1| T |Qe|
= |Gl

i.e. Qng:G

Nun kénnen wir Bemerkung 35 anwenden und erhalten den Gruppenisomorphismus

f
Hie[l,f] Qz ~
(qz‘)i = q192" - Qk -



Kapitel 2
Darstellungen und Moduln

Die Begriffe eines (Links-)Moduls iiber einem Ring A, der A-linearen Abbildungen zwi-
schen A-Moduln, sowie der Teil- und der Faktormoduln von A-Moduln werden als bekannt
vorausgesetzt.

Ist A ein Korper, so ist ein A-Modul dasselbe wie ein A-Vektorraum.

Sei G eine Gruppe.
Sei R ein kommutativer Ring mit R # 0.

Fiir einen R-Modul V' schreiben wir GL(V) fir die Gruppe der bijektiven R-linearen Ab-
bildungen von V nach V', mit der Komposition als Multiplikation. Ferner werde GL(R™*1)
mit GL, (R) via der Standardbasis von R" identifiziert, wobei n > 0.

2.1 Darstellungen

Definition 38 Eine Darstellung (V,p) von G (iiber R) besteht aus einem R-Modul V'
und einem Gruppenmorphismus p : G — GL(V).

Man spricht auch von einer Darstellung p von G auf V' (iiber R).

Man kann auch G-Mengen als bestehend aus einer Menge M und einem Gruppenmorphis-
mus G — Sy auffassen; cf. Aufgabe 8.(2).

Beispiel 39
(1) Es gibt die triviale Darstellung G — GL;(R), g+ (1) auf R iiber R.

(2) Sein € Zs,. Sei G =C, :=(a : a") die zyklische Gruppe von Ordnung n.

Sei k € [0,n — 1]. Da ¢, = 1, gibt es die Darstellung C,, — GL;(C), a+— (¢F)
iiber C.

27
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(3) Sein € Zsy. Sei G =35,
Es gibt, wie stets, die triviale Darstellung S,, — GL;(R), 0 — (1) iiber R.
Ferner gibt es die Signumsdarstellung S,, — GL1(R), o+ (seno) iiber R.
In der Tat ist sgn(oc o) = (sgno) - (sgn7) fir o, 7 € S,,.
(4) Es definiert
Ss — GLy(2)
(L2) — (7372)
(2.3) = (0-1)
eine Darstellung von S; auf Z2*! iiber Z ; cf. Aufgabe 14.
Der Ring Z kann hierin auch durch Q oder C ersetzt werden.

Definition 40 (und Bemerkung)
Sei M eine endliche G-Menge. Sei

RM = {3 cpfmm : 1y € Rftrme M}

der freie R-Modul mit R-linearer Basis M ().

Wir haben eine injektive Abbildung M — RM, m+— )\ Opmn, welche wir zur Iden-
tifikation verwenden und so M als Teilmenge von RM betrachten, insbesondere also
m = Onmn schreiben.

Es definiert
G . GL(RM)

g +— (m—gm)
eine Darstellung von G auf RM iiber R.
Es ist dann prar(9) (D ,men Tm M) = Y mens Tm 9N

Eine solche Darstellung heifit Permutationsdarstellung. Denn wenn man GL(RM) mit
GLas (R) identifiziert vermoge der Basis M von RM, so wird jedes Gruppenelement auf
eine Permutationsmatrix in GLj(R) abgebildet.

Beweis. Es ist pry(g) eine R-lineare bijektive Abbildung von RM nach RM, induziert
von der bijektiven Abbildung M — M, m+— gm der Basis M auf sich.

Seien g, g € G gegeben. Es ist
(Prar(99))(m) = (99)(m) = g(gm) = (Prm(9) © PrM(F))(m)

fir m € M. Da also pra(9g) und prar(g) o pras(g) auf einer Basis iibereinstimmende
R-lineare Abbildungen sind, sind sie gleich. o

'Formal gesprochen sind die Elemente von RM Abbildungen von M nach R, ie. > e Tm M ist nur
eine symbolische Schreibweise fiir die Abbildung M — R, m +— 7, .



29

Beispiel 41 Wir haben die S3-Menge {1, 2,3} ; cf. Beispiel 2.(2). Die zugehorige Permu-
tationsdarstellung wird, nach Identifikation von GL(R{1,2,3}) mit GL3(R) vermoge der
R-linearen Basis {1, 2,3}, zu

PR{1,2,3}

Sy "M QL(R)
010

(1L2) —  (300)
100

(2.3) — (001) .

2.2 Gruppenringe

Sei die Gruppe GG nun als endlich vorausgesetzt.

Definition 42 (und Bemerkung) Sei
RG = {Y cqmg 1y € Rt ge G}

der freie R-Modul mit Basis G, bestehend aus formalen R-Linearkombinationen in G (?).
Insbesondere konnen wir Elemente aus RG addieren und mit Elementen aus R multipli-
zieren.

Wir haben eine injektive Abbildung G — RG, h+—— > g 9g,n g, welche wir zur Identifika-
tion verwenden und so G als Teilmenge von RG betrachten. Wir schreiben also h =

deG 8g,hg fir h € G.

Wir haben eine injektive Abbildung R — RG, r+——rlg, welche wir zur Identifikation
verwenden und so R als Teilmenge von RG betrachten. Wir schreiben also r = rlg fiir
r e R.

Wir definieren eine R-bilineare Multiplikationsabbildung auf RG x RG durch Angabe der
Abbildungsvorschrift auf der Basis G in beiden Eintrdgen, ndmlich als

RG x RG — RG
g » h) g - h=ygh=gh=g_.h,
wobei g, h € G. Somit wird

ged heG (9,h)EGXG 2€G \geG

wobei 1, , 5, € R fiir g € G.

2Formal gesprochen sind die Elemente von RG Abbildungen von G nach R, i.e. 3 geG T 9 ist nur eine
symbolische Schreibweise fiir die Abbildung G = R, g — 1,.
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Es ist RG = (RG, +, R~G) ein Ring, genannt der Gruppenring von G mit Koeffizienten in
R; cf. Aufgabe 15.

Es ist R ein Teilring von RG. Wie zu erwarten, ist

T P 14 = = r(lr-aq) = 7l - g = 1 -
9.7 =97l 7“(,C/GG) rg 7“(GGQ) rlg -9 =7 .9

fiir g € G und r € R. Das neutrale Element der Addition ist Org = > sec 09 € RG.

Das neutrale Element der Multiplikation ist 1ge =16 = >, .5 0,19 € RG.

geG

Beispiel 43 In ZS; ist

(id—2(1,3,2))(3(1,2,3) + (1,2)) = 3(1,2,3) — 6id+(1,2) — 2(2,3)
(id—(1,2,3))(id +(1,2,3) + (1,3,2)) = id+(1,2,3)+(1,3,2

((17273)_(17372) ( ) ( ) ))2 = 0.

Nennen wir das zuletzt quadrierte Element &, so folgt speziell, da8 (id +¢)(id =) =

und (id +€)* = id +k€ # id ist fiir k € Z~; . Folglich ist 1 + ¢ ein invertierbares Element
in ZS3 ohne endliche multiplikative Ordnung.

Lemma 44 (Darstellungen und Moduln)

(1) Sei (V,p) eine Darstellung von G iber R. Wir definieren eine R-bilineare Abbildung
auf RG x V' durch Angabe der Abbildungsvorschrift auf der Basis im ersten und
eines beliebigen Elements im zweiten Eintrag, ndmlich

RG x V — V
(g , v) — (plg)(v)

Da p(g) eine R-lineare Abbildung ist, ist diese Abbildung auch in der zweiten Va-
riablen R-linear.

Allgemein st also (3_,cq 15 9)v = Y e Te(p(9))(v), wobeiry € R fir g € G.
Zusammen mit dieser Multiplikation wird V' zu einem RG-Modul.

(2) Sei V' ein RG-Modul. Schrinken wir V' zu einem R-Modul ein, um GL(V') zu bilden,
und setzen wir
G £~ GL(V)
g = (vi-gv),

so ist (V, p) eine Darstellung von G iber R. Wir schreiben auch py := p.

(3) Ist (V,p) eine Darstellung von G dber R, bilden wir den zugehirigen RG-Modul
via (1) und dann die dazu gehorige Darstellung von G tber R via (2), so erhalten
wir die urspringliche Darstellung zuriick.

Ist umgekehrt V' ein RG-Modul, bilden wir die zugehorige Darstellung von G iiber
R wvia (2) und dann den dazu gehorigen RG-Modul via (1), so erhalten wir den
urspringlichen RG-Modul zuriick.

)—(1,2,3) = (1,3,2) —id =

0
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Vermoge Lemma 44 konnen wir also RG-Moduln und Darstellungen von G iiber R mit-
einander identifizieren.

Beweis.
Zu (1). Esist lrg-v=1g-v = (p(lg))(v) = idy(v) = v.
Es ist
(22 70 9)((22n sn b))
= (2,79 (25 sn(p(h))(v))
= 22,79 p(9) (2n su(p(h))(v))
= 2979 2n sn(p(g) © p(h))(v)
= 2297 2on sn(p(gh))(v)
= (Zg,h TgSh gh)v
= (g9 9) 2y snh))v

wobei r,, s, € Rfrge Gundv eV.
Es ist

22y 799) + (3250 9)) (v + w)

IN(W) + 22415 + 59)(p(9)) (w)
= 22 7(p(9))(0) + 225 5¢((9))(v) + 22, 15 (p(9)) (W) + 32, 54(p(g)) (w)
= yngv+ (2 s,9)v+ (2,1 9)w+ (2, s99)w

wobei r,, s, € Rflrge Gund v, w € V.

Zu (2). Es ist V-V, v gv bijektiv fir ¢ € G, da von V —V, v+ g v beidseitig
invertiert. Es ist diese Abbildung auch R-linear, da g(rv + sw) = g(rv) + g(sw) =
(gr)v+ (gs)w = (rg)v + (sg)w = r(gv) + s(gw) fir r, s € Rund v, w € V.

Es ist p ein Gruppenmorphismus, da (p(gh))(v) = (gh)v = g(hv) = (p(g) o p(h))(v) fiir
g,h € Gundv eV.

Zu (3). Beginnt man mit einer Darstellung (V] p), so ist auf dem zugehorigen RG-Modul
die Multiplikationsabbildung mit g € G auf V durch p(g) gegeben, was man, geht man
wieder zu einer Darstellung iiber, auch als Bild von g zu nehmen hat.

Beginnt man mit einem RG-Modul V', so ist das Bild von ¢ in GL(V') unter der zugehérigen
Darstellung auf V' die Multiplikationsabbildung mit g auf V', sodal man, geht man wieder
zum RG-Modul iiber, als Produkt von ¢ € G mit v € V wieder denselben Wert wie
eingangs erhélt.

Nach Distributivitét eines Moduls ist nun aber (3_ 1, 9)v = > r(gv) fiir vy € R fiir

g € G, und also bestimmt auf V', gesehen als R-Modul, die Einschriankung der Multipli-
kationsabbildung () : RG x V —V auf G x V bereits die ganze Abbildung. 5
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Bemerkung 45
Sei V' ein RG-Modul. Sei py : G— GL(V) die zugehdorige Darstellung auf V.

Sei W ein RG-Modul. Sei py : G — GL(W) die zugehdrige Darstellung auf W.
Sei f:V—W eine R-lineare Abbildung.
FEs ist f genau dann RG-linear, wenn pw(g)o f = fopy(g) fir g € G.

Insbesondere sind V und W genau dann als RG-Moduln isomorph, wenn es eine R-lineare
Bigektion f : V. — W gibt mit pw(g) o f = fopy(g) fir g € G ; oder, dquivalent hierzu,
mit pw(g) = fopv(g)o f~.

Beweis. Da f ohnehin R-linear ist, also mit Summen und mit Faktoren aus R vertauscht,
ist f genau dann RG-linear, wenn f(gv) = gf(v) ist fir ¢ € G und v € V| i.e. wenn

(fopv(g))(v) = (pw(g)o f)(v)ist fir g € Gund v € V, i.e. wenn fopy(g9) = pw(g)o f
ist fiir g € G ; cf. Lemma 44. o

Definition 46 (und Bemerkung) Sei A ein Ring.

Das Zentrum von A ist gegeben durch
Z(A) = {z€ A :esistza=azfirac A}.

Es ist Z(A) ein kommutativer Teilring von A. Denn 14 € Z(A), und aus z, w € Z(A)
folgt (2 —w)a = a(z — w) und zwa = azw fir a € A, und somit z — w, zw € Z(A).

Beispiel 47 Esist Z(R"") ={r-E, : r € R} fir n € Z>¢; cf. Aufgabe 16.

Bemerkung 48 (Universelle Eigenschaft von RG) Sei A ein Ring.
Sei f: G—U(A) ein Gruppenmorphismus. Sei p : R— 7Z(A) ein Ringmorphismus.

Dann gibt es genau einen Ringmorphismus f : RG — A, der folgendes Diagramm kom-
mutativ macht.

Hierbei ist f(3°,759) = Y,9(ry) - f(g) fiirry € R fiir g € G.

In der Anwendung ist meist ¢ selbstverstdndlich gegeben, und f interessant.
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Bewezs.

Findeutigkeit. Sei u : RG— A ein Ringmorphismus mit u(r) = ¢(r) fir r € R und
u(g) = f(g) fir g € G. Dann wird

u(Xoyre9) = 2gulr) -ulg) = 3o, ¢(r) - flg) -
Also ist u durch Angaben von ¢ und f festgelegt.

FEzistenz. Setze )

wobei 1, € R fiir g € G.

Dies ist ein Ringmorphismus. Denn es ist f(1ze) = f(1g-1¢) = o(1g)- f(lg) = 14-14 =
14; esist

~

FU, ) + (2, 509) = FO,(r+59)9) = S, 0y +55) - flg) = X, (0(ry) +0(s,)) - £(g)
= 3, 0(r) - flg)+ X, 0(s0)  Flg) = F(Z,m9)+ (2, %9) ;

und es ist

F(Zmg) - Chsnh) = F(C, (O, msg-a) ) = X, 0(3, rasg-a) - f(2)

= D 0y Plrg) - 90(89 o) (@) = D0, 00r) - @lsn) - flgh) = >, 0(1) - w(sn) - f(g) - f(h)
= Zgw( g) - Jf() @(sn) - f(h) = (32, 0(rg) - f(9) (D2, e(s ) f(h))

= [(Z,19) F(Chsnh);

wobei 1y, 5, € R fiir g € G.

SchlieBlich ist f(r) = f(r - 1g) = ¢(r) - f(1g) = @(r) fir r € R und f(g) = f(1g-g) =
v(1r) - f(9) = f(g) fir g € G. o
Beispiel 49 Sei (V, p) eine Darstellung von G iiber R.

Wir betrachten den Endomorphismenring Endg V' der R-linearen Abbildungen von V'
nach V; cf. Aufgabe 19.(2).

Wir haben einen Gruppenmorphismus p: G — U(Endg V) = GL(V).
Wir haben einen Ringmorphismus ¢ : R — Endg V, r+——(r-idy : vi—>1-v).
Also haben wir auch den Ringmorphismus
RG -~ EndpV
dgTag = D, (ry) - plg),

wobei 1, € R fiir g € G'; cf. Bemerkung 48. Hierbei ist also

(PQog39)(0) = (g (1) - p(9))(v) = 2515 (P(9))(v) = (22,75 9)v

fiir v € V, letzteres unter Verwendung der RG-Modulstruktur aus Lemma 44.(1).
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Dies ist eine andere Sichtweise auf Lemma 44.(1), denn ein Ringmorphismus von einem Ring
in einen Endomorphismenring einer abelschen Gruppe definiert auf dieser eine Modulstruk-
tur iiber jenem Ring.

Beispiel 50 Sei n € Z-; . Schreibe ¢ := (, .

Wir betrachten die Gruppe C,, = (a : @") und den Ring C*" = C x --- x C, mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation. Es ist U(C*™) = U(C)*" = (C~{0})*".

Wir haben den Gruppenmorphismus
c, L= U
a = (Ck)ke[(),n—l} = (Cov R 7Cn71) ;

cf. Beispiel 39.

Wir betrachten also alle in loc. cit. gefundenen Beispiele von Darstellungen von C,, simultan.

Wir haben den Ringmorphismus
C _P, Z(C xn) — Cxn
Z b (Z>k€[0,n—1] .

Also gibt es den Ringmorphismus

cc, L~ o
Zie[o,nq] za' Zz‘e[o,nq}(zi)k(gk'i)k = (Zz’e[o,nq] 2"k

cf. Bemerkung 48. Als C-lineare Abbildung gesehen, wird f beziiglich der Basis (a’);ejo,n—1]
und der Standardbasis von C*" durch die Matrix

CO~O 0-1 0-2 . <O~(n—1)
4140 C1>1 1.2 . Cl-(nfl)

C2<0 C2»1 C2»2 . 42-(7171)
é—(nfl){) é(nfl)»l é-(nfl)-2 . é(nfl)-(n—l)

beschrieben. Geméf Vandermonde ist die Determinante dieser Matrix gegeben durch
Hi,je[o,n—l],z(j(cj — (%) # 0; cf. auch Aufgabe 17. Also ist f bijektiv, und somit ein
Ringisomorphismus.

Wir stellen mithin fest, dal CC,, ~ C*™ als Ringe, wobei die rechte Seite oft handhabbarer
ist als die linke.

Im folgenden Abschnitt wollen wir diese Beobachtung von C,, auf beliebige Gruppen aus-
dehnen. Da fiir eine nichtabelsche Gruppe G der Gruppenring CG nichtkommutativ ist,
kann auch die rechte Seite des zu konstruierenden Isomorphismus nicht kommutativ sein.
Es wird sich herausstellen, da8 diese die Gestalt [[, C™*™ mit n;, € Z>; hat, wobei in
Beispiel 50 eben n; = 1 zu setzen ist; cf. Satz 67 unten; cf. auch Aufgabe 18.



Kapitel 3

Wedderburn

3.1 Peirce
Sei A ein Ring.

Definition 51
(1) Ein Element e € A heifit idempotent, falls e? = e.

(2) Ein Idempotent e € A~ {0} heifit primitiv, falls aus e = €’ + €¢” mit €, €’ Idempo-
tenten mit €’e” = 0 und "¢’ = 0 bereits ¢/ = 0 oder ¢’ = 0 folgt.

(3) Sein € Zq. Ein Tupel e = (eq, ..., e,) von Idempotenten von A heifit orthogonale
Zerlegung in Idempotente (in A), falls 1 = e; +--- 4+ e, und falls e;e; = 0 ist fiir
i, j € [1,n] mit i # j.

(4) Eine orthogonale Zerlegung in Idempotente e = (e, ..., e,) heifle orthogonale
Zerlegung in primitive Idempotente (in A), falls e; primitiv ist fir ¢ € [1,n].

Bemerkung 52 Sein € Zoo und e = (eq, ..., e,) eine orthogonale Zerleqgung in Idem-
potente in A. Sei M ein A-Modul. Als abelsche Gruppen ist

M = @e,-M.

1€[1,n]

Beweis. Wegen 1 =e; +---+e, ist m=em+---+e,m fiir m € M, und also M gleich
der Summe der Untergruppen e; M.

Bleibt die Direktheit dieser Summe zu zeigen. Sei also e;mq + - - - +e,m, = 0 mit m; € M
firi e [1,n]. Es wird 0 = e;(eymy + -+ +e,m,) = e;m; fir i € [1,m]. 5

35
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Lemma 53 (Peirce-Zerlegung) Sein € Z>o und e = (€1, ..., e,) eine orthogonale
Zerlegung in Idempotente in A. Als abelsche Gruppen wird

A = @ GiAGj

i,7 € [1,n]

Beweis. Mit Bemerkung 52 und der dazu analogen Aussage fiir A-Rechtsmoduln wird

A = @ €Z'A = @(@ eZ-Aej) = @ SZ‘AGJ‘.

i€[1,n] i€[l,n] je[l,n] 1,5 €[1,n]

Beispiel 54 Sei K ein Korper. Sei A = K3*3. Wir haben die orthogonale Zerlegung in

100\ 000\, .
Idempotente e = (e;,e3) = ((888) : (85?)) in A. Dementsprechend wird

xxo

KO0O0 000 0 KK 0
A = 611461@62/461@611462@621462 = (888)@(?88)@(888)@(8

0
K

Es ist e; primitiv. Denn es ist e; Ae; ein Teilring von A (mit einer anderen 1), welcher
isomorph zu K ist. Aus e; = ¢’ + ¢” wie in Definition 51 folgt e;e’ = (¢/ + €”)e’ = €' etc.,
also €', ¢ € ejAe;. Da ejAe; ein Korper ist, folgt aber aus €'’ = 0, dafl ¢/ = 0 oder
e’ =0.

. 000 000 000y . oo
Es ist e = (010) = (010 ) 4 (000 ) nicht primitiv.
001 000 001

Ein A-Modul M heifit unzerlegbar, wenn M # 0 und wenn aus M = X @Y mit Teilmoduln
X, Y C M bereits X =0 oder Y = 0 folgt.

Bemerkung 55 Seie € A ein Idempotent.

Es ist e genau dann primitiv, wenn Ae ein unzerlegbarer A-Modul ist.

Beweis.
Sei Ae unzerlegbar. Es ist Ae # 0, also e # 0.
Sei e = ¢’ + ¢’ mit Idempotenten ¢’ und ¢’ in A so, daf} €’ = 0 und e"¢’ = 0.

Es geniigt zu zeigen, dafl Ae = Ae'@ Ae" , da dann wegen Ae unzerlegbar folgt, dal Ae’ =0
oder Ae” =0, also auch ¢/ = 0 oder ¢” = 0, womit dann e als primitiv nachgewiesen ist.

Es ist Ae’ C Ae, da ae’ = ae'(¢' + €") = ace fiir a € A. Analog ist Ae” C Ae.
Es ist Ae = Ae’ + Ae”, da ae = ae’ + ae” fiir a € A. Bleibt die Direktheit zu zeigen. Sei

a'e +a"e" =0mit o/, " € A. Dannist 0 = (a’¢’ + a"e")e’ = d'e’; genauso ist 0 = a”e”.

Sei e primitiv. Es ist e # 0, also Ae # 0. Sei Ae = X @Y fiir Teilmoduln X, Y C Ae.
Seim: Ae =X @Y — Ae, v+ y+——x, wobei x € X und y € Y. Es ist 7 eine A-lineare
Abbildung. Es ist 7% = 7.
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Setze ¢’ := 7(e) und €” :

N—
Il
3
5
Il
Cb\
td
»n
—-
0
—+
m\
)
Il
3
—
)
N—
)
Il
3
—
5
S~—
Il
Cb\
o,
24
3
—~
5
N—
m
I
o
.
0
o

Es ist ee’ = em(e) = m(ee
Es ist €2 = ¢'m(e) = n(e'e) = w(¢/) = w(n(e)) = n(e) = €.
Esiste?=(e—¢)2=e>—e —cete?=c—e¢ - +e =¢".

Esist e’ =é(e—¢€)=¢e¢ —¢ =0. Esist "¢ =(e—¢')e =¢ — € =0.
Da e primitiv ist, folgt ¢/ = 0 oder ¢’ = 0.
Ist ¢’ =0, dann ist 7(ae) = an(e) = ae’ =0 fiir a € A. Somit ist X = 7(Ae) =0,

Ist ¢” = 0, dann ist e = ¢’ und also 7(ae) = an(e) = ae’ = ae fir a € A. Also ist 7 = id 4,
und somit Y = Kern7 = 0.

Also ist Ae unzerlegbar. 5

Bemerkung 56 Sei A ein Ring. Seien e, f € A Idempotente.

Es st
Homy(Ae, Af) — eAf

v — (e
(ber—beaf) +— eaf

ein Isomorphismus abelscher Gruppen, mit Inversem wie angegeben, wobei a, b € A.

Beweis. Fiir ¢ € Homy(Ae, Af) ist p(e) € Af, sowie ep(e) = p(ee) = ¢(e), insgesamt
also p(e) € eAf. Die somit wohldefinierte Abbildung Hom 4 (Ae, Af) —eAf, o @(e),
ist zudem ein Morphismus abelscher Gruppen.

Fir a € A ist die Abbildung Ae — Af, ber (be)(eaf) = beaf fir b € A, in der
Tat A-linear. Dies zeigt die Wohldefiniertheit der Abbildung eAf — Homu(Ae, Af),
eafr— (berbeaf).

Bleibt zu zeigen, daf die beiden Abbildungen sich gegenseitig invertieren.
Fiir ¢ € Homa(Ae, Af) ist
p — p(e) = (ber~bip(e) = p(be)) = ¢

Fiir a € A ist
eaf — (berbeaf) —» (betbeaf)(e) = eaf .

3.2 Algebren

3.2.1 Begriff der R-Algebra

Sei R ein kommutativer Ring.
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Definition 57
(1) Eine R-Algebra (A, ) besteht aus einem Ring A und einem Ringmorphismus
¢ : R— A mit o(R) CZ(A).
Oft schreibt man kurz A := (A4, ¢). Oft schreibt man r := ¢(r) € A fir r € R, auch
wenn ¢ nicht injektiv ist.
(2) Seien A = (A, ) und B = (B, ) zwei R-Algebren.

Ein Ringmorphismus f : A— B heifit R-Algebrenmorphismus oder Morphismus
von R-Algebren, falls fop = 1.

s
N
R
Ein bijektiver R-Algebrenmorphismus heifit auch Isomorphismus von R-Algebren.
Diesenfalls ist auch sein Inverses ein Isomorphismus von R-Algebren; cf. Aufga-

be 19.(3). Es heilen die R-Algebren A und B isomorph, geschrieben A ~ B, wenn
es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Eine (R-) Teilalgebra von A ist ein Teilring A C Aso, daB o(R) C A, zusammen mit
©|*. Dann ist die Inklusionsabbildung A — A ein R-Algebrenmorphismus.

Bemerkung 58 Sei I eine Menge. Sei A; = (A;, ;) eine R-Algebra fiir i € I.
Es wird auch [[,.; Ai = { (a;); : a; € A; fiir i € I '} zu einer R-Algebra vermoge

(a;)i + (bi)i == (ai+b);
(ai)i : (b'L)z = (Clz’ : bi)i
fiir (a;)i, (b:i)i € [L;e; Ai» und vermoge
R e Hz‘el A
ro— (@i(r))i .

Es heift [],.; A; das (duBere) direkte Produkt des Tupels von Algebren (A;);er; fiir j € 1
heifit A; ein direkter Faktor von [[..; A;.

Ist I = [1,k] fir ein k € Z>,, so schreiben wir auch Hie[l,k] A=A X Ay x -+ X A
Beispiel 59
(1) Fiir jeden Ring A gibt es genau einen Ringmorphismus Z — A, sein Bild ist in Z(A).

Also ist jeder Ring eine Z-Algebra auf eindeutige Weise, und jeder Ringmorphismus
ist ein Z-Algebrenmorphismus.
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(2) Sei p eine Primzahl. Fiir jeden Ring A mit char A = p gibt es genau einen Ring-
morphismus F, — A, sein Bild ist in Z(A). Also ist jeder Ring von Charakteristik p
eine F,-Algebra auf eindeutige Weise, und jeder Ringmorphismus zwischen Ringen
von Charakteristik p ist ein F,-Algebrenmorphismus.

(3) Fir n € Zsg ist R™™ eine R-Algebra vermoge ¢ : R —Z(R""), rt—rE,; cf.
Beispiel 47. Insbesondere ist R via id : R — R eine R-Algebra.

Fir ¢ € Zzy und n; € Z; fiir i € [1,] ist J[;c, , R"" eine R-Algebra; cf. Bemer-
kung 58.

i€l

(4) Der Gruppenring RG ist eine R-Algebra via R— RG, r+——1 =1 - 15 ; cf. Defini-
tion 42.

Ist H < G, so ist RH eine Teilalgebra von RG.

Lemma 60 (Universelle Eigenschaft der Gruppenalgebra)
Sei G eine Gruppe. Sei A eine R-Algebra. Sei f: G— U(A) ein Gruppenmorphismus.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus f : RG — A, der folgendes Diagramm
kommutativ macht.

Beweis. Dies ist Bemerkung 48 in neuen Begriffen. o

Bemerkung 61 Sei R ein kommutativer Ring.

Seien A = (A, ) und B = (B,v) zwei R-Algebren.

(1) Viar-a=ra:=p(r)a firr € R und a € A wird A zu einem R-Modul.

(2) Sei f: A— B ein Ringmorphismus. Es ist f genau dann ein R-Algebrenmorphis-
mus, wenn f eine R-lineare Abbildung ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.(1,2). g

Definition 62 Sei K ein Korper. Sei A = (A, ) eine K-Algebra.

(1) Es heifit A endlichdimensional, falls A als K-Vektorraum endlichdimensional ist.

(2) Sei M ein A-Modul. Eingeschrénkt via K %~ A wird M zu einem K-Vektorraum.

Es heifit M endlichdimensional, wenn M als K-Vektorraum endlichdimensional ist.
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3.2.2 Halbeinfachheit von K-Algebren

Sei K ein Korper. Sei A = (A, ¢) eine endlichdimensionale K-Algebra. Sei A # 0.
Ein A-Modul M heifit einfach, wenn M # 0 ist und M nur die Teilmoduln 0 und M hat.

Definition 63 Die Algebra A heifit halbeinfach, wenn Ae ein einfacher A-Modul ist fiir
jedes primitive Idempotent e € A.

Bemerkung 64 FEs gibt eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in A.

Beweis. Annahme, es gibt keine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in A.

Behauptung. Fiir alle n € Z-; gibt es eine orthogonale Zerlegung in Idempotente e =
(1, ..., €,) in Amit e; # 0 fiir i € [1,n].

Induktion iiber n > 1.
Induktionsanfang. Es ist (1) eine orthogonale Zerlegung in Idempotente in A.

Induktionsschritt. Sei e = (eq, ..., e,) eine orthogonale Zerlegung in Idempotente in A
mit e; # 0 fiir ¢ € [1,n].

Es gibt ein k € [1,n] mit e nicht primitiv. Also gibt es Idempotente ¢’ # 0 und €” # 0 in
Amit e, =¢ +€” und e'e’ =€’¢ = 0.

Da e; # 0 fiir i € [1,n] \ {k} und da €’ # 0 und €” # 0, geniigt es zu zeigen, dafl
(617 ceey €1, 6/7 ella Chtly -+ en)

eine orthogonale Zerlegung in Idempotente ist.

Dieses Tupel besteht aus Idempotenten.

Seine Summe ist 1.

" _ el/el — 0

Es ist €’e
Es ist e;e; = 0 fiir 4, j € [1,n] N~ {k} mit i # j.

Es ist €'e; = €/(e/ + €")e; = €'epe; = 0 fur i € [1,n] ~ {k}.

Genauso ist auch e;e’ =0, €’e; = 0 und e;e” = 0 fiir ¢ € [1,n] \ {k}.

Dies zeigt die Behauptunyg.

Setze n := 1 + dimg A und wéhle eine orthogonale Zerlegung (eq, ..., e,) in Idempo-
tente in A. Es ist A = @ie[lm] Ae;; cf. Bemerkung 52. Es ist 0 # e¢; € Ae; und somit
dimg Ae; > 1 fiir i € [1,n]. Zusammen ist also

n—1 = dimxg A = Z dimg Ae; > n,
1€[1,n]

und wir haben einen Widerspruch. o
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Lemma 65 Die folgenden Aussagen (1), (2), (3) und (4) sind dquivalent.

(1) FEsist A halbeinfach.

(2) Es gibt ein n € Zs; und eine orthogonale Zerlequng in primitive Idempotente
e=(e1,...,e,) 1 A so, daff A = P }Aei und Ae; ein einfacher A-Modul
ist fur i € [1,n].

i€(l,n

(3) Es gibt einn € Z>, und eine Zerlegung A = @

i€[Ln] S; mit einfachen A-Teilmoduln

(4) Fiir jeden endlichdimensionalen A-Modul M und jeden Teilmodul N C M gibt es
einen Teilmodul X C M so, daff M = N & X.

Beweis.

Zu (4) = (1). Sei e € A ein primitives Idempotent. Sei N C Ae ein Teilmodul. Wir haben
N =027u zeigen. Nach (4) gibt es einen Teilmodul X C Ae mit Ae = N@® X . Da N # Ae
ist, ist X # 0. Da Ae unzerlegbar ist, folgt N = 0; cf. Bemerkung 55.

Zu (1) = (2). Es gibt eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente e =
(1, ..., en)in A; cf. Bemerkung 64. Es ist A = P,; ,; Ae; ; cf. Bemerkung 52. Nach (1)
ist Ae; einfach fiir i € [1,n].

Zu (2) = (3). Setze S; := Ae; fur i € [1,n].

i€[l,n

Zu (3) = (4). Sei M ein endlichdimensionaler A-Modul. Sei (my, ..., m,) eine K-lineare

Basis von M. Es ist
Qe I,

(ay, ..., ap) +— Zie[u] a;m;
eine surjektive A-lineare Abbildung.

Ist T C A% ein einfacher Teilmodul, so ist f(7') isomorph zu T oder zu 0, da der Kern
von f|r gleich 0 oder gleich T ist; und somit ist f(7") einfach oder gleich 0.

Nach (3) gibt es eine Zerlegung A = @ie[l’n] S;, wobei S; ein einfacher A-Modul ist fiir

€ [1,n]. Also ist A% = ®j€[1,€n] T; fiir gewisse einfache Teilmoduln 7; . Wir erhalten

M = f(A%) = f(a{T; : je[Ltn])) = a(f(Ty) : j€[Ltn]).
Folglich ist M das A-lineare Erzeugnis seiner einfachen Teilmoduln.

Wegen M endlichdimensional hat jede nichtleere Teilmenge von
{Y C M : Y ist Teilmodul}

ein beziiglich Inklusion maximales Element.

Sei nun N C M ein Teilmodul. Sei X C M maximal unter den Teilmoduln von M, die
Schnitt 0 mit N haben. Wir wollen N & X = M zeigen. Annahme, N & X C M. Dann
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gibt es einen einfachen Teilmodul 7" C M mit T' € N & X, da M von seinen einfachen
Teilmoduln erzeugt wird. Es ist (N @ X)NT C T. Wegen T einfach folgt hieraus, dafl
(N®X)NT = 0. Dies liefert N& X ®T C M, und also NN (X @T) =0, im Widerspruch
zur Maximalitdt von X. o

Lemma 66 (Schur)
Seien M und N einfache A-Moduln.

1) Jeder nichtverschwindende Morphismus von M nach N st ein Isomorphismus.

(1)

(2) Ist M # N, so ist Homa(M,N) = 0.
(3) Es ist Enda(M) ein Schiefkirper.
(4)

4

Ist K algebraisch abgeschlossen, so haben wir einen Isomorphismus
K =+ Ends(M), A (m+— Am = p(\)m) von K-Algebren.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.(1,2,5). o

Das Argument zu folgendem Satz 67 von Wedderburn kann wie folgt heuristisch skizziert
werden.

Sei A eine endlichdimensionale Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K.
Sei (e1,...,e,) eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente, so sortiert, dafl

Ae; ~ Aej; als A-Moduln und ¢ < k < j implizieren, dafl auch Ae; ~ Ae, ~ Ae; als
A-Moduln. Zwecks graphischer Darstellung sei einmal pars pro toto n = 6 und

Aep ~ Aes # Aey ~ Aey ~ Aes % Aeg,

und Ae; % Aeg. Dann wird

e1Aey e1 Aes e1 Aes ey Aey e1 Aes e1 Aeg
62A€1 €2A€2 €2A€3 €2A€4 €2A65 €2A€6
L.53 esAey e3Aes ez Aes ez Aey ez Aes ez Aeg
64A€1 64A62 84A83 €4A64 E4AE5 €4A€6
65A€1 85A62 85A63 €5A64 €5A€5 €5A€6
egAey egAes egAes egAey egAes egAeg

Es ist e;Ae; ~ Hom(Ae; , Ae;) stets; cf. Bemerkung 56.
Da A halbeinfach ist, ist Ae; stets einfach; cf. Definition 63.
Nach Schurs Lemma 66.(2) ist e;Ae; = 0, falls Ae; % Ae; . Also wird

€1A€1 €1A€2
€2A61 €2A€2
A _ €3A€3 83A64 83A65
- €4A€3 e4Ae4 e4Ae5
C5AG3 G5AG4 651465
egAeG

Nach Schurs Lemma 66.(4) ist K ~ Hom(Ae; , Ae;) ~ e; Ae; .
Ist Ae; ~ Ae;, dann wird K ~ Hom(Ae,; , Ae;) ~ Hom(Ae; , Ae;) ~ e;Ae; .
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Also wird
KK

KK

KKK
A ~ KKK ~ K2><2 % K3><3 % Kle

KKK

als K-Algebren.

Die dubiosen Isomorphismen in dieser Skizze miissen nun genauer betrachtet werden.

Satz 67 (Wedderburn) Sei K algebraisch abgeschlossen.
Weiterhin sei A eine endlichdimensionale K-Algebra ungleich 0.

Die folgenden Aussagen (1) und (2) sind dquivalent.

(1) Es ist A halbeinfach.
(2) Es gibtt € Z>1 und mg € Z, fir s € [1,t] so, daf§ als K-Algebren
A~ KX T

ist. Fin zugehoriger Isomorphismus heifst auch Wedderburnisomorphismus.

Beweis.

Zu (2) = (1). Es ist K™s*™s halbeinfach fiir s € [1,¢]; cf. Aufgabe 21.(1).
Also ist K™>X™ x ... x K™ halbeinfach; cf. Aufgabe 21.(2).

Somit ist auch A halbeinfach; cf. Aufgabe 21.(3).

Zu (1) = (2). Sei (e, ..., e,) eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in
A; cf. Bemerkung 64. Es ist Ae; ein einfacher A-Modul fiir ¢ € [1,n], da A halbeinfach
ist.

Heiflen ¢, j € [1,n] dquivalent, geschrieben i ~ j, wenn Ae; ~ Ae; als A-Moduln. Seien
die e; 0.E. so angeordnet, daf die Aquivalenzklassen Intervalle sind. Seien die Aquiva-
lenzklassen gegeben durch [ng + 1,n4], [n1 + 1,n9, ..., [m—1 + 1,1y mit ¢t € Z>y und
O=ng<ny < - <my_1 <ng=n.

Wiihle einen Isomorphismus «; ,,, : Ae,, =+ Ae; von A-Moduln fiir alle s € [1,¢] und alle
i € [ng—1 + 1,n,]. Wiahle dabei o, 5, = id4,, .

Wir setzen a;; := o, © O‘Z%S : Ae; =~ Ae; fir s € [1,tj und @, j € [ns_1 + 1, n,. Ist
1 = ng, so stimmt dies mit der bisherigen Wahl {iberein. Es wird

. —1 —1
Qk,j O Qj; = Qpp, O, OQjn, OQ;

,Ns

-1
= Qgp, OQ, = O

,MNs )

fir s € [1,¢t] und 7, 4, k € [ns_1+ 1, ng.
Sei B := K(m—no)x(ni—no) y frnz—ni)x(nz—n1) s ...y K (ne—ni—1)x(ne—ni—1)



44

Ist s € [1,t] und sind 7, j € [ns_1 + 1, n,l, so sei n; ; das Element von B, dessen s-ter
Tupeleintrag an Matrixposition (i — ns_1, j — ns_1) eine 1 aufweist, und Nullen sonst,
und dessen iibrige Tupeleintrige alles Nullmatrizen sind. Es ist

(mij : i, € [Ln], i~j)
eine K-lineare Basis von B.
Wir erhalten eine K-lineare Abbildung durch die Setzung

B = A
Mg = ajile)

fir i, j € [1,n] mit i ~ j.
Beachte, dafl dabei stets a;;(e;) in e;Ae; liegt, da es ohnehin in Ae; liegt und zudem
€Z‘ij7i(€i) = &M(eiei) = aj,i(ei) ist.
Wir wollen zeigen, daf$ w ein K-Algebrenisomorphismus ist.
Injektivitit. Esist A=, ;o1
Also ist das Bild unserer Basis linear unabhéngig und w somit injektiv.

| e;Ae; und a;(e;) € e;Ae; {0} fiir i ~ j; cf. Lemma 53.

Surjektivitdit. Es gentigt zu zeigen, dafl

dimg A - dimg B = Z (ns —ns_1)* .

s€[1,t]

Wegen A = €, ;1. eide; und [{ (Z,j') ell,n]x[l,n] :i~j} = 286[17t](ns —ng_1)?
geniigt es zu zeigen, dafl dimg e;Ae; = 0 fiir ¢ o j und dimge;Ae; = 1 fiir ¢ ~ j; cf.
Lemma 53.

Fiir i ¢ j ist e;Ae; >~ Homa(Ae; , Ae;) = 0; cf. Bemerkung 56, Lemma 66.(2). Also ist
dimK ez-Aej =0.

Fiir ¢ ~ j schrénkt der A-lineare Isomorphismus «;; : Ae; =~ Ae; zu einem K-linearen
Isomorphismus e; Ae; = e;Ae; ein. Ferner ist e;Ae; >~ Homa(Ae;, Ae;) ~ K ; cf. Be-
merkung 56, Lemma 66.(4); wobei die Isomorphie insgesamt Ae; ~—i(ae; — Aae;) ~— A
abbildet und somit K-linear ist. Also ist dimg e;Ae; = 1.

K-Algebrenmorphismus. Um zu zeigen, dafi die K-lineare Abbildung w ein K-Algebren-
morphismus ist, bleibt zu zeigen, daf w(n; ; - rs) = w(n; ;) - w(ne) fiir 4, 4, k, € € [1,7]
mit ¢ ~ j und k ~ ¢, und dafl w(1p) = 1, ; cf. Bemerkung 61.(2).

Ist j # k, so wird zum einen w(n; ; - M) = w(0) = 0, und zum anderen w(n; ;) - wW(Nke) €
e;Aej - epAey = 0.

Ist j = k, so wird zum einen

W(Th',j'W) = W(m,e) = a@,i(ei)a
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und zum anderen € e Ae;
—N—
wnig) - wlne) = ajile) - ae;le;) = agj(aile)e) = anj(aile)) = anle) .
SchlieBlich ist a;; = a;p, © a;ﬁs = idy,, fiir i € [1,n], mit s € [1,t] so, daBl i ~ n,, und

also

w(lp) = w(ZiE[l,n] Mii) = Zie[lm]w(ni,i) = Zie[l,n] ai(e) = Zie[l,n] ei = la.

Bemerkung 68

(1) Insbesondere folgt im Falle K algebraisch abgeschlossen aus der Symmetrie der
Charakterisierung von Satz 67, dal A auch genau dann halbeinfach ist, wenn eA
ein einfacher A-Rechtsmodul ist fiir alle primitiven Idempotente e € A. Ferner gelten
die Aquivalenzen von Lemma 65 entsprechend auch fiir Rechtsmoduln.

(2) Beispiele fiir Wedderburnisomorphismen haben wir schon in Beispiel 50 und Aufga-
be 18.(1) gesehen; cf. auch Aufgabe 23.

3.3 Maschke

Lemma 69 (Maschke) Sei K ein Korper. Sei G eine endliche Gruppe.
FEs ist KG halbeinfach genau dann, wenn |G| kein Vielfaches von char K ist.
Insbesondere ist KG halbeinfach, falls char K = 0.

Bewezs.
<. Sei |G| kein Vielfaches von char K. Wir wollen zeigen, dafl KG halbeinfach ist.

Sei M ein endlichdimensionaler KG-Modul. Sei N C M ein Teilmodul. Wir haben zu
zeigen, dafl ein K G-Teilmodul X C M mit M = N & X existiert; cf. Lemma 65.

Sei f: M — N eine K-lineare Abbildung mit f|y =idy . Sei
" M — N
m o fl(m) = |G|7 Y eq9flg™m) .
Bs ist fly = idy, da fn) = (G Sygaf(gn) = |G Syeqalgn) =
G| Y g n=nfirne N, N
Es ist f’ eine K G-lineare Abbildung, da sie K-linear ist und sich fiir x € G und m € M
f'(zm) IGI7H >, 9 flg~am)
=G, ay flym)
= z|GIT' X, v fly~m)
=z f'(m)
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ergibt.

Sei X := Kern f’. Dies ist ein KG-Teilmodul von M als Kern einer K G-linearen Abbil-
dung.

Esist NN X =0, dafireinn € NN X = NnNKern f' sich n = f'(n) =0 ergibt.
Es ist M = N 4+ X, da wir fir m € M die Zerlegung m = f'(m) + (m — f'(m)) mit
() € N und G = ') = ) = £/ m)) = f'm) — '(m) =

Insgesamt ist M = N & X. eN

=. Sei KG halbeinfach. Wir wollen zeigen, da |G| kein Vielfaches von char K ist, d.h.
daB |G| - 1 £ 0.

Schreibe o := )
Teilmodul.

Esist ho = ¢ fur h € G und also N = Ko.

Da KG halbeinfach ist, gibt es einen KG-Teilmodul X C M mit M = N & X ; cf.
Lemma 65. Die Projektion 7 : M — M, n + x+—n, wobei n € N und x € X, ist eine
K G-lineare Abbildung. Sie schickt 1 € KG = M nach n(1) = Ao fiir ein A € K. Also
wird

g € KG. Es ist M := KG ein KG-Modul. Darin ist N := KGo ein

geG

o = 7o)
= 7(2, 9)
= 2, 97(1)
= Y., 9A0
= Y, A0
= |Gl\o.
Ein Koeffizientenvergleich bei 1 gibt 1 = |G|\ = (|G| - 1x)A. Es folgt |G| - 1x # 0. o



Kapitel 4

Charaktere

4.1 Begriff des Charakters und erste Eigenschaften

Sei GG eine endliche Gruppe.

Seien V', W endlichdimensionale C-Vektorrdume.

Sei p : G — GL(V) eine Darstellung von G auf V iiber C.
Sei 0 : G — GL(W) eine Darstellung von G auf W iiber C.

Definition 70 Die Abbildung

G X C
g = Xolg) :=trp(g)
heit Charakter zu p.
Ein Charakter von G ist ein Charakter zu einer Darstellung von G.

Oft schreiben wir auch xy := x,, insbesondere, wenn wir uns auf den zugehorigen

CG-Modul V beziehen; cf. Lemma 44.

Bemerkung 71 Sind g, h € G zueinander konjugiert, so ist X,(g) = X,(h).

Also geniigt es, einen Charakter auf Reprisentanten von Konjugationsklassen zu kennen.

Beweis. Sei x € G mit h = “g gegeben. Dann wird

Xo(h) = X,("g) = tr(p(7g)) = tr(p(z) o p(g) o p(x)”) = tr(p(g)) = X,(9) -

Bemerkung 72 FEs ist x,(1) = xv(1) = dimc V' der Grad des Charakters X, .

47
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Beweis. Es ist x,(1) = trp(1) = tridy = dim¢ V. 5

Beispiel 73

(1) Zur trivialen Darstellung G — GL;(C), g+ (1) gehort der triviale Charakter
G—C, gr—1.

(2) Zur Darstellung p : Sz — GLy(C), id — (1), (1,2)—~ (7372), (1,2,3)— (7371)
aus Beispiel 39.(4) gehort der Charakter

Ss X C

id +— 2

(,2) — 0
(1,2,3) — —1.

(3) Ist M eine endliche G-Menge, so ist

xcu(g) = {meM : gm=m}|

fiir g € G. Denn die Permutationsmatrix, die sich als Bild von g unter der zugehéri-
gen Darstellung ergibt, hat bei m € M einen Diagonaleintrag 1, falls gm = m, und
ansonsten Diagonaleintrag 0.

(4) Sei in (3) etwa G = Sz und M = {1,2,3}; cf. Beispiel 41.
. . 100 010
Dann ist xcnr(id) = tr(g(l)(l)) — 3, xeu((1,2)) = tr((l)gg) — 1 und xoum((1,2,3)) =

tr(%?é) =0. Esist aucheg. {me M : (1,2 m=m}| = |{3}| =1.

(5) Setzen wir M = G in (3), ausgestattet mit der Operation durch G durch Linksmul-
tiplikation; cf. Beispiel 2.(3). Wir erhalten fiir g € G

Xcalg) =z e G :gr=x}| = 951-|G|,
da fiir x € G die Aussage gr = x dquivalent ist zu g = 1.

(6) Ist dimg V =1, soist x,(g9) = p(g), unter Verwendung der Identifikation C = C'**,
Bemerkung 74 Aus V~W als CG-Moduln folgt Xv = Xw -
Die Umkehrung gilt auch; cf. Bemerkung 95.(2) unten.

Beweis. Sei f: V =W ein Isomorphismus von CG-Moduln.

Sei g € G. Esist o(g9) = fop(g) o f; cf. Bemerkung 45. Also wird

xw(g) = tro(g) = tr(fop(g)of ) = trplg) = xv(g) -
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Bemerkung 75 Es ist Xvaw = Xv + Xw -

Also sind Summen von Charakteren wieder Charaktere.

Beweis. Fiir g € GG ist

xvew(g) = tr(p(g) ® o(g)) = tr(p(g)) +tr(o(g)) = xv(g) +xw(g) -

Definition 76 Ist V' ein einfacher CG-Modul, so heifit der Charakter xy irreduzibel.

Ein irreduzibler Charakter von G ist ein Charakter zu einem einfachen CG-Modul.

Bemerkung 77

Jeder endlichdimensionale CG-Modul ist direkte Summe von einfachen Teilmoduln.

Jeder Charakter von G ist Summe von irreduziblen Charakteren von G.

Beweis. Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul. Wir fiithren eine Induktion tiber
dimc M.

Ist M = 0 oder M einfach, so sind wir fertig.

Ist M # 0 und M nicht einfach, so gibt es einen Teilmodul 0 C N € M. Da CG halbein-
fach ist, gibt es einen Teilmodul P C M mit M = N & P; cf. Lemma 69, Lemma 65.(4).
Da sowohl N als auch P kleinere Dimension als M haben, zerfallen beide in eine direkte
Summe von einfachen Teilmoduln. Diese beiden Zerlegungen zusammengesetzt geben eine
direkte Zerlegung von M in einfache Teilmoduln. o

4.2 Charaktertafel

Sei GG eine endliche Gruppe.

Notation 78 Wir wihlen einen Wedderburnisomorphismus von C-Algebren

w

CG — Cwm x ... x Cmwm™ = B
£ — (W' , ... , () =w®);
cf. Lemma 69, Satz 67. (Die oberen Indizes an w seien hierbei keine Exponenten.)
Schreibe dabei noch w*(§) = (w; ;(£))i; € C™*" fiir £ € CG und s € [1,1].
Beachte - ., yn7 = |Gl.
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Fiir s € [1,#] und 4, j € [1,n,] schreiben wir ef; € C"*™ x ... x C"*™ = B fiir das
Tupel, das an Position s die Matrix mit Eintrag 1 an Position (4,j) und Nullen sonst
stehen hat, und ansonsten Nullmatrizen.

Esist (ef; : s € [1,t], i, j € [1,n,]) eine C-lineare Basis von B.

Es ist (ef, : s € [1,¢], i € [1,n,]) eine orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente
in B, da Be;; als einfacher B-Modul insbesondere unzerlegbar ist; cf. Bemerkung 55,

Aufgabe 21.(1).

Vermittels w betrachten wir kommentarlos einen B-Modul X auch als CG-Modul. Die-
senfalls ist dann £ -z 1= w(§) - 2 fiir £ € CG und = € X. Umgekehrt betrachten wir einen
CG-Modul vermittels w™ kommentarlos auch als B-Modul.

Schreibe x5(g) := trw®(g) fiir s € [1,¢] und g € G. Insbesondere ist xs(1) = n;.

Fiir g € G schreiben wir % :={ % : z 6"G} fiir die Konjugationsklasse von ¢ in G. Es
ist die Relation “ist konjugiert zu” eine Aquivalenzrelation auf G'; diesbeziiglich ist die
Konjugationsklasse “ die Aquivalenzklasse.

Zerlege G = |_|T€[Lt,} g, , wobei g; = 1¢, und wobei t' € Z-; die Anzahl der Konjugations-
klassen in G bezeichne. In anderen Worten, sei { g, : r € [1,t] } ein Représentantensystem
der Konjugationsklassen in G mit g; = 1.

Schreibe g, := > g, @ fiir v € [1,1].

Wir werden noch sehen, dafl t = ¢’ ist; cf. Lemma 84 unten.

Bemerkung 79 Sei s € [1,t]. Seii € [1,ng]. Sei g € G. Es ist w®(g) die beschreibende
Matriz des Bildes von g unter der zum CG-Modul Be;; gehdrigen Darstellung beziiglich
der Basis (€5;,€5,,...,€, ;).

) Vng 1
Beweis. Fiir j € [1,n,] ist

g'ej’,i = w(g) e?,i = Zke[l,ns] Wli,j(g) ei,i,

wobei die erste Gleichheit aus der Vereinbarung iiber die CG-Moduloperation auf ei-
nem B-Modul resultiert. Also ist die beschreibende Matrix der C-linearen Abbildung
Bej, — Be;,;, bej;i—~g - bej, gleich w*(g). -

Bemerkung 80 Sei s € [1,1t].

Es ist Bei | ein einfacher CG-Modul.

Es ist xs = XBe: , , und dies ist daher ein irreduzibler Charakter von G'.

Beweis. Es ist Bej ; ein einfacher CG-Modul; cf. Aufgabe 21.(1). Also ist Xpes | irreduzi-
bel. 7

Es ist w*(g) eine beschreibende Matrix des Bildes von g unter der zu Bej, gehorigen
Darstellung von G'; cf. Bemerkung 79. Also ist Xpes | = trw®(g) = xs(9). o
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Lemma 81 Sei V' ein einfacher CG-Modul.
Es gibt ein s € [1,t] mit V ~ Bej | als CG-Moduln.

Beweis. Sei v € V ~ {0} gewidhlt. Wir haben die surjektive B-lineare Abbildung f :
B—V, {—w (§v; cf. Aufgabe 20.(3). Da V' # 0 ist, ist Kern f € B. Da B =
D.cpi g Dicpng Beii ist, gibt es ein s € [1,¢] und ein i € [1,n,] mit Bej; € Kern f;
cf. Bemerkung 52. Da mithin f|pes : Be;;, — V nicht verschwindet und da Bej, und V/
einfache B-Moduln sind, ist f|pe;, ein Isomorphismus; cf. Lemma 66.(1).

Ferner ist Be], — Bef ,, bej,—bej.e;, = bej e ein [somorphismus von CG-Moduln,
invertiert von Bej, — Be],, bej ;—bej ej, . o

1,09

Es gibt in der Aussage von Lemma 81 auch genau ein solches s; cf. Aufgabe 28.

Korollar 82 Sei x ein irreduzibler Charakter von G.
Dann gibt es ein s € [1,t] mit x = xs -

Insbesondere tritt der triviale Charakter von G unter den xs auf, s € [1,t], sodafi wir
durch Umsortieren erreichen konnen, dafl x1 der triviale Charakter ist; cf. Beispiel 73.
Dies wollen wir fiirderhin auch voraussetzen.

Beweis. Sei V' ein einfacher CG-Modul mit x = Xy . Sei s € [1,¢] mit V' ~ Bej; cf.

Lemma &81. Es ist
B.74 B.80

X = Xv = XBeil = Xs -

Korollar 83 Jeder Charakter von G ist von der Form )
s € [1,1].

s€1,t] Zs Xs mit zg € Z;o f’d?”

Die Koeffizienten z, sind eindeutig bestimmt, wie wir in Bemerkung 92 unten sehen werden;
cf. auch Bemerkung 94.(1).

Beweis. Jeder Charakter von GG ist Summe irreduzibler nach Bemerkung 77; jeder irredu-
zible ist nach Korollar 82 in {x1, ..., x:} enthalten. 0

Lemma 84 Die Anzahl t' der Konjugationsklassen in G ist gleich der Anzahl t direkten
Faktoren in B. Kurz, esist t' =t.

Ferner ist (gs)scp, eine C-lineare Basis von Z(CG).

Beweis. Es ist Z(B) = Z([ e g C"™) = [lsep g Z(C™™) = [Licp g o(En,) 5 cf. Auf-
gaben 16 und 27. Also ist dim¢ Z(B) = t.
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Da B ~ CG als C-Algebren, ist auch Z(B) ~ Z(CG) als C-Algebren, und es bleibt zu
zeigen, daf} dimg Z(CG) =

Es ist das Tupel (g, )rep,¢ linear unabhéngig. Bleibt zu zeigen, daf es Z(CG) erzeugt.
Sei Y e 299 € Z(CG), wobei 2, € C fiir g € G. Sei x € G. Es wird

_ z. h=7%
dec 2g9 = fB(deG Zg9)x” = deG Zg 9 = Zhec “(=7h) h,

woraus mit einem Koeffizientenvergleich z, = Z(amg) fir g, x € G folgt. Somit ergibt
sich
ZgGG 299 = Zre[l,t’] ZxGGgr “a X
= Zre[l,t’] ZxEGrzgrx
Zre[l,t’] Zgr D ze g, T
= Zre[l,t’] Zgy gr
e clg. :re[l,t]).

Definition 85
Die Matrix X(G) := (Xs(9r))sreng € C* heiBt die Charaktertafel von G; cf. Lemma 84.

In ihren Zeilen sind also alle irreduziblen Charaktere von G anhand ihrer Werte auf
Konjugationsklassenreprisentanten aufgelistet; cf. Bemerkung 71.

In Korollar 82 wurde vereinbart, dafl y; der triviale Charakter ist. Also sind die Eintrage
der ersten Zeile der Charaktertafel alle gleich 1.

Der jeweilige Eintrag in der ersten Spalte der Charaktertafel ist xs(g1) = xs(1g) = n, fiir
s € [1,t].

Somit hat die Charaktertafel von G die Form

g=1 g2 ... @
X(G) _ X2 2
Xt Ty * ... *

Bis auf die festgelegte erste Zeile und die festgelegte erste Spalte konnen aber noch Zeilen-
und Spaltenpermutationen auftreten.

In Bemerkung 92 unten werden wir auch noch feststellen, dafi X(G) reguliir ist, ihre Zeilen
also insbesondere paarweise verschieden sind. Zusammen mit Korollar 82 liefert dies dann
die Unabhéngigkeit von X(G) vom gewiihlten Wedderburnisomorphismus w bis auf Zeilen-
permutation. Insbesondere sind dann die ng, s € [1, ], als bis auf Permutation unabhingig
von der Wahl von w erkannt.
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Beispiel 86

(1) Die Charaktertafel von S3 ist gegeben durch
id (1,2)(1,2,3)
wlt 1 1
X(S3) = X2 1 -1 1 S C3X3 X
wal2 o0 -1

cf. Losung zu Aufgabe 18.(1), Beispiel 73.(2), Beispiel 39.(3).

(2) Sein € Zs, . Schreibe ¢ := (, . Die Charaktertafel von C,, = (a : a™) ist gegeben

durch
a’ at a™ !
x| ¢t O
1.0 11 o 1-(n—1)
X, = | ¢ ¢ ¢ (Y e g
R R R SR e Y

cf. Beispiel 50.
(3) Genau dann sind alle Eintrige der ersten Spalte der Charaktertafel von G gleich 1,
wenn G abelsch ist.

Denn ist n; > 2 firein j € [1,¢], dann ist der Block C"*" der Wedderburnzerlegung
nichtkommutativ, folglich CG nichtkommutativ und also G nichtabelsch.

Ist umgekehrt n; = 1 fiir alle ¢ € [1,¢], dann ist jeder Block C"*"™ der Wedderburn-
zerlegung kommutativ, folglich CG kommutativ und also G abelsch.

4.3 Orthogonalititen

Sei GG eine endliche Gruppe.

Wir verwenden Notation 78. Insbesondere schreiben wir CG —» B := [] | Crexte

se(lt
Lemma 87 Sei g € G. Es st

D nexsl9) = xoal9) = 951Gl

s€(1,t]

Beweis. Es ist CG —~ B auch ein Isomorphismus von CG-Moduln, denn es wird
w€-n) =wl) - whn =¢ wh fir {,n € CG, wobei letzteres Produkt die verein-
barte CG-Multiplikation auf dem CG-Modul B bezeichnet.
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Also ist X5(9) = Xca(g9) = 0,1 |G|; cf. Bemerkung 74, Beispiel 73.(5).

Wir wollen nun xp(g) noch auf eine zweite Art berechnen.

@ @ Bef,i

se[1,t] ie[l,ns]

Wir haben die Zerlegung

5 ). Diese Basen

in CG-Teilmoduln. In Bej; wihlen wir die C-lineare Basis (ef;, ..., e}

setzen wir zu einer Basis von B zusammen.

Da eine Zerlegung in CG-Teilmoduln vorliegt, ergibt sich in dieser Basis die beschreibende
Matrix von B — B, b+ g - b als Blockdiagonalmatrix mit den beschreibenden Matrizen
w*(g) von Bej, — Bej,;, bef,;—~g - be;, in der Hauptdiagonalen, wobei s € [1,¢] und
i €[1,ng; cf. Bemerkung 79.

Wir summieren iiber alle diese Diagonalblocke und erhalten

xslg) = tr(b~g-b) = > > wwile) = > > xlg) = Y nixslg

s€[1,t] i€[1,ns] s€[L,t] i€[l,ns] s€[l,t]

Bemerkung 88 Fir s € [1,t] schreiben wir

ey = w—< 3 e;i) € CG.

1€[1,ns)

Es ist (e1, ..., &) die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in Z(CG) ; cf.
Aufgabe 22.

Beweis. Da w ein Ringisomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, daf3

(w(ss))se[l,t] - ( Z ei’i>se[1,t]

i€[1,ns]

die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in w(Z(CG)) = Z(B) ist.

Es ist ¢ : C*'—7Z(B), (24)s+— (25Ey,)s ein C-Algebrenisomorphismus; cf. Aufga-
ben 16 und 27, Bemerkung 61.(2).

Schreibe 7, := (0,...,0,1,0,...,0) € C*' mit der 1 an Position s fiir s € [1,¢]. Es geniigt
zu zeigen, dafl

(P wles))seing = (Ms)seny
die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in C*? ist

In der Tat liegt eine orthogonale Zerlegung in Idempotente vor. Diese sind primitiv, da
dimg C*'n, = 1 und folglich C*'n, unzerlegbar ist fiir s € [1,¢]; cf. Bemerkung 55. o



Lemma 89 Fiir s € [1,t] ist

O

geG

Beweis. Schreibe e5 =: Y 25, g fiir s € [1,¢], wobei z,, € C.

Fir h € G wird zum einen

Zre[l,t] nr tr(w’”(gs : h)) = 2. tr(a}’”(gs) : wr(h))
= >, n.tr(0s, w"(h))
= n,tr(w(h))
= nsxs(h)

zum anderen

Zre[l,t] ny tr (wr(gs : h)) = 2, ntr (WT(ZQ Zs,9 gh))
= Zg Zs.g D oy Ny T (w”(gh))
= Dy %sg 2 Xr(gh)

= Zg Zs,9 Ogn 1| G|
= Zsh- G|

Es folgt z, - = % xs(h), also auch z, , = ‘%‘ xs(g™) fir g € G, wie zu zeigen war.

Satz 90 (Orthogonalititen)
Weiterhin sei G eine endliche Gruppe und Notation T8 in Verwendung.

(1) Seien r, s € [1,t]. Es gilt die horizontale Orthogonalitit

ZXT’ s |G|ars .

geG
(2) Seien g, h € G. Es gilt die vertikale Orthogonalitdt

Z Xs(g) Xs(h) = aGg,Gh|GY||Gg’_1 = 8Gg,Gh|CG(g)| .

s€[1,t]

Beweis.
Zu (1). Fiir r, s € [1,t] wird zum einen

B. 88
Es&r = arsgs

L.89
20 0 Y xala )

95
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zum anderen

Es&r Lég (%ZQXS(Q ) )(‘G| ZhXT( )h)
= T . (Xgnee Xslg ) xe(h 7))z

Koeffizientenvergleich bei x = 1 liefert

ars = Dl s 7’ )
| |G GF 2000

Le. |G’ar,s = Zg Xr(g) Xs(g_)'
Die Aussage folgt nun wegen x,(g~) = xs(9) ; cf. Aufgabe 25.(2).
Zu (2). Wir erinnern an die Charaktertafel X := X(G) = (x,(gs))rs € C”"; cf. Definiti-

on 85. Sei
‘G ‘1/2
Y = |G|‘1/2X( - ) :
|ge |1/

Die Aussage (1) bedeutet, dal >_ , 1%4] Xr(94) Xs(g) = |G| O, ist fiir r, s € [1,],
i.e. daf
|1 |
E, = |G|7'X g

ist, i.e. dafl Y unitér ist. Vertauschung der Faktoren gibt

B | |1/2 B | |1/2
Et == YtY = |G|_1< )XtX< . ) )
Cgn] /2 [Cgr] /2
_ |%g1 |~
XX = |G - ,
|%ge| !

> Xal9r) Xalgs) = 00l Gl %0

1.e.

1.e.

fir r, s € [1,t], i.e

qu = 9a0|G||%| 1 2 Doy an|Calg)]

fir g, h € G. o

Es ist Lemma 87 ein Spezialfall von Satz 90.(2).
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Definition 91
(1) Eine Abbildung f : G — C heifit eine Klassenfunktion auf G, wenn f(g) = f(%g)
ist fiir g, * € G, wenn also f konstant auf Konjugationsklassen ist.
E.g. ist jeder Charakter von G eine Klassenfunktion auf G ; cf. Bemerkung 71.

Die Menge Kf(G) der Klassenfunktionen auf G ist ein C-Unterraum des Raums
aller C-wertigen Funktionen auf G.

Da ((G—C,ht+>0c, c,,) : v € [1,t]) eine Basis von Kf(G) ist, ist dimc Kf(G) = t.
(2) Wir definieren das hermitesche Skalarprodukt

Kf(@) x Ki@ "% ©

(0, W) = alpy) = |G eq w(9)¥(g) -

Bemerkung 92

(1) Es besagt Satz 90.(1) gerade, dal ¢(x;,xs) = O ist fur r, s € [1,¢].

Mit anderen Worten, es ist (x1, ..., x:) eine Orthonormalbasis des C-Vektorraums
der Klassenfunktionen beziiglich ¢(—,=).

Insbesondere ist die Charaktertafel X(G) eine invertierbare Matrix.

(2) Fiir praktische Zwecke beachte, dafl wir fiir ¢, ¢ € Kf(G)

a(e, ) = |G e el9) ¥(g)
= ’G|_1 Zre[l,t] ‘Ggr| 90(97") @D(Qr)

L.5

= Zre[l,t} 1Ca(g:) " vlgr) ¥(gr)

erhalten.

(3) Fiir , ¥ € KE(GQ) ist ¢(p,¥) = a(¥, 9).

Beispiel 93

(1) Die Charaktertafel von S ist gegeben durch

id (1,2)(1,2,3)
1 3 2
wlt 1 1
X(S3) = xo| 1 —1 10

vsl2 0 -1

wobei direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Lénge ihrer Konju-
gationsklassen notiert wurde; cf. Beispiel 86.(1).
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Es wird e.g. g,(x2,x3) = ¢(1-
-1

3(—1)0+21(—1)):Ound Sg(Xg,Xg)I
5(1-2:2+43-0-0+ =1

2 .
Es wird e.g. 3 g Xs((1,2) xo((1,2,3)) = (1- 14 (=1) - 140+ (=1)) = 0 und
g Xs((12)xa((1,2)) = 1- 14 (=1) - (=1) +0-0 = 2 = [S]*(L,2)[" =
|Cs, ((1,2))].
(2) Sei n > 1. Schreibe ¢ := ¢, .
Die Charaktertafel von C,, ist gegeben durch X(C,) = (¢¢=D=1) oy .

Die horizontale Orthogonalitat wird fiir r, s € [1,n] zu

c.(Xrsxs) = |Cal™! qu[lm] 14| X (94) X5(90)
= n! qu[m} 1- ¢ . ¢=(s=De-1)

= n_l qu[l,n} C(r—s)(q—l) = ar,s ;
cf. Beispiel 86.(2), Losung zu Aufgabe 17.

(3) Allgemein ist > ., Ixs(9)]* = |Cq(g)] fiir g € G. Insbesondere ist

ZsE[l,t] ny = Zse[l,t} xs(D? = [Ce(l)] = |G].

Cf. Satz 90.(2). Dies folgt auch durch Dimensionsvergleich aus dem Wedderburn-
isomorphismus.

Bemerkung 94 Sei p € Kf(G).

(1) Es ust ¥ = Zse[l,t} G(Qpa XS)XS .
Es ist ¢ genau dann ein Charakter, wenn (v, Xs) € Zsq ist fir alle s € [1,1].

(2) Ist ¢ ein Charakter, so ist ¢ genau dann irreduzibel, wenn (¢, ) =1, i.e. wenn

> gec lp(9)P =1Gl.

Beweis.

Zu (1). Schreibe ¢ = >~ 1, 4 zs Xs mit z, € C. Fiir r € [1,¢] wird

G(¢7XT’) = G(ZSZSXS7XT‘):ZSZSG(XS7X7‘) = Zszsas,r = Zr.

Die zweite Aussage folgt nun aus Bemerkung 75, Bemerkung 77, Korollar 82 und Bemer-
kung 92.(1).

Zu (2). Schreibe ¢ = Zse[u] Zs Xs Mit 2 € Zisg; cf. (1). Es ist ¢ genau dann irreduzibel,
wenn ¢ € {xs : s € [1,t] }. Wegen

G(@)%p) - G(Zs 28X87Z7» Z’/‘Xr) = Zs,r Zg Ry G(XsaXr) = Zs,r Zs Zras,r = ZS Z?

ist dies genau dann der Fall, wenn ¢(p, @) = 1 ist. o



Bemerkung 95 Scien V und W endlichdimensionale CG-Moduln.

(1) Es ist g(xv,xw) = dimgHomeg(V,W) € Zs.

29

Insbesondere ist ¢(p,¥) = ¢, p) fir Charaktere v und v von G ; cf. Bemer-

kung 92.(3).

(2) Es ist V. ~W genau dann, wenn Xy = Xw -

Cf. Bemerkung 74.

Bewezs.

Zu (1). Da fiir endlichdimensionale CG-Moduln W’ und W” zum einen ¢ (Xv, Xwew”) =

a(Xv,xw' +xw») = a(Xv,Xw')+ ¢(Xv, Xwr), zum anderen dimc Homge (V, W &W") =
dimc (Homcg<‘/, W/) D HomCG(V, W”)) = dlmc HOmcg(‘/, W/) + dlmc HOchg(V, W”)

ist, konnen wir annehmen, dafl W einfach ist; c¢f. Bemerkungen 75 und 77.

Genauso kénnen wir annehmen, dafl V' einfach ist.
Wir finden 7, s € [1,#] mit V ~ Bef, und W ~ Bef | ; cf. Lemma 81.
Wir erhalten

B.74
a(xv , xw) = G()(Be;1 7XBei1)
B.80
= G(Xr 5 Xs)
B.92.(1) P

L.66.(2,4), A. 28 dimc Homgg(Bej |, Bej ;)
dimc Homee(V, W) .

Komp. m. Isom.

g I

Zu (2). Sind V und W isomorph, so ist Xy = xw ; cf. Bemerkung 74.

Sei umgekehrt xy = xw . Fiir s € [1,] finden wir x,, ys € Zso mit V ~ @, (Be] ;)"
und W ~ @, (Bef ;)% ; cf. Bemerkung 77, Lemma 81. Wir haben zu zeigen, dafl z, = Ys

fir s € [1,¢]. Aber es wird

jos]
[
=]

ZS xS XS Zs xS XBe‘il

X, (Bet )ovs

Xv
Xw

X, (Bej ,)®vs
Zs Ys XBei1

Zs yS XS .

™
.
ot

oy [os]
DT I I o
N N

jos]
-
o

o]
o]
=]

Das Resultat folgt nun aus der Regularitdt der Charaktertafel; cf. Bemerkung 92.(1).

[m]
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4.4 Der Grad eines irreduziblen Charakters teilt die
Gruppenordnung

Sei GG eine endliche Gruppe.
Wir verwenden Notation 78.
Da w ein Ringisomorphismus ist, ist
A.27 nexnay A-16
w(Z(CG)) = Z(B) =" I, 2(C™") =" [I, c(En.) -

Es ist
C*t I~ Z(B)
(Zs)s - (ZsEns)s
ein Isomorphismus von C-Algebren; cf. Aufgaben 27 und 16.

Setzen wir noch wy 1= ¢~ o w@g)c) , so sind wir folgender Situation.

CG——=2 B = [[,Crom
Z(CG) — <"~ 7(B)
MZN sz
Cxt

Es ist wz ein Isomorphismus von C-Algebren.
Schreibe wy(€) =: (w5 (€))s € C** fiir £ € Z(CG). Also wird

(@'(§)s = w(§) = Hwz(&)) = W(wz(§))s) = (W(&)En,)s .
Le. w'(§) = wi(§E,, fir £ € Z(CG) und s € [1,t].

Bemerkung 96 (und Definition) Fs ist

Brs = wy(gs) = xr(gs) -
firr, s € [1,t]; cf. Definition 85.
Insbesondere ist 3,1 =1 fiir r € [1,t], sowie 815 = |%s| fiir s € [1,1].
Beweis. Es ist .
X""(gs) | 5| - er g XT( )
= Zweggs trw”(x)
= trw’(gs)
= tr(wy(gs)En,)

Ny wy(9s) -



61

Definition 97 Scien r, s € [1,t]. Da g., gs € Z(CG) ist, ist auch g, - gs € Z(CG). Da
(Ga)a eine Basis von Z(CG) ist, konnen wir

gr 'gs = Z Yr,s,a ga
a€ll,t]

setzen, mit eindeutig bestimmten v, 5, € C; cf. Lemma 84.

Bemerkung 98 Scienr, s, a € [1,t]. Es ist
’}/’V',S,CL = ’{ (:C7y> e Ggr X Ggs : ‘/'Ey = ga}| E Z}O .

Beweis. Es wird

gr . gs = (ZZ‘EGQT $)(Zy€Ggs y)
Z(way)GGMGgs rY
= Yhec H(x,y) € % x %% : xy="h}lh.

Also ist der Koeffizient von g, in g, - gs gleich |[{ (z,y) € %, x % : 2y = g4 }|.

Dies ist auch der Koeffizient v, s, von g, in g, - gs, da in der Basis (g, : a € [1,¢]) von
Z(CQG) das Element g, nur in g, auftritt, und dort mit Koeffizient 1. o

Bemerkung 99 Seien q,r € [1,1].
Fiir s € [1,t] wird

ﬁq,r Bq,s = Z Tr.s,a 5q,a .
]

a€ll,t

Als Matrizgleichung geschrieben besagt dies

5q,r (ﬁq,s)s = (7r,s,a>s,a <Bq,a)a

Da B,1 "2° 1 # 0 ist, hat also (Yrsa)sa € C™t den Eigenvektor (Byq)a € C! zum
Figenwert ,, € C.

Beweis. Es wird
/Bq,r ﬁq,s - w

== W

(9r) w7 ()

(- 9s)

= w% ( Zae[l,t] Vr,s,a ga)
= Zae[l,t] Yr.s.0 W7 (Ga)
= Zae[u] Yr.s,a Ba,a -

N N
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Definition 100 Sei O :={z € C : es gibt f(X) € Z[X] normiert mit f(z) =0} C C.
Es ist O C C ein Teilring; cf. Aufgabe 29.(2).

Es heifit O der Ring der algebraisch ganzen Zahlen in C.

Es ist ONQ = Z; cf. Aufgabe 29.(3).

Es ist e.g. fiir k € Z>; und i € [0,k — 1] das Element ¢} in O, als Nullstelle des normierten
Polynoms X* — 1 € Z[X].

Bemerkung 101 FEs ist 8,, € O fir q,r € [1,t].

Beweis. Es ist 3,, € C der Eigenwert einer Matrix mit ganzzahligen Eintragen, also die
Nullstelle eines charakteristischen Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten; cf. Bemer-
kungen 99 und 98. o

Satz 102 (Grad eines irreduziblen Charakters teilt Gruppenordnung)
Sei x ein irreduzibler Charakter der endlichen Gruppe G.

FEs ist der Charaktergrad x(1) ein Teiler der Gruppenordnung |G)|.

Beweis. Es gibt ein s € [1,t] mit y = x,; cf. Korollar 82.
Wir haben zu zeigen, dafl ng ein Teiler von |G| ist.
Es ist |G|n;! € Q.
!
Da Z = O N Q ist, bleibt zu zeigen, dal |G|n;' € O ist; cf. Aufgabe 29.(3).

Aus (|5 € O folgt, daB x,(g,) € O liegt fiir r € [1,], da O C C ein unter Konjugation
abgeschlossener Teilring ist; cf. Aufgaben 25.(1,2) und 29.(2); beachte, da8 aus f(z) =0
auch f(z) = f(z) = 0 folgt fir z € C und f(X) € Z[X] normiert.

Es ist

S.00.(1) —
= 0t 30, xs(9) xs(9)

= ngl Zr |G T|Xs(g7”) Xs(gr)

P20 S B xs(9r)

|Gt

Korollar 103 Sei M ein einfacher CG-Modul.
FEs teilt dimec M die Gruppenordnung |G].

Beweis. Es ist dimg M = x/(1); cf. Bemerkung 72. Da M einfach ist, ist x5 irreduzibel;
cf. Definition 76. Also ist Xas(1) ein Teiler von |G|; cf. Satz 102. o
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Beispiel 104 Sei p eine Primzahl. Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = p?. Wir kénnen
nun nochmals die bereits in der Losung zu Aufgabe 13 angemerkte Tatsache zeigen, dafl
G abelsch ist. Wir verwenden Notation 78 sinngeméf.

Annahme, es ist G nichtabelsch. Es ist also n, > 2 fiir ein r € [1,¢], und somit n,. € {p, p*}
nach Satz 102. Da }_ ., n? = |G| = p* und da n; = 1, ist n? < p?. Dies ist aber fiir
keinen der beiden Kandidaten erfiillt. Wir haben einen Widerspruch.

4.5 Konjugation und Produkte

Sei GG eine endliche Gruppe.

4.5.1 Konjugation

Definition 105 Ist ¢ € Kf(G), so definieren wir die (komplex) konjugierte Klassenfunk-
tion ¢ € Kf(G) durch

fiir g € G.

Lemma 106 Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul.

FEs trigt M* := Homc (M, C) eine CG-Modulstruktur via
(g-f)(m) = f(g~m)

firge G, fe M* undm € M.

Ist M einfach, dann auch M*.

Es ist xa+(9) :XM—(g)fiirg € G. Le. es ist Xar- = Xur -

Ist x ein Charakter von G, dann ist auch x ein Charakter von G.

Ist x ein irreduzibler Charakter von G, dann ist auch x ein irreduzibler Charakter von G.

Beweis. Siehe Aufgabe 25.(3) und Losung.

Alternativ folgt aus der Irreduzibilitdt von y, daf3

L= alx,x) = |—Cl;|ZX(9)>Z(9) = |%Z)Z(g)x(g) = (X, %)

i.e. die Irreduzibilitdt von yx ; cf. Bemerkung 94.(2). g

Beispiel 107 Fiir G = C,, operiert die komplexe Konjugation auf der Charaktertafel
X(C,,) in der Anordnung von Beispiel 86.(2) via

X1 = X1
Xi = Xn+2—i furzG[Z,n]
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4.5.2 Produkte

Definition 108 Sind ¢, ¢’ € Kf(G), so definieren wir ihr Produkt ¢ - ¢’ € Kf(G) durch

(0 -)g) = wlg)-¢'(9)
fiir g € G.

Notation 109 Seien V und W zwei C-Moduln, i.e. C-Vektorrdume.
Viav-z:=zv fir z€ Cund v € V wird V zu einem C-Rechtsmodul.

Insgesamt konnen und werden wir V' bei Bedarf kommentarlos als C-C-Bimodul verwen-
den.

Wir schreiben
VeW = Ve,
e

und dies ist wieder ein C-Vektorraum; cf. Aufgabe 26.(2).
Ist e.g. M ein CG-Modul, so wird aus diesem durch Einschrinkung ein C-Vektorraum
und dann mittels unserer Konvention ein C-C-Bimodul.
Lemma 110 Seien M und N endlichdimensionale CG-Moduln.
Es tragt M @ N eine CG-Modulstruktur via

g-(m®n) = (gm) @ (gn)
firge G, me M undn € N.

Es ist Xxpmen(9) = Xm(9) - xn(g) fir g € G. Le. es ist Xpon = X - XN -
Sind x und 1 Charaktere von G, dann ist auch x - ¢ ein Charakter von G.

Beweis. Sei g € G. Wir haben auf dem C-Vektorraum M ® N die Abbildung

Mo N 2 M e N

m @ n - (gm) © (gn),
da (gm) ® (gn) additiv in m und n ist und da
(9(m2)) @ (gn) = (gm)z @ (gn) = (gm) ® z(gn) = (gm) @ g(zn),
wobei g€ G, m e M, n & N und 2z € C.
Dies liefert eine Darstellung G — GL(M ® N), g—g¢ - (=), da sich fir g, § € G
= 9 (Xmm) Zmm) (ém) (Q )
= 99 Q) Zmmy m Q1))
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ergibt, wobei z(,n) € Z fiir (m,n) € M x N.
Somit verfiigen wir auch iiber den zugehorigen CG-Modul M ® N ; cf. Lemma 44.
Sei (my, ..., my) eine C-lineare Basis von M. Sei (ny,...,ny) eine C-lineare Basis von N.
Als C-Vektorrdume ist
M@N <~ C® g C¥ ~ ((CgC)Phet ~. Ckxt
Yojzwimi®@ny < (z)i ® (wi); —  ((m@w)); = (2w,
(

wobei der erste Isomorphismus mit der Losung zu Aufgabe 26.(5) aus den Isomorphis-
men M «=- C%, 37 2;m; «—i(2;); und N <= C®, 37 w; n; «— (w;); konstruiert werden
kann; der zweite folgt aus Aufgabe 26.(5), der dritte aus Aufgabe 26.(3).

Insgesamt korrespondiert m; ® n; zu e;; fur i € [1,k] und j € [1,¢], sodaB (m; ® n;);;
eine C-lineare Basis von M ® N ist.

Sei g € G.
Sei gm; = ) 24, M, fiir @ € [1, k], wobei z,,; € C stets.
Sei gn; = >, wy;my fiir j € [1, 4], wobei w, ; € C stets.
Es wird
g(mi @n;) = (gmi) @ (gng) = 32,4 Zai We,j Ma @ M
und der Koeffizient von m; ® n; darin gleich z;; w; ;, wobei i € [1,k] und j € [1, /].

Folglich wird die Spur der Multiplikationsabbildung g - (=) : M ® N — M ® N gleich

Xmaen(g) = Z” Zigwi; = (D; %) - (ZJ w;j) = Xum(g) - Xn(9) -

Beispiel 111 Sei G = S3. Wir verwenden die Notation von Beispiel 93.(1).
Es ist x3 = (2 0-1).
ESWirdX3‘X3:(2 0—1).(2 0—1):(40 1):(1 1 1)_|_(1—1 1)_|_(2 0_1):X1+X2+X3-

Insbesondere ist das Produkt zweier irreduzibler Charaktere i.a. nicht irreduzibel.

Zusammenfassung 112 Sind x und ¢ Charaktere von G, so sind auch Yy, x + ¢ und
X - ¢ Charaktere von GG. Cf. Bemerkung 75, Lemma 106, Lemma 110.

4.6 Restriktion und Induktion

4.6.1 Restriktion

Seien H und G endliche Gruppen. Sei f : H — G ein Gruppenmorphismus.
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Sei x : G — C ein Charakter von G.

Sei p : G — GL(V) eine zu x gehorige Darstellung von G auf einem endlichdimensionalen
C-Vektorraum V.

Bemerkung 113
Es ist xo f: H— C ein Charakter von H, der entlang f eingeschrinkte Charakter.

Es ist po f eine zu x o f gehorige Darstellung.

Beweis. Es ist po f : H— GL(V) eine Darstellung von H auf V. Es ist

Xpof = trol)of - XOf

Definition 114 Ist H < G und ist f : H— G, h+—— h die Inklusionsabbildung, so

schreiben wir

Xl = xof

fiir den von G nach H eingeschrinkten Charakter von y.
Le. x(%(h) = x(h) fiir h € H.
Fiir den Charaktergrad gilt x| (1) = x(1).

Beispiel 115 Esist Cy = (a) < (a, b : a*, b, (ba)?) = Dg.

Was die Charaktere von Dg angeht, verwenden wir die Notation aus der Losung zu Auf-
gabe 24.(1). Was die Charaktere von C, angeht, verwenden wir die Notation von Bei-
spiel 93.(2).

Esist x := x1+ X2+ x5 = (40200) ein Charakter von Dg, wobei die Konjugationsklassen
in der Reihenfolge {1}, {a?}, {a, a®}, ... aufgelistet sind.

Es ist ngi = (x(1) x(a) x(a®) x(a®)) = (4202) =2(1111)4 (1i-1-i)4 (1-i-11), wobei
die Konjugationsklassen in der Reihenfolge {1}, {a}, {a?}, {a®} aufgelistet sind.

Wenn also fiir H < G und ¢ € G der Schnitt % N H aus mehreren Konjugationsklas-
sen von H besteht, dann wird beim Einschrédnken der Charakterwert bei g auf mehrere
Konjugationsklassen von H “verteilt”.

4.6.2 Induktion

Sei G eine endliche Gruppe. Sei H < G. Sei ¢ ein Charakter von H. Sei M ein zu ¢
gehoriger CH-Modul, i.e. ¢ =Xy -
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Es ist CG ein CG-CG-Bimodul. Durch Restriktion auf der rechten Seite wird daraus ein
CG-CH-Bimodul. I.e. es sei schlicht g - & - h := g&h fir g € G, £ € CG und h € H,
letzteres Produkt gebildet im Ring CG.

Sei ¢ := |G|/|H|. Sei G = | ;e Hz;, ie. sei {z; : j € [1,{]} ein Représentanten-
system der Rechtsnebenklassen von H in G. Beachte, dai G = G~ = | ;¢ 4(Hz;)™ =
I_lie[l,f} x; H.

Findet man e.g. U < G mit |U||H| = |G| und U N H = 1, so ist U ein Représen-
tantensystem der Rechtsnebenklassen von H in G (und der Linksnebenklassen). Denn
Hu = Hv mit u, v € U impliziert uv™ € HNU = 1, sodafl wegen Kardinalitét insgesamt
G = ey Hu gilt.

Definition 116 Sei
G
¢1H L XCG@M
CH

der von H nach G induzierte Charakter von ¢ = X, ; cf. Aufgabe 26.(2).

Lemma 117 Fir g € G ist

1
Uil = Y e(g) = ] > W)
Je[d, GgeH

r€G, *ge H

Fiir den Charaktergrad gilt 2/11%(1) = % U(1).

Beweis. Sei (myq ,...,my) eine C-lineare Basis von M.
Es ist CG = @,y g r; CH eine Zerlegung in CH-Rechtsmoduln.
Also ist

CG o M = 6B, "CH @ M

&2 Dicing 75 &

als C-Vektorraume; cf. Aufgabe 26.(5).

Esist CH =1, CH, { ;¢ als CH-Rechtsmoduln, und daher, als C-Vektorrdume,

©CH ® M =~ CH @ M =~ M
CH CH

z;h @ mo h ® m +— hm,
wobei h € H und m € M ; cf. Aufgabe 26.(3) und Losung zu Aufgabe 26.(5).
Daher ist (2; ® m; : i € [1,k]) eine C-lineare Basis von 2; CH ® M. Folglich ist
CH
(v; @m; 1 i€ [1,k], j€1,(])

eine C-lineare Basis von CG ® M.
CH
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Damit ist schonmal

W% (1) = dime(CG @ M) = ¢k = S dimeM = 18 (1)

CH [H] [H]
cf. Bemerkung 72.

Sei g € G gegeben. Wir wollen die Spur der Multiplikationsabbildung mit g auf CG ® M
beziiglich der eben gefundenen Basis berechnen.

Fiir j € [1,¢] schreiben wir
9Ty = T, h;
mit o(j) € [1,¢] und h; € H.
Es ist 0(j) = j genau dann, wenn gx; € x; H, i.e. wenn x;gz; € H.
Fir i € [1, k] wird
g(x; ®m;) = T 5) h; @ m; = Ty ® h;m; .
Wir wollen den Beitrag der Basiselemente z; @m; mit i € [1, k] zu unserer Spur berechnen.

Falls o(j) # j ist, dann ist dieser Beitrag gleich 0, da T, (;) ®hj m; eine C-Linearkombina-
tion in (2,; ® m, : a € [1,k]) ist, in welcher das Basiselement z; ® m; nicht auftritt.

Falls 0(j) = j ist, dann ist h; = 2,(jgz; = “g. Es ist also, so wir
TIgM; = 3 e p) Fai Ma
schreiben mit z,; € C fir a, i € [1, k], auch
glay @m;) = xj ® Yigm; = 27 @31 4 Zai Ma s
und es ergibt sich dieser Beitrag zu

Zie[l,k] zii = ¥(Yg)

Halten wir schliellich noch fest, dafl diesenfalls 1 (*ig) = 1 ("*ig) ist fiir h € H, daB also
eine andere Wahl des Représentanten dieser Rechtsnebenklasse denselben Beitrag zutage
fordert; cf. Bemerkung 71.

Insgesamt wird also in der Tat

i) = ). v(Mg) = ‘le > w(Mg) = ﬁ > ().

jeLy, YgeH heH je10, "ige H z€G, geH
Korollar 118 Sei H = Uy g Hpy o
Fiir g € G st
|CG
14(9) = 1Ca(9) D O o ¥lh) = D (5 m aehs,cg-whs) .

s€[l,t] s€[L,t]
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Korollar 118 ist insbesondere dann von Nutzen, wenn die Bestimmung einer Menge von
Rechtsnebenklassenvertretern fiir G/H aufwendig wiire.

Beweis. Die zweite Gleichheit resultiert aus |Cq(hs)| = |Ca(g)|, falls ©h, = % ; cf. Auf-
gabe 3.(2).
Zur ersten Gleichheit. Sei g € G. Ist u € Y, so ist, schreiben wir v = Yy fiir ein y € G,

{zxeG@: g=u} = {ze€G: g=Y%}
= {zeG: YV %Y=y}
= {zxeG :y2eCslg)} = yCalg) .

Somit wird

| |;t€G ge H

= |Z|{xeG g =h}|-¢(h)
heH
C

_ | G ’Zah & ¢ )
heH

= % Z | h| + o, 64+ (")
s€[L,t]

= |Caly |Z‘ 3Ghs,Gg'¢(zg)-
s€(1,t]

Beispiel 119 Sei G = S3. Wir verwenden die Notation von Beispiel 86.(1), was ihre Kon-
jugationsklassenreprasentanten g = id, go = (1,2) und g3 = (1, 2, 3) und ihre irreduziblen
Charaktere angeht.

Schreibe ¢ := (3.
Sei H = ((1,2,3)) < S3 =G.
Die (einelementigen) Konjugationsklassen von H seien von
hi = id, hy == (1,2,3), hy = (1,3,2)
reprasentiert.
Es ist ¢ := (1 ¢ ¢?) ein Charakter von H ; cf. Beispiel 86.(2).

Es wird 1% (id) = % (id) = 2.

Alternativ wird 915 (id) = 3 .y 4 ;gg Uoll . Doy, i - (hs) =2-1+0+0=0.

Es wird 915((1,2)) = Xucp g fogt - On. 6.2 - ¥(hs) = 04040 =0.
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Bs wird ¢7157((1,2,3)) = Doeprg foc(t - Oon .23 - $(hs) =0+1- (41 = -

Alternativ wird G = Hzxy L Hzy mit 2 := id und 2, := (1,2), und somit 1% ((1,2,3)) =
Diena waesen Y(7(1,2,3) =+ =~

Insgesamt ist also ng = (20 -1) = x3; cf. Beispiel 126.

4.6.3 Frobenius-Reziprozitit

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei H < G.
Sei ¢ ein Charakter von H. Sei M ein zu ¢ gehoriger CH-Modul, i.e. ¥ = X -
Sei x ein Charakter von G. Sei N ein zu y gehoriger CG-Modul, i.e. x =X -

Der von CG nach CH eingeschrinkte Modul N|cy , der von der eingeschriankten Darstel-

lung H C~ G 2% GL(N) kommt, gehért zum von G nach H eingeschrinkten Charakter
Xjfl; cf. Bemerkung 113, Aufgabe 31.(3).

Lemma 120 (Frobenius-Reziprozitit) Es ist

¢l x) = w0, xl)
cf. Definition 91, Bemerkung 95.(1).

Beweis. Es ist

B.95.(1 .
G(1mg , X) :( ) dlmc Homcg(CGC% M7 N)
A-3L) dimec Homey (M, Homeg(CG, N))
A-31.03) dimc Homey (M, Nlca)
B.95.(1)

n@, X% .

4.6.4 Mackey

Sei GG eine endliche Gruppe. Seien H, K < G.
Bemerkung 121 Sei zudem K < H.

(1) Sei x ein Charakter von G. Es ist x5 |% = x[5% . Es ist x|& = x.

(2) Sei k ein Charakter von K. Es ist k1515 = k1% . Es ist k]l = .
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Beweis. Zu (2).
Uber Charaktere.

Zur ersten Aussage. Es geniigt zu zeigen, daB ¢(kli1%.,7) = a(kl%,7) ist fiir jeden
irreduziblen Charakter 7 von G'; cf. Bemerkung 94.(1). In der Tat wird

H1G ) L.120

L.120 (1) L.120
G(’ﬂK H>T " JG) GJH) G)

=" uklg 7lg) = kk&THK) = k(k TR “ )

= G("{IKWT

Zur zweiten Aussage. Es geniigt zu zeigen, da g (k% ,7) = k(k,7) fiir jeden irreduziblen
Charakter 7 von K. In der Tat wird

L.120
k(KT 7)

Alternativ hierzu, tiber Moduln.

Zur ersten Aussage. Sei M ein zu k gehoriger CK-Modul, i.e. K = xpr. Wir haben
CG-lineare Isomorphismen

A.26.(4) A.26.(3,L.z.5)
CG ® (CH ® M) = (CG ® CH ® M -~ CG @& M
CH CK CH CK CK
g ® (h ® m) — (g ® h) ® m > gh ® m,

wobei die CG-Linearitidt wie folgt einzusehen ist. Jedes Element von (CG ® CH) ® M)
cH CK
ist von der Form }° (9 ® 1) ® my mit my € M fiir g € G. Es ergibt sich

(s zax)(Xy(g®1) @my) = 2 (> 2ag®1) ®my
- 2, (00, e xg) ®@my

= sz ) (D2 g @my)

wobei z, € C fiir x € G. Also wird
H, G .
Klxlg = X = X

CG ® (CH @ M)
CH CK

Die zweite Aussage folgt mit Aufgabe 26.(3).
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Lemma 122 (Mackeyformel) Sei r ein Charakter von K.

Wihle D € G mit G = | |;cp, HAK .

Betrachte den Gruppenisomorphismus cq := K > K, %+—k = 4 (%) firde D.
Es ist

/ﬂfdg = Z(’f o cq)] ZgﬁHﬁIKﬂH :

deD

Beweis. Sei V' ein CK-Modul mit k = xy .

Fiir d € D schreiben wir 4V fiir den C(“K)-Modul, der zur Darstellung py ocg von K auf
V gehort. Somit wird % - v = kv fiir K € K und v € V, wobei links auf 4V multipliziert
wird und rechts auf V.

Schreibe CHdK := ¢(hdk : h€ H, k € K). Es ist CG = @,., CHdK eine Zerlegung
in CH-CK-Teilbimoduln. Also wird

cf. A.26.(5
CG 2V = (Biep CHdK)C@?{V 20 @deD(CHdKCQ% V).

CK

Sei d € D. Es bleibt zu zeigen, dafl

CHIK ® V — CH ® av

CK C(9KNH)
hdk ® v +—— h R kv
hd ® v <~ h ® )

sich gegenseitig invertierende CH-lineare Abbildungen sind, wobei h € H, k € K und

v € V. Denn zur rechten Seite gehort der Charakter (ko cd)Jjgm o -

Wohldefiniertheit und Z-Linearitit von —— . Ist hdk = hdk fir h, h € Hund k, k € K,
dann wird h=h = 4kk~) € %K N H und folglich auf der rechten Seite

h@kv = h(h"h)@kv = h® Ykk™) kv = h@kk kv = h®kv.
Ferner wird fir h € H, k € K, v € V und ¥’ € K auch h ® (kk')v = h ® k(k'v).
Entsprechend fiir C-Linearkombinationen. Additivitat in beiden Faktoren ist ersichtlich.
Wohldefiniertheit und Z-Linearitit von <— . Seien h € H und v € V' gegeben. Sei ferner
h' = %' € K N H gegeben. Es wird auf der linken Seite

Wdov = hdev = hdk' ®@v = hd®@ kv = hd® % -v.

Entsprechend fiir C-Linearkombinationen. Additivitat in beiden Faktoren ist ersichtlich.

Sowohl CH -Linearitit von — und -«— als auch ihre gegenseitige Inversion sind er-
sichtlich.
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Satz 123 (Mackeykriterium) Weiterhin sei G eine endliche Gruppe und H < G.
Sei 1 ein Charakter von H.

Betrachte den Gruppenisomorphismus ¢, : 9H =~ H, Sh+—h = 9 (%h) fir g € G.
Wihle D C G so, dafi G = | |,cp, HdH und daf$ 1 € D.

Es ist sz, genau dann irreduzibel, wenn folgende Aussagen (1) und (2) gelten.

(1) FEs ist v irreduzibel.
(2) Fm“ d € D AN {1} ZSt dHﬁH(wlgHmH 5 (w ®) Cd)JngH) = 0

Beweis. O.E. ist 1 # 0.

Es ist
oWl i) "= (VL)
(), ZdeD(@D o Cd)ldﬁmHﬁHmH)
= 2, ) + 2gep oy W, (Yo ca)l e aron)
() + 2 gep~qay #((Yoca)l it o 1)
L.120 #(0,0) + Cgepqy wnm (0 Cd)JdgmH o)
=) + D deD{1} oot (e » (0 © ca)l i)

Es liegt das Skalarprodukt zweier Charaktere in Z-; cf. Bemerkung 95.(1). Speziell ist
1 (Y, ) € Zy; cf. Definition 91.(2).
G

Nun ist ¥15 genau dann irreduzibel, wenn (1% ,91%) = 1; cf. Bemerkung 94.(2).
Nach vorstehendem ist dies aber genau dann der Fall, wenn g(1,%) = 1 und

a0, (o el 1) = 0 st fiir d € D~ {1}.
Ersteres ist schlielich dquivalent dazu, daff ¢ irreduzibel ist; cf. Bemerkung 94.(2). o

Bemerkung 124 Fiir einen Charakter v» von H und g € G ist explizit

it (s (00 ¢ nr) = i oo (@) D5 29) -

Da D ~ {1} in Satz 123 ein beliebig gewéhltes Doppelnebenklassenrepriasentantensy-
stem ist, folgt aus 915 irreduzibel auch noch, daB ornm (V| > (0 0 cg)loiay) = 0 fiir
ge G\ H.

Beispiel 125 Sei n € Z-,. Betrachte S,,_; < S,,. Sei ¢ ein irreduzibler Charakter von
Sn_1.5€ei0 €8S, NS,—1. Es wird

! S o) = e S (B >0

|JS”_1 a Sn_ll TE9Sn-1NSn—1 |an_1 a Sn_1| TETSp_1NSn—1
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da zwei Elemente aus S,,_1, die in S,, konjugiert sind, denselben Zykeltyp aufweisen und
damit auch in S,,_; konjugiert sind, und da (1) # 0 ist. Gemafl Mackeykriterium ist also
Mgzﬂ nicht irreduzibel; cf. Satz 123, Bemerkung 124. Cf. auch Losung zu Aufgabe 42.(2).

Beispiel 126 Sei N < G. Sei ¢ ein irreduzibler Charakter von N. Sei G = | |,c, NdN =
LlsepdN und 1 € D. Es ist 115 irreduzibel genau dann, wenn (v, 0 cg) = 0 ist fiir
d € D~ {1}; cf. Satz 123. Le. es ist zm]GV irreduzibel genau dann, wenn v o ¢q # 9 fiir
d € D~ {1}; cf. Aufgabe 33.(4), Satz 90.(1).

In der Situation von Beispiel 119 ist G = S3, N = ((1,2,3)) und D = {id, (1,2)}. Wir
schreiben ¢ := (3. Esist ¢ = (1 ¢ ¢2) und thocqg) = (1 ¢2 ¢) # . Also ist 91§ irreduzibel,
wie in loc. cit. ja auch schon festgestellt.

Cf. auch Nebenbemerkung in Losung zu Aufgabe 52.



Kapitel 5

Burnside, Artin und Brauer

5.1 Burnside

Sei GG eine endliche Gruppe.

5.1.1 Ein Lemma iiber Gruppen mittels Charakteren

Lemma 127 Sei k € Z~, . Schreibe ¢ := (.
Sein € Zzy . Seien x; € Lz firi € [0,k — 1] mit 32,0,y 7 = n gegeben.
Es liege o := %Zie[o,k—l] 2; ¢ in O {0} ; ¢f. Definition 100, Aufgabe 29.(2,3).

Dann gibt es ein j € [1,n] mit x; = nd;; firi € [0,k — 1], und mit o = (7.

Beweis. Schreibe Q(¢) := q(¢" : i €0,k —1]) C C. Da das angegebene Q-lineare Er-
zeugendensystem unter Multiplikation abgeschlossen ist, ist Q(¢) C C eine endlichdimen-
sionale Q-Teilalgebra.

Da Q(() als Teilring von C auch ein Integritétsbereich ist, ist es ein Kérper, da aus der
Injektivitdt der Q-linearen Multiplikationsabbildung auf Q({) mit einem Element £ aus
Q(¢) ~ {0} auch ihre Surjektivitit und damit die Invertierbarkeit von £ in Q((¢) folgt.

Sei I' := {Q(¢) = Q(C) : o ist ein Q-Algebrenisomorphismus }. Mit der Komposition
als Multiplikation ist I" eine Gruppe.

Wir brauchen folgende Aussagen aus der Galoistheorie; cf. Aufgabe 40.

(i) Esist I' endlich.
(ii) Esist {£ € Q(() :esist 7(§) =& firTel'} =Q.

75
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Sei A:= 1], .ro(a), was dank (i) ein endliches und damit bildbares Produkt ist.
Fir 7 € I'ist 7(A) = [[,ep(T 0 0)() rezee [ er pla) = A Mit (ii) folgt A € Q.

Sei 7 € I'. Da a € O ist, gibt es ein Polynom f(X) =", b; X" € Z[X] mit m € Z,,
mit b, = 1 und mit f(«) = 0. Es folgt

A.19.(2)

f(r(a)) = Zie[o,m] bit(a)’

Also ist auch 7(«) € O.

T(Zie[o,m] bi') = 7(f(e)) = 7(0) = 0.

Insgesamt folgt

A.29

(2) .29,
A=TLgo@ € onqQ *2Y

Z .

Sei 7 € I'. Fiir i € [0,k — 1] ist |7(¢)|* = |7(¢*)| = 1 und also |7(¢Y)| = 1. Mit der
Dreiecksungleichung wird

I7(a)| = |T(%Zie[0,k_1] 2 ()| = |%Zie[0,k_1] 2 7(C")] < %Zie[o,k—l} i |T(¢)] = 1.

Hieraus ergibt sich

Al = Tlsero(@)] = Tlerlo(e)] < 1.
Da A € Z ist, folgt |A| = 0 oder |A| = 1.
Fall |A] = 0. Es ist A = 0. Da Kerno = 0 fiir 0 € I', folgt @ = 0. Nach Voraussetzung
tritt dies nicht ein.

Fall |[A] = 1. Es folgt |o(a)] = 1 fur alle ¢ € T, insbesondere also |o| = 1, i.e.
’Zie[o,kq] z; ¢’ = n.

Angenommen, es gibt j, 5/ € [0,k — 1] mit j # 5/, ; > 1 und x5 > 1. Vermittels
Multiplikation mit ¢~/ diirfen wir j/ = 0 annehmen.

Aus

. D.U. : ,
n = | Zie[o,k—l] i ('l < Zie[l,k—l]\{j} i ¢+ |wo + 2 |
. ~ N e’

P nzo—a; " aota
folgt |zo + z; (| = 2o + x;, mit Aufgabe 39 also ;7 € Rso, Widerspruch.
Also gibt es ein j € [0,k — 1] mit x; =0 fir i € [0,k — 1] ~ {j}.
Da Y icpor 1 i = n ist, folgt o = < 5

Lemma 128 Sei x ein irreduzibler Charakter von G. Sei p : G — GL(V') eine Darstel-
lung von G auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum V mit x =X, .

Sei g € G mit x(g) # 0 gegeben. Sei k :=|(g)| seine Ordnung. Schreibe ¢ := (.
Falls |%g| und x(1) in Z teilerfremd sind, dann ist p(g) = ¢/ -idy fiir ein j € [0,k — 1].
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G,
Beweis. Es ist x(g) - % € O; cf. Bemerkungen 96 und 101.

Es ist x(9) = > icpop-1) % ¢' mit z; € Z fiir i € [0,k — 1] so, daB >icor-1 i = x(1);
cf. Aufgabe 25.(1). Ferner ist z; die Multiplizitit des Eigenwerts ¢* des diagonalisierbaren
Endomorphismus p(g) ; cf. Losung zu loc. cit.

Insbesondere ist x(g) € O; cf. Aufgabe 29.(2).
Wegen Teilerfremdheit gibt es a, b € Z mit a|%| + bx(1) = 1. Somit ist

x(g) _ Sl +x) %l _
)~ Ty T ey g © O
cf. Aufgabe 29.(2). Insgesamt ist also % € O~ {0}.

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 127 erfiillt. Es gibt also ein j € [0, k — 1] so,
daf3 €Tr; = X(l)aj’z ist fiir ¢ € [0, k— 1]

Somit ist ¢7 der einzige Eigenwert des diagonalisierbaren Endomorphismus p(g). Folglich

ist p(g) = ¢7 -idy . o

Die Aussage des folgenden Lemmas bezieht sich nur auf Gruppen; unser Beweis bendotigt
aber Charaktere.

Lemma 129 Seip € Z>, prim. Sei g € G~ {1}.
Falls %G| = p* ist fiir ein € € Z=q, dann gibt es ein N G mit gN € Z(G/N) .

Beweis. Seien {x1, ..., x¢} die paarweise verschiedenen irreduziblen Charaktere von G,
wobei x; der triviale Charakter sei.

Wir behaupten, daB es ein s € [2,t] mit x,s(g) # 0 und mit x4(1) #, 0 gibt.

Annahme, fiir alle s € [2,¢] mit x4(g) # 0 ist xs(1) =, 0. Dank ¢g # 1 erhalten wir mit
vertikaler Orthogonalitéat

S.90.(2)
1+ Zse[Q,t],XS(g);éO Xs(1) xs(9) = Zse[l,t] Xs(D)xs(g) ="0.

Es ist xs(g) € O fiir s € [2,¢]; cf. Aufgaben 25.(1) und 29.(2). Somit folgt

©

A.29.(3)

11) = _}_17 Zse[2¢] Xs(1>Xs(g> = _ZSG[Q,t},Xs(g);ﬁo %Xs(” Xs(g) € 0NQ Z.

ez €0
Wir haben einen Widerspruch, und damit die Behauptung gezeigt.

Schreibe x := xs. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung auf einem endlichdimensionalen
C-Vektorraum V' mit x = x,. Schreibe k := [(g)| und ¢ := (.
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Setze N := Kernp =Kerny = {z € G : x(x) = x(1) }; cf. Aufgabe 30.

Wire Kern x = G, dann wire x(x) = x(1) fir alle z € G, i.e. x = x(1) - x1, also wegen
Irreduzibilitdt x(1) = 1, also x = x1, was aber nicht der Fall ist. Also ist N = Kern y <G.

Esist x(g) # 0. Da || = p® und x(1) £, 0 ist, sind |%g| und x(1) teilerfremd in Z. Gem#f3
Lemma 128 ist also p(g) = ¢? - idy fiir ein j € [0,k — 1], und somit p(g) € Z(GL(V)).

1],
Sei ¥ € G gegeben. Es ist p(% - g7) = *@p(g ) p(g)~ = p(g) - p(g)~ = 1. Daher ist
%g-g~ € Kernp = N . Es folgt @®N(gN) - (gN)~ = % - g N = lg/n , i€ (IN)(gN) =gN.

Somit ist gN € Z(G/N). -

5.1.2 Anwendung auf Gruppen der Ordnung p®q’

Seien p, ¢ € Z>; prim, und sei p # q.
Sei |G| = peqb fiir gewisse a, b € Zy.

Wir erinnern daran, dafl die Gruppe G einfach genannt wird, falls sie genau zwei Normal-
teiler enthélt, ndmlich 1 und G ; cf. Aufgabe 8.

Der Auflosbarkeitsbegriff findet sich in Definition 30.(1).
Lemma 130 Ist Z(G) = 1, so ist G nicht einfach.

Beweis. Da im Falle a = b = 0 nichts zu zeigen ist, ist 0.E. b > 1

Schreibe G = | | Cg, , wobei t € Z>; und g, € G fiir s € [1,t], mit g, = 1.

se(l,t]
Es ist |%g,| ein Teiler von |G| fiir s € [1,]; cf. Lemma 5.

Wiire |%,| =, 0 fiir alle s € [2,t], dann wire

0= |G = Zse[l,t] ‘GS’ =q ’Ggl| =1,

was nicht der Fall ist. Also gibt es ein s € [2,¢] mit |%,| #, 0

Schreibe g := g, € G \ {1}. Es ist |%| = p* fiir ein £ € [0, al.
Dank Lemma 129 gibt es ein N < G mit gN € Z(G/N). Es kann nicht N = 1 sein, da
Z(G) = 1 ist, aber g # 1. Also ist G nicht einfach. 0

Satz 131 (Burnside) Wir erinnern daran, daff G eine Gruppe ist mit |G| = p*q® fiir
gewisse a, b € Zsy, wobei p und q verschiedene Primzahlen sind.

Es ist G auflosbar.

Beweis. Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 ist nichts zu zeigen. Sei |G| > 1. Nach Induk-
tionsvoraussetzung sind alle Gruppen H, deren Ordnung |H| ein echter Teiler von |G| ist,
auflosbar.
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Fall Z(G) # 1. Es ist Z(G) abelsch, also auflésbar. Da |G /Z(G)| ein echter Teiler von |G|
ist, ist auch G/Z(G) auflosbar. Folglich ist auch G auflosbar; cf. Aufgabe 12.(1).

Fall Z(G) = 1. Es ist G dank Lemma 130 nicht einfach. Somit gibt es ein 1 # N < G. Da
|N| und |G/N| echte Teiler von |G| sind, sind N und G/N auflosbar. Folglich ist auch G
auflosbar; cf. Aufgabe 12.(1). o

Beispiel 132

(1) Da [Sy4] = 23- 3!, ist Sy auflosbar. Dies wissen wir bereits aus Beispiel 33.(4).

(2) Es ist Ss nicht auflosbar, da die nichtabelsche einfache, und also nichtauflosbare
Gruppe Aj; enthalten ist; cf. Aufgabe 12.(2). Cf. Beispiel 33.(4). Aber auf der anderen
Seite ist ja auch |S5| = 23 - 31 - 51,

(3) Ist @ =0 oder b = 0, so ist G sogar nilpotent; cf. Definition 30.(3), Beispiel 33.(2).

(4) Im Fall a, b € {1,2} wurde die Auflésbarkeit von G in Aufgabe 13 mit gruppen-
theoretischen Methoden gezeigt.

(5) Nach einer von FEIT und THOMPSON bewiesenen Vermutung von BURNSIDE sind
Gruppen ungerader Ordnung auflésbar. Aquivalent hierzu, jede nichtabelsche einfa-
che endliche Gruppe hat gerade Ordnung. Das kann ich nicht zeigen.

5.2 Artin und Brauer

5.2.1 Virtuelle Charaktere

Notation 133 Sei G eine endliche Gruppe.

Sei t die Anzahl der irreduziblen Charaktere von G ; cf. Lemma 84. Seien x1, ..., x; die
irreduziblen Charaktere von GG, wobei y; den trivialen Charakter bezeichne. Diese bilden
eine Orthonormalbasis des Raums der Klassenfunktionen Kf(G); cf. Bemerkung 92.(1).

Sei R C C ein Teilring.
Seit K < H <.

Sei u die Anzahl der Konjugationsklassen von H. Seien vy, ..., 1, die irreduziblen Cha-
raktere von H.

Definition 134 Sei

Vr(G) = rixs : s€[L1]) = {Xcpugmsxs o s € Ritir s €[1,1]}

die Menge der wvirtuellen Charaktere von G mit Koeffizienten in R.
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Wir schreiben auch V(G) := Vz(G). Ein virtueller Charakter mit Koeffizienten in Z heifit
auch kurz virtueller Charakter von G.

Es ist Ve(G) = Kf(G).
Bemerkung 135 Seien z; € C fiir s € [1,t] gegeben. Es ist Zse[l,t] Zs Xs genau dann ein
Charakter, wenn z, € Z fiir s € [1,¢]; cf. Bemerkung 94.(1).

Ist X = > .1 %s Xs €in virtueller Charakter, ist also z, € Z fiir s € [1,¢], und schreiben

WIr
X+ = Zse[l,t],zs>0 Zs Xs

X- = Zse[l,t],zs<0(_zs>X5’

so sind x; und y_ Charaktere und y = x4 — x_. Virtuelle Charaktere sind also genau
die Klassenfunktionen, die sich als Differenz zweier Charaktere schreiben lassen.

Bemerkung 136 FEs ist Kf(G) mit der punktweisen Addition und Multiplikation ein
kommutativer Ring, mit 1xga) = X1 -

Es ist Vp(G) C Kf(G) ein Teilring.

Via R— Vgr(G), r—rx1 ist Vg(Q) eine R-Algebra, die R-linear isomorph zu R®" ist.

Beweis. Nach Definition ist Viz(G) C Kf(G) eine additive Untergruppe.
Es ist 1Kf(G) =X1 € VR(G)

Seien x, ¥ € Vi(G). Schreibe x = > ryxsundy = > 70y, mitr,r, € Rfirs e [1,t].
Es wird
X - w = Zs,s’ Ts rs/’ Xs = Xs < VR(G) 9

da s - x« stets ein Charakter ist; cf. Lemma 110.

SchlieBlich ist R — Vg(G), r+—rx; ein Ringmorphismus, der Viz(G) zu einer R-Algebra,
macht. o

Beispiel 137 Es ist X(S3) = @fé _i) ; cf. Beispiel 93.(1).

WO

11
Umformungen mit GL3(Z) von links liefern die Zeilen von <8(2) ) als Z-lineare Erzeuger.

Also ist V(S3) ~ {(a,b,c) € Z*3 : a=3b,a=3c}.

Definition 138
(1) Seith =3 (1,7 ¥s € VR(H), wobeirs € R fiir s € [1,u].
Setze 5 == > selia] 75(105%) € Vi(G) ; cf. Definition 116.
Dies liefert eine Abbildung
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(2) Wir haben den Morphismus von R-Algebren

resjg
Vr(G) — Vg(H)
X — X%,

wobei x|5(h) := x(h) fiic h € H ; cf. Definition 114.

Bemerkung 139
(1) Firy € Vp(H) und g € G ist

A

Insbesondere stimmen fiir einen Charakter ¢ die Definitionen 116 und 138.(1) tber-
ein.

z€eG, YgecH

(2) Fiir € Vg(H) und x € Vi(G) ist

Es ist das Bild ind|$(Vr(H)) ein Ideal in Vi(G).
(3) Esist indl§ oind|% = ind% | als Abbildungen von Vi(K) nach Vi(G).
Es ist ind]k = idv, (k) -

(4) Fir ¢ € Vg(H) und x € Vgr(G) ist

(15, x) = u(,x3) -

Bewezs.

Zu (1). Schreiben wir ¢ = 1y, mit 1, € R, so wird

vlale) = X.ndile)
Lél? ZS Tsﬁ Za}EG, Tge H ¢5 (Ig)
= Wl| erG’, Tge H ¢($9) :

Kurz gesagt, die fragliche Gleichheit gilt, da sie fiir Charaktere gilt und da beide Seiten
R-linear in 9 sind.
Zu (2). Es ist

(- (dENTE = (1F) - x
da dies fiir Charaktere zutrifft und da beide Seiten R-linear in ¢ und in x sind; cf.
Aufgabe 36.(1).
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Nach Konstruktion ist indﬁ eine R-lineare Abbildung. Also ist ihr Bild eine additive
Untergruppe von Vz(G). Wegen (1%) - x € ind|5 (Vg (H)) ist dieses Bild auch ein Ideal.

Zu (3). Sei & € Vg(K). Die Gleichheiten 1515 = «1% und ]k = w gelten, da sie fiir
Charaktere gelten und jeweils beide Seiten R-linear in & sind; cf. Bemerkung 121.(2).

Zu (4). Die Gleichheit gilt fiir Charaktere, und beide Seiten sind R-linear in ¢ und x ; cf.
Lemma 120. o

5.2.2 Artin

Sei G eine endliche Gruppe. Sei x; der triviale Charakter von G, mit x;(g) = 1 fiir g € G.

Definition 140

(1) Wir schreiben Zyk(G) fiir die Menge der zyklischen Untergruppen der endlichen
Gruppe G.

(2) Sei R C C ein Teilring. Wir betrachten die R-lineare Abbildung
indWCz;yk(G)
D VeU) O VR(G)
U€ Zyk(G)
(bv)vemka) "  Dvezk@) Yol -

Sei Vazg(G) = Y pe ey 15 (Va(U)) € Vr(G) ihr Bild.
Wir schreiben auch Vz(G) := Vz 7 (G)

Definition 141 Sei U eine endliche zyklische Gruppe.
Wir definieren Jy € Kf(U) = Ve(U) als

v . c

r — Yy(z) = |U|Omu -

Es ist also Jy(x) gleich |U], falls  ein Erzeuger von U ist, und 0 sonst.

Beispiel 142 Ist U = Cy = (a : a'), so ist

Lemma 143 FEs ist
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Beweis. Fiir g € G ist

G B.139.(1) -
ZUe Zyk(G) ﬁU1U(g) = ZUE Zyk(G) ﬁ er(;, zgelU Q9U( g)

= ZUG Zyk(G) ﬁ erG, z9eU |U| a(’fg%U
= ZUG Zyk(G) erG a(”@),U

= ZzEG ZUE Zyk(Q) 8<’”g>,U

- erc 1

= |G|

= |Ghalg) -

Lemma 144 Sei U eine endliche zyklische Gruppe. Es ist 9y € V(U).

Beweis. Induktion iiber |U|. Sei ¢; der triviale Charakter von U.
Sei die Aussage fiir alle zyklischen Gruppen kleinerer Ordnung als U bekannt. Es ist

[Ulpr = ngUﬁVﬁi = 19U+ZV<U’&V1\[£;

cf. Lemma 143, Losung zu Aufgabe 5, Bemerkung 139.(3). Fiir V' < U ist nach Induk-

tionsvoraussetzung 9y € V(V), und somit auch auch 9y, € V(U). Da auch |U|p, € V(U)
ist, folgt ¥y € V(U). -

Beachte, dal bei einem Induktionsbeweis wie dem zu Lemma 144 kein Induktionsanfang
erforderlich ist.

Satz 145 (Artin)

Weiterhin sei G eine endliche Gruppe. Weiterhin bezeichne Zyk(G) die Menge der zykli-
schen Untergruppen von G.

Der Ring V(G) der virtuellen Charaktere von G wurde in Definition 134 und Bemer-
kung 136 eingefiihrt.

Die additive Untergruppe Vzy(G) C V(G) der Summen aus von zyklischen Untergruppen
nach G induzierten virtuellen Charakteren stammt aus Definition 140.

Es ist
IGIV(G) € Van(G) € V(G) .
In anderen Worten, fir x € V(G) ist |G|x eine Z-Linearkombination aus von zyklischen
Untergruppen nach G induzierten Charakteren.
Abermals in anderen Worten, es ist |G| (V(G)/Vzu(G)) = 0.

Somit ist V(G)/Vzy(G) eine endliche abelsche Gruppe, deren Ordnung |G|' teilt, wobei t
die Anzahl der Konjugationsklassen von G ist.
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Beweis. Es ist

. B. 139.(2) 1..144
Glx = 1Gxi-x "= Y @Wh-x =T Y o I e ValG) -
Ue Zyk(G) Ue Zyk(G)

Korollar 146 FEs ist Vq 7y (G) = Vq(G).

In anderen Worten, jeder virtuelle Charakter von G mit Koeffizienten in Q, insbesondere
also jeder Charakter von G, ist eine Q-Linearkombination aus von zyklischen Untergrup-
pen nach G induzierten Charakteren.

Beweis. Sei x ein Charakter von G. Schreibe |G|x = > ;.\, 4 2 wiﬁ_, wobel k € Z,
sowie U; € Zyk(G), ¢; Charakter von U; und z; € Z fiir i € [1, k| ; cf. Satz 145. Dann ist
214G
X = Zie[l,k} 2 |G| Yily, - o
€Q

5.2.3 Brauer
5.2.3.1 Irreduzible Charaktere iiberauflésbarer Gruppen

Sei G eine iiberauflésbare endliche Gruppe; cf. Definition 30.(2).
Bemerkung 147 Ist G nichtabelsch, dann gibt es Z(G) < N < G mit N abelsch.

Beweis. Es ist G/Z(G) tuberauflosbar; cf. Aufgabe 12.(6). Da G nichtabelsch ist, ist
G/Z(G) # 1. Bestehe

ZG) = G, < Gpg < Gpo < -~ <G QG =G

aus den Urbildern einer (nichtredundanten) tiberauflésenden Kette von G/Z(G), wobei
n e Z>1 .

Wir setzen N := G, . Es ist Z(G) < N < G. Bleibt zu zeigen, dal N abelsch ist. Nach
Definition einer iiberauflésenden Kette ist N/Z(G) zyklisch. Sei z € N mit (2Z(G)) =
N/Z(G) gewihlt. Zwei gegebene Elemente von N kénnen wir also in der Form z*z und 27w
schreiben, wobei 4, j € Z und 2z, w € Z(G). Es folgt (z'2)(zw) = 22w = (2w)(z"2).
Also ist N abelsch. o

Cf. Kommentar zu Loésung zu Aufgabe 13.(2).

Lemma 148 Sei x ein irreduzibler Charakter von G. Dann gibt es eine Untergruppe
H < G und einen Charakter 1 von H mit (1) = 1 und 1% = x .
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Beweis. Induktion nach |G].
Sei M ein einfacher CG-Modul mit x = xas . Schreibe &k := dimc M = x(1).
Sei p = pp 0 G— GL(M) die zugehorige Darstellung. Schreibe K := Kern p.

Fall K #1. Sei r : G—G/K, g+ gK der Restklassenmorphismus. Es gibt eine Dar-
stellung p von G/K mit por = p. Also gilt auch fiir den zugehorigen Charakter x von
G/K, daBl Y or = x; cf. Bemerkung 113. Da mit G auch G/K iiberauflésbar ist und
da |G/K| < |G|, folgt mit Induktion, daf es eine Untergruppe K < H < G und einen

Charakter 1) von H/K gibt mit ¥(1) = 1 und 1@1?1%(( = x; cf. Aufgabe 12.(6).

GL(M)

o

¢ T G/K

| ]

H-—""-H/K

Es ist 1) 1= ¢ o T|Z/K ein Charakter von H. Es ist ¢(1) = (¢ or)(1) = 1. Ferner ist
v A45 7 .
ViG = Worly NG = (Wlk)or = xor = x.

Foll K = 1.

Subfall G abelsch. Es ist x(1) = 1, da wegen CG kommutativ alle direkten Faktoren in
der Wedderburn-Zerlegung gleich C**! sind; cf. Satz 67, Korollar 82, Notation 78. Also
konnen (und miissen) wir H := G und ¢ := x wihlen.

Subfall G nichtabelsch. Sei Z(G) < N < G mit N abelsch; cf. Bemerkung 147. Da p
injektiv ist, folgt, daBl Z(p(GQ)) = p(Z(G)) < p(N) < p(G) ist. Folglich gibt es ein n € N
mit p(n) & o(ida).
Annahme, es gibt ein primitives Idempotent ¢ € Z(CN) = CN mit eM = M. Sei
M = @,c S mit S; einfachem (und eindimensionalem) CN-Modul fiir ¢ € [1,£];
cf. Bemerkung 77. Da eM = M ist, ist €5; = S; fur ¢ € [1,k]. Somit ist S; ~ S, als
CN-Moduln fiir 4, j € [1,k]; cf. Lemma 81, Aufgabe 22. Also ist pg,(n) = pg,(n) fiir
i, j € [1,k]. Es folgt

p(n) = pu(n) = ps,(n)-idy .
Aber p(n) € c(ida), und wir haben einen Widerspruch.

Cf. auch Losung zu Aufgabe 43.(3).

Daher gibt es eine Untergruppe N < L < GG und einen Charakter ¢ von L mit y = @1?;

cf. Aufgabe 43.(2). Da mit G auch L iiberauflosbar ist und da |L| < |G| ist, folgt mit
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Induktion, daB es ein H < L und einen Charakter ¢ von H mit ¢(1) = 1 und 415 = ¢

gibt. Wir erhalten

B.121.(2)
WG =T R = o = x,

cf. Aufgabe 12.(5). o

5.2.3.2 Erzeugen und schneiden

Sei GG eine endliche Gruppe.
Wir erinnern an den Teilring O C C der algebraisch ganzen Zahlen; cf. Definition 100.

Bemerkung 149 Seia € Z. Es ist aO NZ = aZ.

!
Beweis. O.E. ist a # 0. Zu zeigen ist nur aO NZ C aZ. Die Multiplikation mit a gibt eine
|

Bijektion von C nach C, so da8 wir dquivalent @ Na~'Z C Z zeigen kénnen. Aber es ist
A.29.(3)

O N a_lz g O N Q = Z. o
Lemma 150 Sei A < V(G) eine additive Untergruppe. Es ist o(A) N V(G) = A.

Ersetzt man in dieser Aussage O etwa durch C, so wird sie i.a. falsch.

Beweis. Seien x1, ..., X die verschiedenen irreduziblen Charaktere von G. Es ist
V(G) = z(x1,.-.,Xx¢); cf. Definition 134. Schreibe A = z(%; : i € [1,t]) mit ¢; € V(G)
fiir i € [1,t]; cf. Aufgabe 29.(1).

Schreibe v¢; = > zs;xs fur i € [1,t], wobel z,; € Z. Sei Z = (z,;) € Z'*'. Nach
Elementarteilersatz gibt es U = (u;;)i; € GL(Z) und V = (v;;)i; € GL(Z) mit
UZV = diag(dy ,...,d;) € Z". Setze @; ==Y usixs. Da U € GLy(Z) ist, ist

V(G) = z(g; -1 €][1,t]).
Wegen U diag(d; ,...,d;) = ZV ist ferner
dipi = Yo usidiXs = D05 %sjVjiXs = D;Vja¥j
fir ¢ € [1,¢]. Da V € GLy(Z) ist, folgt
A = gz(dipi i€ [1,1]),

und also
@<A> = O(dz@z P 1€ [1,t]>

Esist Vo(G) = c¢(V(G)) = (i : i € [1,1]). Dadimc Ve (G) = tist, folgt, daB (¢;)icp g
eine C-lineare Basis von Vg (G) ist.
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!
Zu zeigen ist nur o(A) NV(G) C A. Sei Y. o, p; € V(G) gegeben, wobei a; € Z fiir i €
[1,t]. Da (;)icn g ein C-linear unabhéngiges Tupel ist, ist D, o; ¢; € 0(A) genau dann,

wenn «; = 3; d; ist fiir gewisse §; € O fiir ¢ € [1,¢]. Dann aber ist «; € Z N d;O B 11 d; 7.,

und folglich > . a; ¢; € A. o

5.2.3.3 Eine Variante des Satzes von Artin

Schreibe ¢ := (g -

Sei Z[¢] das Bild des Ringmorphismus Z[X] — C, X+ (. Da ¢ € O ist, ist Z[(] C O;
cf. Aufgabe 29.(2).

Sei xi der triviale Charakter von G.

Lemma 151 Sei ¢ € Vo(G) mit ¢(g) € Z[(] fir g € G.
Es ist |Gy € Vgiqzpn(G) € Vg (G).

Le. es ist |G|y eine Z[(]-Linearkombination aus von zyklischen Untergruppen induzierten
Charakteren.

Beweis. Es ist |G|x1 = > e 7o) 15 ; cf. Definition 141, Lemma 143. Also ist

B.139
Gl = |Glx1-¢ = ZUGZyk(G) 79U1(U; P = ZUezyk(G)(ﬁU ) 90]5)15 .

Es bleibt zu zeigen, daB ¥y ¢l5 € V(U fiir U € Zyk(G). Ist ¢ ein irreduzibler Charakter
von U, so wird in der Tat

o000l 0) = e U100 (@) 0] = ey O @) ) € Z[¢)
cf. Bemerkung 94.(1). 5

Im Unterschied zum Satz 145 von Artin wird nicht mehr ¢ € V(G), sondern nur noch
¢ € Ve(G) mit stets p(g) € Z[(] vorausgesetzt, aber auch nur noch gefolgert, dafl ¢ eine
Z[¢]-Linearkombination der von zyklischen Untergruppen induzierten Charakteren ist, nicht
mehr notwendig eine Z-Linearkombination.

5.2.3.4 An einer Primzahl

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei p € Z~( prim.

Bemerkung 152 (und Definition)
Sei g € G. Sei |(g)| =p*n mita € Z=y und n € Z=y mit n %, 0.

Es gibt eindeutig bestimmte Elemente g, und g, in G mit den Figenschaften (1), (2)
und (3).
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(1) Es 1St § = Gu Gr = Gr Gu -

(2) Es ist |(gu)| eine Potenz von p.
(3) Bs ist |{g:)] £, 0.

Es heifit g, der p-unipotente und g, der p-reguliare Anteil von g.
FEs sind g, und g, in (g) enthalten.

Es ist gi, = (gu)' = (9')u und g} == (g:)" = (¢'), fiiri € Z.

Bs ist |{gu) = p* und |{gi)] = n. Folglich ist (g) = {gu) x {gs).

Es ist g = g, genau dann, wenn |(g)| #Z, 0. Wir nennen g diesenfalls p-regular.

Beweis. Wihle z, w € Z mit
zp*+wn = 1.

FEristenz. Setze g, := ¢*™ und g, := ¢**". Es wird

1 wn  zp®

g9=9 =99 = Jufr = GrGu -

Ferner ist (g,)?" = g™ =1¥ = 1 und (¢g,)" = ¢?*'" = 1* = 1.

FEindeutigkeit. Seien z,y € G mit |(x)| eine Potenz von p, mit |(y)| %, 0 und mit
g = zy = yx. Dann ist 1 = ¢gP"" = 2P""¢yP"" und folglich 2?"" = y=7"". Da |[(zF"")| eine
Potenz von p ist und |y P"")| %, 0, folgt 27"" = 1 und y?"" = 1. Da |(z)| eine Potenz von
p und nun auch ein Teiler von p®n ist, folgt, daf |(x)| ein Teiler von p® ist. Da |(y)| #, 0
und nun auch ein Teiler von p®n ist, folgt, daf |(y)| ein Teiler von n ist. Somit erhalten

WIr
wn o __ wn, , Wwn —

Jgu = g = 7Y =

g = g7 = Py =y =

1—2zp = 7

Nach Konstruktion sind g, , g € (g).
Fir i € Z ist ¢' = (gu)"(:)" = (9:)(gu)?, die Ordnung von (g,)" ist eine p-Potenz, die
Ordnung von (g,)* ist teilerfremd zu p. Also ist (¢)y = (gu)" und (¢°), = (g.)"

Wir haben schon gesehen, daf |(g,)| ein Teiler von p® ist und dafl |(g,)| ein Teiler von n
ist. Schreibe s := |{(gu)| - [{g:)|- Es geniigt zu zeigen, dafl p®n ein Teiler von s ist. Aber es
ist

9" = (gu) (q) = 1.

Ist schlieBlich |(g)| #, 0, dann ist a = 0, sodaBl mit z = 1 und w = 0 folgt, daf
g=9""=g. o
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Definition 153

(1) Eine endliche Gruppe heifit p-fastzyklisch, falls sie isomorph zu einem direkten Pro-
dukt aus einer zyklischen Gruppe von Ordnung teilerfremd zu p und einer p-Gruppe
ist.

Die Menge der p-fastzyklischen Untergruppen von G wird FZyk,(G) geschrieben.
Es ist Zyk(G) C FZyk,(G) ; cf. Definition 140, Bemerkung 152.
Jede p-Untergruppe von G ist p-fastzyklisch.

(2) Sei R C C ein Teilring. Betrachte die R-lineare Abbildung
ind@Zyk te)
B VaH) —EEL VR(G)
HE FZyk ,(G)
(Yu)rerzy, @) " Due FZyk,(G) Yl

Sei Virzyn(G) = e pai () ind|%(Vr(H)) C Vg(G) ihr Bild.
Wir schreiben auch Vizg,(G) := Vz 5zyxp(G).

Cf. Satz 145 von Artin.
Bemerkung 154 Jede Untergruppe einer p-fastzyklischen Gruppe ist p-fastzyklisch.

Beweis. Sei m € Zx; teilerfremd zu p. Sei C,, = (a : a™). Sei P eine p-Gruppe. Sei
U < C,, x P. Wir haben zu zeigen, dal U eine p-fastzyklische Gruppe ist.

Es geniigt zu zeigen, daf3
U= {d:i€Z (@,1)eUx{az:aeP, (1,)eU};
cf. Losung zu Aufgabe 5.

! .
Zu >. Sind ¢ € Z mit (a’,1) € U und x € P mit (1,x) € U gegeben, dann ist auch
(a,2) = (a, 1) (L) € U.

|
Zu <. Sei (af,z) € U, wobei i € Z. Es ist (a’,z), = (1,2) € {(¢/,2)) < U und (d’, ), =
(a',1) € {(a*,z)) < U, da diese beiden Elemente kommutieren, Ordnung eine p-Potenz
resp. Ordnung teilerfremd zu p haben und im Produkt (a’,z) ergeben. Also ist (a’,z) in
der rechten Seite enthalten. o

Bemerkung 155
Sei g € G ein p-requldres Element. Sei P eine p-Untergruppe von Cg(g).

Sei H := ({g} U P). Dann ist H eine p-fastzyklische Gruppe.
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Genauer gesagt, wir haben einen Gruppenisomorphismus (g) x P~ H, (¢', z) — g'x,
wobei © € Z. Insbesondere ist |H| = |(g)| - | P|.

Umgekehrt ist jede p-fastzyklische Untergruppe von G ist von dieser Form.

Beweis. Die Abbildung
) x P Lo G
(gl ) .Z') S gz T,
wobei i € Z, ist ein Gruppenmorphismus mit Bild H, da Elemente aus (g) mit Elementen
aus P kommutieren.
Es ist f injektiv. Denn ist 1 = f((¢",2)) = g'x, dann ist g~* =2z € PN {g) = 1, da nur 1
eine Ordnung hat, die zugleich p-Potenz und teilerfremd zu p ist.
Sei umgekehrt H < G eine p-fastzyklische Untergruppe von G. Dann gibt es ein m € Z>1

teilerfremd zu p, eine p-Gruppe @ und einen injektiven Gruppenmorphismus C,; X Q J.q
mit Bild H. Schreibe C;z = (a : a™). Es ist g := f((a,1)) ein p-regulires Element von

G. Es ist P := f(1 x Q) eine p-Untergruppe von Cg(§), da die Elemente von 1 x Q
bereits in Cj; x Q mit (@,1) vertauschen. Schlieflich ist H = ({§} U P), da bereits
Cin x Q@ = ({(a&, 1)} U (1 x Q)) ist. o

Lemma 156 Sei ¢ € Vo(G) mit ¢(g) € Z fir g € G.

Fiir g € G st
v(9) =p #9r);
cf. Bemerkung 152.

Beweis. Da g und g, in (g) liegen, konnen wir dank Restriktion o.E. annehmen, da8
G = (g) ist. Schreibe ¢(g) = >, asxs, wobel stets a;, € O ist und x; ein irredu-
zibler Charakter von G ist. Insbesondere ist stets xs(1) = 1; cf. e.g. Beispiel 86. Sei
ps : G— GL;(C) die zu x; gehorige Darstellung. Es ist ps(g) = xs(g) fiir ¢ € G und
also xs(g%) = xs(9)* fiir k € Z.

Sei q := |{(gu)|. Es ist ¢ eine Potenz von p. Es ist g9 = (g; g4)? = g2 und also
Xs(g)q = Xs(gq) = Xs(gg) = Xs(gr)q
stets. Damit wird

(9)! = (X asxs(9)? =po 2o, alxs(9)? = > alxs(g)! =po p(g)?.

B. 149

Somit ist ¢(g9)? — p(g:)? € pONZ pZ. Da a =, a? ist fir a € Z, folgt

w(g) =p v(9)! =p w(g)" = (g0) -



91

Lemma 157 Schreibe ¢ := (g -
Sei g ein p-reguldres Element von G.
Wir konnen diesem ein Element ¢, € Vz[c],pzyk,p(G) zuordnen mit den folgenden Eigen-

schaften (1), (2) und (3).

(1) Es ist p4(z) € Z firx € G.

(2) Esist p,(g) #, 0 in Z.

(3) Es ist p,(x) =0 fiir alle p-requldren Elemente x € G, die nicht zu g kongjugiert sind.

Beweis. Schreibe n :=|{(g}|. Sei P eine p-Sylowgruppe von Cg(g); cf. Satz 13.
Esist H := ({g} UP) € FZyk,(G) und |H| = n - |P|; cf. Bemerkung 155.
Sei v:(g) —C, x+—>n0,,. Es ist v € Vz1,)((9)) € Vzi((9)) nach Lemma 151.

Das ist allerdings mit Kanonen auf Spatzen geschossen. Unter Verwendung der irreduziblen
Charaktere y; : (g) — C, gt ¢} von (g) fiir i € [0,n — 1] erkennen wir ebenfalls, daf
V=2 iei0.n-1] ¢t xi € Vgpe,1((g)) ist; cf. Losung zu Aufgabe 17, Beispiel 86.(2).

Wir haben den Gruppenmorphismus 7 : H — (g}, ¢'x ——g¢' fiir i € Z und x € P; cf.
Bemerkung 155.

Sei 4 :=yom, ie. sei ¥(¢' ) :=(g") fiir i € Z und x € P.

Da v € Vgi({(g)) ist, ist 4 € Vg (H); cf. Bemerkung 113.

Da H € FZyk,(G) ist, folgt

0, = A3 € Vziepzykp(G) -

Ferner hat mit v auch 4 und also auch ¢, alle Werte in Z, i.e. (1) ist erfiillt; cf. Lemma 117.
Fiir ein p-regulires Element z € G und fiir y € G ist Yo € H genau dann, wenn % € (g);
cf. Bemerkung 155; daher wird
pole) T LY e ()
= m Zyeq vze(g) V(yx)
= ﬁ ZyeG, upe(g) TV Ouz.g

_ 1
- m ZyGG ayng

_ 1Cc0)
= i 8G$7Gg .

Der letzte Schritt gilt, denn ist z € G mit “x = g gefunden, dann ist fiir y € G die Aussage
Yr = g dquivalent zu ¥* g = g, i.e. zu yz~ € Cg(g), i.e. zuy € Cg(g)z.

Da |Ca(g)|/|P| #, 0 ist, sind (2) und (3) erfiillt. -
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Wollte man es vermeiden, p-fastzyklische Untergruppen zu verwenden, wére es eine nahe-
liegende Idee, im Beweis von Lemma 157 das v direkt von (g) nach G zu induzieren. Dann

" G _
aber wiire ]y (g) = n~" >oyea, we(g) V(9) = 2yec 9v9 = [Calg)l, sodaB (2) verletzt
wiire, sobald nur |Cg(g)| =, 0 ist. Was auch bei p-reguléren Elementen g € G der Fall sein
kann, man denke etwa an Cg(1) = G.

Lemma 158 Es gibt ein ¢ € Vg rzykp(G) mit o(x) € Z N pZ fiir alle v € G.

Beweis. Sei G = |,cp1y Yg,. Sei 0.E. t' € [1,t] so gegeben, daf g, fiir s € [1,#] ein
p-reguldres Element ist, fiir s € [t/ + 1,¢] nicht.

Setze ¢ 1= Zse[l’t,] Vg, € Vz[Q,FzyKP(G) ; cf. Lemma 157. Wie seine Summanden hat auch
¢ alle Werte in Z; cf. Lemma 157.(1).

Sei z € G. Es ist z, konjugiert zu g, fiir ein a € [1,#]. Es wird

L.157.(2)

L.156 L.157.(3)
(@) = o(@) = @(9a) = Xeen e.(9a) = ¥g.(9a) # 0.

Lemma 159 Die Ordnung der abelschen Gruppe V(G)/Vezyp(G) ist endlich und tei-
lerfremd zu p ; cf. Definition 153.(2).

Beweis. Sei |G| = p*n mit a € Zs, und n #, 0. Sei x; der triviale Charakter von G.
Schreibe ¢ := (g .
Da V(G) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, geniigt es zu zeigen, daf
n(V(G)/Vezgen(G)) 2 0 ist, Le. daB nV(G) € Vizyip(G).
Es geniigt zu zeigen, dafl ny; é Vizykp(G). Denn es ist

Vizyin(G) = Yepayi ) mdli(V(H)) S V(G)
ein Ideal als Summe von Idealen; cf. Bemerkung 139.(2).

!
Es geniigt zu zeigen, daBl nx1 € Vg pzykp(G). Denn dann ist

nxi € Vzirzykp(G) NV(G)
= zi(Vrzykp(G)) NV(G)

C  o(Vizyp(G)) NV(G)

Lé50

Vrzykp(G) -

Wihle zu diesem Zwecke nun ¢ € Vg rzyp(G) mit p(g9) € Z N\ pZ fiir g € G; cf.
Lemma 158.
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Sei k := |GL(Z/p°Z)|. Es ist ¢*(g) =, 1 fiir ¢ € G. Also ist (x; — ©*)(9) =p 0 und
somit (n(x1 — ¢*))(9) =g 0 fiir ¢ € G. Mit Lemma 151 folgt unter Verwendung von
Zyk(G) C FZyk,(G), daB

n(xi —¢") € Vi rzyp(G) -

Da ¢ € Vg rzykp(G) liegt und letzteres ein Ideal in Vg (G) ist nach Bemerkung 139.(2),
ist auch
mpk = VZ[CLFZyk,p(G) .

Folglich ist auch
nx1 € Vaiarzyip(G) -

als Summe dieser beiden Elemente. o

Ist p kein Teiler von |G|, so folgt Lemma 159 bereits aus Satz 145.

5.2.3.5 Der Satz von Brauer

Sei GG eine endliche Gruppe.

Definition 160

(1) Eine endliche Gruppe heift fastzyklisch, falls sie g-fastzyklisch ist fiir eine Primzahl
q € Z>,; ct. Definition 153.

Die Menge der fastzyklischen Untergruppen von G wird FZyk(G) geschrieben.
(2) Sei
Vizp(G) = D pwim Vizyea(G) = 2 pepzyue mdlz(V(H)) € V(G);
cf. Definition 153.(2).

Satz 161 (Brauer) Es ist Vizu(G) = V(G).

In Worten, jeder virtuelle Charakter von G, insbesondere also jeder Charakter von G,
ist eine Z-Linearkombination aus von fastzyklischen Untergruppen nach G induzierten
Charakteren.

Beweis. Sei p € Zsy eine Primzahl. Es ist Vizy p,(G) € Viz(G) € V(G). Nun ist
V(G)/Vrzykp(G) endlich, und daher

IV(G)/Vrzyp(G)| = [V(G)/Vrzyi(G)] - [Vrzg(G)/ Vrzyip(G)]

was eine zu p teilerfremde Zahl ist; cf. Lemma 159. Also ist |V(G)/Vrzyk(G)| endlich und
teilerfremd zu p.

Da dies fiir alle Primzahlen p gilt, muf |V(G)/Vezy(G)| = 1 sein, i.e. Vpzu(G) = V(G). o
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Im Unterschied zum Satz 145 von Artin wird nun jeder virtuelle Charakter selbst als
Z-Linearkombination geschrieben, nicht mehr nur sein |G|-faches, aber auf der anderen Sei-
te nun nur noch als Z-Linearkombination aus von fastzyklischen Untergruppen induzierten
Charakteren, nicht mehr aus von zyklischen Untergruppen induzierten Charakteren.

Korollar 162 Jeder Charakter von G ist eine Z-Linearkombination aus Charakteren,
die durch Induktion aus Charakteren von Grad 1 von Untergruppen nach G hervorgehen.

Dabei kann von diesen Untergruppen noch verlangt werden, daf$ sie fastzyklisch sind.

Beweis. Mit dem Satz 161 von Brauer diirfen wir annehmen, dafl G eine p-fastzyklische
Gruppe ist fiir eine Primzahl p € Z-; ; cf. Bemerkung 121.(2).

Ein direktes Produkt nilpotenter Gruppen ist nilpotent; cf. e.g. Satz 37. Also ist G nilpo-
tent als direktes Produkt einer abelschen Gruppe und einer p-Gruppe; cf. Beispiel 33.(1, 2).
Insbesondere ist G iiberauflosbar; cf. Bemerkung 31.

Folglich ist jeder Charakter von G eine Z-Linearkombination (mit Koeffizienten > 0) aus
Charakteren, die durch Induktion aus Charakteren von Grad 1 von Untergruppen nach
G hervorgehen; cf. Lemma 148. Wie G sind auch diese Untergruppen fastzyklisch; cf.
Bemerkung 154. o

Beispiel 163 Wir induzieren Charaktere von Grad 1 von fastzyklischen Untergruppen
nach S;. Wir verwenden die Notation der Losung zu Aufgabe 37.(3), was die Konju-
gationsklassenreprasentanten id, (1,2), (1,2,3), (1,2,3,4), (1,2)(3,4) von S; und ihre
Charaktertafel angeht. Zum Induzieren von kleinen Untergruppen nach S; kénnen wir
Korollar 118 verwenden.

Wir haben die 2-fastzyklische Untergruppe H = ((1,2,3,4), (1,3)) < S;. Wir ha-
ben den Isomorphismus f : Dg =~ H, a+—(1,2,3,4), b—(1,3); cf. Beispiel 25. Also
sind die Konjugationsklassen von H repriisentiert von f(1) = id, f(a®) = (1,3)(2,4),
fla) =(1,2,3,4), f(ab) = (1,4)(2,3), f(b) = (1, 3); cf. Losung zu Aufgabe 24.(1). Dieser
Reihenfolge entsprechend notieren wir Charaktere als Zeilenvektoren. Es wird

(11 1—1—1)1%l = (3-101-1) = ¢

(11-1-1 1)1%1 = (310-1-1) = (.
Wir haben die zyklische Untergruppe I := ((1,2,3,4)) < S;. Ihre Konjugationsklassen
sind représentiert von id, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4, 3,2). Dieser Reihenfolge entspre-
chend notieren wir Charaktere als Zeilenvektoren; cf. Beispiel 86.(2). Es wird

(1111)1?4 = (60022) = (g

(1-11-1)}* = (600-22) = ¢,.

Wir haben die zyklische Untergruppe J := ((1,2,3)) < S;. Ihre Konjugationsklassen
sind représentiert von id, (1,2,3), (1, 3,2). Dieser Reihenfolge entsprechend notieren wir
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Charaktere als Zeilenvektoren; cf. Beispiel 86.(2). Es wird
(1a@)fB = (30-100) = 5.

Somit ist, in der Notation der Losung von Aufgabe 37.(3),

Xer = (11111) = pat+p3— s
Xa2 = (I1-11-11) = @14 94— @5
Xa3 = (310-1-1) = ¢

Xaa = (3-101-1) = ¢

Xa5 = (20-102) = —p1—pa+¢s5.

Damit sind alle irreduziblen — und damit alle — Charaktere von S, als Z-Linear-
kombinationen aus Charakteren, die durch Induktion aus Charakteren von Grad 1 von
fastzyklischen Untergruppen nach S, hervorgehen, geschrieben, was Satz 161 und Korol-
lar 162 fiir G = S, bestétigt.

Cf. Losung von Aufgabe 45, wo der Satz 145 von Artin fiir G = Sy betrachtet wird, und
wo fiir die Darstellung der irreduziblen Charaktere von S, als Linearkombination aus von
zyklischen Untergruppen induzierten Charakteren ein Nenner 2 benétigt wird.

Cf. auch Aufgaben 50 und 52.



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (§1.1) Sei G eine Gruppe.
Sei f: M — N ein Isomorphismus von G-Mengen.

Zeige, dal auch f~ : N — M ein Isomorphismus von G-Mengen ist.

Aufgabe 2 (§1.1) Sei G eine Gruppe.
Sei I eine Menge. Sei M, eine G-Menge fiir ¢ € I. Sei X eine G-Menge.

(1) Gib eine Bijektion von (| |;c; M;, X) nach [],.; ¢(M;, X) an.

il

(2) Gib eine Bijektion von (X, [[,c; M;) nach [],.; ¢(X, M;) an.

i€l
(3) Seien M, N und X drei G-Mengen.

Zeige, daB (M UN) x X und (M x X)U (N x X) zueinander isomorphe G-Mengen
sind.

Aufgabe 3 (§1.1) Sei G eine Gruppe. Sei M eine G-Menge. Sei X C M eine Teilmenge.
(1) Zeige, daBl Ce(X) < G und Ng(X) < G.
(2) Sei g € G. Zeige, daBl Cu(gX) = 9Ce(X) und Ng(gX) = INg(X).

Aufgabe 4 (§1.1) Betrachte die Gruppe S; als S3-Menge unter Konjugation.

(1) Zerlege S3 in Bahnen. Bestimme fiir je einen Bahnenrepriasentanten den Zentralisa-
tor.

96
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(2) Sei G eine Gruppe. Sei U < G. Sei M eine G-Menge. Gib eine Bijektion zwischen
o(G/U,M)und {m € M : um =m fir u € U } an.

(3) Bestimme die Anzahl der Ss-dquivarianten Abbildungen von S3 nach Sj .
(Hinweis: s,(S3/Cs,(0),S3) zusammensetzen, cf. (1), (2), Aufgabe 2.(1).)

Aufgabe 5 (§1.2) Seim € Z3, .
Sei C,,, = (z) die zyklische Gruppe von Ordnung m. Sei d ein Teiler von m.

Zeige, dal C,,, genau eine Untergruppe von Ordnung d hat.

Aufgabe 6 (§1.2) Sei p eine Primzahl. Sei G eine p-Gruppe mit |G| > 1. Zeige.

(1) Esist das Zentrum Z(G) :={z € G : zg = gz fiir g € G} von G ungleich 1.
(Hinweis: Lemma 14 auf G.)

(2) Sei |G| =p' fiireint € Zs,. Sei s € [0,t]. Esist [{H <G : |H|=p°}| =, 1.
(Hinweis: Lemma 14 auf {H < G : |H| =p°}.)

Aufgabe 7 (§1.2) Sei G eine endliche Gruppe. Zeige.

(1) Sei p eine Primzahl. Schreibe |G| = p'n mit ¢ € Z-o und n #, 0.
Die Anzahl der p-Sylowgruppen teilt n.
Gibt es genau eine p-Sylowgruppe in G, so ist diese ein Normalteiler in G.
(2) Sei H < G. Sei p eine Primzahl. Sei P < H eine p-Sylowgruppe von H. Sei Ng(P) =

{x € G : “P = P} der Normalisator von P in G, letztere gesehen als G-Menge via
Konjugation.

Der Gruppenmorphismus f : Ng(P) — G/H, x+— xH ist surjektiv.

Aufgabe 8 (§1.2) Eine Gruppe G heiit einfach, wenn sie genau zwei Normalteiler
enthélt, ndmlich 1 und G.

(1) Zeige, dafl es keine einfache Gruppe der Ordnung 104 gibt.

(2) Sei G eine Gruppe. Sei M eine G-Menge. Zeige, dafl die Abbildung A : G — Sy,
g (A(g) : M — M, m+> gm) existiert und ein Gruppenmorphismus ist.

(3) Sei G eine Gruppe. Sei M eine endliche transitive G-Menge mit |M| > 1. Zeige, da8
es ein N < G gibt, fiir welches |G/N| ein Teiler von |M]|! ist. (Hinweis: Kern \.)

(4) Zeige, daB es keine einfache Gruppe der Ordnung 72 gibt. (Hinweis: (3) auf Sylow.)



98

Aufgabe 9 (§1.3.2) Sein > 1

Setze

s? firi € [1,n — 1]
Spn = <31 ooy Spo1 1 (sisi)? fiirie [1,n — 2] > :
(s;8;)2  fiird, j € [1,n—1] mit |i — j| > 2
cf. Beispiel 27.

Zeige, daf} es den Gruppenisomorphismus

SP,n % Sn
s;i — (i,i+1) firi e [1,n —1]

gibt.

Aufgabe 10 (§1.3.2) Konstruiere einen Automorphismus von Sg, der nicht inner ist,

der also nicht durch Konjugation mit einem Element von Sg gegeben ist.
(Hinweis: Aufgabe 9, (%, %) — (x, %) (%, %)(x, %).)

Aufgabe 11 (§1.4) Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie genau zwei Normalteiler
enthélt, ndmlich 1 und G ; cf. Aufgabe 8.

Sein € Z=o.Sei A, :={0 €8S, : sgno =1} <8, die alternierende Gruppe auf n Ziffern.

Sei nun n € Z>5 . Zeige.

(1) Es ist A, von der Teilmenge aller Zykeln der Lénge 3 erzeugt. Diese bilden eine
Konjugationsklasse in A, .

(2) Esist A, einfach. (Hinweis: bewege o € A,, \ {id} minimal viele Ziffern; zeige, dafl

o ein Dreierzykel ist; ansonsten bilde 0 o po o™ o p~ fiir passendes p € A,, .)

Aufgabe 12 (§1.4) Sei H eine endliche Gruppe. Sei K < H. Zeige.

1) Ist K < H, ist H/K auflosbar und ist K auflosbar, dann ist H auflosbar.

(1)
(2) Ist H auflosbar, dann ist auch K auflosbar.

(3) Ist H auflosbar und ist K < H, dann ist auch H/K auflosbar.
(4) Ist K < Z(H) und ist H/K iiberauflésbar, dann ist H {iberauflosbar.
(5) Ist H iiberauflosbar, dann ist auch K {iberauflosbar.

(6) Ist H tiberauflosbar und ist K < H, dann ist auch H/K iiberauflosbar.
(7)

7) Ist K < Z(H) und ist H/K nilpotent, dann ist H nilpotent.
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(8) Ist H nilpotent, dann ist auch K nilpotent.

(9) Ist H nilpotent und ist K < H, dann ist auch H/K nilpotent.

Aufgabe 13 (§1.4) Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen. Zeige.

(1) Jede Gruppe der Ordnung pgq ist iiberauflosbar.
(2) Jede Gruppe der Ordnung p?q ist auflsbar.

3) Jede Gruppe der Ordnung p?q? ist auflésbar.
(

Aufgabe 14 (§1.3.2,82.1) Zeige, dafl
Sg - GLQ(Z)
(1L,2) — (7373)
(2,3) —~  (0-1)

eine Darstellung von Sg auf Z2*! {iber Z definiert.

Aufgabe 15 (§2.2) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine endliche Gruppe.
Sei RG der freie R-Modul mit Basis G.
Definiere die R-bilineare Abbildung (R-G) : RG x RG — RG durch Angabe der Bilder

von Paaren von Basiselementen, viz. (g, h) g o h:=gqg o h fiir g, h € G.

Zeige, dal (RG, +, R-G) ein Ring ist.

Aufgabe 16 (§2.2) Sein € Z>o. Sei R ein kommutativer Ring.
Zeige, daB Z(R™"™) ={rE, : r€ R} = g(E,).

Aufgabe 17 (§22) Sein € Z>1 . Seil A = (Cij)i,je[o,nfl} e Ccnxn,

n

n—1

Zeige, daBl AA = n - E, ist. Folgere, daB [, ;¢ o 1).1<;(Ch — C)* = (—1)< 2 >n” ist.

Aufgabe 18 (§2.2,8§3.2.1)

(1) Zeige, daBl QS; ~ Q x Q**% x Q als Q-Algebren und CS3 ~ C x C?*? x C als
C-Algebren. (Hinweis: Beispiel 39.(1,3,4), cf. Beispiel 50, Bemerkung 60.)

(2) Beschreibe das Bild von ZS3 in Z x Z?*? x Z unter dem ersten in (1) gefundenen
Isomorphismus.
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Aufgabe 19 (§3.2.1) Sei R ein kommutativer Ring.
Seien A = (A, ), B= (B,¢) und C = (C, &) drei R-Algebren. Zeige.

(1) Viar-a=ra:=p(r)a fir r € Rund a € A wird A zu einem R-Modul.

(2) Sei f: A— B ein Ringmorphismus. Es ist f genau dann ein R-Algebrenmorphis-
mus, wenn f eine R-lineare Abbildung ist.

(3) Seien f : A— B und g : B— C Abbildungen. Sei ¢ injektiv. Seien g und g o f
Morphismen von R-Algebren. Dann ist auch f ein Morphismus von R-Algebren.
Insbesondere, ist g : B— C' ein R-Algebrenisomorphismus, so auch g~ : C' — B.

Aufgabe 20 (§3.2.2) Sei A ein Ring. Sei R ein kommutativer Ring.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Fiir einen A-Modul X ist bekanntlich Endy X := {X Jox f ist A-linear} ein Ring.
Zeige.

(1) Seien M und N einfache A-Moduln. Es enthélt Hom 4 (M, N) ~ {0} nur Isomorphis-
men.

(2) Sei M ein einfacher A-Modul. Es ist der Ring End4 M ein Schiefkorper.
(3) Sei M ein einfacher A-Modul. Es gibt eine surjektive A-lineare Abbildung A — M.

(4) Sei A = (A, p) eine R-Algebra. Sei X ein A-Modul.
Via R— Endy X, r+—— (x+> (r)z) ist Ends X eine R-Algebra.

(5) Ist A eine endlichdimensionale K-Algebra und M ein einfacher A-Modul, dann ist
K ~ Endy M als K-Algebren.

Aufgabe 21 (§3.2.2) Sei K ein Korper.
Seien A und B endlichdimensionale K-Algebren ungleich 0.
Zeige oder widerlege.

(1) Sei n € Zs,. Fiir j, k € [1,n] schreiben wir e;;, € K™ fiir die Matrix, die an
Position (7, k) den Eintrag 1 hat, und ansonsten Nullen.

Fir i € [1,n] ist K™*"e;; ein einfacher K™*"-Modul.
Es ist K™*™ halbeinfach.

(2) Sind A und B halbeinfach, dann auch A x B.

(3) Ist A halbeinfach und ist f : A— B ein surjektiver K-Algebrenmorphismus, dann
ist auch B halbeinfach.
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(4) Ist A halbeinfach und ist g : B — A ein injektiver K-Algebrenmorphismus, dann ist
auch B halbeinfach.

Aufgabe 22 (§3.2.2) Sei K ein Korper.
Sei A eine kommutative endlichdimensionale K-Algebra.

Zeige, daB es (bis auf Reihenfolge) genau eine orthogonale Zerlegung in primitive Idem-
potente in A gibt. (Hinweis: verwende Bemerkung 64.)

Aufgabe 23 (§3.2.2)

(1) Finde einen Wedderburnisomorphismus fiir CDg .
(Hinweis: Beispiel 25; Dg — Cy x Cq; Dg operiert auf Quadrat.)

(2) Sei Dyg :=(a, b : a’, b, (ba)?). Finde einen Wedderburnisomorphismus fiir CDg .
(Hinweis: Djg — Cy ; a auf Diagonalmatrix mit Einheitswurzeln.)

(3) Sei Qg := (a,b : a* a*V? b~ aba). Finde einen Wedderburnisomorphismus fiir
CQs . (Hinweis: Qg — Cy x Cy, Quaternionen in C?*2.)

Aufgabe 24 (§4.2) Sei G eine endliche Gruppe.
Erstelle die Charaktertafel von G. (Hinweis: Aufgabe 23.)

(1) G =Ds.
(2) G:Dlo.
(3) G=Qs.

(4) Ist Dg ~ Qg ? Wieso stellt sich diese Frage?

Aufgabe 25 (§4.1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei x ein Charakter von G.
Sei g € G ein Element von Ordnung k := |{g)|. Schreibe ¢ = (.

(1) Zeige, daB x(9) = D ci0.p_yy 5 ¢ fiir gewisse x; € Zso mit Y. i,y = x(1).
JEl ] 7€[0,k—1]

(2) Zeige, daB x(¢g71) = x(g) (komplexe Konjugation).

(3) Zeige, daBl auch G —» C, hi— x(h) := x(h) ein Charakter von G ist.
Folgt aus y irreduzibel, daf} y irreduzibel ist?
(Hinweis: Dualraum, oder Transposition und Inversion.)
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Aufgabe 26 (§4.5.2) Seien R, S und T Ringe. Konstruiere resp. zeige.

(1) Seien Mg und grN gegeben. Sei A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung
M x N L+ A heiBt R-bilinear (®), falls f(mr,n) = f(m,rn) und f(m+m/,n+n') =
f(m,n)+ f(m',n)+ f(m,n')+ f(m/,n’) ist fix m, m" € M, n,n’ € Nundr € R.

Konstruiere eine abelsche Gruppe M ® N zusammen mit einer R-bilinearen Ab-
R
bildung M X N M N, (m,n)—m ® n derart, daf es fiir jede R-bilineare
R
Abbildung M x N I+ A'in eine abelsche Gruppe A genau eine Z-lineare Abbildung
MaN-La gibt mit fo b= f. Es heift M ® N dann das Tensorprodukt von M
R R
und N iiber R.
(2) Gegeben ¢Mprund grN . Esist M ® N auf kanonische Weise ein S-Linksmodul. Usf.
R
(3) Gegeben rN . Esist R® N ~ N als R-Linksmoduln.
R

(4) Gegeben sMp, Ny und ¢P. Es ist (M@N)@P~M®(N®P) als
S-Linksmoduln. Usf. R T R T

(5) Gegeben ¢Mpg, gN und gN'. Es ist MQ@Q(NON)~MeN&MeN'" als
S-Linksmoduln. R R R

(6) Im allgemeinen ist b: M x N — M ® N nicht surjektiv.
R

Aufgabe 27 (§4.2) Seien A und B Ringe.
Zeige, dal Z(A x B) = Z(A) x Z(B).

Aufgabe 28 (§4.2) Wir verwenden Notation 78.

Zeige, dal Be] ; # Bej | als B-Moduln fiir 7, s € [1,#] mit r # s.

Aufgabe 29 (§4.4)

Esist O ={z¢€ C : 3 f(X) € Z|X]| normiert mit f(z) =0} ; cf. Definition 100. Zeige.

(1) Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Sei B C A eine Untergruppe.

Es ist B endlich erzeugt. Fiir B sind nicht mehr Erzeuger erforderlich als fiir A.
(2) Esist O C C ein Teilring.
(3) Esist ONQ =Z.

Aufgabe 30 (§4.1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei x ein Charakter von G.
Sei p : G — GL(V) eine Darstellung von G mit x =x,.

Zeige, da Kerny :={g € G : x(9) = x(1) } < Kern p < G ist.

3Friiher teilweise auch R-balanciert.



103

Aufgabe 31 (§4.6.3) Sei R ein kommutativer Ring. Seien A und B zwei R-Algebren.
Seien 4Mp, pN und 4P (Bi-)Moduln wie angegeben. Zeige.

(1) Es wird Homy (M, P) zu einem B-Linksmodul vermége (b - f)(m) := f(mb) fiir
be B, f € Homy(M, P) und m € M.

(2) Die Abbildungen
Hom (M %} N, P) «— Homp(N, Homy(M, P))
f % (nt—)(m»—>f(m®n)))
(m@n—(g(n))(m)) ~— g

sind sich invertierende R-lineare Abbildungen (beziiglich geeigneter R-Modul-
strukturen). Cf. Aufgabe 26.(2).

(3) Sei B C A als R-Teilalgebra vorausgesetzt.

Wir betrachten den Bimodul 4Ag, wobei a-x-b := axb fir a € A, x € A und
b € B, und letzteres Produkt in A ausgefiihrt werde.

Sei P|p der Modul P mit der von A nach B eingeschriankten Moduloperation. Es
sind
PlB -~ HOHIA(A,P)
p — (ar~ap)
u(l) ~— u

sich invertierende B-lineare Abbildungen.

Aufgabe 32 (§4.4) Sei w: CS3 — C x C?*? x C wie in Aufgabe 18.(1).
Beschreibe wz(Z(ZS;3)) CZ x Z x Z.

Aufgabe 33 (§4.6.1)

Sei f : H— G ein Gruppenmorphismus zwischen endlichen Gruppen.
Seien y und v irreduzible Charaktere von G. Sei ¢ eine Klassenfunktion von G.

Zeige oder widerlege.

(1) Esist x - ¢ ein Charakter von G.

(2) Ist ¥(1) =1, dann ist x - ¥ ein irreduzibler Charakter von G.
(3) Esist x o f ein irreduzibler Charakter von H.
(4)

4) Ist f surjektiv, dann ist x o f ein irreduzibler Charakter von H.
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Aufgabe 34 (§4.3) Sei G eine endliche Gruppe. Wir verwenden Notation 78.
Zeige.

(1) Fir (2°)s € [[sep,q C" " ist

wo(zh, 2 = Z(ﬁ Z ns tr (ws(g_)zs)>g.

g9eG s€[1,t]

(2) Leite die Aussage von Lemma 89 aus (1) ab.

(3) Was ergibt sich bei Anwendung von w o w™ auf ein Tupel von Matrizen mit nur
einem Eintrag gleich 1, den anderen gleich 07

Aufgabe 35 (§4.3) Sei G eine endliche Gruppe.

Schreibe G = | | ¢y 4 g, , wobei t € Z>; und g, € G fiir s € [1,1].

Sei x ein Charakter von G.

Zeige, daB8 3 )y X(9s) € Zxo. (Hinweis: Skalarprodukt mit G via Konjugation. )

Aufgabe 36 (§4.5,84.6) Sei G eine endliche Gruppe. Sei H < G.

Seien y, X', X" Charaktere von G ; seien M, M', M" jeweils zugehorige CG-Moduln. Sei
1 ein Charakter von H ; sei N ein zugehoriger CH-Modul.

Zeige jeweils vermittels Charakteren und, alternativ, vermittels Moduln.

(1) Bsist (¢ (i)l = (¥130) - x-
Aquivalent, es ist CGCQ% (N® M) ~ (CGCQ% N)® M.

(2) Esist (x-x') X" = x-(x'-X"). Aquivalent, es ist (M @ M')@ M" ~ M@ (M'® M").

(3) Esist x - X = ¥ - X- Aquivalent, es ist (M ® M')* ~ M* @ M.

Aufgabe 37 (§4.6.2)
(1) Berechne ;] g‘; fiir i € [1,3]. (Notation aus Beispiel 93.(1).)
(2) Konstruiere einen surjektiven Gruppenmorphismus f : Sy — S3 und berechne y3o f.

(3) Berechne X(Sy).
(Hinweis: Multiplizitét von Trivialem und Signum in Induzierten, Produkte.)
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Aufgabe 38 (§4.6.2,81.1) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei x; der triviale Charakter von G. Sei M eine G-Menge. Zeige.

(1) Sei M transitiv. Sei m € M. Es ist xcuy induziert vom trivialen Charakter von
Ce(m) nach G.

(2) Sei M transitiv. Es ist ¢(xcar, x1) = 1.

(3) Die Anzahl der Bahnen von M ist gleich ﬁ dgec {m e M = gm=m}|
(Hinweis: (2).)

(4) Esheifle M doppelt transitiv, wenn M eine transitive G-Menge ist und fiir ein m € M
auch M~ {m} eine transitive Cs(m)-Menge ist. Ist M doppelt transitiv, so ist Xcar
Summe zweier irreduzibler Charaktere, einer davon trivial.

Aufgabe 39 (§5.1.1)
Seien z € C und r € Ry so, daB |z +r| = |z| + r.

Zeige, dafl z € R ist.

Aufgabe 40 (§5.1.1)
(1) Sei L ein Korper. Sei K C L ein Teilkorper. Via Inklusion wird L eine K-Algebra.

Sei I' eine Menge von K-Algebrenmorphismen von L nach L. Zeige, dafl I eine linear
unabhéngige Teilmenge des L-Vektorraums Homg (L, L) ist.

Ist L eine endlichdimensionale K-Algebra, so folgere, dafl |T'| < dimg L und so

insbesondere endlich ist.

(2) Definiere rekursiv ®,,(X) := W fir m e Z, .
Sei n € Z>, . Schreibe ¢ := ¢, .
Zeige, dal @,,(X) € Z[X] liegt und dal @, (X) in Q[X] irreduzibel ist.

Zeige, dafl ‘Dn(X) = Hie[O,n—l],ggT(i,n):l(X - Ci) in C[X]'

Folgere, dafl es fiir i € [0,n — 1] mit ggT(i,n) = 1 einen Isomorphismus von
Q-Algebren Q(¢) — Q(¢) mit ¢+ ¢* gibt.
Folgere

{£€ Q) : 7(&) = € fiir alle Q-Algebrenisomorphismen Q(¢) — Q(¢)} = Q.

Aufgabe 41 (§4) Seien G und H endliche Gruppen.
Seien x, x¥ Charaktere von G. Sei 1, ) Charaktere von H.
(1) Zeige, daBB x @ ¢ : G x H—C, (g,h) — x(g) - ¢¥(h) ein Charakter von G x H ist;

genannt das dufere Produkt von x und .
(Hinweis: Tensorprodukt mit geeigneter Operation, genannt M X N.)
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(2) Zeige, daB Gxu(x B, XBY) = (G X) - 1Y, ) ist.
(3) Zeige, dafl x @ ¥ genau dann irreduzibel ist, wenn y und ¢ irreduzibel sind.

(4) Zeige, daB jeder irreduzible Charakter von G x H ein dufleres Produkt von irredu-
ziblen Charakteren von G und von H ist.

(5) Bestimme die Charaktertafel von S3 x Cs.

Aufgabe 42 (§4.5.2)
(1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul. Setze

S*M = c(m@m' +m'@m :m,m' e M) C M®M
NM = ¢(me@m'—-m'@m :m,m € M) C MM .

Zeige, daB wir eine direkte Zerlegung M @ M = S?M @ A>M in CG-Teilmoduln
haben.

Berechne xg23; und xa2ps ausgehend von X,y .

(2) Bestimme die Charaktertafel von Ss. (Hinweis: Von Sy ; bilde u.a. A%.)

Aufgabe 43 (§4.6.2,84.4) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei M ein einfacher CG-Modul. Sei x := xas der zugehorige Charakter von G. Zeige.

(1) Es ist x(1) ein Teiler von % (Hinweis: Es ist M®* auch eine Darstellung der

Gruppe G**/{(2;); € Z(G)** : 21 -+ 2, = 1}; cf. Aufgabe 41.(1,2).)
(2) Sei N < G. Es gibt N < H < G und einen irreduziblen Charakter ¢ von H mit

X = sz;} oder es gibt ein primitives Idempotent ¢ € Z(CN) mit eM = M.
(Hinweis: H :={g€ G : g¢M =cM }.)

(3) Sei A < G ein abelscher Normalteiler. Es ist x(1) ein Teiler von % :

(Hinweis: Induktion iiber |G|, Fille wie in (2), verwende (1).)
Aufgabe 44 (§4.6.2,84.6.3) Sei H < G.
Sei m¢ := max{ x(1) : x ist irreduzibler Charakter von G }. Analog my .
1G]

Zeige, dafl Z_; < ] ist. (Hinweis: Irreduzibler ¢ in ng, dann Frobenius.)

Aufgabe 45 (§5.2.3.1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G.
Sei r: G— G/N, g— gN der Restklassenmorphismus.
Sei N < H < G. Sei ¢ ein Charakter von H/N.

Zeige, daf (1 o 7|/ ™) = (Vl/N) o ist.
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Aufgabe 46 (§5.2.2)
Bestétige den Satz 145 von Artin fir G = Sy.

Genauer gesagt, schreibe fiir jeden irreduziblen Charakter y von G den Charakter |G|y
als Z-Linearkombination aus von zyklischen Untergruppen induzierten Charakteren.

Aufgabe 47 (§4.6) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G.

Fir g € G sei ¢, : N— N, nr— 9 n. Ist k ein Charakter von N, so schreiben wir
9% = Kk oc,. Beachte, dal 'k = x und 9% = 9 ") fiir g, h € G. Cf. §4.6.4.

Sei x ein irreduzibler Charakter von G.
Sei ¢ ein irreduzibler Charakter von N.
Sei
¢ = (R " GUIR ) -

SeiT:={geCG: %W=9v}<G. Seile RCGso,daB G =] zrT.
(1) Sei e # 0 vorausgesetzt.

Zu gegebenem x konnen wir ein solches ¢ finden, da XJ% #0.

Zu gegebenem 1 kénnen wir ein solches x finden, da wﬁ #0.

Zeige.
Es ist
XJ% = eZTER Tw .

Es gibt einen irreduziblen Charakter ¢ von T' mit

oly = ey

olF = x.

(2) Es ist xy = ¢ genau dann, wenn e = 1 und x(g) = 0 fiir g € G ~ N.

Folgende Aufgabe kenne ich von MARTIN HERTWECK und MICHAEL KAUER.

Aufgabe 48 (§4.3) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G.

Sei x ein irreduzibler Charakter von G mit N ¥ Kern x ; cf. Aufgabe 30.

Sei x € G mit Cg(x) NN = 1 gegeben. Folgere x(x) = 0 und Cq(z) ~ Cq/n(2N).
(Hinweis: Satz 90.(2) auf G und auf G/N.)
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Aufgabe 49 (§4.6) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei H < G so,dal HN9H =1 ist fiir g € G\ H.
Schreibe N:={ne G : nnH=0}U{1} = (G~ U,
Zeige NG, NNH =1, NH = G und ggT(|N|,|G|) = 1.

9H) U {1}

Aufgabe 50 (§5.2.3) Zeige oder widerlege.

Sei G eine Gruppe. Fiir eine Primzahl p sei M,, die Menge der p-Untergruppen von G. Sei
M = Up orim Mp - Sel x ein Charakter von G. Es ist x eine Z-Linearkombination aus von
Untergruppen aus M nach G induzierten Charakteren.

Aufgabe 51 (Aufgabe 41, 8§4.6.2) Seien G und H endliche Gruppen.
SeiU < G. Sei V< H.
Sei ¢ ein Charakter von U. Sei ¢ ein Charakter von V.

Zeige.
(Plg B Ul) = (e BV)GET

Aufgabe 52 (§5.2.3)

Sei Fy := B[T]/(T? + T + 1) der Kérper mit Kardinalitiit 4.
Schreibe o := T + F[T|(T? + T + 1). Also ist o = a + 1.
Sei G 1= GLy(F,).

Gib eine minimale Menge M von fastzyklischen Untergruppen von G' an mit der Eigen-
schaft, dafl

ind15y

Dren VIU) V(G)
(v)vem ——— Spenvlo

surjektiv ist, i.e. dafl jeder irreduzible Charakter von G eine Z-Linearkombination aus von
Untergruppen aus M nach G induzierten Charakteren ist.

Minimal heifle hierbei, dafl jede echte Teilmenge von M diese Eigenschaft nicht mehr hat.

Aufgabe 53 (§4.4)

(1) Sei G eine Gruppe. Schreibe [g, h] := g~ h~gh fir g, h € G.
Sei G = ([g,h] g, h € G) < G.
Zeige G' 4 G. Zeige, dafl G/G" eine abelsche Gruppe ist.

Bezeichne p : G — G /G, g— gG' den Restklassenmorphismus. Zeige, daf} es fiir
jeden Gruppenmorphismus ¢ : G — A in eine abelsche Gruppe A genau einen

Gruppenmorphismus ¢ : G/G’ A mit @ o p=p gibt.
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Sei G eine endliche Gruppe. Sei Irr(G) die Menge ihrer irreduziblen Charaktere.
Zeige, daB ¢ : Irr(G/G") — Irr(G), x — x © p eine injektive Abbildung ist.
Zeige «(Irr(G/G")) = {¢ € Irr(G) : (1) =1}.

Zeige |G/G'| = |{¢ € Irr(G) : (1) =1}

Zeige G' ={g € G : x(g) =1 fiir alle x € Irr(G) mit x(1) =1}.

Sei p > 2 eine Primzahl. Sei G eine nichtabelsche Gruppe mit |G| = p®.

Zeige |G'| = p. Zeige, daBl G genau p — 1 verschiedene irreduzible Charaktere von
Grad p hat.

Sei p > 2 eine Primzahl. Sei k > 2. Sei G eine Gruppe mit |G| = p*.

Zeige |G'| & {p*~1, p*}. Zeige, daBl es einen surjektiven Gruppenmorphismus von G
nach C,2 oder nach C, x C, gibt.
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A.2 Losungen

Aufgabe 1

Zu zeigen ist, dafl f~ auch G-aquivariant ist. In der Tat wird

f=gn) = f7(af(f~ () = f~(Flgf~(n)) = g (n)

fir g€ G und n € N.

Cf. Definition 4.

Aufgabe 2

(1)

Wir wollen zeigen, dafl

G(l_liel M; ,X) - Hie] G(Mz' 7X)
3 .
[ (mi— f((m,1)))ier
_ v
((m, @) = ui(m))  ~— (uwi)ier
wohldefinierte und sich invertierende Abbildung sind.
Zur Wohldefiniertheit von ®. Zu zeigen ist die G-Aquivarianz von M; — X, m = f((m,)). Seien
hierzu g € G und m € M gegeben. Es wird gm - f((gm,1)) = f(g(m,i)) = gf((m,1)).
Zur Wohldefiniertheit von W. Zu zeigen ist die G-Aquivarianz von | |;,c; M; — X, (m, i) > u;(m).
Seien hierzu g € G, i € I und m € M; gegeben. Es wird g(m, i) = (gm, i) = u;(gm) = gu;(m).

ZuUod = id. Sei [ € a(Ujer Mi, X) gegeben. Es schickt ® das Element f auf das Element
(mi— f((m,1)))ier . Es schickt ¥ dieses Element auf
((m,2) = (mi= f((m,4)))(m)) = ((m,i) = f((m,1))) = f.

Zu ®o U L id. Sei (us)icr € [l;e; ¢(M;, X) gegeben. Es schickt ¥ das Element (u;);cr auf das
Element ((m, i) = u;(m)). Es schickt ® dieses Element auf

(m = ((m, ) = ui(m))((m, i))ier = (mt>ui(m))ier = (Ui)ier -

Ist £ € [[,c; M; und j € I, so bezeichne §; den Eintrag von £ bei j, i.e. £ = (&)ier -
Wir wollen zeigen, dafl
¢(X I Lier Mi) == llier a(X, M;)
fo @ @)
(o> @@)ier) 4 (w)ies
wohldefinierte und sich invertierende Abbildung sind.

Zur Wohldefiniertheit von ®. Zu zeigen ist die G-Aquivarianz von X — M;, o+ f(z);. Seien
hierzu g € G und = € X gegeben. Es wird ga +— f(gz); = (g9f(z)): = g(f();).

Zur Wohldefiniertheit von W. Zu zeigen ist die G-Aquivarianz von X — [[,.; M;, z > (v;(x))ier -
Seien hierzu g € G und x € X gegeben. Es wird gz = (v;(92))icr = (gvi(x))icr = g(vi(2))icr -

Zu ¥od L id. Sei f € g(X,][[;c; Mi) gegeben. Es schickt ® das Element f auf das Element
(x+—— f(2)i)ics - Es schickt ¥ dieses Element auf

(@t (@ = f(2)i)(2))ier) = (x> (f(@)i)ier) = [f(z).
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Zu ® oW =id. Sei (vi)ier € [[;c; a(X, M;) gegeben. Es schickt ¥ das Element (v;);c; auf das
Element (x - (v;(x));er). Es schickt ® dieses Element auf

(x> ((@ > (vi(2))ier)(@))i)icr = (@ ((vi(z))ier)i)icr = (@F—vi(x))ier = (vi)ier -

(3) Wir verfiigen iiber die sich gegenseitig invertierenden Abbildungen

(MUN)xX — (MxX)U(NxX)
((@i)2) = ((a,2),)

(ai)2) <= ((a,2),i)

wobei a € M oder a € N, i € {1,2} und z € X.
Es geniigt uns, dabei die G-Aquivarianz der Abbildung f zu zeigen.
Seien dazu g € G und ((a,i),z) € (M U N) x X gegeben. Wir erhalten

f(g((aai)vx)) - f(((ga,i),g:v)) = ((ga,gx),i) - (g(a,x),i) - g((a,x),i) = gf(((a,i),x)) .

Aufgabe 3

!
(1) Zu Cg(X) < G. Esist 1 € Cg(X), da 1z = z fiir x € X. Seien g, h € Cg(X). Wir haben zu
!

zeigen, dal gh~ € Cg(X). Sei # € X. Wir haben zu zeigen, dafl gh~z L x. Aus hx = z folgt
x = h™x. Folglich ist gh~x = gz = x.

!
Zu Ng(X) < G. Esist 1 € Ng(X), da 1X = X. Seien g, h € Ng(X). Wir haben zu zeigen, daf

!
gh™ € Ng(X). Dazu haben wir zu zeigen, dafi gh~ X = X. Aus hX = X folgt X = h~ X. Folglich
st gh= X = gX = X.

Cf. Definition 3.

(2) Zu Cg(9X) L 9CG(X). Sei g € G. Es ist h € G genau dann in Cg(gX), wenn hgx = gz fiir
x € X, ie g hgr = firx € X, i.e. g hg € Cg(X), i.e. h € 9Cs(X).

Zu Ng(9X) L ING(X). Sei g € G. Es ist h € G genau dann in Ng(¢gX), wenn hgX = gX, ie.
g hgX =X, ie g hg € Ng(X), i.e. h € INg(X).

Aufgabe 4

(1) Die Bahnen sind die Konjugationsklassen

K1 = {ld}
Ky, = {(172)’ (1’3)7 (2’3)}
Ky = {(1.2,3), (1,3,2)} .

Es ist Cg,(id) = S3.

Es ist Cg,((1,2)) = ((1,2)), e.g. da (1,2) dazugehdort, (1,3) nicht, und es zwischen ((1,2)) und Ss
keine weitere Untergruppe gibt.

Esist Cg,((1,2,3)) = ((1,2,3)), e.g. da (1,2, 3) dazugehort, (2, 3) nicht, und es zwischen ((1, 2, 3))
und S3 keine weitere Untergruppe gibt.
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(2) Wir wollen zeigen, daf§

c(GIUM) <— {meM:um=mfirueU}
o fau)
(gU = gm) Som

wohldefinierte und sich gegenseitig invertierende Abbildungen sind.

Zur Wohldefiniertheit von ®. Wir haben zu zeigen, dafl uf(1U) = fQAU) fir w € U. In der Tat ist
wf(W0) = f(u- 10) = f(10).

Zur Wohldefiniertheit von ¥. Wir haben zu zeigen, daf§ gU - gm reprisentantenunabhéngig de-
finiert ist und eine G-dquivariante Abbildung ist.

Zur Reprisentantenunabhéingigkeit. Seien g, § € G mit gU = gU gegeben. Dann ist g~ ¢ € U und
also gm = gg—gm = gm.
Zur G-Aquivarianz. Seien h, g € G. Es wird h - gU = (hg)U + (hg)m = h - (gm).

ZuWod = id. Sei f € ¢(G/U, M) gegeben. Es schickt ® das Element f auf das Element f(1U).
Es schickt ¥ dieses Element auf

(gUr—gf(1U)) = (gU+H— f(gU)) = f.

Zu® oW = id. Sei m e{meM : um=m fir u e U} gegeben. Es schickt ¥ das Element m auf
das Element (gU - gm). Es schickt ® dieses Element auf

(gUr>gm)(1U) = 1m = m.

Als S3-Menge wird

So YKy UKy UKy & (Sa/S0) L (Sa/{(1,2))) U (Sa/((1,2,3)
Also wird
s5(S3,S3) s5((S3/S3) U (S3/((1,2))) L (S5/((1,2,3))) ,S3)

>
RIS,

s5(53/83,S3) X 5,(53/((1,2)),S3) x s,(S3/((1,2,3)),S3)
{id} x {id, (1,2)} x {id, (1,2,3),(1,3,2)} .

—
N
~

1

Somit ist die Anzahl der Ss-dquivarianten Abbildungen von S3 nach S3 gleich 1-2-3 = 6.

Darunter sind nur 2 bijektiv, namentlich die Identitdt und die durch id — id, (1,2) — (1,2) und
(1,2,3) — (1, 3,2) festgelegte Sz-dquivariante Abbildung.

Aufgabe 5

Schreibe m = de mit e € Z>;. Das Element ¢ hat Ordnung d, i.e. [(z°)| = d.

Sei U < C,, mit |U| = d gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl U L (z°). Da |U| = d = |{z°)], geniigt es,
|

U < (z°) zu zeigen.

Sei i € Z>g so, daB ' € U. Esist 1 = Ul = 274 Also ist m ein Teiler von id, und somit ist e ein Teiler
von 4, woraus wiederum z* € (z¢) folgt.

Cf. Bemerkung 8.
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Aufgabe 6

(1) Esist
Z(G) ={z€G :gz=z29firge G} = {z€G: %Z=zfirgeG}.
Wenden wir Lemma 14 auf die G-Menge G mit der Konjugationsoperation an, so erhalten wir
daher
0=, |G| = {z€G: B=zfurge G} = |Z(G)|.

Also ist Z(G) # 1.
(2) Es operiert G auf der Menge M := {H < G : |H| = p*} via Konjugation. Also wird

S.13 L.14
1 =, M| =, {HeM :H=HfirgeG} = {HLG: |Hl=p"}.

Ist G keine p-Gruppe, so ist i.a. [{H < G : |H| = p°}| Zp 1. Es hat e.g. S4 keinen Normalteiler von
Ordnung 8.

Aufgabe 7

(1) Es ist die Menge { H < G : |H| = p'} der p-Sylowgruppen eine transitive G-Menge unter der
Konjugationsoperation von G ; cf. Satz 15.(2). Sei K < G eine p-Sylowgruppe von G. Es wird

|G|

| I L5 o
{H<G:|H=p'} = {"K 2 €C} = (e

ein Teiler von |G| = pn.
Nach Sylow-Wielandt ist aber auch |[{ H < G : |H| = p'}| =, 1, insbesondere also teilerfremd
zu p; cf. Satz 13.
Es folgt, daB [{ H < G : |H| = p' }| ein Teiler von n ist.
Ist nun H < G die einzige p-Sylowgruppe von G, so ist 9H = H fiir g € G, da 9H ebenfalls eine
p-Sylowgruppe von G ist. Also ist H < G.

(2) Sei g € G gegeben. Um die Surjektivitit von f nachzuweisen, haben wir ein Urbild von gH unter
f anzugeben.

Es ist 9P < 9H = H eine p-Sylowgruppe von H. Nach Sylow gibt es also ein h € H mit 9P = "P;
cf. Satz 15.(2). Folglich ist * 9P = P. Le. es ist h™g € Ng(P). Es bildet h~g unter f auf
h=gH = g(9 h™)H = gH ab; beachte, dal 9 h~ € H wegen H < G.

Die Aussage von Aufgabe 7.(2) heiit auch Frattini-Argument.

Aufgabe 8

(1) Sei G eine Gruppe mit |G| = 104 = 23 - 13. Die Anzahl der 13-Sylowgruppen von G ist =3 1, und
ein Teiler von 23 ; cf. Satz 13, Aufgabe 7. Also ist die Anzahl der 13-Sylowgruppen gleich 1, und
wir haben einen Normalteiler von G von Ordnung 13 ; cf. Aufgabe 7.(1). Damit ist G nicht einfach.

(2) Zur Existenz der Abbildung A\. Zu zeigen ist hier, daf fiir ¢ € G die Abbildung A(g) : M — M,
m > gm bijektiv ist. In der Tat ist A(g7)oA(g) = idpsr, da (A(g7)oA(g))(m) =g gm=1m=m
ist fiir m € M; genauso ist A(g) o A(g™) =idas -

Zu A Gruppenmorphismus. Seien g, h € G. Zu zeigen ist A(gh) L A(g) o A(h). In der Tat ist

(A(g) o A(h))(m) = g(hm) = (gh)ym = (A(gh))(m)

fir me M.
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(3) Betrachte den Gruppenmorphismus A : G — Sy; aus (2). Da [M| > 1 und da M transitiv ist,

gibt es m, m' € M mit m # m' und g € G mit (A(g))(m) = gm = m/, insbesondere also mit
A(g) # id. Folglich ist Kern A < G.
Ferner ist G/ Kern A — A\(G), g Kern A\ —— A(g) wohldefiniert, da aus g Kern A\ = ¢’ Kern A mit
9,9 € G folgt, daBl ¢g~¢’ € Kern A ist und also A(g) = AMg)A(g7g") = Mgg~¢') = A(g') ist;
ein Gruppenmorphismus, da A einer ist; surjektiv nach Konstruktion; injektiv, da aus A(g) = id
folgt, daBB g € Kern \ ist, i.e. dafl g Kern A = 1 ist. Insgesamt ist also G/ Kern A =+ A(G) < Sy
(Homomorphiesatz).

Insbesondere ist |G/ Kern A| = |A(G)| ein Teiler von |Sps| = |M]!.
Wir konnen also N := Kern A setzen.

(4) Sei G eine Gruppe mit |G| = 72 = 23 - 32. Die Anzahl der 3-Sylowgruppen von G ist =3 1, und ein
Teiler von 23. Also ist diese Anzahl in {1, 4} enthalten.
Fall 1. Die Anzahl der 3-Sylowgruppen von G ist gleich 1. Dann ist G nicht einfach; cf. Aufga-
be 7.(1).
Fall 2. Die Anzahl der 3-Sylowgruppen von G ist gleich 4. Dann ist { H < G : |H| = 9} eine

transitive G-Menge von Lénge 4. Mit (3) gibt es also ein N <1 G so, daf} |G/N| ein Teiler von
4! = 24 ist. Da |G| = 72, folgt N # 1. Somit ist G nicht einfach.

Aufgabe 9

Zeigen wir zunéchst, dal f als Gruppenmorphismus existiert wie angegeben. In der Tat wird
(4,14 1) = id fiirie[l,n—1]
((hi+1)o(i+1,i+2)> = (i,i+1,i+2)3 = id fiirie[l,n—2]
((,i+1)0 (4,7 +1))? = (i,i+1?0(j,j+1)? = id firdi,j € [lL,n—1] mit [i —j| >2.

Gemaf universeller Eigenschaft der prisentierten Gruppe Sp,, kénnen wir also die Abbildung

{31,...,Sn} —_— Sn
s; = (,i+1) fir i € [1,n — 1]

zum angegebenen Gruppenmorphismus f fortsetzen; cf. Satz 24.
Es ist f surjektiv, da S, = ((1,2), (2,3), ..., (n — 1,n)).

Um zu zeigen, daf f ein Isomorphismus ist, bleibt also nachzuweisen, daff |Sp,,| < n!. Wir fiithren eine
Induktion nach n > 1.

Fiir n =1 ist Sp,, = 1, da F(0) = {[0]} = 1, und jede Faktorgruppe davon ebenfalls einelementig ist.

!
Sei n > 2. Sei bekannt, da8 |Sp,—1| < (n — 1)!. Wir wollen zeigen, dafl |Sp,,| < n!.

Mittels universeller Eigenschaft der présentierten Gruppe Sp,—1 erhalten wir den Gruppenmorphismus

h
SRn—l - SRn
N e Y firie[l,n—2],

da s? =1 fiiri € [1,n — 2] und (s;8;41)> = 1 fiir i € [1,n — 3] und (s;s;)% = 1 fiir 4, j € [1,n — 2] mit
|i — j| = 2 auch in Sp,, gelten.
LV. !
Sei H := h(Sppn—1) < Spn- Esist [H| < [Spn—1] < (n—1)!. Kénnen wir zeigen, daf |Sp,/H| < n,
dann folgt
Spnl = [Spa/H|-|H| < n-(n—1)! = n!.

!

Bleibt also zu zeigen, daB [Sp,,/H| < n.
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Beachte allgemein, dal in Sp, gilt, daBl s;8;418; = Si418:8i41 fiir @ € [1,n — 2], wie aus (sisiy1)® = 1 und
s? = s?,, = 1 folgt. Ferner ist dort s;s; = s;s; fiir i, j € [1,n] mit |i — j| > 2, wie aus (s;s;)* =1 und

s2 = sf =1 folgt.

3

Wir behaupten dazu, daf3

!
SP,n = U Hsp_185_2---5; .

i€[1,n]

!
Zu zeigen ist C. Gegeben sei dazu ein Element £ € Sp,, .
Es ist £ ein Produkt in den Elementen s1, ..., Sp_1.

Taucht s,,—1 in einer dieser Faktordarstellungen von ¢ nicht als Faktor auf, so ist £ € H und ist mithin
in unserer Vereinigungsmenge enthalten.

Wihle ansonsten eine Faktordarstellung von &, fiir welche der ersten Faktor von links aus gesehen, der
gleich s,,_1 ist, rechts neben sich eine minimale Anzahl von Faktoren stehen hat.

Annahme, es ist das Teilprodukt rechts von diesem Faktor s,,_1 nicht von der Form s,,_18,_2--- s fiir
ein k € [1,n — 1]. Dann gibt es ein Teilprodukt rechts von diesem Faktor der Form $,,_15,_2 - - S¢s; mit
el,n] {1}

Fall i € [1,¢ — 2]. Wir kénnen den Faktor s; am Teilprodukt s,,_18,—2 - -s¢ vorbei nach links tauschen
und erhalten eine weitere Faktordarstellung von &, welche rechts vom ersten Faktor s,,_; weniger Faktoren
als in ersterer enthélt, im Widerspruch zur minimalen Wahl der Anzahl dieser Faktoren.

Falli =0 < n—1. Wir kénnen wegen sys; = 1 diese beiden Faktoren streichen und erhalten eine weitere
Faktordarstellung von &, welche rechts vom ersten Faktor s,,_; weniger Faktoren als in ersterer enthélt,
im Widerspruch zur minimalen Wahl der Anzahl dieser Faktoren.

Falli =0 =n—1. Wir kénnen wegen sys; = 1 diese beiden Faktoren streichen und erhalten eine weitere
Faktordarstellung von £, welche einen weiteren Faktor s,_; weiter rechts besitzen muf3, im Widerspruch
zur minimalen Wahl der Anzahl der Faktoren rechts vom ersten Faktor s,,_1 .

Falli € [¢ 4+ 1,n — 2]. Wir koénnen ein Teilprodukt wie folgt umformen.

Sp—18n—2 """ Si4+15:5;—-15;—-25;—-3 " * - S¢S;
= Sn—15p—2° " Si+15i5i—15iS;—25;-3 " * " S¢
= Sp—15n—-2"""8i4+15i-15i5;-15;-25;-3 " S¢
S§i—18n—-15n—2 """ 5i415i5;-15;-25;-3 " S¢

So haben wir eine weitere Faktordarstellung von £ erhalten, welche rechts vom ersten Faktor s,,_; weniger
Faktoren als in ersterer enthélt, im Widerspruch zur minimalen Wahl der Anzahl dieser Faktoren.
Fall i =n — 1> {¢. Wir konnen ein Teilprodukt wie folgt umformen.

Spn—15n—28n—-3 " S¢Sn—1

= Sn—15n—25n—15n—-3 " S¢
Sp—25n—15n—25n—3 """ S¢

So haben wir eine weitere Faktordarstellung von £ erhalten, welche rechts vom ersten Faktor s,,_; weniger
Faktoren als in ersterer enthélt, im Widerspruch zur minimalen Wahl der Anzahl dieser Faktoren.

Cf. Beispiel 27.
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Aufgabe 10

Wir wollen zunéchst die Existenz des Gruppenmorphismus

Spe
S1
S2
53
S4
S5

PHITT

nachweisen.

Die Wahl der Bildelemente ist nicht eindeutig, es gibt noch weitere nicht innere Automorphismen. Denn
das Kompositum eines nicht inneren Automorphismus mit einem der zahlreichen inneren Automorphismen
gibt wieder einen nicht inneren Automorphismus.

Das Bild von s; verschwindet im Quadrat fiir ¢ € [1,5].

Das Bild des Produktes s;s; liegt fiir ¢, j € [1,5] mit | — j| > 2 in je einer Kleinschen Vierergruppe und
verschwindet daher im Quadrat.

Die Bilder der iibrigen Relationen ergeben sich zu

(s152)> F—  ((1,2)(3,4)(5,6) 0 (1,6)(2,3)(4,5))> = ((1,5,3)(2,4,6))® = id
(s283)> > ((1,6)(2,3)(4,5) 0 (1,3)(2,4)(5,6))® = ((1,2,5)(3,6,4))> = id
(s354)> = ((1,3)(2,4)(5,6) 0 (1,2)(3,6)(4,5))% = ((1,4,6)(2,3,5))® = id
(s4s5)% = ((1,2)(3,6)(4,5) 0 (1,4)(2,3)(5,6))3 ((1,5,3)(2,6,4))3 = id

Somit ist b ein wohldefinierter Gruppenmorphismus; cf. Satz 24.
Wir verwenden den Isomorphismus f : Spg — Sg mit f(s;) = (¢,¢ + 1) fiir ¢ € [1, 5] aus Aufgabe 9.

Sei a :=bo f~. Dies ist ein Gruppenmorphismus von Sg nach Sg, der wie folgt abbildet.

PITTT

Da a nicht den Zykeltyp bewahrt, ist a nicht durch Konjugation mit einem Element aus Sg gegeben.

Um zu zeigen, da8 a bijektiv ist, zeigen wir, da8 a? bijektiv ist. Vorbereitend wird

Se —> Sg
(1,3) = @31,2) <16)<23><45>(1,2)(3,4)(5,6) = (6,3)(2,5)(4,1) = (1,4)(2,5)(3,6)
(2,4) = @334) > GOEIHAD) (1 3)(2,4)(5,6) = (6,2)(3,5)(4,1) = (1,4)(2,6)(3,5)
(1,4) = 224) s ©22EA( 56(1,4)(2,6)(3,5) = (2,3)(1,5)(4,6) = (1,5)(2,3)(4,6)
(3,5) = @934) = B2EO@) (1 3)(2,4)(5,6) = (2,6)(1,5)(4,3) = (1,5)(2,6)(3,4)
(3,6) = O3 5) - LHE3IGO(] 5)(2,6)(3,4) = (4,6)(3,5)(2,1) = (1,2)(3,5)(4,6)
(1,6) = (3)36) > OGO 2)(35)(4,6) = (4,5)(6,2)(1,3) = (1,3)(2,6)(4,5).
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ergibt sich

PEETEE
PRI

Also ist a?(o) = (16395 fiir o € {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6) }.

Da SG

=((1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6)), folgt, daB a?(c) = 163DZ5)y fiir o € Sg.

Und es ist a? : S¢ — S, 0 — (1634255 bijektiv.

Der Automorphismus
1’
27
3a
4
5

)

OGRS
111114

NN S S~

)

hat bereits in Aut Sg die Ordnung 2, nicht erst, wie obiges a, in Out S¢ (S. KLENK, F. MULLER).

Aufgabe 11

(1)

Erzeugnis. Jedes Element von A, ist ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen, i.e.
von Zykeln der Lange 2.

In einer solchen Produktdarstellung diirfen wir annehmen, dafl nicht zwei gleiche Transpositionen
nebeneinanderstehen.

Somit geniigt es zu zeigen, dafl Produkte von je zwei ungleichen Transpositionen im Erzeugnis aller
Dreierzykel liegen; also Produkte der Form (i, j) o (i, k) oder (i,7) o (k,£), wobei 4, j, k, £ € [1,n]
mit |{4, j, k, £}] = 4. In der Tat ist
(2,5)

: (i, k,J)
(i,4)

(Z.’k) =
/ (i,5,k) o (4,k,0) .

o

o (kL)
Kongugationsklasse. Sei (i, j,k) € A,, gegeben, wobei ¢, j, k € [1,n] mit |{7, j, k}| =3. Seio € S,
mit (1,2,3) = (i, j, k).

Ist sgno = 41, so ist nachgewiesen, daf} (4, j, k) und (1,2, 3) in A,, konjugiert sind.

Ist sgno = —1, so ist sgn(o(4,5)) = +1. Dann ist auch “*4°)(1,2,3) = %(1,2,3) = (4,4, k). Somit
ist auch diesenfalls nachgewiesen, dafl (7,7, k) und (1,2,3) in A,, konjugiert sind.

Dagegen sind in A4 die Elemente (1,2,3) und (1,3, 2) nicht zueinander konjugiert.

Sei 1 # N < A, . Wir miissen zeigen, dafi N L A, . Dank (1) geniigt es zu zeigen, dal N einen
Zykel der Liange 3 enthailt.

Sei ein o € N ~ {id} gewé&hlt, fiir welches die Zahl der bewegten Punkte

ofi) =i}
minimal ist. Wir wollen zeigen, dafl o ein Zykel der Lénge 3 ist.
Esist n, > 3.

ne == n—{iel,n]:

o= oo
W N = A Ut
S N e N

Py
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Full n, = 3. Es ist o ein Zykel der Lange 3, und wir sind fertig.

Falln, = 4. Dasgno = +1,ist o = (4,5)(k, £), wobei ¢, j, k, £, m € [1,n] mit |[{i, j, k, £, m}| =5,
was wegen n > 5 moglich ist.
Es ist auch

(4, 9) (K, €) o (i,m, j) o (i, j) (K, £) o (i, j,m) = (i,m, )
in N~ {id} und bewegt weniger Punkte als o, im Widerspruch zur Wahl von o, so daf} dieser Fall
nicht eintritt.
Falln, > 5.
Subfall: o enthdlt einen Zykel von Linge k > 4, sagen wir (iy,...,4), wobei i; € [1,n] fir
jel,klmit |[{i; : j€[Lk]} =k
Esist n, > 5.

Es ist auch

oo (i1,12,13) 00~ 0 (i1,42,13)" = (41,--.,%%) 0 (1,92,93) 0 (i1,...,7%)" © (i1 ,%2,43)"
= (i1,44,12)

in N ~\ {id} enthalten und bewegt weniger Punkte als o, im Widerspruch zur Wahl von o, so daf§
dieser Subfall nicht eintritt.

Subfall: o enthdlt wenigstens 2 Zykel von Linge 3, und keinen groflerer Linge.

Enthalte o also die Zykel (i, j, k)(s,t,u), wobei i, j, k, s, t, w € [1,n] mit |{4, j, k, s, t, u}| = 6.
Es ist n, > 6.

Es ist auch

oo (jk,s)oo” o (Gik,s)” = (i,4,k)(s,t,u) 0 (4, k, 8) o (6,7, k) (s, t,u)) ™ 0 (j, k, 8) ™
(Z"t7kﬁj7s)

in N ~\ {id} enthalten und bewegt weniger Punkte als o, im Widerspruch zur Wahl von o, so daf§
dieser Subfall nicht eintritt.

Subfall: o enthdlt genau einen Zykel von Linge 3, und keinen gréfSerer Linge.
Esist n, > 5.

Es ist mit 02 ein Zykel der Linge 3 in N \ {id} enthalten, bewegt aber weniger Punkte als o, im
Widerspruch zur Wahl von o, so dafl dieser Subfall nicht eintritt.

Subfall: o enthdlt wenigstens 3 Zykel von Léinge 2, und keinen gréfierer Linge.
Es ist n, > 6.
Enthalte o also die Zykel (i,5)(k, s)(t,u), wobei 4, j, k, s, t, w € [1,n] mit |{4, j, k, s, t, u}| = 6.

Es ist auch

go(jk,s)oo” o (Gks)m = (5,4)(k,s)(t,u) 0 (4, k,8) o ((4,7) (K, 8) (8, u)) ™ o (5, k,8) ™
= (i,9)(4, k)

in N~ {id} enthalten und bewegt weniger Punkte als o, im Widerspruch zur Wahl von o, so daf
dieser Subfall nicht eintritt.

Aufgabe 12

(1) Sei ¥t € Z>( und
1=K d K1 €& 4K <Ky =K

gewihlt mit K;/K; 1 stets abelsch.
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Sei m € Z>( und
K/K = Uy,/K 9 Uy,-1/K € --- < U;/K < Upy/K = H/K .

gewdhlt mit (U;/K)/(Uj4+1/K) stets abelsch; wobei wir schon die Tatsache verwandt haben, daf§
sich jede Untergruppe von H/K als U/K schreiben 148t fiir eine Untergruppe K < U < H.

Beachte, dafl dann Uj+1 d Uj und (UJ/K)/(UJ+1/K) ~ Uj/Uj+1 fir j S [O,m — 1].
Wir erhalten also die Kette

1=K, <« K1 €49 K &« KQUyp1 &---4U1 &Ug=H

mit K;/K; 1 und U; /U4 stets abelsch, wobei Ky = K = Uy, .
Dies zeigt die Auflésbarkeit von H.
Sei n € Zo und
1=H, < H, 1< - < H ddHy=H
gewihlt mit H;/H;;, stets abelsch.
Beachte, daB fir 1 < U IV < Hauch1 < UNK I VNK < H, daein Element z € VN K in
der Tat AU NK) = UN*K =UNK ist, wobei W = U wegen z € V und *K = K wegen z € K
gilt.
Ferner haben wir in dieser Situation den injektiven Gruppenmorphismus

(VNnK)/(UNnK) — V/U
z(UNK) +—— 2aU,

da ein Element € V' N K genau dann in U liegt, wenn es in U N K liegt. Falls also V/U abelsch
ist, so auch (VN K)/(UNK).

Man kann auch aus V/U abelsch und aus (VNK)/(UNK) = (VNK)/(UN(VNK))~U(VNK)/U <
V/U folgern, daBl (V N K)/(U N K) abelsch ist; cf. Bemerkung 32.

Somit ist in der Kette
1=H,NK < H,_. NK . ---d HNK < HopnK = K

von Untergruppen von K jeder Subfaktor (H; N K)/(H;4+1 N K) abelsch.
Dies zeigt die Auflésbarkeit von K.
Sei n € Zyo und

1=H, < Hy,1 <&---<H < Hy=H
gewihlt mit H;/H; 1 stets abelsch.

Beachte, dal fir 1 < U 9V < H auch K/K < UK/K QVK/K < H/K,dafiru e Uundv eV
gilt, daf
FuK = (w)K € UK/K .

Ferner haben wir in dieser Situation (VK/K)/(UK/K) ~ VK/UK und dafiir wiederum den
surjektiven Gruppenmorphismus

V/U — VKJ/UK
U +—— UK,

da U < UK und da fiir v € V und k € K auch v&kUK = vkKU = vKU = vUK ist. Falls also
V/U abelsch ist, so auch (VK/K)/(UK/K).
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Man kann auch aus V/U abelsch und aus (VK/K)/(UK/K) ~ (VK)/(UK) = (V(UK))/UK =~
V/(V N (UK)) Faktorgruppe von V/U schlieBen, da§ V/U abelsch ist; cf. Bemerkung 32.

Somit wird in der Kette
K/K = H,K/K < H,.,K/K < -+ < HK/K < H)K/KNK = H/K
von Untergruppen von H/K jeder Subfaktor (H;K/K)/(H;+1K/K) abelsch.
Dies zeigt die Auflosbarkeit von H/K.
Da H/K iiberauflosbar ist, gibt es, wenn man noch Urbilder unter H — H/K, h —— hK nimmt,
ein £ € Z3o und eine Kette

K =H, < Hy 1 <dH o< H dHy=H

mit H;/H; i, zyklisch fiir j € [0,¢ — 1] und H; < H fiir j € [0, £].
Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen aus der Linearen Algebra ist K isomorph
zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen. Folglich gibt es ein m € Z>( und eine Kette

l1=Kn < Ky1 &+ d Ky <K= K

so, daB K;/K ;11 zyklisch ist fir j € [0,m — 1]. Da K < Z(H), ist K; < H fiir j € [0,m]. Die
zusammengesetzte Kette

l=Kn dKpna &K & Kgy=K=H <H— -~ <H & H =H

zeigt also, dafl H iiberauflosbar ist.
Sei n € Z( und

1l=H, < H, 1 <--- < H < Hy=H
gewithlt mit H; < H stets und H;/H; 11 stets zyklisch.

Beachte, dal fir 1 <ULV < Hauchl1<UNK KV NK < H ist und dafl wir einen injektiven
Gruppenmorphismus (V N K)/(U N K) — V/U haben; cf. Losung zu (2).

Ist also V/U zyklisch, so auch (VN K)/(U N K); cf. Losung zu Aufgabe 5.
Somit ist in der Kette

1l=H,nNK <H, NnK <---<dHNK dHNK =K
von Untergruppen von K zum einen H; N K < K stets und zum anderen jeder Subfaktor

(Hi N K)/(Hz+1 N K) ZyinSCh.
Dies zeigt die Uberauflosbarkeit von K.
Sei n € Z( und
1=H, <{H,1d---dH dHy=H
gewihlt mit H; < H stets und H;/H;41 stets zyklisch.
Beachte, dafl fir 1 < U <V < H auch K/K < UK/K { VK/K < H/K und dal wir einen
surjektiven Gruppenmorphismus V/U — (VK/K)/(UK/K) haben; cf. Losung zu (3).
Ist also V/U zyklisch, so auch (VK/K)/(UK/K).

Somit wird in der Kette
K/K = H,K/K 4 H,1K/K < --- < hK/K < H)K/KNK = H/K

von Untergruppen von H/K zum einen H;K/K < H/K stets und zum anderen jeder Subfaktor
Dies zeigt die Uberauflésbarkeit von H/K.
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Da H/K nilpotent ist, gibt es, wenn man noch Urbilder unter H — H/K, h —— hK nimmt, ein
{ € Z>( und eine Kette

K=H, <« H_ <dH_d ---<dH <« Hy=H

mit Hj dH fuI'j S [O,Z] und Hj/Hj+1 < Z(H/H]+1) fiir j e [O,é— 1]
Setze Hyyq := 1. Dann ist in der Kette

l=Hy1s < H <« Hy <H o<~ H <Hy=H

auch H; < H fir j € [0, + 1] und H;/Hj41 < Z(H/Hj4.) fiir j € [0, 4], wobei letzteres gilt, da
Hy = K < Z(H).

Sei n € Zo und
1=H,dH, 1 - H dHy=H

gewihlt mit H; < H und H;/H; 1 < Z(H/H;41) stets.

Ist i € [0, —1], 7 € H;,NK und h € K, dann ist xH;y1 = "H;yq, ie. 27 (") € Hiyq, da
H;/H;yy < Z(H/H;y1), und 2~ (") € K da h, € K. Insgesamt ist so 2~ ("z) € H;y1 N K. In
anderen Worten, es ist

h(HHan).f(Hi_H ﬂK) = (hx)(HH_l ﬂK) = .’L‘(Hi_,_l ﬂK)
in K/(HZJrlﬂK)
Daher ist auch in der Kette
1=HnNK <H,1NK---<ddHNNK < HnNnNK = K

von Untergruppen von K zum einen H; N K < K stets und, dank obiger Rechnung, zum anderen
(Hz n K)/(HZ+1 N K) < Z(K/(Hprl n K)) stets.

Dies zeigt die Nilpotenz von K.

Sei n € Zo und
1=H,dH, 1 4 - H dHy=H

gewihlt mit H; < H stets und H;/H;+1 < Z(H/H;11) stets.
Ist i € [0,£ — 1], z € H; und h € H, dann ist

h, hH,;
("t)Hiy1 = ""xHip = xHip

i.e. 27 (") € Hyyy . Also ist auch

(K)(Hisi K/ K)~ WO K @K (Hoy K/K) = ((@K)~ "WoK)(Hipi K/K)
(¢~ "2)K)(Hi1 K/K)
1,

ie (2K)(Hip1 K/K) = WO K/K) ¢ K)(H; 11 K/K). Somit wird in der Kette
K/K = H,K/K < H, 1K/K <4 --- & HiK/K < HyK/K = H/K

von Untergruppen von H/K zum einen H; K/K < H/K stets und, dank obiger Rechnung, zum
anderen (H;K/K)/(H;11K/K) < Z((H/K)/(H;41K/K)) stets.

Dies zeigt die Nilpotenz von H/K.
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Aufgabe 13

(1)

Sei G eine Gruppe mit |G| = pq. Sei 0.E. p < q.

Die Anzahl der g-Sylowgruppen ist =, 1 und ein Teiler von p; cf. Satz 13 und Aufgabe 7.(1).
Also gibt es in G einen Normalteiler @ < G der Ordnung ¢ ; cf. Aufgabe 7.(1).

Es sind sowohl @ als auch G/Q von Primzahlordnung und mithin zyklisch.

Also zeigt die Kette
14Q <G,

daf3 G uberauflosbar ist.

Sei p < ¢ angenommen. Wir wollen erstens zeigen, daf8 eine Gruppe der Ordnung p?q auflésbar
ist, und zweitens, dafl eine Gruppe der Ordnung pg? auflsbar ist.

Fall: Sei G eine Gruppe mit |G| = p?q. Sei k die Anzahl ihrer ¢-Sylowgruppen. Dann ist k =41
und k ein Teiler von p?; cf. Satz 13 und Aufgabe 7.(1).

Subfall k = 1. Wir haben einen Normalteiler Q von Ordnung ¢. Es ist @ zyklisch, also abelsch,
also auflosbar. Es ist G/Q von Ordnung p?, also eine p-Gruppe, also nilpotent, also auflésbar; cf.
Bemerkung 31, Beispiel 33.(2). Somit ist G auflosbar; cf. Aufgabe 12.(1).

Man kann sich auch iiberlegen, daB eine Gruppe H der Ordnung p? abelsch ist. Denn ihr Zentrum hat p
oder p? Elemente; cf. Aufgabe 6.(1). Ersterenfalls ist H/Z(H) zyklisch, sagen wir H/Z(H) = (zZ(H)).
Also ist jedes Element von H von der Form z®z mit i € Z und z € Z(H). Folglich ist H abelsch. Also
kann |Z(H)| nicht gleich p gewesen sein.

Subfall k = p. Dap € [2,q — 1] ist, ist p #, 1, dieser Subfall tritt also nicht ein.
Subfall k = p*. Aus k = p? =, 1 und F, Kérper folgt, dal p =, +1. Dap € [2,q—1], folgt p = ¢—1,
mithin p =2 und ¢ = 3.
Es liegt also eine Gruppe der Ordnung 12 vor, mit vier 3-Sylowgruppen. Da diese paarweise ungleich
sind, haben sie paarweise den Schnitt 1. Somit haben in G gerade 4 - (3 — 1) Elemente Ordnung
3. Sei P eine 2-Sylowgruppe. Es ist |P| = 4, also mufl P aus den 4 Elementen von G bestehen,
die nicht von Ordnung 3 sind. Also ist P die einzige 2-Sylowgruppe in G. Es folgt P < Gj cf.
Aufgabe 7.(1). Die Kette

19 P LG

zeigt wegen |P| = 4, also P nilpotent, und |G/P| = 3, also G/P zyklisch, da} G auflésbar ist; cf.
Bemerkung 31, Beispiel 33.(2), Aufgabe 12.(1).

Es ist P auch abelsch, cf. oben.

Alternativ kann man auch in G bei p? paarweise verschiedene Untergruppen von Ordnung g auf genau
p2q — p?>(¢ — 1) = p? Elemente schlieBen, die nicht von Ordnung ¢ sind und so folgern, daf} jede p-
Sylowgruppe von G aus ebendiesen zu bestehen hat.

Fall: Sei G eine Gruppe mit |G| = pg®. Die Anzahl ihrer ¢-Sylowgruppen ist =, 1 und ein Teiler
von p, also gleich 1; cf. Satz 13 und Aufgabe 7.(1). Folglich haben wir einen Normalteiler @ von
Ordnung ¢2. Analog zum vorstehenden Fall zeigt die Kette 1 < Q@ < G wegen |Q| = ¢* und
|G/Q| = p, dal G auflosbar ist.

Sei G eine Gruppe mit |G| = p?¢®. Sei k die Anzahl ihrer ¢-Sylowgruppen. Es ist k£ =, 1 und ein
Teiler von p2.

Fall k = 1. Wir haben einen Normalteiler Q < G mit |Q| = ¢. Die Kette 1 < Q < G zeigt, dal G
auflosbar ist.

Fallk =p. Da p € [2,q — 1] ist, ist p #Z, 1, dieser Fall tritt also nicht ein.

Subfall k = p?. Aus k = p? =, 1 und F, Kérper folgt, dal p =, +1. Dap € [2,¢q—1], folgt p = ¢—1,
mithin p =2 und ¢ = 3.
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Es ist also |G| = 36, und es gibt in G vier 3-Sylowgruppen. Dann aber gibt es einen Normalteiler
N < G mit |G/N| einem Teiler von 4! = 24, also von 12; cf. Aufgabe 8.(3), Satz 15.(2).

In der Kette 1 << N < G sind |N| und |G/N| echte Teiler von p?¢®. Dies zeigt mit (1,2) und
Aufgabe 12.(1), dal G auflésbar ist.

Man kénnte auch zu tricksen versuchen, nur (3) zeigen (wobei man dann den Fall |G| = 36 ad hoc zeigen
muf), fiir (1) die Gruppe G mit |G| = pq als Untergruppe von G x Cj, X Cq4 auffassen und mit Aufgabe 12.(2)
folgern, dafl G auflésbar ist. Entsprechend fiir (2).

Der Satz von Burnside, ein Ziel dieser Vorlesung, besagt, daf in der Tat fiir beliebige Exponenten a, b € Z3;
eine Gruppe von Ordnung p®q® auflésbar ist; cf. Satz 131.

Aufgabe 14
Es geniigt zu zeigen, dafl
Sp’g — GL2 Z)

S1 B ( 3 2)
S = (5—%)

einen Gruppenmorphismus definiert, da wir dann mit dem Inversen des Isomorphismus Sp s —— S3,

s; > (1,7 + 1) aus Aufgabe 9 komponieren kénnen und so die gewiinschte Darstellung erhalten.

Mit der universellen Eigenschaft dieser prisentierten Gruppe Sp3 = (s1, s2 : s, s3, (s152)%) bleibt
o182 ! 2 g !
also nachzurechnen, daf ( 2 é) = ((1)?), (6_%) = ((1)(1)) und (( 2 %) (5_%))3 = ((1)(1))

Matrixmultiplikation zeigt, daf3 dies in der Tat der Fall ist.

Aufgabe 15

Seien 1,7y, 84, 84, t; € Rfiir gc G.

Nach Konstruktion ist (RG, +) eine abelsche Gruppe.
Seil=1gg:=1¢g.

Es wird

lre (zh:Shh) =le . (zh:Shh) = zh:Sh lgéh = zhjshh-

Analog wird (3, snh) v Lra = D pheq Snh-
Es wird

(XCg799) o Oopsnh)) o Qo tek) = (g nresng h) o (0 tek)
= Zg,h,k TyShti (9 p h) p k
= D hk TgShtk g ., (hék)
= (22479 Ra (Xnk Sntrh oK)
= () o (Ssh) o (S tik).
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Es wird
(gm0 9) + (g 759)) o, (5 snh) + (324 3nh))
= (2 +75)9) - (O (sn+3n)h)
= Xgnltg +7g)(sn+3n)g b
= > n(TgSh + Tysn + 145 +fg§h)géh
= (X nTesh g G h)+ (X gnTesng 5 h)+ (3 n7e5n g & h)+ (3 2ynTeSn g g h)
= (g9, Cnsnh) + (2,7 9) o Onsnh) + (0, m99) o Onsnh) + (2,7 9) - (On 3nh) -

Also ist (RG,+, - ) ein Ring.
RG

Cf. Definition 42.

Aufgabe 16
!
Zu zeigen ist nur Z(R™*™) C g(E,).

Sei A= (a;;)i; € Z(R™™) gegeben. Zu zeigen ist oy L 0 und agr = apy fiir k, € € [1,n] mit k # L.

Es bezeichne e;; € R™*™ die Matrix, die an Position (¢,j) den Eintrag 1 hat, und 0 sonst, wobei
i, 7 € [1,n].

Seien k, £ € [1,n] mit k # £ gegeben. Es wird
0 = A(E, tege) — (BEntepe)d = Aegr—eppA .

Insbesondere verschwindet der Eintrag an Position (¢, ¢) dieser Matrix, viz. ayf .

Ferner verschwindet der Eintrag an Position (k, () dieser Matrix, viz. ., — ag e -

Cf. Beispiel 47.

Aufgabe 17
Schreibe ¢ := ¢, .
Sei m € Z.
Falls m =, 0, so ist
Zke[o,n—l] ¢ = Zke[O,n—l] L=mn.
Falls m #,, 0, so ist
(1= ") (Ciepn-™ = Cicpa-n ™) =~ Cieony ¢
= (EiE[O,n—l] ¢m) = (Zie[lvn] )
com _ ¢rem
1-1
0;

da ™ # 1 ist, folgt diesenfalls '
Zie[o,nfl} ¢m =0.
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Zusammengefafit wird Zie[(),nfl] C"™ =n-Ominz 04nZ -

Seien k, ¢ € [0,n — 1] gegeben. Der Eintrag von AA an Position (k + 1, + 1) ergibt sich zu
Zie[o,n—l] ¢ = Zie[o,n—l] ¢ = Oz ernz = N Ohe -

Dies zeigt AA = nE, .

Somit ist n” = det(AA) = det(A) det(A) = det(A) det(A).

Nach Vandermonde ist det(A) =[1; ;¢ o,n—1), l<](§ — (). Also ist

n—1

et(A) = T e oot e €7 =€) = (DU ooy ey (@ = ¢ = ()02 ) det(a) |

da das linke Produkt alle Faktoren des rechten durchlduft, nur diejenigen, die keinen Exponenten 0
involvieren, jeweils negativ. Es folgt

(_1)(n;1)nn = det(A)* = Hi,je[o,nq],iq(cj —¢")?

Cf. Beispiel 50.

Alternativ kann man auch A durch eine Spaltenpermutation aus A gewinnen und hat sich dann um das
Signum dieser Permutation zu kiimmern (Vorschlag von S. SCHMID).

Aufgabe 18
(1) Wir haben den Gruppenmorphismus

Q) x GLi(Q) = U@QxQ**xQ)

S3 —» GL1(Q) x GLy
(1,2) @, (332 . -1
(2,3) +— (G (6_%) ;o =)
cf. Beispiel 39.(1, 3,4). Dieser bildet insgesamt
S3 —» GLi(Q) x GLy(Q) x GLi(Q) = U(QxQ2*2xQ)
id a (69) 1)
(1,2) +—— ., (373 ~1)
(273) A (1 ’ ((1)—%) ) 71)
(1’3) - (1 ) (féf(lj) ’ _1)
(1,2,3) . (7371 1)
1,3,2) +—— r ., (3.5 1)

ab.

Gemaf universeller Eigenschaft der Gruppenalgebra in der Version von Bemerkung 60 gibt es den
Q-Algebrenmorphismus

QSs — QxQ*%xQ
20683 ToO . 20683 (J"O')’Y(U) .

Dieser ist insbesondere Q-linear. Beziiglich der Basis S3 der linken und der Standardbasis der
rechten Seite ist diese Q-lineare Abbildung beschrieben durch die Matrix

1111 1 1
1-2 1 1-2 1
. |o0o-1 1 0-1 1 6x6
A= (073 0-3 3-3| € Q .
1 2-1-1 1-2
1-1-1-1 1 1
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Diese hat Determinante —54, ist also invertierbar. Somit ist w bijektiv. Damit ist w ein Isomor-
phismus von Q-Algebren.

In diesem Argument kann man Q durch C ersetzen und erhilt CS3 ~ Cx C2*2 x C als C-Algebren.
(2) Wir verwenden die Abbildung w aus (1). Ersichtlich ist w(ZS3) C Z x Z?*? x Z. Es ist

1
—1
—1 6x6
1] € Q .
1
1

Wir haben zu untersuchen, wann A~!z ganzzahlig ist fiir z € Z%*!. Denn genau dann liegt ein
Element z von Z x Z?*? x Z, dargestellt als Vektor in der Standardbasis, im Bild w(ZS3).

Aus A wird durch SLg(Z)-Multiplikation von links

Wir lesen ab, dafl

ZS; ~ w(ZSs)
- {(a,(gg),f)erzmxz:a+2b+2e+f560,ez3f,d530}
_ {(a,(gg),f)erzsz;azzf,a+2b+2e+fzgo,ezgf,dzgo}
- {(a,(gg),f)EZXZQXQXZ:aEQf,aE;gb,ezgf,dE;gO}.
Aufgabe 19

(1) Esist (A,+) eine abelsche Gruppe, da A ein Ring ist.
Esist 1p-a=¢(lg)a =1aa =a fira e A.
Esist (rs) -a = @(rs)a=@(r)p(s)a=r-(s-a) firr, s € Rund a € A.
Esist (r+7)-(a+a) = p(r+7)(a+a) = (¢(r)+ (7)) (a+a) = o(r)a+ p(F)a+ ¢(r)a+ ¢(F)a =
r-a+r-a+r-a+7v-afirr,7 € Runda, a € A.

(2) Sei f ein R-Algebrenmorphismus, i.e. sei f o ¢ = ¢ erfiillt. Da f ein Ringmorphismus ist, ist f
mit der Addition vertréiglich. Ferner ist f(r - a) = f(@(r)a) = f(p(r)f(a) = ¥(r)f(a) =r- f(a).
Zusammen ist f somit R-linear.

Sei f umgekehrt nun R-linear. Wir haben zu zeigen, dafl fop L . Seir € R. Es wird (foy)(r) =
flo(r) = flo(r)1a) = f(r-1a) =7 f(1a) = (r)1p = ¢(r).
(3) Fira,a € Aist

g(f(1a)) = l¢ = g(1B
g(fla+a)) = g(f(a))+g(f(a)) = g(fla)+ f(a))
g(fla-a)) = g(f(a)-g9(f(a)) = g(f(a)- f(a))

Dank Injektivitdt von ¢ folgt hieraus, daf3
f(1a) = 1g

ist. Also ist f ein Ringmorphismus.
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Ferner ist go f oy =& = g o, wegen g injektiv also f o = 1.

A-lt.p_2 ¢

Wl A

R
Ist nun g bijektiv, so kénnen wir f := g~ setzen und erhalten wegen g injektiver R-Algebren-
morphismus und wegen g o g~ = id¢ ein R-Algebrenmorphismus mit vorigem, dafl auch g~ ein

R-Algebrenmorphismus ist.

Cf. Bemerkung 61, Definition 57.(2).

Aufgabe 20

(1)

Sei f € Homu (M, N) \ {0}. Wir haben zu zeigen, daf f ein Isomorphismus ist.

Es ist Kern f C M ein Teilmodul. Da f # 0, ist Kern f # M. Da M einfach ist, folgt Kern f = 0.
Esist Im f C N ein Teilmodul. Da f # 0, ist Im f # 0. Da N einfach ist, folgt Im f = N.

Da Kern f =0 und Im f = N ist, ist f ein Isomorphismus.

Da M # 0 ist, ist 0 # idys € Endg M. Nach (1) sind alle Elemente von Endg M ungleich 0
invertierbar. Also ist End 4 M ein Schiefkérper.

Seim € M~{0}. Esist f : A— M, a+—— am eine A-lineare Abbildung. Es ist Im f ein Teilmodul
von M. Dam=1-m €Imf, ist Im f # 0. Da M einfach ist, ist Im f = M.

Wir behaupten die Existenz des Ringmorphismus

R - EndsX

r F—  (z(r)z).

Es ist ¢ wohldefiniert, da ¢(r) € Z(A) ist und also X — X, x> ¢(r)z eine A-lineare Abbildung
ist.

Es ist ¥ ein Ringmorphismus, da mit 1, Addition und Multiplikation vertriglich; letzteres, da fiir
r, § € R sich

(@ p(r)z) o (zh>p(s)z) = (v p(r)p(s)z) = (x> @(rs)z)

ergibt.
Ferner ist ¥(r) = (x> ¢(r)x) zentral in End4 X, da wir fiir f € Endg X und y € X

(W(r)e lly) = (zr=p(r)z)f(y)
o(r)f(y)

fe(r)y)

(f o (x> p(r)z))(y)
= (fou(r)(y)

erhalten.

Wir schreiben D := Endy4 M. Es ist D ein Schiefkérper; cf. Lemma 66.(3).

Nach (3) gibt es eine surjektive A-lineare Abbildung A — M. Da diese auch K-linear ist und
da A endlichdimensional iiber K ist, folgt, dafl M endlichdimensional iiber K ist. Also ist auch
Endx M endlichdimensional {iber K. Folglich ist auch der Teilraum D C Endg M endlichdimen-
sional iiber K.
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Esist D # 0, da M # 0 und also auch 0 # idy; = 1p € D.

Wir haben den algebrendefinierenden Ringmorphismus f : K — D ; cf. (4). Dieser ist nicht null,
da er 1x nach 1p # 0 schickt. Da K als Korper nur die Ideale 0 und K hat, folgt, dafl Kern f =0
und also f injektiv ist.

Schreibe K’ := f(K) C D. Es ist f|X : K — K’ ein Isomorphismus. Es ist D via K’ < D ein
eine K'-Algebra, endlichdimensional, da darin eine K’-lineare Basis auch eine K-lineare Basis ist.

!
Wir miissen zeigen, dafy K’ ip ist. Sei d € D. Wir haben zu zeigen, dal d € K’ ist.

Der Kern des K’-Algebrenmorphismus h : K'[X] — D, u(X)+——u(d) ist ungleich 0, da D
endlichdimensional iiber K’ ist. Also ist er von einem normierten Polynom v(X) erzeugt.
Annahme, es ist v(X) reduzibel. Dann ist v(X) = a(X) - b(X) mit normierten Polynomen a(X)
und b(X) von Grad > 1. Es folgt 0 = v(d) = a(d) - b(d), und somit a(d) = 0 oder b(d) = 0. O.E.
sei a(d) = 0. Also ist a(X) im Kern von h, und somit ein Vielfaches von v(X). Da degv —dega =
degb > 1, ist dies aber nicht madglich.

Somit ist v(X) irreduzibel. Da aber K’ (~ K) algebraisch abgeschlossen ist, folgt, dafl degv = 1;
da v(d) =0 also v(X) = X — d, insbesondere also d € K.

Alternativ kénnen wir wie folgt argumentieren. Sei f € End 4 M. Wir wollen zeigen, da§ f = \idy, fiir
ein A € K. Da f auch ein K-linearer Endomorphismus von M ist und da K algebraisch abgeschlossen
ist, hat f einen Eigenwert A € K. Es ist der Eigenraum Kern(Aidy; —f) ungleich 0. Wir wollen
zeigen, dafl er gleich M ist, denn dann ist Aidy; —f = 0. Da M ein einfacher A-Modul ist, geniigt es
zu zeigen, dal Kern(Aidps —f) ein A-Teilmodul von M ist. Das aber folgt daraus, daB Aidys und f
beide A-linear sind.

Cf. Lemma 66.

Aufgabe 21

(1)

Die Aussage trifft zu.

Esist (e11, ..., ey, eine orthogonale Zerlegung in Idempotente. Mithin ist

KX — @ Knxnei,i )
1€[1,n]

Sei i € [1,n]. Wir behaupten, dal K™*"e; ; ein einfacher K"™*"-Modul ist.

Sei 0 # X C K™*"e;; ein Teilmodul. Wir haben X L K™*"e; ; nachzuweisen. Sei
= Y jenm & € X {0},
wobei &; € K fiir j € [1,n]. Sei £ € [1,n| mit & # 0. Fiir k € [1,n] wird
X 3 & lery el Si€ii = ki -

Also liegt von der K-linearen Basis (e1, ..., e,;) von K"*"e;,; jeder Eintrag im Teilraum X.
Dies zeigt X = K™*"e;; und damit die Behauptung.

Nach Lemma 65.(3) ist also K™*™ halbeinfach.

Die Aussage trifft zu.

Ist S C A ein einfacher A-Teilmodul, so ist S x 0 C A x B ein einfacher A x B-Teilmodul von
A x B, da in der ersten Komponente nur A operiert.

Analog in zweiter Komponente.
Schreibe A = | Si, wobei S; € A ein einfacher A-Teilmodul ist fiir ¢ € [1,m]; cf. Lemma 65.
Schreibe B =

i€[l,m

je1,n Lj» wobei T; € B ein einfacher B-Teilmodul ist fiir j € [1,n]; cf. Lemma 65.
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Es ist

AxB = (Ax0)&(0xB) = ( P Six0)a( P 0x1y).

1€[1,m] j€[1,n]

Nach Lemma 65 ist also A x B halbeinfach.

(3) Die Aussage trifft zu.

Sei M ein endlichdimensionaler B-Modul. Sei N C M ein B-Teilmodul. Wir haben einen B-Teil-
modul X C M so zu finden, dal M = N®X. Denn gemifl Lemma 65 zeigt dies die Halbeinfachheit
von B.

Es ist M ein A-Modul via a - m = f(a)m fir a« € A und m € M. Es ist N C M auch ein
A-Teilmodul. Da A halbeinfach ist, gibt es einen A-Teilmodul X C M mit M = N & X. Da
f A — B surjektiv ist, ist X € M auch ein B-Teilmodul.

(4) Die Aussage trifft nicht zu.

Sei etwa A = K2*2 = (K X), halbeinfach nach (1). Sei B = (§ %), und sei g : B — A die
Inklusion.

Es ist B nicht halbeinfach. Denn es ist zwar e := (8 (1)) € B primitiv, da es sogar in A primitiv ist;
cf. Beispiel 54 (*). Aber Be = (8 Ilg) ist kein einfacher B-Linksmodul, sondern weist vielmehr den
Teilmodul (8 & ) auf.

Aufgabe 22

Wir erinnern daran, dafl primitive Idempotente insbesondere ungleich 0 sind.

Nach Bemerkung 64 gibt es in A eine orthogonale Zerlegung e = (eq, ... , €,) in primitive Idempotente.
Wir haben zu zeigen, dafl dies (bis auf Reihenfolge) die einzige Zerlegung in primitive Idempotente in A
ist.

Sei f ein primitives Idempotent in A. Es geniigt zu zeigen, dafl f L e; ist fiir ein ¢ € [1,n].

Denn dann kénnen in einer orthogonalen Zerlegung € in primitive Idempotente in A nur Eintrége von e
auftreten. Wegen Orthogonalitét kann € jeden Eintrag von e hochstens einmal beinhalten. Da die Summe
der Eintrdge von € gleich 1 ist, kann auch kein Eintrag von e in é fehlen; beachte, dal Summe jedes
nichtleeren Teiltupels von e nicht null ist, wie man durch Multiplikation mit einem beteiligten Eintrag
erkennt. Insgesamt stimmen e und € dann bis auf Reihenfolge iiberein.

Betrachten wir also unser f. Esist f = fe; +---+ fe, . Da f # 0, gibt es ein ¢ € [1, n] mit fe; # 0.

Esist f = fe; + f(1 —e;). Da A kommutativ ist, sind fe; und f(1 —e;) Idempotente. Da A kommutativ
ist, ist (fe;)(f(1—e;)) =0und (f(1—e;))(fe;) = 0. Da f primitiv ist und da fe; # 0, folgt f(1—e;) =0,
also f = fe;.

Esist e; = fe; + (1 — f)e; . Da A kommutativ ist, sind fe; und (1 — f)e; Idempotente. Da A kommutativ
ist, ist (fe;)((1—f)e;) =0und ((1— f)e;)(fe;) = 0. Da e; primitiv ist und da fe; # 0, folgt (1— f)e; = 0,
also e; = fe; .

Insgesamt ist f = fe; = e; gezeigt.

40der Beweis zu (1), Bemerkung 55: Es ist Ae einfach, also unzerlegbar, also e primitiv.
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Aufgabe 23

(1) Esist Dg:= (a, b : a*, b?, (ba)?). Es ist |Dg| = 8. Esist Dg = {a’t’ : i € [0,3], j € [0,1]}. Cf.
Beispiel 25.
Sei Co x Cy = (z: 22) x (y : y?).
Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus p : Dg — Cy x Co, at— (z,1), b+ (1,y), da
(x,1)* =1, (1,)? =1 und ((1,y)(x,1))? = 1; cf. Satz 24.
Wir haben die Darstellungen Cy x Co — GL1(C), (z,1) > £1, (1,y)—~ £1.
Komposition mit p gibt die Darstellungen

Dg - GLl(C)
a > 441
b — +1
(trivial),
Dg — GL1(C)
a +— +1
b — -1,
Dg - GLl(C)
a > -1
b — +1
und
Dg —_— GLl(C)
a > -1
b +— 1.

Es operiert Dg auf einem Quadrat. Die entsprechende Darstellung iiber lineare Selbstabbildungen
der Ebene ist e.g. gegeben durch

Eine kurze Rechnung bestétigt auch abermals via Satz 24, daf§ all diese Darstellungen existieren.
Wir erhalten den C-Algebrenmorphismus

CDs — (C x €C x C x C x ©2x2
a — (1, 1, 1, 1, (¢9)
at — (1, r o, -1, -1, (7))
a — (1 1, 1, I ()
@ — (1 1, -1, -1 , (%8

b — 1, -1 , 1 , -1 , (59
atb — (1 , -1 , -1 ., 1 , (%Y%)
a*h — (1, -1 1, =1, (%59
b — (1, -1 , -1 1, (97%)-

Dies liefert die folgende beschreibende Matrix beziiglich der Basis Dg von CDg und der Standard-
basis der rechten Seite.

I
[
|
OO
[
HOORHFHFH
Il

ORRORFHRF
|
HOORRRRRF

OO

ORHRORRHF

HOOR ===
OO R =
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Diese hat Determinante ist 2'°. Folglich ist w ein C-Algebrenisomorphismus.

In diesem Argument kann man auch C durch Q ersetzen.

In Dyg gilt a® = 1, b*> = 1 und baba = 1, also auch ba = a*b. Also ist
Dy = {a't’ :i€0,4], j€[0,1]}.
Wir haben den Gruppenmorphismus

Dy — S5
a +— (1,2,
b +— (2,5)
da (1,2,3,4, 5)5 =id, ((2, 5)(374))2 =id und ((2,5)(3,4) o (1,2,3,4, 5))2 = ((1, 5)(274))2 =id.

Das Bild ((1,2,3,4,5),(2,5)(3,4)) dieses Gruppenmorphismus hat 10 Elemente, denn es hat < 10
Elemente, es hat eine Untergruppe von Ordnung 5 und es hat eine Untergruppe von Ordnung 2.

Also ist |Dyg| = 10.

Betrachte Cy = (z : #2). Wir haben den Gruppenmorphismus p : Djg — Ca, at—1, bz,
da1°=1,22=1und (1-2)>=1.

Wir haben die Darstellungen Co — GL;(C), 2 —— £ 1.

Komposition mit p gibt die Darstellungen

D10 _— GLl(C)
a > +1
b —— +1

(trivial) und

D10 —_— GLl(C)
a > +1
b — 1.

Schreibe ¢ := (5. Wir haben ferner die Darstellung

DlO —_— GLQ(C)
a <8491>
b —  (%0)

Ganz dhnlich ergibt sich die Darstellung

Dig — GLy(C)
a (42 0)

b — (¢

Eine kurze Rechnung bestétigt auch abermals via Satz 24, daf§ all diese Darstellungen existieren.
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Wir erhalten den C-Algebrenmorphismus

CDyy — (C x C x €22 x (2%
o — 1 . 1 (Y . (61
o = a1 () (9%)
2 — (1, 1 (402 <92) , (f <94))
@ o @ (50) (5%
at — a1, 1, (404 C94) : (%8 498))
a — 1, -1, (%) . (%)
ab — (1, -1 (4913) : (492402))
b — 1 -1, (%) (%5
b — (1, -1 | (493403) : (496%6))
atv — (1, -1 (C94 %4) ) (Cgs C;)) :

Dies liefert die folgende beschreibende Matrix beziiglich der Basis D1y von CD;y und der Stan-
dardbasis der rechten Seite.

11 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 —1 -1 -1 —1 —1
1 ¢ ¢2 ¢3¢t o o 0 0 0

00 0 O 0 1 ¢ <¢* ¢ ¢
00 0 0O 0 1 (¢ t¢2¢3¢1
1 ¢7t¢2¢ B3¢0 0 0 0 O

1 ¢2 ¢+ ¢ ¢o o0 o0 o0

00 0 0 0 1 ¢2 ¢* ¢ ¢8
00 0 0 0 1 (7 2¢4¢8¢8®
1 ¢72¢%¢%¢ %0 0 0 0 O

Diese hat Determinante ist —2 - 5°. Folglich ist w ein C-Algebrenisomorphismus.
In Qg gilt a* = 1. Wegen a?b? = 1 folgt b* = a=* = 1. Insbesondere wird a®> = b=2 = b? =: 2. Es
wird az = za, bz = zb, also ist z € Z(Qs).

Wegen b~ aba = 1 ist ba = a~b = zab. Folglich ist jedes Element von Qg von der Form a’b’ mit
i, 7 € [0,3]. Unter Verwendung von z wird also

Qs = {a'¥/2F i, j, k € {0,1}}.

Insbesondere ist |Qg| < 8.
Man kann auch o

Qs = {a'¥ :i€10,3], j€[0,1]}.
schreiben.

Die Quaternionen als Teilring von C2*2 realisiert geben einen Hinweis auf die Darstellung

Qs — GLy(C)
a (._?(1))
b (0-1) .

die man mit Satz 24 bestétigt.
Thr Bild ist gegeben durch {+ ((1) (IJ) , £ (,(1) (1)) , £ (5 ,?) , £ (? (‘)) , }, wie eine direkte Rechnung er-
gibt.
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Es folgt |Qg| = 8.

Wir betrachten Cy x Co = (z : 22) X (y : y?). Wir haben den Gruppenmorphismus Qg — C3 x Cs,
at— (z,1), b— (1,y), wie man mit Satz 24 bestiitigt. Dies gibt weiters die Darstellungen

Qs — GLi(C)
a > 441
b — +1
(trivial),
Qs — GL;1(C)
a > +1
b +— -1,
Qg —_— GLl(C)
a > -1
b +— +1
und
Qs — GLi(C)
a FH—— -1
b > 1.
Wir erhalten den C-Algebrenmorphismus
CQs — (C x € x C x C x ©C2?)
@ b 1, 1, 1, 1, (39)
al - (1 ’ 1 ) -1 ’ -1 ’ (—(1)(1))
@@ — (1, 1, 1, 1, (%29
CL3 — (1 ’ 1 ’ -1 ’ -1 ) (?_é))
a — 1, -1 , 1 , -1 , (329
alb - (1 ) -1 ) -1 ) 1 ) (—(1)_(1)))
CL2b A (1 ) -1 ’ 1 ) -1 ) (_(1)(1)))
a F— (1, -1 , -1 ., 1, (%).

Dies liefert die folgende beschreibende Matrix beziiglich der Basis Qg von CQg und der Standard-
basis der rechten Seite.

|
OO e ==

| |1
| (i
OFRHOHFFE
(! (.
O O ==
| |
OO
I
O e e O b

OO =
|
ROOHRRRRFHR

OO

Diese hat Determinante ist —2°. Folglich ist w ein C-Algebrenisomorphismus.
Aufgabe 24

(1) Esist Dg = (a : a*, b2, (ba)?) = {a't’/ : i €[0,3], j € [0,1] }; cf. Beispiel 25.
Beachte, dafl % = bab = a~ und % = aba™ = a2b ist.
Die Konjugationsklassen in Dg ergeben sich zu {1}, {a?}, {a, a®}, {ab, a®b}, {b, a®b}.

Als Reprisentanten wihlen wir e.g. g, := 1, g2 := a2, g3 := @, g4 := ab und g5 := b.
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Der Wedderburnisomorphismus von Aufgabe 23.(1) ergab

Chs — (C x € x C x C x (C¥?
W), W), W), wie), W)

G = 1 a 1, 1, 1, (6)
go = a? a 1, 1, 1, (769)
g3 = a (r T, -1 , -1 ((1)_3)))
T ab a , -1 , -1 I )
g5 = [ a ., -1 1, =1, (50

Spurbildung xs(g.) = trw®(gy) fiir s, w € [1,5] fithrt zur Charaktertafel

1 a? a ab b
1 1 2 2 2
x1| 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 -1 -1
X(Dg) = x3| 1 1 -1 -1 L,
x4 | 1 1 -1 1 -1
X5 |2 —2 0 0 0

wobei fiir spitere Zwecke direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Lénge ihrer
Konjugationsklassen notiert wurde.

(2) Schreibe ¢ := (5.
Esist Dig := (a, b : a®, b2, (ba)?) = {a'd? : i € [0,4], j € [0,1] }; cf. Aufgabe 23.(2) und Losung
dazu.
Beachte, dafl % = bab = a~ und % = aba~ = a?b ist.
Die Konjugationsklassen in D1y ergeben sich zu {1}, {a, a*}, {a?, a®} und {b, ab, ab, ab, a*b}.
Als Repriisentanten withlen wir e.g. g, := 1, g2 := a, g3 := a® und g4 := b.

Der Wedderburnisomorphismus von Aufgabe 23.(2) ergab

CDyy — (C x C x ©2x2 x (22
£ = W), W), W , W)
_ ¢ 0 ¢t o
gs = a a1, 1, (chl) , <0C72))
_ ¢ o ¢t o
gs = a? A (1 ) 1 ) (0 4*2) ) ( 0 4*4))
91 = bo— (1, -1, (Y5 (fo)
Spurbildung xs(g.) = trw®(g,) fiir s, u € [1,4] fithrt zur Charaktertafel
1 a a® b
1 2 2 5
i1 1 1 1
X2 | 1 1 1 -1
XDw) = xal2 ¢+¢t G4 0|
Xa|2 G4 ¢+t 0

wobei fiir spitere Zwecke direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Lénge ihrer
Konjugationsklassen notiert wurde.



135

(3) Esist Qg = (a, b : a*, a®V? b~aba) = {a'b’z* : i, 5,k € {0,1}}, wobei z := a? = b?; cf.
Aufgabe 23.(3) und Losung dazu.
Beachte, daB z € Z(Qg), abab~ = Yb~aba) = 1, ba = bab~ = a~ = za und % = aba~ = zaba = zb.
Die Konjugationsklassen in Qg ergeben sich zu {1}, {z}, {a, za}, {ab, zab} und {b, zb}.
Als Représentanten wahlen wir e.g. g1 := 1, g2 := 2, g3 1= a, g4 := ab und g5 :=b.
Der Wedderburnisomorphismus von Aufgabe 23.(3) ergab

CQs — (C x €C x C x C x 2
(@), w8, W), w8, W)

g = 1 a 1, 1, 1, (6!
g = P — a 1, 1, o, (62
g3 = a + (r i, -1 , -1 (_(1] (1)))
g = ab a , -1 , -1 o, (375%)
g5 = b +— a , -1 , R T € )

Spurbildung xs(g.) = trw®(gy) fiir s, u € [1,4] fithrt zur Charaktertafel

1 z a ab b
1 1 2 2 2
x1| 1 1 1 1 1
xo | 1 1 1 -1 -1
X(@) = dwfl 1 -l-1 1)
x4 | 1 1 -1 1 -1
X5| 2 -2 0 0 0

wobei fiir spitere Zwecke direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Lénge ihrer
Konjugationsklassen notiert wurde.

(4) Es fallt auf, daBl X(Dg) = X(Qsg) (bei geeigneter Sortierung der Charaktere und der Konjugations-
klassen).

Begriinden wir daher noch, dafi Dg ;:é Qs -

In Qg gibt es genau 1 Element von Ordnung 2, ndmlich z. Beachte hierzu insbesondere, dafl wegen
b~aba = 1 auch (ab)? = abab = b? = z ist.

In Dg gibt es genau 5 Elemente von Ordnung 2, nimlich a2, b, ab, a®b und a3b. Beachte hierzu,
dafl (ab)? = abab = aa™ = 1.

Also ist DS i Qg .

Insbesondere ist auch CDg ~ C*4 x C2*2 ~ CQg.

Dieses Phianomen trifft man bereits bei CCy ~ C*X4 ~ C(C2 x C2) an — beachte, dal wegen CCy
und C(Cz x C2) kommutativ in der jeweiligen Wedderburnzerlegung keine Matrixkantenlinge > 2
auftreten darf.

Aufgabe 25

Schreibe n := x(1). Sei p : G — GL,,(C) eine zu x gehorige Darstellung, sei also x(g) = x,(g) = tr p(g).
Sei S € GL,(C) gefunden mit J := Sp(g)S~* in Jordanform. Da p(g)* = E,, ist, ist auch J* = E,, . Also
ist J eine Diagonalmatrix, und die Diagonaleintriige sind Nullstellen von z*¥ — 1. In anderen Worten, es

ist
<7n1
J = < T . )
¢mn

fiir gewisse m; € [0,k — 1] fiir ¢ € [1,n].
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(1) Wir erhalten

X(g) = trp(g) = tr(STS™) =& = > ™= > [ieln]:m=j}¢.

i€[1,n] jE€[0,k—1] -

=T

(2) Beachte, da8 ¢ = (™" wegen [¢| = 1.

Wir erhalten )
x(g™h) = trp(g™h)

= trJ!
¢Tm
= tr c. .
e

= Zz‘e[l,n] ¢

= Zie[l,n] W

= Yiepn ™

= x(9)-

(3) Sei M ein endlichdimensionaler CG-Modul mit x = xas -
Werde der Dualraum M* := Home (M, C) ausgestattet mit der Linksmultiplikation

(h-1)(m) = f(h~m)
fir h € G, f € M* und m € M. Dies liefert eine Darstellung

G — GL(M")
von G auf M*, da sich

((hh) - £)(m) = f((hh)"m) = f(h"h~m) = (h-f)(h"m) = (h-(h-f))(m)

ergibt fiir h, h € G, f € M* und m € M, i.e. hht— (h-(=)) o (h-(=)).

Sei (my, ..., my) eine Basis von M. Sei (m], ..., m?) die dazu duale Basis von M*.
Sei h € G. Sei h™m; =}, zj;m; fiir i € [1,n], wobei z;; € C.
Dann ist

(hmp)(mi) = mi(h™mi) = 325 zimp(m;) = 30,2, Okg = 2k
sowie
(32 2k m)(mi) = 3252k, 050 = 2k,
fiir i, k € [1,n]. Dies zeigt hmjy = >_, 2 ;mj fiir k € [1,n].
Fiir die zugehorigen Darstellungen ist beziiglich dieser Basen also pps«(h) = pp(h™)t fiir h € G;
es folgt

Xars(h) = troae=(h) = tron(h7)" = xu(h7) = x(h7) = x(h).

—~
Nl

Wir behaupten, dafl aus y irreduzibel folgt, dafl auch y irreduzibel ist.
Wir miissen dazu M als einfach voraussetzen und zeigen, dafl auch M™ einfach ist.
Zum einen ist dimg M* = dimeg M > 0, also M* # 0.

Zum anderen, ist N C M* ein Teilmodul, so ist auch

N :={meM: f(m)=0fir feN} C M
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ein Teilmodul. Denn es ist ein C-Teilraum. Und fiir n’ € N’ und h € G ist hn' € N’, da f(hn') =
(h=f)(n') =0 fiir f € N, da mit f auch h™f in N liegt. Da M einfach ist, ist N’ = 0 oder
N =M.

Es ist dimg N’ + dimc N = dimc M, wie man mit einer Basis von N, die zu einer Basis von M*
erginzt wird, und deren Dualbasis von M erkennt. Also ist N =0 oder N = M.

Dies zeigt die Behauptung.

S. ScHMID gab folgende einfache Losung des ersten Teils von (3).
Setze p(g) := p(g) fiir g € G. Beobachte, dafl x; =X, = X ist.

Wir wollen daher noch zeigen, daf§ die Moduln zu G — GL,(C), g — p(g) und zu G — GL,(C),
g — p(g™)* isomorph sind (ohne Verwendung von Bemerkung 95.(2)).

Operiere G via p auf C**!. Fiir z, y € C™*! sei (z,y) := Zhec(hw)t(@). Es wird so (—,=) ein
hermitesches Skalarprodukt, da (z,z) = 3, ¢ (hz)t(hz) € Rxo fiir z € C**! {0}

Sei (b1, ...,bn) eine Orthonormalbasis von C**1! beziiglich (—, =), erhiltlich e.g. via Gram-Schmidt.
Ist A:= 3, p(h)t p(h) die Grammatrix von (—,=) beziiglich der Standardbasis von C"*1, so ist

p(9)tAp(g) = Afir g € G.
Ist B € GL,(C) die Matrix mit Spaltentupel (b1 ,...,by), so wird B*AB = E,, , also A = (B*)~"1B~1L
Fir g € G wird

(B~'p(9)B)" (B~p(9)B) = B'p(9)"(B")"'B~'p(9)B

= B's(9)*Ap(9)B
— BYAB
- En )

also G — U, (C) < GL,n(C), g~ B~ 1p(g)B.
B19(g)B = B'p(g™)"(B4)~", und also

Daraus resultiert

p(9) = (BB")p(g™)"(BB*)~".
Somit sind die betrachteten Moduln isomorph; cf. Bemerkung 45.

Unter Verwendung von Bemerkung 94.(2) kann man iibrigens problemlos auch ohne Betrachtung des
Moduls folgern, daf3 aus x irreduzibel folgt, dal x irreduzibel ist; cf. Lemma 106.

Aufgabe 26

(1) Sei Z(M x N) die freie abelsche Gruppe auf der Menge M x N.

Sei

U (mr,n) — (m,rn) : meM,neN, reR
o ’ (m+m',n+n)—(m,n)—(m',n)—(mn)—(m,n) : mm € M,n,n € N
C Z(MxN).
Sei

M®N := Z(M x N)/U .
R

Werde die Restklasse eines Erzeugers (m,n) in M ® N mit m ® n := (m,n) + U bezeichnet, und
R
sei ,
M x N — M & N
R
(m , n) > m ® n.

die Restklassenabbildung. Nach Konstruktion ist b eine R-bilineare Abbildung.

Unter m ® n darf man sich ein “noch nicht ausgewertetes Skalarprodukt” von m und n vorstellen.
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Wir wollen eine R-bilineare Abbildung M x N I A in eine abelsche Gruppe A auf eindeutige
Weise iiber b und eine Z-lineare Abbildung M ® N I A faktorisieren.

R
Zur Eindeutigkeit der Faktorisierung. Das Bild von b enthilt ein Z- lineares Erzeugendensystem

von M ® N, was die Emdeutlgkelt der Z-linearen Faktorisierung M ® N e A einer bilinearen
Abblldung M x N N A in eine abelsche Gruppe A sichert.
Zur Existenz der Faktorisierung. Zunichst konnen wir zur Z-linearen Abbildung
f
Z(M x N) —
E(m,n) Z(m,n) (m7 ’I’L) - Z(m,n) Z(m,n)f((m7 n))

fortsetzen, wobei z(, »y € Z fiir (m,n) € M x N.
Nun heifit R-Bilinearitdt von f gerade, dafl f (U) =0 ist. Also gibt es die Z-lineare Abbildung

M @ N = Z(MxN)/U R
E+U —  f(¢)
m ® n = (mn)+U > f((mn)=f((m,n))

Da diese m ® n nach f((m,n)) abbildet fiir (m,n) € M x N, ist in der Tat f = fob.

Diese universelle Eigenschaft von M ® N wird folgendermafien zur Konstruktion von Z-linearen Ab-
R
bildungen aus dem Tensorprodukt verwandt. Es ist
g
M ® N — A
R
m ® n > g(m,n)
Z(m,n)EMXN Zmmym ® n — Z(m,n)EMXN Z(m,n) g(m,n) (wobei Z(m,n) € Z fiir (m,n) € M x N)
wohldefiniert und Z-linear, falls g additiv in m und n ist, und falls stets g(mr,n) = g(m,rn) ist.
Man “kennt” das Tensorprodukt weniger iiber die Elemente, die es enthilt — Z-Linearkombinationen
von Elementartensoren der Form m ® n — als iiber diese Eigenschaft. Will man z.B. wissen, daf$3
m®n #m’ ®n’, so empfiehlt es sich, eine Abbildung aus dem Tensorprodukt heraus anzugeben, fiir
die sich die Bilder dieser beiden Elementartensoren unterscheiden.

(2) Fiir s € S ist die Abbildung

M ® N — M ® N
R R
m ® n > (sm) ® n
wohldefiniert und Z-linear, da
(stm+m))@(n+n) = (sm+sm)®n+n')
= (sm)@n+(sm')@n+ (sm)@n' + (sm')@n’
(stmr))®@n = (sm)r@n
= (sm)®@rn

firm,m € M,n,n" € Nundr € R.

Wir kénnen also in wohldefinierter Weise
S (Z(mm) Z(m,n) me TL) = Z(m,n) Z(m,n) (Sm) X@n

setzen, wobei s € S und 2(;,, ) € Z fiir (m,n) € M x N. Insbesondere wird s- (m ®n) = (sm) @n
fir s € S und (m,n) € M x N.
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Es operiert 1g identisch, da

S (Z(m,n) Z(m,n) M ® TL) = Z(m,n) Z(m,n) (15 ’ m) @n = Z(m,n) Z(mn) M @n,

wobei 2y ) € Z fiir (m,n) € M x N.

Die Operation ist assoziativ, da

(SSI)(Z(m,n) Z(m,n) M ® n) = Z(m n) Z(m,n) ((58/) ) ®n
= Ximm) Zmn) (3(s'm)) @ n
= 8 mn) Zmm) (s'M) @ 1)
= (' (Xpnn) Zommymen)),

wobei s, 8" € S und 2z, ) € Z fiir (m,n) € M x N.
Die Operation ist distributiv, da

(s+¢ (Z(m,n) Z(mm) M @ N) + (Z(mm) sz,n) m®mn))
= (s+5¢ Z(m)n) (Z(m,m) + ZZm,n)) men)
> (mom) Zman) + 2 ) (s + 8" )m) @ n
= D (mm) Fmmn) T 2 ) (s + s'm)®n
S Gl + Zy) (5) @1+ (5'm) @ 1)
() Zman) (1) @ 1) + (X (1) Z(m,n) (52) @ 1)
T ) 2omm) (M) @n) + (X ) Zmin) (8'M) @ 1)
= S(Z(mm) Z(m,n) M @ N) + S(Z(m,n) zémm)) men)
+ S,(Z(mm) Z(m,n) M @ N) + SI(Z(m,n) ZEm,n) maen),

)
)

wobei s, 5" € S und z(m ), zEm n € Z fir (m,n) € M x N.
Ust., i.e. fiir eine Rechtsmodulstruktur auf einem Tensorprodukt aus einem Rechtsmodul und einem
Bimodul analog.

Hierzu haben wir R = rRp als R-R-Bimodul anzusehen.
Die Abbildung

R o® N - N
R
r ® n - rn
ist wohldefiniert und Z-linear, da
(rryn = r(r'n)
(r+7r)n+n) = m+r'n+rn +r'n

fiirr, 7’ € Rund n,n’ € N.
Es ist f auch R-linear, da

f(T/(Z(r,n) Zrm) T @ n)) = f(Z(r,n) Z(r,n) (r'r) ®n))
= Z(nn) 2(r,n) (r'r)n
' (rny Z(rn) TR)
= r/f(z(nn) Zrm) T O M),

wobei 7 € Rund 2, ) € Z fiir (r,n) € R x N.
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Betrachten wir ferner die Z-lineare Abbildung

N
n

— =
® IR

9, N

- n.

Esist (fog)(n)=f(1®n)=1-n=nfirne N,also fog=idy.

Esist (go f)(r@n)=g(rn)=1®@rn=r@n firr € Rund n € N, also go f = idggn -
R

Also ist f bijektiv und g = f~. Es folgt, dal R® N ~ N als R-Moduln.
R

Wir miissen zeigen, dafl

Z

M
m

QI
®HE

(m @ n)

)
=

wohldefiniert und S-linear ist.

Mit einem analogen Argument sieht man dann, dafl auch die Abbildung in die Riickichtung
(m®n)@p<+~—m® (n®p) wohldefiniert ist; diese beiden Abbildungen invertieren sich dann
in beiden Richtungen.

Zur verlangten Wohldefiniertheit. Wir definieren zunéchst eine Abbildung

(M ® N) x P -+ M © (N ® P)
R R T
m ® n , p F m ® (n ® p).
Sei p € P fixiert. Dann ist
M o N I M g (N ® P)
R R T
m ® n = m ® (n & p).

wohldefiniert und Z-linear, da fiir r € R, m, m’ € M und n, n’ € N gilt, daf§
mrenep) = mernp)
= m®(rmep)
(m+m)@((n+tn)@p) = (m+m)@nep+n'@p)
= mnep)+m@nmep)+me ' @p)+m @ @p).

Setze nun

h(Z(myn) Z(m,n) M K n, p) = hp(Z(m,n) Z(m,n) T by n) = Z(m,n) Z(m,n) M & (n by P) ’

wobei 2(,, ) € Z fiir (m,n) € M x N und p € P.

Um die Wohldefiniertheit und Z-Linearitit von f zu erhalten, ist zu zeigen, dafl h eine T-bilineare
Abbildung ist.

In der Tat wird

h((z(m,n) Zimmy Mm@ n)t, p) = h(Z(m’n) Z(m,n) M @ (nt), p)
= X(mmn) Zmm) M@ ((nt) @ p)
= Z(mm) Z(m,n) M @ (n @ tp)
= M) Zomm) MO N, tp),
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wobei t € T', 2y, € Z fiir (m,n) € M x N und p € P ist, und

P () Zmm) MO T) + (X (i) Zmny M @), P+ D)
= h(X () (Zomm) + 2 ) M @1, p+ ')

3 () ) + Hny) M@ (0@ (P + 1))

Y tmmy Fimm) + 2y M@ (R p+ 0@ p)
= Ymm) Enm) + ) (M@ @) +m@ (n@P))

(X mn) Zmn) M@ (M@ D)) + (X (mn) Zmmy M @ (M@ P))
+ (Xnmn) 2y Mm@ (@) + (X nn) Zmmy M (R@p'))
= h(X(mn) Zomm) M@0, ) + (3 0y Z(mny M BT, D)

+ Ay 2oy M1, )+ R 0y Zy MO, D)

wobei 2(m n) s zEm n € Z fiir (m,n) € M x N und p, p’ € P ist.

Es bleibt die S-Linearitét von f zu verifizieren. Es wird

P ) Zomny MO0 @) = () 2y (s(m @) @p)
- f(z(m,n,p) Z(mnp) ((sm) ®n) @ p)
2 (monp) Zmanp) (M) @ (n @ p)
S(Z(mm,p) Z(m,np) M ® (N ®P))
= S (mmp) Zmmp) (MON) ©p)),

wobei s € S und 2(yp, ) € Z fiir (m,n,p) € M x N x P ist.

(5) Fiir eine R-lineare Abbildung pX =N rY zwischen R-Linksmoduln definieren wir

Mg
M @ X 2% M Y

R R
m ® z +F—— m & f(z).

Dies ist wohldefiniert und Z-linear, da

mr® f(z) = merf(zr) = m® f(re)
(m+m)® flz+2') = (m+m) e (f(z)+ (@) = me flz)+m' @ flz) + me f(a) +m @ f(z')

ist firre R,m,m’ € Nund z, 2’ € X.

Dies ist auch S-linear, denn fiir Z-lineare Erzeuger ergibt sich
(M@ f)s(m@z)) = (M@ f)(sm)@z) = (sm)@ flz) = s(m® fx)) = s(M&f)(m®z),

wobei s € S, m € M und x € X.

f
Beachte, daf fiir R-lineare Abbildungen rX —_y rY N rZ gilt, dafl
f/
Me(+f) = (Mef)+Maf)
M@ (gof) = (M®g)o(M® f)
R R R
Midxy = idygx -
R R

Nun zur Vertriiglichkeit der Operation M ® — mit direkten Summen.
R
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Wir haben die folgenden R-linearen Abbildungen.

Wir wollen zeigen, daf sich

Mo@N)ea(M@N') — M (NaeN)
R R R

€¢) = M)+ (M) E)
P

—~

M®N)® (Mo N
R R

(M @), (M@ )(m)

gegenseitig invertieren. Es geniigt, dies auf Z-linearen Erzeugern zu verifizieren.

Zum einen wird

(m®mn,0) > m® n) +m® ¢ (0)
= (n,O)
ﬁ» (m®7r(n,0),m®7r’(n,0))
= (m®n,0),

wobei m € M und n € N. Analog in zweiter Komponente.

Zum anderen wird

me (n,n') o (mex(nn),mer (n,n))
= (m®n, men’)

e m@un)+med®)
= me(n,0)+me (0,n)
= m®(n,n'),

wobeim € M und n, n’ € N'.

Usf., i.e. auch im vorderen Tensorfaktor hat man diese Vertréglichkeit mit der direkten Summe.
(6) Seietwa R=TFs, M = pFp und N = g F3

Esist [M x N| = |M||N| =53 - 5% = 56.

Es ist

5 3
M%?N _ F§93%§F5@3 ®) (F5<1§§F5®3)@3 @) (F2%)®3 ~ F29
5 5

Insbesondere ist |[M @ N| = 5°.
R

Somit kann b : M x N — M ® N nicht surjektiv sein.
R
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Aufgabe 27
Sei (a,b) € A x B.

Es ist (a,b) € Z(A x B) genau dann, wenn (a,b)(z,y) = (z,y)(a,b) fur alle (z,y) € A x B, i.e. wenn
(az,by) = (za,ybd) fiir alle (z,y) € A x B, i.e. wenn ax = za fiir alle x € A und by = yb fiir alle y € B,
i.e. wenn a € Z(A) und b € Z(B).

Cf. Lemma 84.

Aufgabe 28

Annahme, es gibt einen Isomorphismus f : Be] ; — Bej ; von B-Moduln. Es ist e] ; # 0. Andererseits
ist
flel1) = flef1e11) = el  fleiy) = 0,

——
€ Bej
da r # s. Wir haben einen Widerspruch.
Aufgabe 29
(1) Seir € Zxo und seien a; € A fir ¢ € [1,7] so gewéhlt, daB A = z(a1,...,ar).

Wir haben die surjektive Z-lineare Abbildung f := Z®" — A, (\;); — >, Nia;.

Da mit f auch f|]]‘3—1(B) : f7Y(B) — B surjektiv ist, geniigt es zu zeigen, dafl f~1(B) von < r
Elementen erzeugt ist.

Somit diirfen wir annehmen, dafl A = Z®7.
Induktion iiber r > 0. Klar fiir r = 0.
Sei r > 1. Sei die Aussage bekannt fiir r — 1. Betrachte 7 : Z%" — Z, (2;); — 2z, .

Es ist m(B) = mZ fiir ein m € Z, da in Z jedes Ideal von einem Element erzeugt wird (Z ist
Hauptidealbereich).

Es ist Kernm ~ Z®"~1)_ Nach Induktionsvoraussetzung ist jede Untergruppe von Kern7 von
< r — 1 Elementen erzeugt. Insbesondere ist also Kern(7r|7é(B)) = (Kernm) N B C Kern7 von
< r — 1 Elementen erzeugt.

Es bleibt also folgende Aussage zu zeigen.

Sei u : X — Y eine surjektive Z-lineare Abbildung zwischen abelschen Gruppen. Sei Y von /¢
Elementen erzeugt fiir ein £ € Z( . Sei Kernu von k£ Elementen erzeugt fiir ein k € Z( . Dann,
so miissen wir zeigen, ist X von k + ¢ Elementen erzeugt.

SeiY = z(y1,...,ye) mit y; € Y fiir i € [1,£].

Wiéhle z; € X mit u(z;) = y; fiir ¢ € [1,4].

Sei Kernu = z(Tp41,...,%eqk) mit z; € X fiir i € [0+ 1,0+ k.

Wir behaupten, dal X = z(z1,...,Tkre)-

Sei x € X gegeben. Schreibe u(x) = Zie[l,[] Aiy; mit A\; € Z fiir ¢ € [1, /4] geeignet.

Es wird u(z — 3Z,c(1 9 Ai ) = w(@) = Xoiep g Niw(@i) = u(@) = 3 cp,q Aivi = 0.
Schreibe x — Zie[l,z] Aix; = Zz‘e[e+1,e+k] Xz mit A\; € Z fiir ¢ € [0 4+ 1,4 + k] geeignet.
Es wird & = (11,9 2 @6) + (Cieperr,eam Ai ¥i) = L orn i Ti-

Dies zeigt die Behauptung.
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(2) Esist 1€ Z CO.
Seien z, w € O gegeben.
Sei f(X) =3 ic0.m] a; X" € Z[X] mit ay, = 1 und f(2) = 0. Insbesondere ist 2™ € z(2%, ..., 2™~ 1).
Sei g(X) = > icio.m) b; X' € Z|X] mit b, = 1 und g(w) = 0. Insbesondere ist w™ € z{w?, ..., w""1).
Beachte, dafl m, n > 1 ist.
Sei Z[z,w] :=={u(z,w) : u(X,Y) € Z[X,Y]} C C.
Es ist Z[z,w] ein Teilring von C, als Bild des Ringmorphismus Z[X,Y] - C, X — z, Y — w.

!
Insbesondere sind z — w, zw € Z[z,w]. Also geniigt es zu zeigen, dafl Z[z,w] C O.
Wir behaupten, daf Z[z, w] L z{Zwl 1 ie[0,m—1], j€[0,n—1]) ist.

! .
Sei ¢ € Z>o gegeben. Wir wollen zeigen, daB w® € z(w’ : j € [0,n — 1]) ist.
Induktion nach ¢ > 0.
Falls £ < n ist, so ist nichts zu zeigen.

Falls ¢ > n ist, so folgt aus w” € z(w’,...,w" 1), daB

V. ,
wt ez . wth C og(w jel0,n—1)) .

ist.

Seien k, £ € Z> gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl

! o
Fut € g(Zw! i€ 0,m—1], j€0,n—1])

ist.

Nach voriger Aussage diirfen wir £ € [0,n — 1] annehmen.
Wir fithren nun eine Induktion nach &£ > 0.

Falls k < m ist, so ist nichts zu zeigen.

Falls k > m ist, so folgt aus 2™ € z(2°,...,2""1), dal

V. o
Fuwt e Pt 2wty g2’ s ie0,m—1], j€[0,n—1])

ist. Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun ¢ € Z[z,w] gegeben. Es ist Z[¢] := { f(&) : f(X) € Z[X]} C Z[z,w] nach (1) und der
eben gezeigten Behauptung eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Also hat die Kette

Z<§O> c Z<€07€1> - Z<£O7£17£2> C ey
deren Vereinigung ganz Z[¢] ist, spitestens ab dann nur noch Glieder gleich Z[], wenn alle gewihl-
ten Erzeuger von Z[£] im betrachteten Kettenglied enthalten sind.

Insbesondere gibt es ein k € Z>; mit &8 € 7(¢0, ... ¢k—1).
Dann aber gibt es \; € Z fiir i € [0,k — 1] mit ¢ = Zie[o,k—l] i €. Folglich ist £ € O.

Alternativ, ist Z[€] als endlich erzeugte abelsche Gruppe bekannt, so kénnen wird Z[§] =
z{(h1(&),..., hv(§)) schreiben, wobei v € Zzo und hi(X) € Z[X] fir ¢ € [1,v]. Sei M :=

max{degh; : i € [1,0]}. Es ist ¢M+! = it cihi(€) fir gewisse ¢; € Z fiir ¢ € [1,v]. Da
H(X) = XM+l 2 iet,v) Cihi(X) € Z[X] normiert ist und H(£) = 0 ist, folgt £ € O.
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(3) Sei g € Q gegeben mit f(q) =0 fiir f(X) =3 ;c0.m) \i X" € Z[X], wobei m € Z>1 und A\, = 1.

Wir haben zu zeigen, dafl ¢ é Z.
Annahme, nicht. Schreibe ¢ = § mit a, b € Z ~ {0} teilerfremd, und mit b ¢ {—1,+1}.
Aus
ZiE[O,m] Ai (%)Z =0
folgt
0= Zie[O,m] \a’d™ ™t =y Apa™ = a™ #, 0,

und wir haben einen Widerspruch.

Aufgabe 30
Schreibe n := x(1).

|
Zu zeigen ist Kernp={g € G : x(g) =n}.
Sei g € G.

!
Zu C. Ist p(g) =idy , so ist x(g) = X,(g) =trp(g) = tridy = dimc V = n.

!
Zu 2. Schreibe k :=|(g)| und ¢ := (.

Es ist x(g) = Zje[o,kfl] z; ¢ mit z; € Zsg so, daB Zje[o,k—l} x; = n, wobei ¢* ein Eigenwert von
p(g) von (algebraischer wie geometrischer) Multiplizitit x; ist, wobei Multiplizitét 0 heiBe, dafi ¢* kein
Eigenwert ist. Cf. Aufgabe 25.(1) und Losung dazu.

Es ist Re(¢?) = cos(2mj/k) < 1 fiir j € [1,k — 1].

Ist x(g) = n, dann ist

2o+ Ljepp-1y%i = 7 = Ren = Rex(9) = Re(X cpr-17i¢)) = To+ X e -1 % Re(d?)
also
0= Zje[l,kfl] (1 = Re(¢’)) -
Da darin stets z; > 0 und (1 — Re¢?) > 0 ist, folgt, daf z; = 0 fiir j € [1,k — 1] und also z¢ = n ist.

Somit ist 1 der einzige Eigenwert von p(g). Da p(g) diagonalisierbar ist, folgt p(¢) = idy , i.e. g € Kernp;
cf. Losung zu Aufgabe 25.(1).

Aufgabe 31

Vorbemerkung. Sei C' eine R-Algebra. Seien ¢X und ¢Y gegeben.

Es ist Home(X,Y) bekanntermaBen eine abelsche Gruppe via (f + f)(z) = f(z) + f(x) fir f, f €
Home(X,Y) und z € X.

Es wird Home (X, Y) zu einem R-Modul via (rf)(z) :=r(f(z)) fir r € R, f € Hom¢(X,Y) und z € X .
Verifizieren wir dies. Seienr, 7 € R, f, f € Homg(X,Y), ¢, ¢ € C, z, & € X gegeben.

Es ist rf wieder C-linear, da

(rf)cx+cx) = r(flcx+ex)) = r(cf(2) +¢f(2) = erf(z) +erf(X) = c(rf)(e) +e(rf)(T) .
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Es ist

(1))
((r7) f)(z)

((r+7)(f + 1))

und also

1

- f
(r7) f
(r+#)(f+f)

(z)

f
r(7f)
rf+Ff+rf+7f.

(1) Es soll Homa (M, P) zu einem B-Linksmodul werden vermoge

(b- f)(m) = f(mb)

fir b € B, f € Homa (M, P) und m € M.

Verifizieren wir dies.

Bekanntermaflen ist Hom 4 (M, P) eine abelsche Gruppe; cf. Vorbemerkung.
Seien ferner b, b € B, f, f € Homa(M,P), a,a € A, m, m € M gegeben.

Es ist bf wieder A-linear, da

(bf)(am + am)

Es ist

und also

(mb+mb) + f(mb+mb)

(mb) + f(mb) + f(mb) + f(mb)
)(m) + (bf)(m) + (bf)(m) + (bf)(m)
+bf +bf +bf)(m)

f
= b(bf)
bf +bf +bf +bf .
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(2) Wohldefiniertheit von ®.
Gegeben sei f € Homus(M ® N, P).
B

Zu zeigen ist die A-Linearitét der Abbildung M — P, m — f(m ® n) fir n € N und die B-
Linearitét der Abbildung N — Homa (M, P), n — (m — f(m ® n)).

Es ist

(am + am) @ n)

am + am f(
f((am) @ n+ (am) @ n)
f(

g

a(m®n) + a(memn))
fm®@n)+af(men)

fir a, a € Aund m, m € M.

Ferner ist

bn + bn m @ (bn + bn)))

(m s )
(m— f(m®bn+m @ bn))

(m— f(mb®n+mbe n))

(m— f(mb®n)+ f(mb®n))

(m = f(mb®n)) + (m— f(mb®n))

)) +b(m — f(m®n))

| T TR

1=
=
3
I
=
3
®
S

fﬁrb,EEBundn,ﬁGN.
R-Linearitit von ®.

Die R-Modulstruktur von Hom 4 (M ® N, P) und von Hompg(N, Hom 4 (M, P)) sei wie in der Vor-
bemerkung. B

Seien r, 7 € Rund f, f € Homa(M ® N, P) gegeben. Es wird
B

O(rf+7f) =

Wohldefiniertheit von W.
Gegeben sei g € Homp (N, Hom (M, P)).
Zu zeigen ist die B-Bilinearitit von M x N — P, (m,n) — (g(n))(m) sowie die A-Linearitét
der dann resultierenden Abbildung M @ N — P, m @ n+— (g(n))(m).
B

Es ist

(g(bn))(m)

Il
—~
S
S
S
~—
~
—~
2

flir m € M, n € N und b € B, sowie

(g(n +n))(m +m)

firm,m € M undn,n € N.
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Ferner ist

G(Z(m n) Z(m,n) M@ N) + d(z(m n) Z(m,n) M @ N)
= Z(m77b)(z(m ny(am) @ n+ Ziy, ny(@m) @ n)
= 2 mm) (Zonm) (9(n)) (@m) + Z(m ) (9(n)) (@m))
= Xmn Emmalg(n))(m) + Zam nya(g(n))(m))

= (S ) o) (900) (1)) + G5 ) Zmmy (9()) (1))

)
(m

wobei a, @ € Aund z(y ), Z(m,n) € Z fiir (m,n) € M x N.
Gegenseitige Inversion von ® und W.
Zum einen wird

v(2(f)) = ¥(n— (me— f(men)))

(m®nb—> (mb—>f(m®n))(m))
= (m@nb—>fm®n))

fir f € Homa(M ® N, P).
B

Zum anderen wird

fiir g € Homp (N, Hom4 (M, P)).

Die R-Linearitdt von ¥ = ®~ folgt nun aus der von ®.

Die Aussage von Aufgabe 31.(2) kennt man auch als “Adjunktion von Tensor und Hom”, symbolisch

geschrieben M ® — 4 Homy (M, —).
B

Vorsicht! (Hinweis von SIMON KLENK.)

Es ist Hom 4 (M, P) ein B-Modul, also auch, via definierendem Morphismus R — A, ein R-Modul.
Schreibe diese Operation r * f fiir r € R und f € Homy4 (M, P). Es ist also (r x f)(m) = f(m - r) fir

m € M.

Es ist Homa (M, P) aber auch ein R-Modul wie oben angegeben. Wir schreiben diese Operation

weiterhin r - f fiir € R und f € Hom4 (M, P). Es ist also (r - f)(m) =r - f(m) fiir m € M.

Ist nun r-m = m-r fir alle r € R und m € M, dann ist stets f(m-r) = f(r-m) =r- f(m), da f als

A-lineare Abbildung insbesondere R-linear ist. Also ist diesenfalls r % f = r - f.

Im allgemeinen ist aber r * f # - f. Sei hierzu etwa R=A =B =M = P:= C. Sei a-m b := amb,
letzteres Produkt gebildet im Kérper C. Sei f = id, m = 1 und r = i. Zum einen ist (r x f)(m) =

fim-r)=1id(1-i) =1 = —i. Zum anderen ist (r- f)(m) =r- f(m) =1-id(1) = i.

Wir haben zu zeigen, dafl
P|B -~ HOIDA (A, P)
p F— (al>ap)
u(l) ~— u
sich invertierende B-lineare Abbildungen sind.
Wohldefiniertheit von —— .

Sei p € P. Es ist A— P, al— ap eine A-lineare Abbildung, da
(xa + za) — (xa+ za)p = x(ap) + z(ap)

fir z, T, a, a € A.
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B-Linearitit von —— .

Es wird -
at— a(bp + bp))

(
(a > abp + abp)
(a = abp) + (a+ abp)

bp+5ﬁ —

—~
~—

= bla+> ap) + b(a > ap)
fir b, b € Bund p, p € P.

Gegenseitige Inversion.
Zum einen wird p — (a = ap) — (a = ap)(1) = p fiir p € P.
Zum anderen wird ut— u(1) > (a = au(l) = u(a)) = u.

Aufgabe 32
Da 6 (Z x Z**? x Z) C w(ZS3), ist Z(w(ZS3)) = w(ZS3) NZ(Z x Z**2 x Z).
Unter Verwendung der Losung zu Aufgabe 18.(1) ergibt sich

W(ZS3) NZ(Z x Z2** x Z) = {(a,(S%),c)GZxZQXQXZ ca=3b, b=3c, a=yc}.

Es folgt

wy (Z(ZS3))
WZ'Z(Zzss) 3

Z(ZS3) —=— wyz(Z(ZS3)) = {(a,b,c) EZXZXZ :a=3b=3¢,a=2c¢c} CZXZXZ.
Aufgabe 33

(1) Die Aussage ist falsch. Es hat e.g. S3 einen irreduziblen Charakter y := (20 -1); cf. Beispiel 86.(1).
Multipliziert mit der Klassenfunktion ¢ := (001) erhalten wir die Klassenfunktion x-¢ = (00 -1).
Diese ist kein Charakter, da g,(x - ¢, x) = % ¢ 7.

(2) Die Aussage ist richtig.

Wegen (1) = 1 ist ¢|11(C) : G — GL;(C) ein Gruppenmorphismus; cf. Beispiel 73.(6).

Also st v(g)~ =w(g7) "2 Yl fir g e G.
Es folgt
cx-v,x-v) = G Xyxle) v xlg) - vlg)
= 2y X(9) x(9) ¥(9)v(9)
= GX,x@)x(9)
- G(Xv X)
B9L(2)

und also ist x - ¢ irreduzibel; cf. Bemerkung 94.(2).

Cf. Beispiel 111.

(3) Die Aussage ist falsch.
Schreibe Cy = (a : a?).
Betrachte den Gruppenmorphismus f : Co — Sz, a—— (1,2).

Wir verwenden die Bezeichnungen von Beispiel 86.(1) fiir X(S3), und die von Beispiel 86.(2) fiir
X(Cy).
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Es ist x3 = (20 1) ein irreduzibler Charakter von Ss .

Es wird (x3 o f)(1) = x3(id) = 2 und (x3 o f)(a) = x3((1,2)) = 0.
Somit ist xz o f = (20) = (1 1)+ (1 ~1) nicht irreduzibel; cf. Beispiel 86.(2).

(4) Die Aussage ist richtig.
Uber Charaktere.

Wir wollen zeigen, dal g(xo f,xo f) L1 ist; cf. Bemerkung 94.(2).
Beachte, dafl die Fasern von H Lo @ alle die gleiche Linge |H|/|G| haben, da fir ¢ € G und
h € H mit f(h) = g sich f~'({g}) = h - Kern f ergibt, und da |H|/| Kern f| = |H/ Kern f| = |G|.
Somit wird
u(xofixof) = [H|™ Ycn x(F(h) x(f(h))

= |H|"' Y ea Xnes1(gop X (W) X(f(h))

= |H[™ > gec nef-1({gh X(9) X x(9)
[HI 7' a1 {9D) x(9) x(9)
[H |7 Y gec([HI/IGDx(9) x(9)
= |G Y ea x(9) x(9)

G(X?X)
1.

Uber Moduln.

Sei x = xyv fiir einen einfachen CG-Modul V'; cf. Definition 76.

Sei p: G — GL(V) die zugehorige Darstellung; cf. Lemma 44.(2).
Esist po f: H— GL(V) eine Darstellung von H auf V.

Schreiben wir V]¢ fiir den zugehorigen CH-Modul. Le. als C-Vektorraum ist V] = V, und es
operiert h € H via h-v = (p(f(h)))(v) = f(h)v fiir v € V.

Esist (x o f)(h) =trp(f(h)) fiir h € H, und folglich ist x o f = Xy |,
s

Somit ist zu zeigen, dafl V|; ein einfacher CH-Modul ist.
Da V einfach iiber CG ist, ist V' # 0 und somit V| # 0.
Sei W CV =V]; ein CH-Teilmodul.

Konnen wir zeigen, da W C V ein CG-Teilmodul ist, so folgt aus der Einfachheit von V', dafl
W =0 oder W =V, und wir sind fertig.

!
Es ist W C V ein C-Teilraum. Bleibt zu zeigen, daffi gW C W fiir g € G.
Sei g € G. Da f surjektiv ist, gibt es ein h € H mit f(h) = g. Es wird

gw = f(h)w = h-w € W

fir w e W, da W CV ein CH-Teilmodul ist.
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Aufgabe 34

(1) Schreibe fiir (2°)s € [[ ¢y, C™* ™" zunichst
W(zh, .., 2t = EgeG(ﬁ D sl s BT (w*(g7) zs)>g e CG.

|
Wir wollen w’' = w™ zeigen. Da wir bereits wissen, dafl w ein Isomorphismus ist, geniigt es,

!
w'ow =idgg zu zeigen. Dank C-Linearitédt von w und o’ geniigt es zu zeigen, dafl (w’ ow)(h) = h
fir h € G. In der Tat wird

@ow)h) = Leea(mr Soepgnstr (@ (g7) w(h))g
= Dyea( Secpynetrerlah))g
= Yea(ib Seepansxslgh))g
L.:87 de(}aq_h,lg
= h.

(2) Seiq € [1,t]. Es wird
Def. _
g = w ((0g,5En.)s)
= deG (ﬁ Zsé[l,t] ngs tr (ws (gi) aq,sEns))g
= deG(ﬁ ng tr (wq(g_))>g
= 1G] LgeaaXa(97)9

wie auch in Lemma 89.

(3) Seigq € [1,t]. Seien a, b € [1,n,]. Es wird

ery, = w (w‘ (eg,b))

(( dec %G\ Nq Wg,a(gf) Wz‘s,j(g))m)s .
In anderen Worten, fiir ¢, s € [1,t], a, b € [1,n,] und 4, j € [1,n,] ist
Zwba i,j ) =0

gea

falls ¢ # s, und
1G]
E wi ( (9) = 0ib Oja -
b, ,J ng J,

geG
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Da sich nach Gleichsetzen von a und b sowie von 7 und 7 und jeweiliger Summation wieder die horizon-
tale Orthogonalitét ergibt, ist dies also eine Art “verfeinerte horizontale Orthogonalitét”; allerdings
abhéngig von der Wahl von w, im Gegensatz zur horizontalen Orthogonalitidt aus Satz 90.(1).

Aufgabe 35

Betrachte G als G-Menge via Konjugation ; cf. Beispiel 2.(6).

Dies liefert den CG-Modul CG mit der Konjugationsoperation. Sei ¢ := xca der zugehorige Charakter.
Fiir g € G wird

w(g) T2 reG: w=a} = {zeGigr=ag} = {z€G: =g} = [Calg)|.

-3

Somit wird

. L.5
Zzo 3 c(0¥) = G ey [90s1x(9:) ¥(9s) = 15 Xaepna 1051 x(9:) [Ca(9:)] =" Xy x(9s) -

Aufgabe 36

(1) Uber Charaktere.
Vorbemerkung. Fiir ¢, ¢, ¢"” € KI(G) ist

clo- ' ¢") = & Lea @) ¢'(9)¢"(9) = clo, @ ¢").

Dank Bemerkung 94.(1), geniigt es zu zeigen, daB fiir jeden irreduziblen Charakter 7 von G gilt,

o (0 (daIE7) = a((W15)  x.7)
ist. In der Tat wird
(@ i) P u(w - ()Tl
= a5 - (1)
= w(e. (x-1IT)
L.é20 G(¢]f{7 _ 7_)
= (W) x.7)

Alternativ konnen wir Lemma 117 verwenden und erhalten fiir g € G

W UGNG () = [HIT Y eq, wgen @ (X19))(%9)
= [HI7' Yoeq, zgen ¥(9) x(%9)
= [H|I"' Y cq, sgen ¥(79) - x(9)
= 159 -x(9)
= ((®1€)-x)(9) -

Uber Moduln.
Beachte zunéchst, dafl
G\\,G G
W - gy = Xvemly = XCG ® (NoM)
und
G G
W) -x = Xnlg) xm = X(cG g NeM
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ist. Wir haben zu zeigen, dafl eben diese zugehorigen CG-Moduln isomorph sind; cf. Bemer-

kung 95.(2).
Wir wollen zunéchst folgende CH-lineare Abbildung konstruieren.
N © M I (cG & N) @ M
H
n ® m 1 ® n) ® m

Es ist (1 ® n) ® m additiv in m und n. Ferner wird fiir z € C auch
(I®nz)em = (1@n)z@m=(1®n)®zm .

Folglich ist fy wohldefiniert und Z-linear.
Auf Z-linearen Erzeugern erkennt man, daf fo auch C-linear ist, denn es wird

foz(n@m)) = fo(zn®@m)
(1®zn)®@m
= (z@n)®@m
— ((en)em
(1@ ) ®m)
= zfo(n®@m)

fir z € C, wobei m € M und n € N.

Schlielich erkennt man auf Z-linearen Erzeugern, dafl f; insgesamt CH-linear ist, denn es wird

fo(h(n@m)) = fo(hn ® hm)
(1®hn) ® hm
= (h®n)®hm
= h(l®n)®hm
h((1®n)®m)

fiir h € H, wobein € N und m € M.
Dies liefert via Aufgabe 31.(2,3) die CG-lineare Abbildung
cG © (N ©® M) .+ (©c¢ @ N) @ M
CH CH
g ® M ® m) (9 ® n) ® gm,

da g ® (n ® m) in der Tat abgebildet wird auf

gfolnom) = g(1®n)®@m) = g1®n)Rgm = (g@n)dgm .

Vorsicht, es hat f mit dem Assoziativitétsisomorphismus aus der Lésung zu Aufgabe 26.(4) nichts zu

tun.

Bleibt zu zeigen, dafl f bijektiv ist.
Sei G = I—lk‘e[l,f] ka .

Sei (n; : j € [1,v]) eine C-lineare Basis von N. Sei (m; : i € [1,u]) eine C-lineare Basis von M.

Dann ist
(2@ (n;@m;) : ke(l,0],j€1,v],icl,u])

eine C-lineare Basis von CG ® (N ® M); cf. Beweis zu Lemma 110 und Beweis zu Lemma 117.

CH
Diese wird auf das Tupel

((zr®n;) @apm; + ke 1,0, j€[1v], i€[lu])
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¢] das Tupel (zpm; : i € [1,u]) eine C-lineare Basis von M und

abgebildet. Da fiir jedes k € [1
, ine C-lineare Ba51s von CG ® N ist, ist jenes Bildtupel eine
CH

(zp,@n; : kel[l,l, je[lv])e
C-lineare Basis von (CG C® N)e M
Somit ist f bijektiv.

Uber Charaktere.

Es ist

(-x) X9 = (x(9)-X'(9)-x"(9) = x(9)-(X'(9)-x"(9) = (x-(xX"-x")(9)

fir g € G.
Uber Moduln.
Beachte zunichst, dafl

(x-xX) X" = (Xar - xmr) - X = Xmemr - Xmr = X(MeM/ Y@M

und
X (X’ : X”) = XM (Xmr - Xmr) = XM XmreMmr = XMe(M'QM')
ist. Wir haben zu zeigen, dafl eben diese zugehtrigen CG-Moduln isomorph sind; cf. Bemer-
kung 95.(2).
Wir verfiigen iiber die bijektive C-lineare Abbildung

M ® (M/ ® M//) 4f> (M ® M/) ® M”

m @ (m @ m') F— (m @ m) ® m';

cf. Aufgabe 26.(4) und Losung davon.

Wir haben zu zeigen, dafl diese Abbildung CG-linear ist. Es gentigt, dies auf Z-linearen Erzeugern
zu zeigen. Es wird

flgm @ g(m’ @ m"))
flgm @ (gm’ @ gm”))
(gm ® gm') @ gm”
gm@m') @ gm”
g((mem')@m”)

= gf(me (m @m")),

flgm @ (m" @m")))

wobeige G, me M, m' e M',m" e M".

Uber Charaktere.
Es ist

(x- X)) = (x-x)9) = x(9)-x'(9) = x(9)-x'(9) = x(9)-X'(9) = (x-X)(9)

fir g € G.
Uber Moduln.
Beachte zunichst, dafl

XX = XM XM = XMeM = X(MeM')*
und
XX = XM XM = XM+ XM = XMr@M

ist. Wir haben zu zeigen, dafl eben diese zugehorigen CG-Moduln isomorph sind; cf. Bemer-
kung 95.(2).
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Wir wollen folgende CG-lineare Abbildung konstruieren und als bijektiv nachweisen.

M* ® M'* 4f> (M(X)M/)*

A e N F—  (mm = A(m) - X(m'))
Es ist (m @ m' = A(m) - X' (m’)) additiv in A und in A. Fiir z € C wird ferner
(Az)(m) - N (m') = (z2A)(m) - N(m') = z-X(m) - N(m') = A(m) - (zX)(m)

fiir m € M und m’ € M’, weswegen die entsprechenden Abbildungen aus M ® M’ iibereinstimmen.
Also ist f eine wohldefinierte Z-lineare Abbildung.
Zeigen wir, dafl f auch CG-linear ist. Fiir 2 € C, g € G, A € M* und X € M’ wird

fAXN) = fzAeX)
= (m@m' > (zA)(m) - N(m'))
= (m®m' FzA(m)-XN(m))
= z(m@m' = A(m)- XN (m'))

und

flagA@ X)) = flgr@g\)
= (mem' t>(g\)(m)- (g\)(m))
(m@m' = Xg~m)-N(g~m'))
gm@m’ == A(m) - N (m")) ,

beachte hierzu, dal g~ (m ® m') = g -m ® g~ m’ ist, sowie c¢f. Lemma 106.

Zeigen wir, dafl f bijektiv ist.

Sei (my,...,m,) eine C-lineare Basis von M. Sei (A1,...,A,) die dazu duale Basis von M*.

Sei (m},...,m.,) eine C-lineare Basis von M’. Sei (A\],..., ) die dazu duale Basis von M"*.
Esist (A®@A]; @i € [1,u], j € [1,u']) eine C-lineare Basis von M*®@M"* ; cf. Beweis zu Lemma 110.
Diese wird unter f abgebildet auf

((me@m' = Xi(m)-XN;(m") = ie[lu], je[l,u]).

Esist (m;@m/ : i€ [1,u], j € [1,u']) eine C-lineare Basis von M ®M"; cf. Beweis zu Lemma 110.
Zu dieser ist unser Bildtupel eine duale Basis von (M @ M')*, da sich

(m@m' = Ai(m) - Nj(m))(mz @ m5) = Xi(mg) - Aj(m5) = 0,305 = 0,65

j 4,7 95,7
ergibt fiir 7, 7 € [1,u] und j, j € [1,4/].
Also ist f bijektiv.

Argumente iiber Moduln lassen sich bei Bedarf besser verallgemeinern als Argumente iiber Charaktere.
Daher legt man Wert auf diese Moglichkeit.

Aufgabe 37
(1) Wir zerlegen Sy = S3idUS3(1,4) U S3(2,4) U S3(3,4).

Dies sieht man e.g. wie folgt. Es ist S4/S3 — [1,4], 0S3 + o(4) ein Isomorphismus von S4-Mengen;
cf. Lemma 5. Unter dieser bijektiven Abbildung kommt id Sz auf 4, (1,4) auf 1, (2,4) auf 2 und (3, 4)
auf 3. Schliefllich bilden die Inversen einer Menge von Linksnebenklassenvertretern eine Menge von
Rechtsnebenklassenvertretern.
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Schreibe dementsprechend py := id, ps := (1,4), p3 := (2,4), ps := (3,4).
Wir haben die Konjugationsklassenrepréisentanten id, (1,2), (1,2,3) in S3 aus Beispiel 93.(1).

Wir haben die Konjugationsklassenreprisentanten id, (1,2), (1,2, 3), (1,2,3,4) und (1,2)(3,4) in
S4 . Die Konjugationsklassenldngen sind 1, 6, 8, 6, 3, respektive.

Esist x1 = (1 1 1). Mit Lemma 117 wird

S4 . 4 .
il (id) = S5 xa(d) = 4

X11s,((1,2)) = Xjepa, wa2es, x1(7(1,2)) = 1404+0+1 = 2

X150 ((1,2,3) = Y i moses, Xi(7(1,2,3) = 1404040 = 1

XI5 ((1,2:3.4) = X e, 52ames, X1(#(1,2,3,4) = 0404040 = 0
X11§§((1=2)(3>4)) = Yiena, raeaess x1(7(1,2)(3,4)) = 0+04+0+0 = 0.

So ergibt sich x1] g; =(42100),
Es ist xo = (1 -1 1). Mit Lemma 117 wird

xalsy(id) = 54 xa(id) = 4

Xl 5e((1.2) = 5, maayes, X2(P(1,2) = ~1+0+0+ (1) = —2
X21§§((1a273)) = Djena, w23 es, X2(7(1,2,3)) =1+0+0+0 =1

X219 ((1,2,3,4)) = Y cpnap, wzsayes, X2(P(1,2,3,4) = 040+0+0 = 0
X21§§((1a2)(3,4)) = Djena, na2Eaes, x2(7(1,2)(3,4)) = 0+04+0+0 = 0.

So ergibt sich xa] 2;‘_ =(4-2100).
Es ist x3 = (2 0-1). Mit Lemma 117 wird

Xala(id) = %m(id) =38

a5 ((1,2)) = Tjepa, waaes, (#(1,2) = 0404040 = 0
X31§§((1’2’3)) = Djena, w23 es, X3(7(1,2,3)) = -1+0+0+0 = -1
X:ﬂgi((1,2,374)) = Yiena, v234es; X3(7(1,2,3,4)) =0+04+0+0 =0
X31§§((1a2)(374)) = Djena, na2Eaes, x3(7(1,2)(3,4)) = 0+04+0+0 = 0.

So ergibt sich 3] 2; =(80-100).

(2) Wir haben den Gruppenmorphismus

s, Lo s,
(1,2) — (1,2)
(2,3) —  (2,3)
(3,4) — (1,2)

da (1,2)2 =id, (2,3)2 =id, (1,2)? = id, ((1,2)0(2,3))% = id, ((2,3)0(1,2))® = id, ((1,2)o(1,2))?
id ; cf. Aufgabe 9, Satz 24.
Es ist f surjektiv, da S3 = ((1,2), (2,3)).
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Es wird
s, Lo g,
id +—— id
(1,2) — (1,2)
(1,2,3) — (1,273)
(1,2,3,4) +— (1,3)
(1,2)(3,4) +— id

Da x3 = (2 0-1) ist, wird xz3o f = (2 0-1 0 2),

Nach Aufgabe 33.(4) ist x3 o f ein irreduzibler Charakter von Sy .

Zur Unterscheidung schreiben wir nun die irreduziblen Charaktere von Ss als x3,;, wobei ¢ € [1, 3],
die von Sy als x4,;, wobei i € [1,5].

Wir haben x41 = (11 11 1) (trivialer Charakter).

Wir haben x40 = (1 -1 1 -1 1) (zur Signumsdarstellung).

Diese beiden Charaktere x7 und x4 von S, sind in der Tat irreduzibel, da die zugehorigen Dar-
stellungen eindimensional und damit einfach sind. Cf. Beispiel 39.(3).

Mit (1) ergibt sich
s:(xsal5  Xa1) = £(1-4-146-2-148-1-146-0-143-0-1) = 1.

Also ist auch xa3 := Xs’l]ii —1-x41 = (310-1-1) noch ein Charakter von S4; cf. Bemer-
kung 94.(1). Dieser ist in der Tat irreduzibel, da

si(xaz xas) = 55(1:3:34+6-1-148:0-046-(=1)-(=1) +3-(-1)-(-1)) = 1;
cf. Bemerkung 94.(2).

Erstere Rechnung 148t sich noch zu

Sq L.120 S4
sa(x3.11s5,Xxa1) = s3(x3.1,xa1lsy) = $(1-1-143-1-142-1-1) = 1.

S
vereinfachen. Oder, ohne weitere Rechnung, es ist X4,1Js;1 = x3,1 irreduzibel, also ist das Resultat
gleich 1 dank Bemerkung 94.(2).

Ferner ist x4.4 := X43 Y42 =(310-1-1)-(1-1 1-1 1) = (3 -1 0 1-1) ein irreduzibler Charakter
von Sy ; cf. Aufgabe 33.(2).

Schliefllich haben wir mit 45 := x330° f = (20-102) aus (2) gerade 5 paarweise verschie-
dene irreduzible Charaktere von S, gefunden, wie uns von der Anzahl der Konjugationsklassen
vorgegeben war.

Somit ist

id (1,2) (1,2,3) (1,2,3,4)(1,2)(3,4)
6

1 8 6 3
xa1| 1 1 1 1
Xa2| 1 —1 1 -1 1
X(Sa) = xus| 3 0 ~1 -1 |
X4,4 3 - 0 1 -1
X4,5 2 0 -1 0 2

wobei direkt unter den Konjugationsklassenreprésentanten die Liange ihrer Konjugationsklassen
notiert wurde.
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Hier noch ein alternativer Weg, um ohne (2) auf x4,5 zu kommen.

S
Aus (1) haben wir noch den von x33 = (2 0 —1) induzierten Charakter x3 3] s; =(80-100).

. Sq L.120 S4
Es ist S4(X3131S37X473) = Ss(X3,3:X4,3J83):%(1'2'3+3'0'1+2'(71)'0):1~
. Sq L.120 S4
Esist g, (x3,31s5X4,4) = 85(x3,3,Xaalg,) =25(1-2-3+3:0-(=1)+2-(-1)-0)=1.
S
Also ist auch x4,5 = X373152 — X43 — X444 = (80-100) —(310-1-1)— (3-101-1) =

(2 0—-1 0 2) ein Charakter von Sy ; cf. Bemerkung 94.(1). Dank
sa(Xa5,X45) = 5;(1:2:246-0-0+8-(=1)-(-1)+6-0-0+3-2-2) = 1

ist x4,5 in der Tat irreduzibel; cf. Bemerkung 94.(2).
Aufgabe 38

(1) Schreibe H := Cg(m).
Lésung tiber Moduln.
Sei C der triviale CH-Modul. Es geniigt zu zeigen, daB CM und CG ® C isomorphe

CCg(m)
CG-Moduln sind; cf. Bemerkung 74, Definition 116.
Wir haben die CH-lineare Abbildung C — M, 1+——m, da hm =m fiir h € H.
Aufgabe 31.(2,4) macht hieraus die CG-lineare Abbildung

cCG ® C — CM
CH
g ® 1 - gm,
deren Existenz man auch direkt einsehen kann.
Da M transitiv ist, ist diese Abbildung surjektiv. Da zudem
dime(CC & C) LUT GlH = M| = dime(CM)
ist, ist die Abbildung bijektiv.
Losung tiber Charaktere.
Sei ¥ der triviale Charakter von H. Sei g € G gegeben.
Es ist xcm(g) = [{m € M : gm = m}|; cf. Beispiel 73.(3).
Es ist
G L.él?

Vil (9) ﬁerG, IgEle(xg)

‘Tg” veG, gen |

ﬁ\{meG: Tg € H}|

= ‘—Ibl\{xeG:gx_H:x_HH
‘—él\{x €G: g(xH)=zH}|

= |{zHe€G/H : g(zH) =zH}|

= |{meM:gm=m}
xcm(9) -

(2) Sei m € M. Sei ¢y der triviale Charakter von H := Cg(m). Es wird

clxem,x1) = G(%//ﬂgyxl)

20 @, xal)
— H(wl 7¢1)
= 1.
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Sowohl die Anzahl der Bahnen als auch der Wert von —- IGI > gec {m e M gm =m}|sind additiv
beziiglich disjunkter Vereinigungen von G-Mengen. Somit ist o.E. M transitiv; cf. Bemerkung 6.

Zu zeigen ist, dafl 1 L ﬁ gec {meM : gm=m}|
Es wird
&) _ 4 ~ BTG 4 ) _
1= alxem,x1) = G 2Xgec xem(9) xalg) =" 52X e {meM : gm=m}|.
Gl 29 X9l Gl 29

=1

Sei x1 der triviale Charakter von G. Es tritt x; mit Multiplizitdt 1 in xcas auf; cf. Losung zu (2).
Also ist ¢ := Xcam — x1 ein Charakter von G. Zu zeigen ist, dafl ¢ irreduzibel ist. Zu zeigen ist

also, dal (¢, ¥) L 1; cf. Bemerkung 94.(2).

Es ist
ale, o) = alXem —x1,Xem — X1)

a(xem s Xem) —2a(xem s x1) + alxi,x1)

—
~

= alXcm,xem)—1.

Zu zeigen ist also, daBl ¢(Xcm ,Xcwm) Lo

Sei m € M so, dafl M ~ {m} eine transitive H := Cg(m)-Menge ist. Sei ¢; der triviale Charakter
von H. Es wird

—
~

cXem,xem) = c(ily 7XCM)
L.120 G
= g1, xemly)
= u¥, (s0+X1)J )
= (¢1,<,0 + 1)
= (/wla@ )+1
G

Zu zeigen ist also, daBl ¢ (¥1,¢lgy) L 1.

Es ist M = {m} U (M ~ {m}) eine Zerlegung in H-Mengen.

Als CH-Moduln ist also CM = C{m} ® C(M ~ {m}) zerlegt, wobei H auf m und damit auch auf
C{m} trivial operiert.

Somit ist auch der zu M gehorige Charakter xc Mjfl von H die Summe aus dem trivialen Charakter
11 von H und dem zu C(M ~ {m}) gehorigen Charakter von H ; cf. Bemerkung 75.

Nun ist aber der zu M gehorige Charakter xc MJEI auch Summe von v; und gojg

Ein Vergleich zeigt, dafl gpjg der zu C(M \ {m}) gehorige Charakter von H ist.

Da nach Voraussetzung C(M ~ {m}) eine transitive H-Menge ist, folgt daher mit (2), da in der
Tat
G
a1, ely) =1

ist.

Sei M eine transitive G-Menge.

Via g(m,m’) := (gm,gm’) fir g € G und m, m’ € M wird M X M zu einer G-Menge.

Sei AM :={(m,m) : me M} CMxM.Esist M x M =AM U (M x M~ AM) eine Zerlegung
in G-Mengen.

Wir behaupten, daBl M genau dann doppelt transitiv ist, wenn M x M ~ AM transitiv ist.

Sei zum einen M X M ~\ AM transitiv. Sei m € M. Sind z, 2’ € M ~ {m} vorgegeben, so gibt es ein
g € G mit (2/,m) = (gz, gm). Also ist g € Cg(m) mit gz = z’ gefunden.

Existiere umgekehrt m € M so, dafl M \ {m} eine transitive Cg (m)-Menge ist. Wihle m’ € M~ {m}.
Sei (z,2') € M x M ~ AM gegeben. Da M transitiv ist, gibt es ein g € G mit gm = x. Da g~ 2’ #
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g~z =m,gibtesein u € Cg(m) mit um’ = g~ ’. Es wird gu(m,m’) = (gum, gum’) = (gm,gg—z') =
(z,2').
Dies zeigt die Behauptung.

Diese dquivalente Charakterisierung zeigt, dafl die Wahl von m in der Definition der doppelten Tran-
sitivitdt keine Rolle spielt.

Aufgabe 39.

Schreibe z = x + iy mit =, y € R. Es wird

0= et = (2l +7)? = ((z+7)> +9°) = (@ + 9> +2elr +7°) = 2(z — |2)r,

ie. x = |z|
Es folgt

,TZ _ |Z|2 — $2+y2,
also y = 0.

Ferner ist = |z| € Rxo.

Insgesamt ist z =z + iy € Ryg .

Alternativ kann man mit Cauchy-Schwarz argumentieren.

Aufgabe 40

(1) Wir wollen zeigen, daf8 I' eine linear unabhingige Teilmenge des L-Vektorraums Homg (L, L) ist.

Annahme nicht. Sei m € Zy; minimal so, dafl es A; € L und paarweise verschiedene ~; € I' fiir
i € [1,m] gibt mit }°,c ;) Aiyi =0, aber A; # 0 fiir ein j € [1,m].

Wegen Minimalitét ist A; # 0 fiir alle ¢ € [1,m].

Da (1) = 1 ist, ist 71 # 0 und also m > 2.

Es ist 71 # 2. Sei « € L so gewéhlt, dafl v1(z) # y2(x).

Es wird
i€[1,m]
fiir z € L. Also ist
0 = >icpmMivilzy) = D icpm MY(@)(Y)
0 = Ciepnm Mm@ = Xiepmdin(@)vi(y)

fiir y € L. Als Differenz erhalten wir

0= Z Ai(yi(x) = n(@))rly) = 0

i€[2,m]

fir y € L, i.e.

0= > X(nl@) —m@)y =0

i€[2,m]

Da Az(v2(z) — v1(z)) # 0 ist, ist das ein Widerspruch zur angenommenen Minimalitét. Also ist T
linear unabhéngig.
Ist nun L endlichdimensional iiber K, so ist auch dimy; Homg(L,L) = dimg L =: n. Denn ist
(1,...,2,) eine K-lineare Basis von L, so ist ((z; = 0;,;) : j € [1,n]) eine L-lineare Basis von
Hompg (L, L). Da T eine linear unabhéngige Teilmenge des L-Vektorraums ist, folgt |T'| < n.
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Diese lineare Unabhéngigkeit von I' ist als Dedekindsches Lemma bekannt.

(2) Es wurde ®,(X) € Q(X) gebildet.

(i)

Um zu zeigen, daf§ @, (X) € Z[X] liegt und ©,,(X) = [[;c(1 1), ger(i,ny=1(X — ¢*) (gebildet
in C[X]) ist fiir n € Z>; , verwenden wir Induktion nach n.
Sei n € Zx. Beachte, daf ¢,,/q = ¢4 = ¢ fiir d|n. Es wird

X" -1
(I)n(X) =
Ia|n, azn ®a(X)
X" -1

L4} 0, az1 Pnya(X)
Hie[o,n—l] (X - CZ)
[La)n, a1 Ticion/a—1, gem(isn/ay =1 (X — ¢
Hie[o,n—l] (X - Cl)
ILa)n, a1 Hicon—1), gerin) = a(X —¢°)
Hie[O,n—l] (X - Cl)
[Tic0.n-1, ga(in) 21(X — ¢°)
= HiE[O,nfl],ggT(i}n):l(X - Ci) .

Insbesondere ist @,,(X) € C[X]. Bleibt zu zeigen, dafl @,,(X) é Z[X] ist.

Annahme, nicht. Schreibe ®,,(X) =: 37,5 2 XP*. Sei k > 0 maximal mit z; € CNZ.
Schreibe [y, azn Pa(X) = f(X) = 350 we X* ¢ Z[X], was nach Induktionsvorausset-
zung moglich ist. Sei £ := deg f. Es ist w; = 1.

Es ist der Koeffizient von X*+¢ in &, (X)f(X) gleich

Dore(0,q) Fhri—eWE = 2+ Dpcpoio1) Fhpi-e Wt & L.

€Z

Aber es ist @,(X)f(X) = X" — 1 € Z[X]. Wir haben einen Widerspruch.

Vorbemerkung : Gaufisches Lemma. Sei a(X) € Z[X] normiert. Sei b(X) € Q[X] ein Teiler
von a(X) in Q[X]. Die Nullstellen von b(X) in C sind auch Nullstellen von a(X), liegen also
in O. Es folgt b(X) € Q[X]NO[X] = Z[X]; cf. Aufgabe 29.(3).

Wir wollen zeigen, daf§ ®,,(X) in Q[X] irreduzibel ist.

Annahme, nicht. Sei ®,(X) = u(X)v(X) mit u, v € Q[X] normiert und degu, degv > 1.
Es sind u(X), v(X) € Z[X]; cf. Vorbemerkung.

Sei ¢ € C eine Nullstelle von u(X). Da & auch eine Nullstelle von ®,,(X) ist, folgt & = ¢* fiir
ein ¢ € [0,n — 1] mit ggT(é,n) = 1.

Sei j € [0,n — 1] mit ggT(j,n) = 1. Es gibt ein a € Z mit ggT(a,n) = 1 und ia =, j, fiir
welches dann auch (** = ¢7 ist.

Konnen wir also zeigen, daff mit & auch % eine Nullstelle von w(X) ist fiir alle a € Z
teilerfremd zu n, so haben wir gezeigt, dafl jede Nullstelle von ®,,(X) auch Nullstelle von
u(X) ist, dal also u(X) = ®,(X) und v(X) = 1 ist, und wir sind an einen Widerspruch
angelangt.

Sei p eine Primzahl teilerfremd zu n. Es geniigt zu zeigen, dafl mit £ auch £P eine Nullstelle
von u(X) ist.
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(iii)

Annahme, nicht. Dann ist £P eine Nullstelle von v(X), i.e. £ ist eine Nullstelle von v(XP).
Also ist (X — &) ein gemeinsamer Teiler von «(X) und v(X?) in C[X]. Der Euklidsche
Algorithmus in C[X], ausgefiihrt innerhalb Q[X], darf also nicht ggT(u(X),v(X?)) =1
liefern. Sei g(X) := ggT(u(X),v(X?)) € Q[X] (als normiert vereinbart); es ist degg > 1. Es
ist g(X) € Z[X]; cf. Vorbemerkung.

Schreibe u(X) = r(X) g(X) und v(X?) = s(X) g(X) mit r(X), s(X) € Z[X]; cf. Vorbe-
merkung.
Wir bilden alles nach F,[X] ab, ohne Anderung der Bezeichnungen.

Sei v(X) € F,[X] ein normierter irreduzibler Teiler von g(X). Dann ist y(X) ein Teiler von
w(X) in F,[X]. Ferner ist (X) ein Teiler von v(X?) = v(X)? in F,[X]. Also ist v(X) auch
ein Teiler von v(X). Insgesamt ist v(X)? ein Teiler von u(X)v(X) = ®,,(X). Somit ist v(X)?2
auch ein Teiler von X™ — 1. Schreibe X" — 1 = v(X)?2 §(X) fiir ein §(X) € F,[X]. In F,[X]
wird

nX"h = (XM -1 = (9(X)?6(X)) = 29(X) ¥ (X) 6(X) +7(X)?6(X) .

(formale Ableitung in F,[X]). Da v(X) die rechte Seite teilt, folgt, dafl es auch die linke Seite
teilt. Da n #, 0 ist, folgt v(X) = X, und somit 0 = v(0)26(0) = 0" — 1 = —1 in F,. Wir
haben einen Widerspruch.

Sei I' die Menge aller Q-Algebrenmorphismen von Q(¢) nach Q(¢).

Sei i € [0,n — 1] mit ggT(i,n) = 1 gegeben.

Da ®,,(¢) = 0 gemif (1), haben wir einen Q-Algebrenmorphismus

QIX]/(@.(X) L+ Q)
X £ (D(X) =

Es ist f; ist surjektiv, da mit ¢* auch alle anderen Potenzen von ¢ im Bild liegen.

Es ist f; injektiv, da ®@,,(X) dank (ii) irreduzibel ist und also Q[X]/(®, (X)) ein Korper ist,
und da Q(¢) nicht der Nullring ist.

Esist fjo fi 1 Q(¢) =+ Q(¢) ein Isomorphismus von Q-Algebren, der ¢ nach ¢ abbildet.
Also ist |T'| > deg @, (X).

Sei K :={z€Q(() : firoceTisto(z) =2} Esist Q C K C Q(().

Es ist K C Q(() ein Teilring, da jedes o € I" ein Ringmorphismus ist.

Wegen Q C K ist K eine endlichdimensionale Q-Algebra. Da K zudem ein Integrititsbereich
ist, ist K ein Korper.

Es ist dimq Q(¢) = (dimq K)(dimg Q(¢)), da eine Q-lineare Basis (z; : ¢ € [1,u]) von
K und eine K-lineare Basis (y; : j € [1,v]) von Q(¢) die Q-lineare Basis (z;y; : i €
[1,ul, j € [1,0]) von Q(¢) geben.

Es ist dimg Q(¢) = dimq(Q[X]/(®,(X))) = deg ®,,(X).

Es ist Q(¢) eine K-Algebra. Es besteht I' aus K-Algebrenmorphismen. Also ist |T'| <
dimg Q(¢); cf. (1).

Insgesamt ist
deg @, (X) = dimg Q(¢) = (dimg K)(dimg Q(¢)) > (dimg K)|T'| > (dimg K)(deg @, (X)) .

Es folgt dimg K =1, also K = Q.
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Aufgabe 41

(1)

Sei (g,h) € G x H. Sei x = xu fiir einen CG-Modul M. Sei 1) = x fiir einen CH-Modul N.
Wir haben die wohldefinierte und C-lineare Abbildung

M o N "R M ® N

m ® n +F—— (gm) ® (hn).

Es ist p((g,h))p((gi, h™)) = idM®~N, und also p((glh)) € GL(M ® N).
Es ist p((g,h))p((g, h)) = p((9g, hh)) fir (g,h), (g,h) € G x H, und also

p : G x H — GL(M®N)
(g » h) = (p(lg:h): m@ni>(gm)® (hn))

eine Darstellung von G x H.

Nennen wir diese das duflere Tensorprodukt von M und N und schreiben den zugehorigen
C(G x H)-Modul M B N. Als C-Vektorraum ist also M X N = M ® N, und dieser wird aus-
gestattet mit der zu p gehorigen C(G x H)-Modulstruktur.

Ferner sei x @Y := xyxn das duflere Produkt von x und .
Berechnen wir x @9 = xywmy ausgehend von x und .
Sei (my ...,my) eine C-lineare Basis von M. Sei (n; ...,n¢) eine C-lineare Basis von N.
Esist (m; ®n; : i €[1,k], j € [1,{]) eine Basis von M ® N.
Sei (g,h) € G x H. Sei i € [1,k]. Sei j € [1,4].
Sei gm; =Y, Za,i Mq Mit z4,; € C stets. Sei hn; = >, wy ; np mit wy ; € C stets.
Es wird
(9,h)(m; @ nj) = (gm;) @ (hng) = 32, Za,i We,j Ma @ N .

Somit wird der Beitrag des Basiselements m; ® n; zur Spur von p((g, h)) gleich z; ; w; ; . Insgesamt
wird

(X B )9, h) = xumrn(g:h) = X ziiwi; = (3 z4)(0; wij) = x(9)-¢(h),
wie in der Aufgabenstellung vorgegeben.

Betrachten wir einmal den Fall G = H.

Wir erhalten den CG-Modul M ® N aus dem C(G x G)-Modul M X N durch Restriktion entlang der
Diagonalen A : G — G x G, g — (g,9) ; cf. Lemma 110.

Entsprechend erhalten wir x -1 = (x @) o A; cf. Bemerkung 113.

Es wird
axu(XB Y, XAY) = X, B¥)(g,h) (XEP)(g,h)

= Yom X(@) U(h) X(9) b (h)
= (X, x(9) X)), ¢ (k) P(h))
= c06X) - mH¥,Y) .

Da das Skalarprodukt auf Charakteren Werte in Zso annimmt, folgt aus (2), daf genau dann
axa(xBY, xBY) =1 gilt, wenn g(x,x) =1 und g(v,¥) =1 ist; cf. Bemerkung 95.(1).

Daraus folgt wiederum, dafl y @ genau dann ein einfacher Charakter von G x H ist, wenn y ein
einfacher Charakter von G und % ein einfacher Charakter von H ist; cf. Bemerkung 94.(2).
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(4)

Seien x1 ..., x+ die verschiedenen irreduziblen Charaktere von G, und sei G = | |
Seien vy ..., 1, die verschiedenen irreduziblen Charaktere von H, und sei H = |
Es ist o "

GxH = (Usepyg “9s) * Uuep o “u)

l—lse[lﬂg], ue[l,v](Ggs X Hhu)
User i), were) @ gs 1) -

s€[1,t]

H
ue[l,v]

Also gibt es auch t - v verschiedene irreduzible Charaktere von G x H ; cf. Lemma 84.

Fiir s, § € [1,¢] und w, @ € [1,v] ist

—~

)

axH(Xs BVu, xs BYa) = a(Xs>Xs) H(WVu,Va) = 0s50ua = Osu),(5,a) -

Also sind die ¢-v irreduziblen Charaktere in ( xsX,, : s € [1,t], u € [1,v]) paarweise verschieden;

cf. (3). Somit taucht jeder irreduzible Charakter von G x H in dieser Liste auf.
Schreibe ¢ := (3.
Die Charaktertafel von S3 ist gegeben durch

1 3 2
vilt 1 1
X(S3) =  xe |1 -1 1|,

wobei direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Lange ihrer Konjugationsklassen

notiert wurde; cf. Beispiel 93.(1).
Die Charaktertafel von C3 = (a : a®) ist gegeben durch

1 a d?
1 1 1
P |11 1
X(C3) = 1/)2 1 C (2 )
v |1 ¢ ¢

wobei direkt unter den Konjugationsklassenrepréisentanten die Léange ihrer Konjugationsklassen

notiert wurde; cf. Beispiel 93.(2).
Gemif} (4) und Losung dazu ergibt sich folgende Charaktertafel von Sz x Cs .

(d,1)  ((1,2),1) ((1,2,3),1) (da) ((1,2),a) ((1,2,3),a) (id,a?)

1 3 2 1 3 2 1

x1 Xy M1 1 1 1 1 1 1
x2 X1y 1 -1 1 1 —1 1 1
By | 2 0 12 0 1 2
x1 X 1 1 1 ¢ ¢ ¢ ¢?
X(SgXCg) = X2 IZ¢2 1 -1 1 C _C C CQ
x3 X g 2 0 -1 2¢ 0 —C 2(2
x1 X3 1 1 1 2 ¢2 ¢2 ¢
x2 X3 1 -1 1 ¢ —¢? ¢ ¢
xs B | 2 0 122 0 2

((1,2),0)

3
1

((1,2,3),a%)

2

wobei direkt unter den Konjugationsklassenreprésentanten die Liange ihrer Konjugationsklassen

notiert wurde.
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Aufgabe 42

(1) Esist S2M C M ® M ein CG-Teilmodul, da fiir m, m’ € M und g € G der C-lineare Erzeuger
m®m’ +m’ ®m von S2M unter Multiplikation mit g auf

gmem' +m' @m) = (gm)® (gm') + (gm’) ® (gm) € S*M

abgebildet wird.

Es ist M C M ® M ein CG-Teilmodul, da fiir m, m’ € M und g € G der C-lineare Erzeuger
m®m’ —m’ ®@m von A°M unter Multiplikation mit g auf

gm@m' —m’' @m) = (gm) @ (gm’) — (gm) @ (gm) € S*M

abgebildet wird.

Esist M @ M = S?2M + A2M, da fiir m, m’ € M der C-lineare Erzeuger m ® m’ von M ® M in
der rechten Seite enthalten ist wegen

mem' = fmem' +m'@m)+3(meom’ —m'@m) € M + A*M .

€S2M eNM

Sei (my, ..., my) eine C-lineare Basis von M.
Es erzeugt (m; ®m;+m;@m; : 1 < i< j < k) auf C-lineare Weise S2M. Denn fiir m = Do Zimy
und m’ =Y, 2zl m; mit z, 2, € C fiir i € [1, k] wird
mem' +m'@m = (32 zim) @ (3 zmy) + (32, 25 my) © (32, 2 my)
= Zi,j Zi z;(mz K mj +m; ®mi) .
Es erzeugt (m; ®m; —m;®m; : 1 <i < j < k) auf C-lineare Weise A M. Denn fiir m =, z; m;
und m’ =, zim; mit z;, z; € C fiir i € [1, k] wird
mam —m' @m = (lezmz) ® (Z] Z; mj) - (Z] Z; mj) ® (Zz 2 M)
= > zizi(mi @my; —mj ®m;)
= E#j % z;(ml @m; —m; @m;) .

Also ist
k* = dimc(M @ M) < dimg S2M +dime °M < k2.

gk(k;rl) < k(kz—l)

Somit stehen iiberall Gleichheiten. Insbesondere ist
(mi@mj+m;@m; : 1<i<j<k)
eine C-lineare Basis von S2M, es ist
(mi@mj—m;@m; : 1<i<j<k)

eine C-lineare Basis von A2M und es ist die Summe S2M + A2M direkt.
Sei g € G. Schreibe gmg = >, wy o my, fiir a € [1, k], wobei w; , € C stets.
Berechnen wir xg257(g). Sei 1 < i < j < k gegeben. Es wird

g(m; @ mj + mj; @ m;) = Zw“’i Wy, (Ma @ Mp +Mp @ My) .
a,b
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Der Beitrag zur Spur des Basiselements m; ® m; +m; ® m; ist also gleich w; ; w; j +w; j wj,; , falls
i < j,und w?,, falls i = j.

1,7,7

Insgesamt wird
xsemr(9) = (Xicj wiawjj +wijwiq) + (30 wy)
Y wia) (325 w54) + (Cicy wijwia) + 53 w)
Zzw”xz wjg) + 535 5 wi g wj.i)
trpar(9))? + tr(par(9)%))
troar(9))? + tr(par(9?)))
+XM( %) -

— T~

b
b
-
1
3

Berechnen wir xp2p7(g). Sei 1 < i < j < k gegeben. Es wird
g(m; @ mj —m; @m;) = wa‘ wp, (Mg @ Mp — My @ My) -
a,b
Der Beitrag zur Spur des Basiselements m; ® m; — m; ® m; ist also gleich w; ; w; ; — w; j wj; .
Insgesamt wird
xaem(g) = (X;cjwiiwj; — wijwj;)

%(Z w; z)(z wjj) — (qu Wi j W) — %(Zz wzz,i)

%(Z Wi z)(z wj ;) — (Z” Wi Wwj;)
= 3((trom(9)? — tr(par(9)?))

3 ((trpar(y —tr(pM( )

3 (xar(9)® = XM(.‘]Q)) -

Probe. Es ist fiir g € G in der Tat
xm(9)? = xmom(9) = xs2ar(9) +xa2ar(9) = 3 (xar(9)? + 0as(92)) + 5 (xar(9)? — par(9?)) -

Alternative. Wir kénnen auch Eigenwerte zur Berechnung von Xg25,(g) und X2 ,,(g) verwenden. Sei
(m1,..., my) eine C-lineare Basis von M aus Eigenvektoren von pas(g) ; cf. Losung zu Aufgabe 25.(1).
Sei gm; = &m; mit & € C fiir i € [1,k]. Also ist g?m; = §3m1 mit & € C fiir ¢ € [1, k]. Insbesondere
ist Xar(9) = Piepr,p & und Xar(9%) = Xiepn 0 & -

Es ist

g(m;@mj+m;®@m;) = gm;@gm;+gm;@gm; = &m;RE;m;+Em;REm; = &&;(mi@m;+m;Qm;)
fir 1 << j < k. Also ist

Xs2nm(9)

21@@@ fifj
= %((Zie[l,k] &)*+ (Xien,m 7))
1 (xa(9)? +x01(9?)) -

Es ist

g(mi®mj—m;®@m;) = gm;®gm;—gm;®@gm; = §mi®E;m;—E;m;REm; = &5 (m;®@mj—m;®m;)

fiir 1 <i < j < k. Also ist
Xa2n(9) Z1<i<j<lc &i&j

= 3 ((Zie[l,k] 51)2 - (Zie[l,k] 512))

2
= 2(xm(9)? —xa(g?)) -



167

(2) Die Charaktertafel von S, ist gegeben durch

id (1,2) (1,2,3) (1,2,3,4)(1,2)(3,4)
1 6 8 6 3
X4,1 1 1 1 1 1
X42| 1 -1 1 -1 1
X(S4) = xa3|3 1 0 -1 -1 |,
Xs4| 3 -1 0 1 -1
xas| 2 0 -1 0 2

wobei direkt unter den Konjugationsklassenreprésentanten die Liange ihrer Konjugationsklassen
notiert wurde; cf. Losung zu Aufgabe 37.(3).

Wir ordnen die Konjugationsklassenreprésentanten von Ss in der folgenden Reihenfolge, darunter
die Konjugationsklassenldangen.

id (1,2) (1,2,3) (1,2,3,4) (1,2,3,4,5) (1,2)3,4) (1,2,3)(4,5)
110 20 30 24 15 20

Wir schreiben Charaktere dementsprechend als Zeilenvektoren.

Essind x51 :=(1111111)und ys2 := (1 -1 1-1 1 1-1) irreduzible Charaktere von Ss; cf.
Beispiel 39.(3).

Wir arbeiten mit dem Skalarprodukt; cf. Bemerkung 94.

Zum Induzieren verwenden wir
S = S4idUUS4(1,5) US4(2,5) US4(3,5) LUS4(4,5);

cf. Lemma 117.

Es ist X4,11§i = (5321010). Dieser Charakter enthélt x5 einmal. Folglich ist 53 1= X471W§i -
X51 = (421 0-10-1) ein Charakter. Dieser ist irreduzibel.

Sel x5.4 := X5,3-X5,2 = (4-210-101). Dieser Charakter ist irreduzibel; cf. auch Aufgabe 33.(2).
Sei x5.5 := Ax53 = (6000 1-20); cf. (1). Dieser Charakter ist irreduzibel.

Es ist X4’31§i = (153 01 0-1 0). Dieser Charakter enthilt x5 3 und xs5 je einmal. Folglich ist

S . . . . .
X5.6 1= X4,31Si — X5, — X5,5 = (5 1-1-101 1) ein Charakter. Dieser ist irreduzibel.

Sel x57 = X56 - X5,2 = (5-1-1101-1) Dieser Charakter ist irreduzibel; cf. auch Aufga-
be 33.(2).

Insgesamt ergibt sich die Charaktertafel der S5 zu

-
a
o,

(1,2)  (1,2,3)  (1,2,3,4) (1,2,3,4,5) (1,2)(3,4) (1,2,3)(4,5)

1 10 20 30 24 15 20
xsa |1 1 1 1 1 1 1
xs2 |1 —1 1 —1 1 1 -1
Xs3 |4 2 1 0 -1 0 -1
X(Ss) = xsa |4 -2 1 0 —1 0 1
Xs55 |6 0 0 0 1 —2 0
Xs6 |5 1 -1 ~1 0 1 1
sz |5 -1 -1 1 0 1 ~1

wobei direkt unter den Konjugationsklassenrepriasentanten die Liange ihrer Konjugationsklassen
notiert wurde.
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Aufgabe 43

(1)

Ist z € Z(G), soist M — M, m — zm ein CG-linearer Endomorphismus von M. Nach Schurs Lem-
ma ist dieser Endomorphismus also durch eine Multiplikation mit einem Element aus C gegeben;
cf. Lemma 66.(4), Lemma 69. In anderen Worten, es ist

pIV[(Z(G)) < Z(GL(M)) = {)\'id]\/[ : )\EGLl(C)}

Abermals in anderen Worten, es gibt einen Gruppenmorphismus 4 : Z(G) — GL1(C) mit pps(2) =
w(z) -idy fiir z € Z(G).
Sei k € Z>; . Schreibe G** := G x -+ x G und MB* .= M X ... K M.

= N 7 N —  p—

k Faktoren k Faktoren

GemiB Aufgabe 41.(L.z. 1,3) ist M™* ein einfacher C(G**)-Modul.
Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus Z(G)** — Z(G), (z;); + 21--- 2z und dessen
Kern C = {(2;); € Z(G)** @ 21+ 2z, =1} < G**. Esist |C] = |Z(G)|*L.
Ist (2;)i = (21,...,2k) € C, so ist

(zl,...,zk)(m1®~~~®mk) = z1m1 Q- Q zpmyg

p(z2)my ® - - ® plz)ma

= plzn) - ple) (@ - @ my)

= N(Zl"'zk)(ml ®"'®mk)
mp - @ mg

fiir m; € M fiir ¢ € [1, k]
Also gibt es den C(G**/C)-Modul M™* mit der Operation

(9:)iC(m1 @ -~ @mg) = g1m1 @+ @ ggmy
fiir (g;); € G** und m; € M fiir i € [1,k]. Da C(G**) — C(G**¥/C), g — gC surjektiv ist, ist
dieser ebenfalls einfach; cf. Losung zu Aufgabe 33.(4).
Somit ist dimg(M™F) = (dimg M)¥ ein Teiler von |G**/C| = |G|*/|Z(C)|*~"; cf. Satz 102.
Da dies fiir jedes k € Z; zutrifft, folgt, dafi dimc M ein Teiler von |G[/|Z(C)| ist. Denn
sei p eine Primzahl. Fiir a € Z schreiben wir vp(a) = max{i € Zyo; p’ teilt a}. Es ist
kvy(dime M) = vp((dime M)*) < v, (IGI*/|Z(C) 1) = k(v,(IG]) = v (|1Z(G)]) +v,(|Z(G)]) und
also v, (dime M) < vy(IG]) — vy(IZ(G)]) + k=1 vp(|Z(G))) fir k € Zsy . Es folgt v, (dim M) <
vp(IG]) = vp(|Z(G)]).
Sei 1zcn) = €1 + -+ + &, die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in Z(CN); cf.
Aufgabe 22.
Gebe es kein ¢ € [1, k] mit ;M = M.
Esist 1-M = (e1+ -+ e)M # 0. Da also nicht alle ¢; das M annullieren kénnen, ist o.E.
0CegtMCM.
Fir g € Gist Z(CN) — Z(CN), £ — g€g~ ein C-Algebrenautomorphismus; folglich ist ge;g~ ein
primitives Idempotent von Z(CN) fiir ¢ € [1,k|. Definiere g - ¢ durch ge; =: ¢,4.; fiir g € G und
i € [1,k]. Dies macht [1, k] zu einer G-Menge.
Sei H:={geG:ganM =M} =Cg({1}).
Esist N < H, da e zentral in CN ist. Dank N < G ist auch N < H.
Esist e;M C M ein CH-Teilmodul.

Es ist H < G, da M ein einfacher CG-Modul ist und also £1 M kein CG-Teilmodul von M sein
kann.
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Wir behaupten, dal €;M ein einfacher CH-Modul ist. Annahme, nicht. Sei 0 C X C 1M ein
CH-Teilmodul. Es ist 0 C X := . ;9X C M ein CG-Teilmodul. Schreibe G = Uje[l,f] g;H. Es

ist X = Eje[l,@} g;X. Esist g; X C gje1M = gje19; M = 4,1 M fiir g € G. Es ist gj -1 # g5 - 1

fiir 7, 5/ € [1,] mit j # j'. Also ist X € M. Widerspruch zur Einfachheit von M. Dies zeigt die
Behauptung.

Es bleibt zu zeigen, dafl als CG-Moduln

M é (51M)Wg

ist, da wir dann fiir ¢» den Charakter zu e M von H nehmen koénnen.

Zur CH-linearen Inklusionsabbildung ;M — M gehort mit Aufgabe 31.(2,3) die CG-lineare
Abbildung
CG ® eM — M
CH

g & &em F—> geim
Da M einfach ist und das Bild dieser CG-linearen Abbildung ungleich 0 ist, ist diese surjektiv.

Bleibt zu zeigen, dafl
dimec CG ® ;M = dimg M .
CH

Aber es ist, mit obigen Bezeichnungen, M = gm =6 j gje1M wegen der Einfachheit von M.
Somit ist
|G|

dimc M = dimce;M = Y dimge,M = oy dimg ey M LA Qimg CG @ c1M .

Nehmen wir mit Induktion iiber |G| an, die Aussage sei gezeigt fiir alle Gruppen von Ordnung
kleiner als |G|.

Sei 1z(ca) = lca = €1 + -+ + & die orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in Z(CA) =
CA; cf. Aufgabe 22.

Fall: es gibt ein j € [1,k] mit e;M = M.

Beachte, dal CA ~ C** da CA kommutativ ist; cf. Satz 67. Also ist jeder einfache CA-Modul

isomorph zu CAg; fiir ein ¢ € [1,k]; cf. Lemma 81. Insbesondere sind diese einfachen Moduln alle
eindimensional.

Esist M ~ €D, cp1,,) CA€i(u) fiir v := dimc M und i(u) € [1, k] fiir u € [1,v]; cf. Bemerkung 77.
Da M = ¢; M ist, ist auch

@ue[l,v] CAE%(U) =& @ue[l,v] CAEl(U) = @ue[l,v] CAEng(U) = @ue[l,v],i(u):j CAEJ :

Es folgt, daB i(u) = j fiir alle u € [1,v] und dafl M ~ (CAg;)®".

Sei a € A. Es ist CAe; — CAg;, § — a& eine CA-lineare Abbildung, und somit gleich Aidcac,
fiir ein A € C; cf. Lemma 66.(4). Unser Isomorphismus zeigt, da§ auch M — M, m —— am gleich
Aid g ist.

Also ist par(A) < Z(GL(M)) Npp (G) < Z(pm (@)).

Da M auch ein einfacher C(pp(G))-Modul ist, folgt mit (1), daB x(1) ein Teiler von
103 (G)[/1Z(pr (G))| und damit von [par(G)|/[par(A)| ist.

Ist K := Kernpy < G, so wird py(G) ~ G/K und ppy(A) ~ A/(ANK) ~ AK/K, letzteres
mittels a(AN K) — oK.

Also ist |pp (G)|/lpm(A)] = |G/K|/|AK/K| = |G|/|AK]| ein Teiler von |G|/|A|.

. . G .
Insgesamt ist x (1) als Teiler von % nachgewiesen.
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Fall: es gibt kein j € [1,k] mit ;M = M.
GemisB (2) gibt es eine Untergruppe A < H < G und einen irreduziblen Charakter ¢ von H mit

G
X =Yy
. . G L.120 |G|
Nach Induktionsvoraussetzung ist (1) ein Teiler von IT Also ist x(1) = ¥1g(1) 7= il (1)
ein Teiler von — 6l H]_ @.
[H| |A] |A]

Aufgabe 44
Sei x ein irreduzibler Charakter von G. Es ist zu zeigen, dafl x(1) < my ‘lgl‘ Es ist also zu zeigen, dafl

x(1) < w18

fiir einen irreduziblen Charakter ¥ von G.
Sei ¢ ein irreduzibler Charakter von H mit g (1), xJG) > 1, existent, da x| 75 0 ist; cf. Bemerkung 94.(1).
Also ist

¢l L.117 .G, . B-94Q1) G L.120

W) g = @) > el x) x(1) (@, Xl x(1) > x(1) .

Aufgabe 45
Sei g € G. Es wird

(WorlWNyS(g) L7 ‘H‘ e w0 rl V) ()
= [ e, men Y(°N)
- }Z} 2 anea/N, sgner/n YGN)
= ] Zenea/N, sNgner/n P(TNGN)
FLT N )
= (@ljn o)) -

Aufgabe 46

Wir induzieren irreduzible Charaktere von zyklischen Untergruppen nach S, . Wir verwenden die Notation
der Losung zu Aufgabe 37.(3), was die Konjugationsklassenreprisentanten id, (1,2), (1,2,3), (1,2,3,4),
(1,2)(3,4) von Sy und ihre Charaktertafel angeht.

Wir haben die zyklische Untergruppe I := ((1,2,3,4)) < S4. Ihre Konjugationsklassen sind reprisentiert
von id, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2). Dieser Reihenfolge entsprechend notieren wir Charaktere als
Zeilenvektoren; cf. Beispiel 86.(2). Es wird

(1111)]?4 = (60022) = 1
(1-1 1-1)]?4 = (600-22) = 4
(16-1-6)f = (s000-2) = .

Wir haben die zyklische Untergruppe J := ((1,2,3)) < Sy . Ihre Konjugationsklassen sind reprisentiert
von id, (1,2,3), (1,3,2). Dieser Reihenfolge entsprechend notieren wir Charaktere als Zeilenvektoren; cf.
Beispiel 86.(2). Es wird
s
(1@l = (30-100) = 9.
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Wir haben die zyklische Untergruppe K := ((1,2)) < S4 . Ihre Konjugationsklassen sind représentiert von
id, (1,2). Dieser Reihenfolge entsprechend notieren wir Charaktere als Zeilenvektoren; cf. Beispiel 86.(2).

Es wird
(11)1%L = (122000) =: 5.

Somit ist, in der Notation der Losung von Aufgabe 37.(3),

X4,1 (L1111) = 2y — s+ 595

Xag = (1-11-11) = Lopy + by + 13 — by — 315
Xa3 = (310-1-1) = f%q/;lJr%qu)

Xaa = (3-101-1) = L¢p +1h3— 1¢s

X4,5 (20-102) = —t3+y.

Eine Darstellung wie verlangt ergibt sich hieraus durch Multiplikation mit 24.

Cf. Beispiel 163, wo der Satz 161 von Brauer fiir G = Sy betrachtet wird.

Aufgabe 47

(1) Sei X ein einfacher CG-Modul mit xx = x . Sei Y ein einfacher CN-Teilmodul von X mit xy = 1.
Esist 30 g gY ein CG-Teilmodul von X ungleich 0. Also ist X =3 Y.
Es ist gY C X ein einfacher CN-Teilmodul mit Charakter 91).
Fiir g € G ist gY ~ Y als CN-Moduln genau dann, wenn 9¢ = 1), i.e. wenn g € T'. Es ist

Z =) ety

ein CT-Teilmodul von X. Sei
¥ = Xz
der zugehorige Charakter von T'.
Sei M C T eine maximale Teilmenge so, daf§ die Summe },,,tY" direkt ist.
Annahme, es ist @, ,,tY C Z. Dann gibt es ein t' € T' mit t'Y Z @, ,,tY. Da t'Y ein einfacher

CN-Modul ist, folgt t'Y N (B;cp, tY) = 0 und also, daB die Summe /1y tY direkt ist. Das
ist ein Widerspruch zur Maximalitat von M.

Also ist Z = @, ), tY.
Entsprechend ist rZ = @, ,, rtY fiir 7 € R.
Schreibe
e = |M]|.
Es ist T
ply = €.
Esist X =3  cq9Y = >, cprZ. Letztere Summe ist direkt, da fiir r, v’ € R mit r # 1’ die

nicht zueinander isomorphen einfachen CN-Moduln rY und 7'Y von verschiedenen primitiven
Idempotenten von Z(CN) nicht annulliert werden; cf. Bemerkung 52. Also ist

X =@, crrZ.

Zusammen erhalten wir folgende Gleichheit von Charakteren von N.

G T T,
XJN = ZTER Xrz = ZTGR (XZ) = @/ZreR (0
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Insbesondere ist

” G
e = n¥,¢ ZTGR V) = ~v(xly) = e.
Ferner liefert die CT-lineare Inklusionsabbildung Z — X die CG-lineare Abbildung

cc o z o x

CcT
g ® z > gz;

cf. Aufgabe 31.(2,3).
Es ist f surjektiv, da deGgY = X im Bild von f enthalten ist; cf. oben.
Es ist f injektiv, da

. L.117 |G| . . .
dlmC(CGCQ% Z) = % dimg Z = dimc @, zrZ = dime X ;

Also ist f ein CG-linearer Isomorphismus. Es folgt x = ga]g .

T
Cf. Beispiel 126. Die dort an v gestellte Bedingung lauft auf 7' = N hinaus, was wegen ¢|n = ey
auch e = 1 erzwingt. Cf. auch Vorbemerkung 3 in (2) unten.

Es ist (1) Bestandteil der Clifford-Theorie.

(2) Vorbemerkung 1. Fiir g € G\ N ist w]ﬁ(g) =0, denn

WS M Y i) =0,

|N‘ heqG, M
» "geEN
Vorbemerkung 2. Fiir ¢ € G ist (“"w)]% = 1/1]% . Denn bei g € G~ N werden beide Seiten null nach
Vorbemerkung 1, und bei n € N wird

h=x

(E)lvn) “ET A e () = A e v ) " Ly g w(tn)

L.117 .G

Yln(n) .

Vorbemerkung 3. Falls x(g) = 0 ist fiir g € G~ N und falls e # 0 ist, dann ist

B.94.(2)

1 = (X X)
= 5 e x@)x(9)
= AT
- % N xIw)
O Wy n ()
L2 oS e (95
= e NI X)
Y SR )
=GR
N e

||
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mithin
.
[N
Sei nun e = 1 und x(g) = 0 fiir g € G ~ N. Mit Vorbemerkung 3 ist 7 = N. Mit (1) wird also
T e G
o =ply =e-¢ =1 und somit Y|y = ¢l = x.
Sei umgekehrt y = 1/1]% . Dann ist w]g(g) =0 fiir g € G ~~ N nach Vorbemerkung 1. Ferner ist

e = gWly,x) = alx,x) = 1.

Aufgabe 48

Seir: G — G/N, g — gN die Restklassenabbildung.

Seien x1,...,x: die verschiedenen irreduziblen Charaktere von G.

Sei A:={se€[l,t] : N <Kerny,}. Sei B:={se[l,t] : NLKernys }. Also [1,t] = AU B.

Sei s € A. Es gibt es genau einen Charakter x; von G/N mit x5 or = x;, und dieser ist irreduzibel.
Denn ist ps : G — GL(V) eine zu y; gehorige Darstellung von G, so ist N in deren Kern enthalten, cf.
Aufgabe 30. Somit gibt es eine Darstellung ps : G/N — GL(V) mit ps = ps o r. Ist x5 der Charakter zu
Ps » S0 folgt xs or = xs . Die Eindeutigkeit folgt aus der Surjektivitit von r. Da CG — C(G/N), g — gN
ein surjektiver C-Algebrenmorphismus ist, folgt aus der Einfachheit des zu ps gehérigen CG-Moduls V
die Einfachheit des zu ps gehorigen C(G/N)-Moduls V' und damit die Irreduzibilitdt von x .

Ferner durchlduft ys alle irreduziblen Charaktere von G/N, wenn s durch A liuft. Denn jeder irreduzible
Charakter von G/N gibt umgekehrt wieder einen irreduziblen Charakter von G durch Komposition mit r ;
cf. Aufgabe 33.(4).

Sei x € G mit Cg(x) NN =1 gegeben.
! |
Zu zeigen ist, daB x(x) = 0 ist fiir s € B. Es geniigt hierzu, Y. .5 [xs(2)|? = 0 zu zeigen.

Zu zeigen ist ferner, da§ Cq(z) & Ca/n(xN) ist.

Es ist
S enns ho@)2 > 2P jca(@)].
Es ist
Seen @ = Yoealts@ME 2 cgn(@n)) .
Also ist

Ysen Xs(@)P = (EZicaus Xs(@)1?) = (Xsea Xs(@)1?) = [Ca(@)| = [Co/n(zN)| -

Wir haben den Gruppenmorphismus

CG/N :L“N)

7“|cc(a:)( : Cg(z) — Cgyn(zN), g—>gN ,

da fiir g € G aus % = x auch WN)(xN) = zN folgt.
Dieser hat den Kern Cg(z) NN = 1, ist also injektiv. Es folgt |Cq(z)| < |Cq/n(xzN)|.

Fiir C(2) ~ Cg /v (2N) bleibt |Ca(2)] = [Ca/n (wN)| 2 zeigen.

Aber es wird
0 < Xeeplxs(@)® = [Ca(z)| = |Cqyn(zN)| < 0.
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Somit stehen links wie rechts Gleichheitszeichen, und alles ist gezeigt.

Aufgabe 49

Wir werden kommentarlos die Orthonormalitdt der irreduziblen Charaktere beziiglich des Skalarproduktes
aus Bemerkung 92, die Induktionsformel aus Lemma 117 und die Frobenius-Reziprozitéit aus Lemma 120
verwenden.

Fiir M C G schreiben wir M 1= M ~ {1}.

Sofort ist NN H = {1}, da fiir n € N auch {n} N H C “nN H = { ist.

Seien 1 , ..., ¥, die irreduziblen Charaktere von H, mit v trivial. Falls H = 1 ist, dann ist v = 1.
Sei

Ay 1= 1/Ju(1)¢1 _'(/Ju € V(H>

fiir u € [2,v]; cf. Definition 134. Es ist a,(1) = 0 stets.

Seien x1, ..., x¢ die irreduziblen Charaktere von G, mit y; trivial.

Behauptung 1. Sei a € V(H). Ist h € H, dann ist a}g(h) = a(h).

Fiir g € G folgt aus %h € H, dal 9H N H # 1, nach Voraussetzung an H also g € H ist.
Da V(H) C Kf(H) ist, wird somit

oy (h) = |H|_1 dec, dhe H (%)
= [H[7 Y ey alh)
= [H[T Yyepalh)
= a(h).

Dies zeigt Behauptung 1.

Behauptung 2. Sei o« € V(H). Sei n € N. Es ist a]g(n) =0.

Es wird
G —_
alp(n) = [H > alm) =0,
g€G, IneH
da 9 ¢ H nach Definition von N. Dies zeigt Behauptung 2.
Behauptung 3. Es ist [N||H| = |G|. Firr « € V(H) mit a(1) =0 ist G(aﬁ,aﬁ) = pg(a, ).
Schreibe G = | |, rH fiir ein R C G. Nach Voraussetzung an H ist H = Ng(H) oder H = 1. Daher ist

G={1}UNU|JzH.
Folglich ist

16l
|H|

16l

Gl =1+ (IN] 1) + ol

(IH]=1) = |[N[+|G| =

el

ie |[N|= Tk
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Ferner wird

sl alg) = G, e ()

= G (1015 (W2 + (Chex [5G m)2) + (Crer Sher [ (h)]2)

= GHGIHI () + (Chex loli()) + (5 e r Sher 15 (B)2))
= |G|_1(0+0+ (EreR ZheH |a(h)|2))

= JH[ Chenla(h)?

= H| Shen la(h)?

(o, a).

Dies zeigt Behauptung 3.

Behauptung 4. Fir v € [2,v] gibt es einen nichttrivialen irreduziblen Charakter x von G mit
auﬂg = 1y (1) x1 —x. Wir konnen (und werden) dann die nichttrivialen irreduziblen Charaktere von
G so umsortieren, dafl aﬂg =, (1) x1 — Xu ist fiir u € [2,0].
Sei u € [2,v]. Schreibe au]f[ =D se[1,q ZsXs mit 25 € Z. Es ist

a = cloulyxi) = mlowxaly) = m@u() b —u, 1) = vu(l).
Also wird zum einen

G G, Beh.3
alauly s auly) =

G(Oéuaau) = H(@Du(l)wl*d)u,wu(l)d}l*wu) = wu(1)2+1 = Z%+17

und zum anderen

G G
G(Oéu1N ) au1N) = G(Zse[l,t] Z5Xs ZgE[l,t] Z§X§) = Zse[l,t] 23 .

Ein Vergleich zeigt, dal 3 22 =1 ist, daB es also ein sg € [2,t] mit zg = £0; ¢, fiir s € [2,1] gibt.
Wire nun z;, = 1, dann wére auﬁl ein Charakter von G. Dies trifft aber wegen auﬁl(l) =
|G||H| ', (1) = 0 nicht zu. Also ist 25 = —0 5, fiir s € [2,1].

Fiir u, @ € [2,v] mit u # @ ist auch au]g # aﬁ]g , da au, # «ag ist und da ozu}f[(h)
nach Behauptung 1, genauso fiir .

oy (h) ist fiir h € H

Somit kénnen wir die nichttrivialen irreduziblen Charaktere von G ohne Einschrinkung so sortieren, dafl
auﬁg = 1y (1) x1 — Xu st fiir u € [2,v], wie behauptet. Dies zeigt Behauptung 4.
Behauptung 5. Sei u € [2,v]. Sei g € G. Genau dann ist x,(g) = ¥, (1), wenn au]g(g) = 0 ist.

In der Tat wird
G Beh. 4

aulm(9) "= Yu(D) xa(9) = xulg) = Yu(l) = xulg) -
Dies zeigt Behauptung 5.

Behauptung 6. Sei u € [2,v]. Es ist xy(1) = 1, (1). Fiir g € G ist genau dann x,(g) = x.(1), wenn
aqﬁfl(g) = 0 ist.

Es ist a]5 (1) = |G||H| 'au(1) = 0. Dank Behauptung 5 ist also xu(1) = 1 (1).

Eine abermalige Anwendung von Behauptung 5 zeigt daher vollends die Behauptung 6.

Behauptung 7. Es ist N = N := ﬂu€[2,v] Kerny, < G. Esist NH = G.
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.
Zu N < N.Sein € N. Sei u € [2,v]. Wir haben yx,(n) L Xu(1) zu zeigen. Mit Behauptung 2 ist
aylp(n) = 0, sodal mit Behauptung 6 in der Tat x,(n) = x.(1) folgt.

Sei

T Q

RS
i

X1+ ZuE[?,v] Xu(]-) Xu

Fiir 7 € N wird

0.

_ _ _ B.6 S.90.(2)
e(n) = xi(n)+ Zue[z,v] Xu(1) xu() = 1+ Eue[?,v] Xu(1) xu(1) "= Zueu,v] (1) 7= |H] .
Fiir u € [2,v] und h € H wird
Beh. 4 G Beh.1
Xu(h) = Yu(1) x1(h) = ol (h) E Yu(1) Y1(h) — aw(h) = Yu(h) .
Fiir h € H wird also
Beh. 6 S.90.(2)
¢(h) = x1(h) + Zue[2,u] Xu(1) xu(h) = 1+ Zue[2,v] Xu(1) Xu(h) = Zue[l,v] Yu(1) Yu(h) =
Es folgt, daB N N H = 1 ist.
Also ist . .
1G] Beh.3 H| = |H|_ B.32 \NH| _ [NH| (6]
[V INNH| |V [V [V

Folglich stehen {iberall Gleichheiten. Es folgt |N| = IN|, wegen N < N mithin N = N. Weiter folgt
INH| = |G|, also NH = NH = G. Dies zeigt Behauptung 7.

Behauptung 8. Fiir n € N ist Cg(n) < N.

!
Sei g € Ca(n) gegeben. Zu zeigen ist g € N.

!
Da G227 N ist, konnen wir g = mh mit m € N und h € H schreiben. Zu zeigen ist h = 1.

Beh. 7
Annahme, es ist h # 1. Es ist YW C Nh,da N < G.

Es ist Cg(h) < H, da aus *h = h folgt, dafl "H N H # 1 und somit x € H ist.

Insbesondere ist Cy(h) = NNCqg(h) < NNH Beb- T Also wird

bl 'L et = IV
ICn (h)] ’
und somit Nk = Nh. Schreibe demgemifl g = mh = mhm ™ fiir ein m € N.
Nun ist
n = gng~ = mhm nmh m~
also
(m~nm)h = h(m nm) ,

und somit m~nm € Cy(h) = 1. Aber da n # 1, ist auch m~nm # 1, und wir haben einen Widerspruch.
Dies zeigt Behauptung 8.

Behauptung 9. Es ist ggT(|N|, |H|) = 1.
Sei p ein Primteiler von |N|. Wir haben zu zeigen, dafl p kein Teiler von |H| ist.

Sei @ < N eine p-Sylowgruppe. Sei P eine p-Sylowgruppe von G mit @Q < P. Cf. Sdtze 13 und 15.
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Wir haben zu zeigen, dafl Q L P. Denn dann ist p kein Teiler von |G|/|Q], und, da |Q| ein Teiler von |N|
ist, also auch kein Teiler von

Beh. 7 B. 32

|GI/IN] INH|/|IN| |H|/INNH| = |HI.

!
Wegen der Maximalitdt von @ geniigt es zu zeigen, dafl P < N ist.

Da p ein Primteiler von N ist, ist 1 < @ < P. Also ist auch Z(P) # 1; cf. Aufgabe 6. Wihle ein z € Z(P)
mit z # 1. Wéhle ein ¢ € Q mit ¢ # 1. Da ¢ € PN N liegt, wird

Somit ist

Dies zeigt Behauptung 9.

Ist 1 < H < G, dann heifit solch eine Gruppe G auch eine Frobeniusgruppe. Die Aussage N < G ist ein Satz
von Frobenius, fiir welchen es meines Wissens zur Zeit (2011) keinen Beweis ohne Charaktertheorie gibt;
cf. [2] und mathoverflow.net/questions/63142/.

Aufgabe 50
Die Aussage ist falsch.

Sei G = Cg, erzeugt von einem Element ¢ von Ordnung 6. Schreibe U := (¢®) < G und V := (¢*) < G.
Es ist

={1,U0,V}.
Sei ¢ ein Charakter von U . Da U und G abelsch sind, wird mit Korollar 118

[Ca(u)| Gl _
Z Crr () acu)cC o(u Z |U| Ou,e - p(u) = 0.

ueU uelU

Genauso wird auch @]‘G/(c) = 0 fiir jeden Charakter ¢ von V' ; sowie ¢1f(c) = 0 fiir jeden Charakter ¢
von 1.

Somit ist der triviale Charakter y; von G nicht Z-Linearkombination aus von Untergruppen aus M nach
G induzierten Charakteren, da ja x1(c) = 1.

Cf. Satz 161. Beachte, da3l M eine Teilmenge der fastzyklischen Untergruppen von G ist.

Aufgabe 51
Sei R C G so,dal G = | | .z 2U ist. Sei S C H so, dal H = | |
Dann ist G X H = ||, ,yerxs(@y)(U x V).

yes YV ist.
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Fir (g,h) € G x H wird

(e B )gay ((g.h) = 3 (¢ @ ¥)(@¥)g, h))

(z,y) € Rx S, (=:¥)(g,h) eUXV

= > > elg) ()

rze€R, zgeU yeS, vheV

= (> em)-( D W)

rz€e€R,zgecU yeS, vheV
G H

= ¢lglg) - Yly (h)
= (elo Bl ((g,h)) -

Aufgabe 52
Wir wollen das Problem von G auf As reduzieren.

Es ist |G| = (4% — 1)(4% —4) =22 .32 .5 = 180.

Seien 1= (1)), £2:= (1))t 1= ((3))  la= (2 ), 5 = (D)),

Die Menge {¢; : i € [1,5]} der Geraden, also der eindimensionalen Teilriume, von F? wird eine G-Menge
unter Verwendung der Tatsache, daf fiir g € G, also fiir einen Isomorphismus g von F7 nach F} , auch
das Bild einer Geraden unter diesem Isomorphismus g wieder eine Gerade ist.

Definieren wir o(g) € S5 durch wir £,(g)) = g; fiir i € [1,5], so erhalten wir einen Gruppenmorphismus

o

G —_— S5
g == oalg)-

Denn in der Tat ist
bognyiy = 9hti = glonyi) = Log)ola))
fir i € [1,5] und g, h € G, und also o(gh) = o(g) o o(h) fiir g, h € G.

Cf. Aufgabe 8.(2).

Wir wollen den Kern von o berechnen. Es ist g € Kerno genau dann, wenn of¢; = ¢; fiir alle i € [1,5].
Also ist {s-Es : s € U(Fy) } < Kerno. Wir wollen hierin die Gleichheit zeigen. Sei o(g) = 1. Schreibe

g= (‘ig) mit a, b, ¢, d € Fy. Aus gf; = {1 folgt ¢ = 0. Aus gls = {5 folgt b = 0. Aus gls = {5 folgt nun
a=d.

Folglich ist I := o(G) < S5 eine Untergruppe der Ordnung 60. Da S = I U7l = I U I7 fiir 7 € S5 N I,
ist 7I = I7 fiir T € S5, folglich I < S5. Da As/(INA5) =+ ITA5/A5 ist und da entweder TA5 = A5 oder

TA5 = Sy ist, ist entweder I = Ay oder I N Aj ein Normalteiler der Ordnung 30 in Aj. Da es letzteren
nach Aufgabe 11.(2) nicht geben kann, folgt I = Aj .

Wir behaupten folgenden Gruppenisomorphismus.

G y A5 X U(F4)
g = (olg) , det(g))

Es geniigt, die Surjektivitéit zu zeigen. Da o die Untergruppe Ajs als Bild hat, folgt dies bereits aus
(% 3) - (id, @?). Dies zeigt die Behauptung.
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Beachte, dafl U(Fy) ~ Cs.
Ohne Einschrinkung kénnen wir also G durch A5 x C3 wechseln. Sei C3 = (c).

Sei M’ eine minimale Menge von fastzyklischen Untergruppen von As mit der Eigenschaft, dafl

. Asg
md1M,

Duer VIU) V(As)
(ev)vem FH—— Y vem QPU@E)

surjektiv ist, i.e. daf} jeder irreduzible Charakter von A5 x C3 eine Z-Linearkombination aus von Unter-
gruppen aus M nach Aj induzierten Charakteren ist.

Sei M := {U xCz : U e M'}. Wir behaupten, dal M eine minimale Menge ist wie in der Aufgabe
verlangt.

Zunichst sollte M aus fastzyklischen Untergruppen bestehen. Sei U € M'. Schreibe U ~ C' x P, wobei
p € {2,3,5}, C zyklisch von Ordnung teilerfremd zu p und P eine p-Gruppe. Dann ist C x P x Cj
fastzyklisch, falls p = 3 oder falls (p € {2,5} und P zyklisch) oder falls (p € {2,5} und |C] #3 0).
Zu betrachten bleibt also der Fall p = 2 und P ~ Dg, wobei dann C' ~ C3. Es gibt aber in Aj keine
Untergruppe isomorph zu Dg x Cz, da Ca, ((1,2,3)) =((1,2,3)), da 20 = |55(1,2,3)| = | *5(1,2,3)|; cf.
Losung zu Aufgabe 42.(2).

Zeigen wir die Surjektivitit von ind]jltf5 “O5 Qe x ein irreduzibler Charakter von Ay . Sei 4 ein irreduzibler
Charakter von C3. Nach Voraussetzung ist y = zie[“] zig@i@f, wobei r > 0 ist, wobei z; € Z und
U; € M’ sind fiir ¢ € [1,r] und wobei ¢; ein irreduzibler Charakter von U ist fiir ¢ € [1,7]. Mit Aufgabe 51

ist also auch
A5 X Cg

xEBY = Z zchﬂgflﬂlﬁ = Z Zi(CPiBwNUlXCg :

i€[l,7] i€[1,7]
Nach Aufgabe 41 und obiger Behauptung zeigt dies, daf jeder irreduzible und damit jeder Charakter von
As x Cj eine Z-Linearkombination aus von Untergruppen aus M nach Ay x Cgz induzierten Charakteren
ist.
Zeigen wir nun die diesbeziigliche Minimalitdt von M.

. . . . . AsxC
Sei N C M eine echte Teilmenge von M. Sei angenommen, ind] N5X ?

SeiN’:{U<A5:U><C3€N}.EsistN’CM’,dennfﬁrU,U<A5folgtausU><Cg,:U><C3,
daB U = U ist.

Sei v der triviale Charakter von Cs .

sei surjektiv.

Wegen der Minimalitit von M’ gibt es einen Charakter x von As, welcher nicht im Bild von ind]%s’, liegt.
Dahingegen ist dank Aufgabe 41

A5 xC; As
XBvo = Z zi(pi DY)l e, = Z zipily, B ¥i ,

i€[1,r] i€[1,r]

fiir r > 0, z; € Z und U; € N’, und irreduzible Charaktere ¢; von As und ; von C3 geeignet gewihlt.
Einschriinken dieser Gleichheit auf Aj liefert wegen 1o(1) = 1 und ¢;(1) =1 fiir ¢ € [1, 7] die Gleichheit

AsxC: As A5 xC: As
X = (xBvo)la, = Z zi(pily, DY)la. ~ = Z zpily,
i€[1,7] i€[1,7]
und dies steht im Widerspruch dazu, dafl x nicht im Bild von ind}%s, liegt.
Dies zeigt die Behauptung.
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Es bleibt also eine Menge M’ wie beschrieben zu bestimmen, also bestehend aus fastzyklischen Unter-
gruppen von As mit der Eigenschaft, dafl

1nd1M,

SDverr VIU) V(As)
(pv)vem FH——— Yuem ¢U135

surjektiv ist, i.e. daf} jeder irreduzible Charakter von Ajs eine Z-Linearkombination aus von Untergruppen
aus M nach Aj induzierten Charakteren ist.

Zunéchst soll nun die Charaktertafel von Aj erstellt werden. Was die Charaktertafel von S; angeht,
cf. Losung zu Aufgabe 42.(2). Das Bahnenlemma, Lemma 5, werde stillschweigend verwendet.

Es ist Cs,((1,2,3)) = ((1,2,3),(4,5)), von Ordnung 6, woraus Ca.((1,2,3)) < Cs,((1,2,3)), und al-
so Ca,((1,2,3)) = ((1,2,3)), von Ordnung 3, folgt; was zur Folge hat, daB8 |45(1,2,3)| = 20 ist, i.e.
A5(1,2,3) = 551, 2,3).

Es ist desweiteren Cs,((1,2)(3,4)) = ((1,2),(3,4), (1,3)(2,3)), von Ordnung 8, woraus Cx,((1,2)(3,4)) <
Cs.((1,2)(3,4)), und also Ca, (( 2)(3,4)) = (( )(3,4), (1, 3)(2,4)), von Ordnung 4, folgt; was zur Folge
hat, daB | 45(1,2)(3,4)| = 20 ist, i.e. 45(1,2)(3,4) = 55(1,2)(3,4).

Schlieflich ist Cs.((1,2,3,4,5)) = {((1,2,3,4,5)), von Ordnung 5, woraus Cx.((1,2,3,4,5)) =
Cs,((1,2,3,4,5)) folgt; was zur Folge hat, daB |#5(1,2,3,4,5)] = 12 ist. Wir behaupten, daB
(45)(1,2,3,4,5) = (1,2,3,5,4) und (1,2,3,4,5) in As nicht zueinander konjugiert sind. Wire dem so,
dann wire (4°)(1,2,3,4,5) = 7(1,2,3,4,5) fiir ein 7 € Aj, also (4,5) o7 € Cs,((1,2,3,4,5)) < As und
somit 7 € (4,5)A5, was nicht der Fall ist. Genau wie eben folgt nun auch, daf |#5(1,2,3,5,4)| = 12 ist.

Wir ordnen Konjugationsklassenreprisentanten von As wie folgt an, darunter die Konjugationsklas-
senléngen.

id (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (1,2,3,54)
120 15 12 12

Wir schreiben Charaktere dementsprechend als Zeilenvektoren.

Sei ¢y := (11111) der triviale Charakter.

Sei 1y := x5,3ji55 = (410-1-1). Esist aj(t, o) = g5(4-4-141-1-20+0-0-15+ (=1)-(=1)- 12+
(=1)-(=1)-12) = 1. Also ist ) irreduzibel.

Sei i3 := X5,6Ji55 =(5-1100). Esist 5, (¢3, ¥3) = %(5-5-1+(—1)~(—1)~20—|—1-1-15+0~0-12+0-0~12) =1.
Also ist 13 irreduzibel.

Es fehlen uns noch zwei weitere irreduzible Charaktere von Aj, genannt 1, und 5 .
Aus ¥1(1)% + 2(1)2 + 3(1)% + (1) + 05(1)? = 60 und 94(1), ¥5(1) € Zx; folgt, daBl 14(1) = 3 und
1¥5(1) = 3 ist. Wir setzen

¢4 =: (3u v Ty )

¢5 = (3u' vz’ y') s
wobei u, v, z, y, v',v', 2,y € O, so da} nach unserem momentanen Kenntnisstand die Charaktertafel
von Aj die folgende Gestalt hat.

id (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (1,2,3,5,4)
S

1 20 1 12 12

o |1 1 1 1 1

Vo | 4 1 0 -1 -1

X(A;) = P3| b -1 1 0 0
Pg| 3 U v T Y

Us | 3 o' v ! y/
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Sei 0 := (4,5). Sei ¢, : A5 — A5, 7 °7; cf. Satz 123, Beispiel 126.
Zu 4 gibt es nun den irreduziblen Charakter ¢4 o ¢, ; cf. Aufgabe 33.(4).
Aus Gradgriinden kann nun nur ¢4 o ¢, = ¥4 oder ¥4 o ¢, = Y5 sein.

Ersteres hiefle zum einen (3uvyz) = (3uvaey), also x = y; zum anderen aber auch ¥5 o ¢, = 15, also
z' = y'. Die vertikale Orthogonalitétsrelation fiir die letzten beiden Spalten géibe 0 = 1-1+(—1)-(=1)+
0-0+x-T+a' 2/, also |z|*> + |2/|? = —2, was nicht geht.

Also gilt zweiteres, i.e. ¥40¢, = 15 . Somit ist u = v’ und v = v/ und x = ¢’ und 2’ = y. Die Charaktertafel
von Aj hat nach momentanem Kenntnisstand die folgende Form.

id (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (1,2,3,5,4)
5

1 20 1 12 12

o[ 1 1 1 1 1

o | 4 1 0 -1 -1

X(As5) = P3| 5 -1 1 0 0
g | 3 U v x Y

5| 3 U v y x

Die vertikale Orthogonalitéitsrelation fiir die erste und die zweite Spalte gibt
0=1-144-145-(-)+3-u+3-u = 6u,

und also u = 0.

Die vertikale Orthogonalititsrelation fiir die erste und die dritte Spalte gibt
0=1-144-04+5-143-v+3-v = 6+ 6v,

und also v = —1.

Die vertikale Orthogonalitiitsrelation fiir die vierte mit der dritten Spalte gibt nun 0 =1-14 (—1)-0+
0-1+z-(-1)+y-(-1),alsoy=1—uz.

Die Charaktertafel von As hat nach momentanem Kenntnisstand die folgende Form.

id (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (1,2,3,5,4)

1 20 15 12 12

P | 1 1 1 1 1

Yo | 4 1 0 -1 -1

X(A5) = P3| 5 -1 1 0 0
Y| 3 0 -1 T 11—z

Y5 | 3 0 -1 11—z T

Mit ¢4 = (301 2 1-2) ist nun auch 14, = (30-17 1-7 ) ein irreduzibler Charakter von Ajs; cf. Aufga-
be 25.(3).

Wire * ¢ R, dann wiire ¢, = 5. Die horizontale Orthogonalitiitsrelation giibe 0 = 4, (14, 1¥5) =
a5(1-3-3420-0-0+15-(=1)-(=1)+12-2-2+12- (1 —=2) (1 —)), also 2*> —x + 3 = 0, also
T = %(1:&1\/5), also - T = % ¢7Z =0nNQ. Aber mit z € O ist auch T € O, und somit = - T € O, und
wir haben einen Widerspruch.

Also ist # € R. Dann aber gibt die horizontale Orthogonalitétsrelation 1 = A/ (14, ¥4) = g5(1-3 -3+

20:0-0415-(=1)- (-1)+12-z-2+12- (1 —2)- (1 —2)), also 2> —z — 1 =0, also z = $(1 £ V/5).
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Nach eventuellem Vertauschen von ¥4 und 5 erhalten wir also

id (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (1,2,3,5,4)

1 20 15 12 12
P [ 1 1 1 1 1
o | 4 1 0 -1 -1
X(A5) = P3| 5 -1 1
Yal| 3 0 -1 %(1+\/5) (1 JE)
U5 3 0 -1 3(1-v5) 31+VH)

Wir kénnen nun auch Beispiel 126 nochmals illustrieren. In der dortigen Notation kénnen wir D =

{id, (4,5)} = {1,0} nehmen. Es ist ¥4 0 c¢ = 15 # 1ha. Also ist 7,[)4&55 irreduzibel nach Mackey. In
der Tat wird, wenn wir ¥4 mit dem Wert 0 auf ganz Ss fortsetzen,

$ai> (id) = 2. qu(id) - 6

Y st ((1,2)) = a((1,2)) + ¥a(7(1,2)) = 0
((1 2,3)) = 4((1,2,3)) +¥4(°(1,2,3)) = 0
((1 2,3,4)) = 4((1,2,3,4)) +¥4(°(1,2,3,4)) = 0
((1 2,3,4,5)) = 4((1,2,3,4,5)) +4((1,2,3,4,5)) = 1
((1,2)(3 4)) = $4((1,2)(3,4)) + ¥4(°(1,2)(3,4)) = -2
((1 2,3)(4,5)) = 9((1,2,3)(4,5)) +¥4(°(1,2,3)(4,5)) = 0,

S
und somit 4] A55 =(60001-20) = x5,5 in der Notation der Losung zur Aufgabe 42.(2).

Nun zur Bestimmung einer Menge M'.

Sei Vy := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)). Es ist V4 abelsch und hat die Représentanten der (einelementigen)
Konjugationsklassen id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4) und (1,4)(2, 3). Ein Charakter von Vj ist gerade ein Grup-
penmorphismus von V4 nach U(C). Wir schreiben solche Charaktere als Zeilenvektoren beziiglich der wie
eben angegeben geordneten Konjugationsklassenreprisentanten. Fiir einen Charakter ¢ von V4 wird mit
Korollar 118

ey (i) = 15-¢(id)
P ((1,2)(3,4) = ((1,2)(3,4)) + 2((1,3)(2,4)) + #((1,4)(2,3)) -
Alle anderen Werte sind null. Eine Koeffizientenberechnung via Skalarprodukte liefert
(1111)1{“}5 = (150300) = 1y +ho+ 23
(11—1—1)]{“}5 = (150-100) = )g+13+1g+ 5.

Die weiteren irreduziblen Charaktere von Vy, viz. (1 -11-1) und (1-1-11), liefern dann nichts neues
mehr.

Sei Cs := ((1,2,3,4,5)). Es ist Cs abelsch und hat die Représentanten der (einelementigen) Kon-
jugationsklassen id, (1,2,3,4,5), (1,3,5,2,4), (1,4,2,5,3) und (1,5,4,3,2). In S; ist (1,3,5,2,4) =
(2:354)(1,2,3,4,5), (1,4,2,5,3) = @453)(1,2,3,4,5), (1,5,4,3,2) = 25G4)(1,23 4 5), sodaB
(1,2,3,4,5) und (1,5,4,3,2) in A5 zu (1,2,3,4,5) konjugiert sind, und (1,3,5,2,4) und (1,4,2,5,3)
u (1,2,3,5,4). Ein Charakter von Cjy ist gerade ein Gruppenmorphismus von Cs nach U(C); cf. Bei-
spiel 86.(2). Wir schreiben solche Charaktere als Zeilenvektoren beziiglich der wie eben angegeben geord-
neten Konjugationsklassenrepréisentanten. Sei (5 := exp(27i/5). Fiir einen Charakter ¢ von Cs wird mit
Korollar 118

iy (id) = 12-(id)
00((1,2,3,4,5) = o((1,2,3,4,5)) + ¢((1,5,4,3,2))

@1
eiv?((1,2,3,5,4)) = o((1,3,5,2,4)) + ¢((1,4,2,5,3)) .
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Alle anderen Werte sind null. Eine Koeffizientenberechnung via Skalarprodukte liefert

As
(11111)7c, = (120022) = Y1 +vY3+Ys+Ps
A
(1) e = (1200 G¢t G+¢2) = P2 +1P3+ 1y
A
(1) lor = (1200 G+ G+d) = Yo+ b+ s .

Hierzu beachten wir noch, dafl £ := (5 + (3 eine positive reelle Zahl ist und &2 + ¢ — 1 = 0 erfiillt, woraus
£E= %(—1 +1/5) folgt; sowie, daB (24+(2 = —1—¢ = %(—1 —+/5) ist. Die weiteren irreduziblen Charaktere
von Cjy liefern dann nichts neues mehr.

Sei Cs := ((1, 2, 3)). Es ist C3 abelsch und hat die Représentanten der (einelementigen) Konjugationsklas-
sen id, (1,2, 3) und (1, 3,2). Ein Charakter von Cj ist gerade ein Gruppenmorphismus von Cg nach U(C);
cf. Beispiel 86.(2). Wir schreiben solche Charaktere als Zeilenvektoren beziiglich der wie eben angegeben
geordneten Konjugationsklassenrepriisentanten. Sei (3 := exp(27i/3). Fiir einen Charakter ¢ von C3 wird
mit Korollar 118

s (id) = 20 p(id)

pics((1,2,3) = ¢((1,2,3) +((1,3,2)) .

Alle anderen Werte sind null. Eine Koeffizientenberechnung via Skalarprodukte liefert

(111)1é§ U1+ 292 + Y3 + Yy + U5

(1) Tol = (20 -1000) = g+ 205+ s+ 15 -

= (202000)

Der weitere irreduzible Charakter von Cs liefert dann nichts neues mehr.

Sei nun M’ := {V,, Cs, Cs }. Das Bild von ind}?j’, kann durch das Z-lineare Erzeugnis der Spalten der
folgenden Matrix beschrieben werden, wobei die i-te Zeile zu 1); gehore fiir ¢ € [1, 5], und wobei die ersten
zwei Spalten von Vy, die néchsten drei Spalten von Cs und die letzten zwei Spalten von Cgz stammen.

1010010
1110121
2101112
0111011
0111111

Es ist indﬁf, surjektiv, da das Elementarteilertupel dieser Matrix sich zu (1,1,1,1, 1) ergibt.

Ferner ist M’ minimal, da sich nach Weglassen der zu V4 gehorigen ersten zwei Spalten das Elementar-
teilertupel (1,1,1,1,0) ergibt, da sich nach Weglassen der zu Cs gehoérigen ndchsten drei Spalten das
Elementarteilertupel (1,1,1,0) ergibt und da sich nach Weglassen der zu Cs gehorigen letzten zwei Spal-
ten das Elementarteilertupel (1,1,1,1,3) ergibt.

Beachte, daf3 nach Identifikation von G mit As x C3 unser M’ die Menge M = { V4 xC3, C5xC3, C3xC3 }
liefert. Hierin ist die fastzyklische Gruppe V4 x C3 weder eine p-Gruppe fiir eine Primzahl p noch eine
zyklische Gruppe.

Beachte ferner, daf3 alle verwendeten nach As induzierten Charaktere Grad 1 haben; cf. Korollar 162.
Aufgabe 53

(1) Seien z, g, h € G. Esist *g,h] = “g~h~gh = (“g)~ (*h)~(g)(*h) = [*g, “h].
Also ist fiir x € G auch
G = *|g,h] :g,h €G)
(lg:h] : g, h € G)
([%g, *h] : g, h € G)
< G
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Somit ist G’ < G.
Seien nun z, y € G gegeben. Es wird (2G')(yG') = zyG’ = yxz~y 2yG' = yzlz,y|G' = yaG =
(yG')(zG"). Also ist G/G’ abelsch.

Sei ¢ : G— A ein Gruppenmorphismus in eine abelsche Gruppe A. Fiir g, h € G wird

¢(lg,h]) = ¢(g7h"gh) = ¢(9)"w(h)"@(g)e(h) = w(h)"w(9)"¢(g)p(h) = 1. Also ist p(G') = 1.
Somit ist ¢ : G/G' — A, gG' —— 3(gG") := p(g) ein wohldefinierter Gruppenmorphismus. Nach
Konstruktion ist gop = ¢. Da p surjektiv ist, ist ¢ durch diese Gleichheit auch eindeutig festgelegt.
Nach Aufgabe 33.(4) ist ¢ wohldefiniert. Da p surjektiv ist, ist ¢ injektiv.
Wir wollen «(Irr(G/G’)) L { €rr(G) : ¥(1) =1} zeigen.
Ad C. Dank (1) ist G/G’ abelsch. Daher ist x(1) = 1 und folglich ¢(x)(1) = (x o p)(1) = x(1) =1
fiir x € Irr(G/G") ; cf. Beispiel 86.(3).
Ad D. Sei ¢ € Irr(G) mit (1) = 1. Dann ist die zu ¢ gehérige Darstellung gegeben durch
¢ : G— GL1(C), g— ¢(g) := ¥(g), da hier die Spur keinen Effekt hat. Da GL;(C) abelsch ist,
ist G’ < Kern . Dank (1) gibt es folglich genau einen Gruppenmorphismus ¢ : G/G’ — GL(C)
mit @ o p = . Ist ¢ der zur Darstellung @ gehorige Charakter, so folgt ¢(¢)) = .
Da G /G’ abelsch ist, ist |G/G'| = |Irr(G/G")|; cf. Beispiel 86.(3) und Lemma 87. Mit dem eben
Gezeigten folgt daraus |G/G’| = |Irr(G/G")| = |[{¢ € Irr(G) : (1) =1}
Es ist

{1} = {2z €G/G" : x(z) =1 fir x € r(G/G") } ,

da X(G/G’) keine zwei iibereinstimmenden Spalten an verschiedenen Positionen haben darf; cf.
Satz 90.(2). Folglich ist

G = {ge€G: x(plg)=1tfir x e rr(G/G") }
= {ge€G: ¢Y(g) =1firalle y € Irr(G) mit (1) =1} .

Seien x, fiir s € [1,t] die paarweise verschiedenen irreduziblen Charaktere von G.
Dann ist x,(1) € {1,p,p?,p?} fiir s € [1,]; cf. Satz 102. Schreibe

a; = [{se[l,t] : xs(1) =p"}| € Zxo
fiir j € [0, 3].
Da Zse[u] xs(1)? = |G| = p? ist nach Lemma 87 (oder nach Satz 90.(2)), ist Zje[o,g] a;p¥ = p°.
Somit sind as = 0, az = 0 und ag + a1p?® = p°.

Wegen der Existenz des trivialen Charakters ist ag > 1; cf. Korollar 82. Aus ag =2 ag + ap? =
p? =p2 0 folgt, daf wir ag = p2a), mit a)) € Z>; schreiben kénnen.

Somit ist aj + a1 = p.

Dank (2) ist app® = ag = |G/G’| und also ein Teiler von |G| = p3.

2)

Wir hétten oben auch ag (: |G/G’| = 1 verwenden kénnen.

Da G nichtabelsch ist, ist |G'| # 1, also |G/G’| # p®. Es folgt |G/G’| = p?, somit also |G’| = p.
Ferner folgt aj = 1 und also a3 = p — 1.

Seien x, fiir s € [1,¢] die paarweise verschiedenen irreduziblen Charaktere von G.
Dann ist ys(1) € {p® : i € [0,k] } fiir s € [1,¢]; cf. Satz 102. Schreibe

aj = |{s€[Lt] : xa(1) =p"}| € Zxo

fiir j € [0, &].
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Da 3 cng xs(1)? = |G| = p* ist nach Lemma 87 (oder nach Satz 90.(2)), ist > ic0.4] a;p® = p*.
Es ist 4

apg =p2 Z aijJ :pk =p2 0.

JE[0,K]

Dank (2) ist ag = |G/G’| und also ein Teiler von |G| = p*.
Es folgt |G/G'| = p® fiir ein i € [2, k], somit also |G’| = p’ fiir ein j € [0,k — 2].
Somit haben wir den surjektiven Gruppenmorphismus G —» G/G’ mit G/G’ abelsch und von
Ordnung p* mit ¢ € [2, k].
Bleibt zu zeigen, daB jede endliche abelsche Gruppe H von Ordnung p’ mit ¢ > 2 eine Unter-
gruppe U von Ordnung p hat. Denn dann bekommen wir einen surjektiven Gruppenmorphismus
H — H/U mit |H/U| = p*~'. Mit Induktion iiber £ > 2 erhalten wir einen surjektiven Gruppen-
morphismus von H /U nach C, x C, oder nach C,2 , sodafl wir zu einem surjektiven Gruppenmor-
phismus von H nach C, x C,, oder nach C,> komponieren kénnen.

Zur Konstruktion von U wihlen wir nun ein Element A € H ~\ {1}. Dann hat h die Ordnung p™
fiir ein m € [1,4]. Setze U := (h®™ ). Dann ist |U| = p.

Alternativ kann man den Satz von Cauchy zitieren.
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