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Vorwort

Polynomringe

Wir betrachten den Polynomring C[X, Y] in den zwei Variablen X und Y. Genauer gesagt,
ist dies eine C-Algebra. Darin ist ein Ideal eine Teilmenge, die die Null enthélt und unter
C[X, Y]-Linearkombinationen abgeschlossen ist. Fiir Polynome u;(X,Y), ..., u,(X,Y)
in C[X, Y] haben wir das Idealerzeugnis

(u1(X,Y), ..., u,(X,Y))
= {s1(X,Y) (X, Y) 4+ -+ 5,(X,Y) - u, (X, Y) 0o s1(XVY), .o, sn(X)Y) € CIX, Y]}
C C[X,Y]

als kleinstes Ideal, das diese vorgegebenen Polynome enthélt.

Als maximales Ideal in C[X,Y] bezeichnet man eines, das eine echte Teilmenge von
C[X,Y] ist und das zwischen sich und C[X, Y] kein weiteres Ideal liegen hat.

Die maximalen Ideale in C[X, Y] sind alle von der Form (X —a,Y —b) fiir einen gewissen
Punkt (a,b) € C%. Man kann so jedem Punkt der komplexen Ebene in bijektiver Weise
ein maximales Ideal zuordnen.

Sei nun f(X,Y) € C[X,Y] ein Polynom in zwei Variablen.

Man denke etwa an Y — X?, welches als Nullstellenmenge eine Parabel hat. Oder aber an
Y2 — X3 wessen Nullstellenmenge eine Spitze, also eine Singularitéit, im Ursprung hat.

Wann liegt der Punkt (a,b) in der Nullstellenmenge von f(X,Y)? Genau dann, wenn
das Ideal (f(X,Y)) im Ideal (X — a,Y — b) enthalten ist. Bijektiv ersetzt kann man
also die Nullstellenmenge von f(X,Y) ansehen als Menge aller maximalen Ideale, die
(f(X,Y)) enthalten. Diese stehen dann wieder in Bijektion zu den maximalen Idealen der
Faktoralgebra

CIX,YJ/(F(X)Y)) = {g(X,Y) + (f(X,Y)): g(X,Y) € CIX, Y]}
Um die Nullstellenmenge von f(X,Y') zu studieren, kann man also die maximalen Ideale

von C[X,Y]/(f(X,Y)) untersuchen.

Lafit sich dieser C-Algebra entnehmen, ob die Nullstellenmenge eine Singularitit hat? Ja,
das geht. So etwa ist die Lokalisierung von C[X,Y]/(Y? — X?) an (X — 0,Y — 0) keine
regulérer lokaler C-Algebra mehr.

DaB (a,b) in der Nullstellenmenge von f(X,Y") liegt, 148t sich auch so ausdriicken, daf es



den surjektiven C-Algebrenmorphismus

CIX,Y]/(f(X,Y)) — CX,Y]/(X—-a,X -0
g X, Y)+ (f(X,Y)) = gX,)V)+ (X —a,X —b)

gibt. Allgemeiner, sind ¢ und 9 Ideale von C[X, Y], dann liegt die Nullstellenmenge von
¢ in der Nullstellenmenge von 0, falls es den surjektiven C-Algebrenmorphismus

CIX,Y]/o — C[X,Y]/c
g X, Y)+0 — g(X,)Y)+¢

gibt. Will man also das Verhalten von Nullstellenmengen von Polynomen untereinander
studieren, so hat man C-Algebrenmorphismen zu studieren.

Kommutative Algebren

Sei C' ein kommutativer Ring.

Seien R und S kommutative C-Algebren. Sei S Iy R ein C-Algebrenmorphismus. Ist
m C R ein maximales Ideal, dann ist f~!(m) C S im allgemeinen kein maximales Ideal
mehr, sondern nur noch ein Primideal. In anderen Worten, auch wenn R/m ein Korper
ist, ist S/f~!(m) zu einer Teilalgebra von R/m isomorph und damit i.a. nur nullteilerfrei,
i.e. ein Integritétsbereich.

Daher betrachtet man Primideale, i.e. Ideale p C R mit R/p Integritéitsbereich. Fiir ein
Primideal p C Rist auch f~!(p) C S ein Primideal. Dieser Begriff hat also die erforderliche
Stabilitét.

Die Menge der Primideale von R heifit auch das Spektrum Spec(R) und ist eine ver-
allgemeinerte Version des Begriffs der Nullstellenmenge eines Polynoms; verallgemeinert
auch in der Hinsicht, daf§ nicht notwendig maximale Primideale als neu hinzugekommene
Punkte akzeptiert werden.
Der C-Algebrenmorphismus

s LR
induziert einen Morphismus

Spec(95) Sreld) Spec(R)

7)) =
Ist f surjektiv, wie im obigen Beispiel, dann ist Spec(f) injektiv.

Nun kann man die Dimension von Spec(R) definieren als maximale Zahl der Inklusionen
in einer echten Kette von Primidealen von R.

So etwa gibt die echte Kette von Primidealen (0) C (X) C (X,Y), da Spec(C[X,Y])
die Dimension 2 hat, was dem entspricht, dafl die zu dieser C-Algebra gehorige komplexe
Ebene C? zweidimensional ist.



Aus der Geometrie stammen eine Reihe weiterer Fragen. So etwa kann man die Nullstel-
lenmenge des Polynoms (Y — X?)3-(Y?+4 X2 —1) in ihre Bestandteile zerlegen, namentlich
die Nullstellenmengen von Y — X2 und von Y2 + X? — 1, und das Zusammenfiigen der
Bestandteile geschieht durch eine nicht disjunkte Vereinigung von Parabel und Kreis.
Allgemeiner fithrt diese Zerlegungsfrage zur Primérzerlegung eines Ideale in einer kom-
mutativen C-Algebra.

Organisatorisches

Inhaltlich orientieren wir uns an bekannten Darstellungen der Materie wie [6], [2], [5],
wobei ich auch aus [3], [4], [8], [1] vieles lernen konnte. Die Verantwortung fiir Fehler
und Unklarheiten im vorliegenden Skript trage ich natiirlich selbst. Fiir diesbeziigliche
Hinweise bin ich dankbar.

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse iiber Lineare Algebra, insbesondere der Be-
griff der abelschen Gruppe.

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Wegen laufender Anderungen wird empfohlen, sich wihrend des Semesters nur die Datei
regelméflig zu erneuern und erst am Ende einen Ausdruck zu erstellen.

Dank geht an ANDREY KHARITENKO fiir Vereinfachungen und Korrekturen. Dank geht
an JONAS DALLENDORFER, SVEA DORING, JOACHIM FUCHS und ALEXANDER MAR-
ROQUIN NiIscCH fiir Korrekturen.

Stuttgart, im Wintersemester 2017/18

Matthias Kiinzer



Konventionen. Seien X, Y, Z Mengen. Sei R ein kommutativer Ring.

e Esist N=1{0,1,2,3,...}.
o Ist a € Z, so schreiben wir Z>, :={z€Z: a<z}.

e Sind a, b € Z, so schreiben wir [a,b] :== {2z € Z: a < z < b} fiir das ganzzahlige
Intervall.

o Fiir z, 2’ € X sei 0,, :=1fallsz =y und 0,, :=0 falls z # y.
e Es stehe “fiir x € X7 kurz fiir “fiir alle v € X”.
e Es bedeutet Y C X, dal Y C X und Y # X ist.
e Es bezeichnet id = idx die identische Abbildung von X nach X.

e Sei f: X — Y eine Abbildung. Sei X’ C X, Y’ C Y und f(X’) C Y’. Wir schreiben
fle: X' —Y' o'+ f(a') fiir die Einschriankung. Ist Y’ = Y, so schreiben wir
auch f|x = f|% . Ist X’ = X, so schreiben wir auch f|¥" := f|¥.

e Ist f: X — Y bijektiv, so bezeichnet hiufig f~ := f~!: Y — X ihre Umkehrab-
bildung, i.e. f~ o f =idx und fo f~ =idy.
Ist f: X — Y eine Abbildung und ist Y' C Y, so schreiben wir f~1(Y’) := {x €
X : f(z) € Y'} fur das Urbild von Y’ unter f.

e Sei (X, <) ein Poset, i.e. eine teilgeordnete Menge (partially ordered set).

Es heiit © € X minimal, falls es kein y € X mit y < x gibt. Es heifit € X initial,
falls z < z fiir alle z € X gilt. Es heifit x € X mazimal, fallses keiny € X mit x < y
gibt. Es heifit x € X terminal, falls z < x fiir alle z € X gilt. Es existieren hochstens
ein initiales und hochstens ein terminales Element in X. Fiir a € X schreiben wir
Xogi={ze€eX:x>a},etc

e Sei A eine additiv geschriebene abelsche Gruppe; i.e. die Addition (+) : Ax A — A
sei assoziativ, kommutativ und habe ein neutrales Element 0 = 04 ; ferner habe jedes

Element a € A ein additiv inverses Element —a mit a + (—a) = 0. Wir schreiben
oft kurz 0 := {0}.

e Sei I eine Menge. Sei X; eine Menge fiir ¢ € I. Schreiben wir | |,., X; fir J,.; X,
so bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB X; N X; = 0 ist fir ¢, j € [ mit i # j.
Ist n € Z>1 und ist I = [1,n], so schreiben wir auch Xi U... U X, := [ |y ) X

e Sind a, b, x € R, so bedeute a =, b, daf es ein r € R mit a — b = rx gibt.

e Fiir r € Rund d, i € Z= schreiben wir 7% := (@),

eInRist) . yri:=0und [ =1



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Kommutative Ringe und Ideale

1.1.1 Kommutative Ringe

Definition 1 Ein kommutativer Ring ist eine Menge R, zusammen mit einer Abbildung
(+): RxR— R: (a,b) —a+10,

und einer Abbildung
(): RxR— R: (a,b)—a-b,

derart, da die Eigenschaften (1,2,3,4,5) gelten.

1) Esist (R, +) eine abelsche Gruppe.

2) Esist (a-b)-c=a-(b-c) fira, b, c € R.

4

(1)

(2)

(3) Esista-b="b-afira, b € R.

(4) Es gibt ein Element 1z € R mit 1z -a = a fiir a € R.
(5)

5) Esist (a+d)-b=a-b+d -bfira,d, beR.

Die Abbildung (+) wird Addition genannt. Die Abbildung (-) wird Multiplikation genannt.
Das additiv neutrale Element schreiben wir 0 = O .

Oft schreiben wir 1 := 1. Es ist das Element 1 durch die Eigenschaft (4) festgelegt, da
ein weiteres Element 1’ mit dieser Eigenschaft 1’ =1-1"=1"-1 =1 erfiillt.

Esist0cra=0-a+0-a—0-a=(0+0)-a—0-a=0-a—0-a=0 fira € R.
Oft schreiben wir ab :=a - b fiir a, b € R.



Sei R* := R~ {0} C R.
Sei U(R) :={x € R: esgibteiny € Rmitzy =1} C R.

Ist zy = 1 = xy fiir gewisse y, ¥y € R, dann ist y = yxy’ = y'. Wir schreiben auch

T =xli=y.

Es ist U(R), zusammen mit (-)\ggng( R+ €ine abelsche Gruppe, die Finheitengruppe von
R. Cf. Aufgabe 1.

Bemerkung 2 (und Definition) Es gibt den Nullring 0, welcher nur ein einziges Ele-
ment 0y = 1 enthélt.

Ist umgekehrt in einem kommutativen Ring R die Gleichheit 0z = 1y erfiillt, dann ist fiir
xr € Rauch z =1 -2 =0 -z = 0g, so dafl der Nullring vorliegt.

Definition 3 Ein kommutativer Ring R heif$t Integritdtsbereich oder integrer Ring, falls
Or # 1 ist und falls fiir a, b € R aus a-b = 0 folgt, dal a = 0 oder b = 0 ist.

Bemerkung 4 Fin kommutativer Ring R, in welchem Og # 1g gilt, ist ein Integritdts-
bereich genau dann, wenn die Abbildung

Aa
R = R
r = ax

ingektiv ist fir alle a € R*.

Beweis. Es ist A\, ein Gruppenmorphismus auf der additiven abelschen Gruppen R. Also
ist fiir a € R* die Abbildung A, injektiv genau dann, wenn ihr Kern gleich 0 ist, i.e. wenn
fiir b € R aus ab = 0 auch b = 0 folgt. 0

Definition 5 Ein kommutativer Ring R heifit Kdrper, falls 0O # 1p ist und falls die
Abbildung

Aa
R = R
xr — ax

bijektiv ist fiir alle a € R*.
Mit anderen Worten, ein kommutativer Ring R ist ein Korper, falls () # R* = U(R) ist.

Beispiel 6

(1) Esist Z ein Integritétsbereich.

(2) Es sind Q, R und C Korper.



10

Definition 7 Seien R, S und 7" kommutative Ringe.
Eine Abbildung R Iy S heit Ringmorphismus, falls (1,2,3) gelten.

(1) Esist f(x+y) = f(z)+ f(y) fir z,y € R.
(2) Esist f(z-y) = f(z)- f(y) firz,y € R.
(3) Es ist f(lR) :15.

Ist R L S ein Ringmorphismus, so ist f(0) = f(0) + f(0) — f(0) = f(0+0) — f(0) =
£(0) — £(0) =0,

Ist R L S ein Ringmorphismus und € U(R), so ist f(z)- f(z7) = f(xz-27) = f(1) =1,
mithin f(z) € U(S) und f(z7) = f(x)~.
Esist R ‘% R ein Ringmorphismus.

SindRL S % T gegebene Ringmorphismen, dann ist auch R 1, T ein Ringmorphimus.

Ist f ein bijektiver Ringmorphismus, dann ist auch f~ ein Ringmorphismus; cf. Aufga-
be 5.(1). Ein bijektiver Ringmorphismus heifit Ringisomorphismus. Gibt es einen Ringi-
somorphismus von R nach S, so heilen R und S isomorph, geschrieben R ~ S.

Definition 8 Sei R ein kommutativer Ring.

Eine abelsche Untergruppe R’ C R heifit Teilring von R, falls 1 € R’ liegt und falls fiir
',y € R auch 7'y € R liegt.

Diesenfalls ist R’ mit der auf R’ eingeschrankten Addition und der auf R’ eingeschrankten
Multiplikation ein Ring.

Die Inklusionsabbildung R’ < R: 2’ — 2’ ist ein Ringmorphismus.

Bemerkung 9 Seien R und S kommutative Ringe. Sei R Iy S ein Ringmorphismus.
Dann ist f(R) C S ein Teilring.

Beweis. Es ist 15 = f(1g) € f(R).

Seien 2/, y' € f(R). Schreibe 2’ = f(z) und 3 = f(y) fiir gewisse Elemente z, y € R.
Dann wird 2’ + ' = f(z) + f(y) = f(xr + y) € f(R). Ferner wird 2’ - ¢/ = f(z) - f(y) =
f(z-y) € f(R). :

Definition 10 Sei I eine Menge. Sei R; ein kommutativer Ring fiir ¢ € 1.
Wir betrachten das cartesische Produkt R := [[,.; Ri = { (3)ics : mi € Rfiiri € I'}.

Oft schreiben wir kurz (r;); := (7;)ier -
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Seien Addition und Multiplikation auf R erklart durch

(ri)i + (ri)i = (ri+ri
(ri)i - (ri)i (ri - )i

fiir (7’7;)1', (T’/)l € R.

)

Sei ferner
1R = (1Rz)l .

Mit dieser Addition, dieser Multiplikation und diesem Element 1z wird R ein kommuta-
tiver Ring, direktes Produkt von (R;);c; genannt.

Fiir 5 € I ist die Projektionsabbildung

s
RN Rj
(7"2‘ i T

ein Ringmorphismus.
Ist I = [1,n] fiir ein n € Z-1, so schreiben wir auch Ry X Ry X -+ X R, := Hie[l,n] R; fir
das direkte Produkt.

Beispiel. Es ist Q x Q kein Integritédtsbereich. In der Tat ist (1,0)-(0,1) = (0,0) = Ogxq
aber (170) 7é OQXQ 7é (07 1)
Bemerkung 11 (Universelle Eigenschaft des direkten Produkts)

Sei I eine Menge. Sei R; ein kommutativer Ring fir i € 1. Schreibe R = []
Definition 10.

Ri ; Cf'

el

Seir T ein kommutativer Ring. Sei T LN R; ein Ringmorphismus fiir i € 1.
Dann gibt es genau einen Ringmorphismus T L R mit mot=t; firi€ I, namentlich
T 5% R
Beweis. Nach Konstruktion ist ¢ die einzige Abbildung von T nach R mit m; ot = t; fiir
1€ 1.
Es bleibt zu zeigen, daf ¢ ein Ringmorphismus ist.
Esist t(17) = (t;(1)); = (1g,)i = 1g.
Fir z, y € T ist
tae+y) = (Lilz+y) = ilx) +ty) = (@) + G:(y): = tz) +ty)

und

tz-y) = (tilr-y) = @) -y) = C@))i- L) = Hz)-Hy) -
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1.1.2 Kommutative Algebren
iiber einem kommutativen Grundring

Sei R ein kommutativer Ring.

Es wird R die Rolle des Grundrings spielen.

Definition 12 Eine kommutative R-Algebra ist ein Ring S, zusammen mit einem Ring-
morphismus R~ S. Oft schreiben wir kurz S := (S, a).

Man nennt eine kommutative R-Algebra auch eine kommutative Algebra iiber R.
Der Ringmorphismus « heifit auch Strukturmorphismus der R-Algebra S = (S, «).

Oft schreiben wir kurz r := «(r) fiir r € R.

Fiir einige der im folgenden einzufithrenden Begriffe und Sachverhalte wird der Struktur-
morphismus nicht ben6tigt, wir kénnten also fiir diese ebensogut blofle kommutative Ringe
betrachten. Ich ziehe es aber vor, nicht allzuhéufig den Kontext zu wechseln. Kommuta-
tive Ringe konnen als Z-Algebren aufgefafit werden; genauer, der Vergiifunktor von den
Z-Algebren in die kommutativen Ringe, der den Strukturmorphismus vergifit, ist eine Aqui-
valenz. Cf. Aufgabe 5.

Definition 13 Seien kommutative R-Algebren S = (S,«), T'= (T,58) und U = (U,~)
gegeben.

Ein R-Algebrenmorphismus von S nach T ist ein Ringmorphismus S Iy 7 mit foa=p.
)
R

Esist S 5 S ein R-Algebrenmorphismus.

S

Snd S L 7 & U gegebene R-Algebrenmorphismen, dann ist auch S 2L U ein
R-Algebrenmorphismus.

Ist f ein bijektiver R-Algebrenmorphismus, dann ist auch f~ ein R-Algebrenmorphismus;
cf. Aufgabe 5.(2). Ein bijektiver R-Algebrenmorphismus heifit R-Algebrenisomorphismus.
Gibt es einen R-Algebrenisomorphismus von S nach T, so heiflen S und T isomorph,
geschrieben S ~ T

Definition 14 Sei S = (5, a) eine kommutative R-Algebra.

Eine abelsche Untergruppe S’ C S heifit R-Teilalgebra von S, falls S’ C S ein Teilring ist,
fiir welchen a(R) C S’ liegt.

Diesenfalls ist S" zusammen mit «|% eine R-Algebra.

Die Inklusionsabbildung S’ < S: 2’ — 2’ ist ein R-Algebrenmorphismus.
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Bemerkung 15 Seien S = (S,«) und T' = (7, f) kommutative R-Algebren. Sei S L
ein R-Algebrenmorphismus.

Dann ist f(S) C T eine R-Teilalgebra.

Beweis. Dank Bemerkung 9 ist f(S) ein Teilring von T
Ferner ist S(R) = (f o a)(R) C f(5). 5

Definition 16 Sei I eine Menge. Sei S; = (5;, «;) eine kommutative R-Algebra fiir i € I.
Wir betrachten das direkte Produkt S := [],.; S;. Dies ist ein Ring; cf. Definition 10.
Sei R % S: 7+ (ay(r));. Es ist a ein Ringmorphismus; cf. Bemerkung 11.

So wird S = (5, «) eine R-Algebra, direktes Produkt von (S;);c; genannt.

Fiir 5 € I ist die Projektionsabbildung

5

- S j
(si)i Sj
ein R-Algebrenmorphismus.

Ist I = [1,n] fiir ein n € Z>1, so schreiben wir auch S; x Sy x -+ x S, =[]
das direkte Produkt.

i€[l,n

Bemerkung 17 (Universelle Eigenschaft des direkten Produktes)
Sei I eine Menge. Sei S; = (S;, o) eine R-Algebra fiir i € I. Schreibe S := [[..; Si; cf.
Definition 16.
Sei T'= (T, ) eine R-Algebra. Sei T L S, ein R-Algebrenmorphismus fiiri € 1.
Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus T L S mit mot =t firi e I,
namentlich
T 5 S
Tr

(ti(z))i -

Beweis. Nach Konstruktion ist ¢ die einzige Abbildung von T nach R mit m; ot = t; fiir
1€ 1.

Es bleibt zu zeigen, daf} ¢ ein R-Algebrenmorphismus ist.
Dank Bemerkung 11 ist ¢ ein Ringmorphismus.

Fir r € R ist
(toB)(r) = (L(B(r)i = (au(r)) = alr).

Mithin ist t o 8 = «a. o
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Definition 18 Sei [ eine Menge.
Sei X ={X;: i €I} eine Menge, wobei die Abbildung I — X : ¢ — X, bijektiv sei.
Schreibe

E; = { (€;)icr € HZ>0 : die Menge {i € T: e¢; A0} ist endlich} )

icl

Wir schreiben oft (e;); := (€;)ier -
Fiir ¢/ = (€});, €’ = (e//); € Eyist auch ¢’ +¢” := (e, +¢€/); € E.
Sei

R[X] = {(re)eer, € H R : die Menge {e € Ey: r. # 0} ist endlich } .

GGE]
Wir schreiben oft (1) := (7e)ecr; -

Fiir (r))e, (r!))e € R[X] sei

€ €

(re)e + (re)e == (re+7d)e € RIX]

und
(e (e = (>0 rlrls) € RIX]
(¢/,e") € By x By ¢
e'+e’=e
Sei ferner
R % RIX]

r —> (Ta(o)i7e)e .

Es ist R[X], zusammen mit (+), (-) und ag x , eine kommutative R-Algebra, genannt die
Polynomalgebra in X = (X;);er tiber R; cf. XXXUeXXX.

Schreiben wir fiir j € I etwas mifibréuchlich d[j] := (9;;); und X; := (94pj),c)e , S0 erhalten
wir fir (re). € R[X] die Gleichheit

e; .
(re)eEEI = E Te Hle )
6=(ei)¢€E1 el

cf. XXXUeXXX. Man kann auch abkiirzen zu X¢ :=[[,.; X;* fiir e € E; und zu

el
E reX¢ = E Te HXf’ )
ecEr €:(€i)i€E1 el

reXC.
7e X, D ecp, Te X € R[X] zu

Man sagt, r.X¢ sei ein Monom des Polynoms ZeeEI

Damit ergibt sich die Summe zweier Polynome o

( Z . X) + ( Z X)) = ( Z (rl + 1) X°)

ec Er ecEy ecEr
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und ihr Produkt zu

(Y rx)- (X wxy) = 3 S Ll ) X°

e € By ec By ecEr (e,e’)EE[XEL, e +e''=e

Der Strukturmorphismus ist gegeben durch
R 2% R[X]
I

unter Verwendung der Schreibweise r = r [, ; X7
Oft schreiben wir R[X;: i € I] := R[X].
Ist n € Z>; und ist I = [1,n], so schreiben wir auch R[X1, Xs, ..., X,] := R[X].

Auch nicht eigens indizierte Mengen sind zugelassen, um eine Polynomalgebra zu bilden,
wie etwa R[X,Y, Z]. Dies ist dann nur eine Umbezeichnung,.

Beispiel 19 Sei R = Z. Sei [ = {1,2}.
In Z[X;, X5] gehort zu (re)e mit roq) = 7, mit rge) = 5 und ro = 0 fiir e € Epygp N
{(2,1),(3,0)} Polynom

XD 4 5X00 — 7X2X, +5X7 .

Lemma 20 (Universelle Eigenschaft der Polynomalgebra) Sei I eine Menge. Sei
X ={X,:i€el} eine Menge mit I — X: i +— X, bijektiv.

Sei T = (T, ) eine kommutative R-Algebra. Sei u: X — T eine Abbildung.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus f: R[X]| — T, fir welchen f(X;) =
u(X;) ist firie 1.

Dieser Morphismus ist gegeben durch

f

RX| - T
Z re [Lier Xi' Z B(re) Thier u(Xi)e .
e=(ei)i € Er e=(e;)i € Er

Beweis.

FEindeutigkeit. Sei f: R[X]| — T ein R-Algebrenmorphismus mit f(X;) = u(X;) ist fiir
¢ € 1. Dann ist

0> X)) = Y (eI Xe) = Y s(atd) The X5
e=(e;)i € Er e=(e;)i € Er e=(e;); € Er

- Z fla(re)) e, f(X0)* = Z Bre) Tie u(Xo)e.

e:(ei)ieEI ez(ei)ieEl
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fiir 37, _ cyiemy Te 1lies Xi* € R[X], unabhéngig von f.

FExistenz. Setze

00X nIIxe) = X A [Tux)

e=(e;)i€Er i€l e=(e;)i € Er iel
Dann ist f(X;) = u(X;). Ferner ist f(a(r)) = B(r) fir r € R, i.e. foa = (.
Es bleibt zu zeigen, dafl f ein Ringmorphismus ist.
Esist f(1) = (1) = 1.
Fiir Z 7 [lie; Xi* und Z re [Lie; X5 aus R[X] ist

e:(ei)ieE] 6=(ei)i€E1

(> Texe) + ( Z ! e X5))
6=(e¢)¢€E1 e= )iEEl

= f( Z (rl +717) HleIX“)
e=(e)i €Er

= Z Blre +rd) Tlier u(Xi)
e=(e)i €Er

= > (B +BOY) Ties u(Xi)
e=(e;)i €Er

= (X 500 M) + (32 800 TierutXi))
ez(ei)ieE] e=(€i)i€E1

=7 X nILax) (X I X5
e= (ei)iEE[ e:(ei)»;EE[

und

f(( Z o [Lier Xﬁ) ' ( Z ren Hier Xf;l))

e/ =(e}); €Er e =(e) i€ Er

- (X X ) e X

ecEr (e/,e")eEErXEq, e +e''=e

N Zﬁ( Z 7’/@/7’2///> Hielu(Xi)@i>

ecEy (e/,e")EErXEr, e'+e''=e

XX A0 60) e %))
e€Er (¢,e")eE;xEy, e'+e''=e

= > 8L B0 Ty u(X)
(e/ e”)EEIXEI

— ( (rer) Tlier U(Xz')ei> ( Z Bren) Hielu(Xi)e§/>

e’ ) EEI e”:(e;’)iGEl

1

= f( HzeIX ) f( Z Ten HiEIXiei>

GE] e”I(E;I)iEEl
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Bemerkung 21 Scien I und J disjunkte Mengen.

Set X ={X;: i€1} eine Menge mit I — X :i— X, bijektiv.

SeiY ={Y;: jeJ} eine Menge mit J — Y : j — Y] bijektiv.

Seten X und Y disjunkt.

Wir haben die Bijektion I UJ — X UY, i X; flirie I, j—Y; firjeJ.
Es ist (R[X))[Y] eine R-Algebra via agx)y o agx: R+ (R[X])[Y].

Wir erhalten die sich invertierenden R-Algebrenisomorphismen

(RIXD[Y] & RxXULY]
Y, = Y, fiir j € J
(RIX])[Y] & R[XUY]
X, «— X, fiiri € I
Y, < Y fiir j € J

Wir identifizieren die beiden R-Algebren entlang diesem Isomorphismus.

Folgender Beweis soll mit Lemma 20 auskommen.

Beweis. Dank Lemma 20 gibt es den R-Algebrenmorphismus
u: RX]— RXUY]: X;— X, firiel.
Dank Lemma 20 gibt es den R[X]-Algebrenmorphismus
[ RIX]Y] = RX]|[Y]: RIXUY]: Y; = Y] firjeJ.
Es ist f ein R-Algebrenmorphismus wegen f o (OéR[X],Y OQRX)=UOQRX = QRXLY -

Dank Lemma 20 gibt es den R-Algebrenmorphismus g: R[X UY] — (R[X])[Y], der X;
nach X; schickt fiir ¢ € I und Y, nach Yj fiir j € J.

Es schicken die R-Algebrenmorphismen f o g und idg(xyy) beide X; nach X fiir ¢ € I und
Y; nach Y; fiir j € J. Dank Lemma 20 ist also f o g = idgxuy)-

Es ist apg[x)y ein R-Algebrenmorphismus nach Konstruktion: es ist agix)y o agx =
(aR[XLY © OéR,X) .

Es schickt go f ebenfalls X; nach X; fiir+ € I und Y} nach Y} fiir j € J. Es sind go foapgx)y
und apx)y zwei R-Algebrenmorphismen, die X; nach X; schicken fiir i € I. Also ist
go foapgx)y = agx),y dank Lemma 20. Le. es ist g o f ein R[X]-Algebrenmorphismus.

Somit sind g o f und id(gjx))y] zwei R[X]-Algebrenmorphismen, die Y; nach Y} schicken
fir j € J. Also ist g o f = id(rix))pv] - o
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Bemerkung 22 Sei [ eine Menge.
Set X ={X;: i€1} eine Menge mit I — X : i — X; bijektiv.
Ist R integer, dann ist auch R[X] integer.

Beweis. Seien a 1= ) p 1, X und b=} _p /X in R[X] gegeben mit ab = 0. Sei
a # 0. Wir haben b =0 zu zeigen.

Sei By :={eec E;: rl # 0 oder r? #0}. Es ist E; eine endliche Menge als Vereinigung
zweier endlicher Mengen.

Sei I := {i € I: esgibt ein e € E; mit e; #0}. Es ist I eine endliche Menge als Verei-
nigung endlich vieler endlicher Mengen.

Esist a, b € R[X;: i€ 1] C R[X;: i€l =R[X].
Somit konnen wir I als endlich annehmen. O.E. X = { X, : i € [1,n] } fir ein n > Z-,.

Mit Induktion geniigt es zu zeigen, da aus R[X,...,X,,—1] integer folgt, dafl
R[X1, ..., X,,] integer ist fiir m € [1,n].

Dank Bemerkung 21 geniigt es also zu zeigen, dafl fiir eine gegebene integre R-Algebra S
auch S[Y] integer ist, wobei Y eine einzelne Variable sei.

Sei also wieder a, b € S[Y], a # 0, aber ab = 0. Annahme, es ist b # 0. Schreibe
a = cou Y und b= 3", 87V, wobei sj # 0 und sy # 0. Da ab gleich 0 ist, ist

j
auch der Koeffizient dieses Produktes bei Y*¢ gleich 0. Le. es ist s,s) = 0. Dies steht

aber im Widerspruch zu S integer. o

Bemerkung 23 Sei S eine kommutative R-Algebra.
Wéhle X ={X,: s €S} mit S — X: s — X, bijektiv.
Nach Lemma 20 haben wir den R-Algebrenmorphismus
R X] — S
X, — s firsesS
Nach Konstruktion ist dieser surjektiv.

Man kann also R-Algebren studieren, indem man Polynomalgebren iiber R studiert und
surjektive R-Algebrenmorphismen, die von diesen ausgehen.

Bemerkung. Sei S eine kommutative R-Algebra. Sei M C S eine Teilmenge.

Seien [/ und X = { X, : i € I } Mengen derart, da8 i — X; bijektiv ist und derart, da8
wir eine Bijektion I +— M, ¢ +— m; wéhlen kénnen.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus f: R[X] — S mit X; — m; fir i € [;
cf. Lemma 20.
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Sein Bild wird auch R[m; : i € I] := f(R[X]) geschrieben, ist eine R-Teilalgebra von S,
die M enthilt. Es heifit R[m; : i € I] auch R-Algebrenerzeugnis von M in S. Ist n € Z>,
und ist I = [1,n], so schreiben wir auch R[my,...,m,] := R[m; :i € [1,n]].

Ist T C S eine R-Teilalgebra, die M enthélt, dann gibt es genau einen R-
Algebrenmorphismus ¢g: R[X] — T mit X; — m; fir ¢ € [; cf. Lemma 20. Ist
j: T — S:t — t die Inklusionsabbildung, dann bildet auch j o ¢ fiir alle ¢ € I das
Element X; auf m; ab, ist also gleich f. Insbesondere ist

Rlm;:iel]l = f(RIX]) = (jog)(RIX]) € T,

Also ist R[m; : i € I] die initiale R-Teilalgebra von S, die M enthélt.

1.1.3 Ideale

Sei R ein kommutativer Ring. Seien kommutative R-Algebren S = (S, «) und T' = (T, 5)
gegeben.

Definition 24 Eine abelsche Untergruppe a C S heifit Ideal in S, falls aus s € S und
a € a auch sa € a folgt.

Mit anderen Worten, a ist ein Ideal in S genau dann, wenn 0 € a liegt und wenn fiir
s, s € Sund a, d € aauch sa+ s'd’ € a liegt.

Wir schreiben auch a* := a ~ {0}.

Definition 25 Sei a C S ein Ideal.

Auf der Faktorgruppe S/a definieren wir die Multiplikation durch
(r+a)-(y+a)=z-y+a,

wobei x, y € S. Dann ist S/a ein Ring, wobei 1g/q = 1g + a ist; cf. XXXUeXXX.

Wir haben den Ringmorphismus

S 2% S/a
s = Ss+a,
genannt Restklassenmorphismus und oft auch nur p := pg, geschrieben.

Es ist S/a = (S/a, psq 0 @) eine kommutative R-Algebra, genannt R-Faktoralgebra von S
modulo a.

Es ist pgq wegen psq 0 o = (pg,q © &) nach Konstruktion ein R-Algebrenmorphismus.

Bemerkung 26 (Universelle Eigenschaft der Faktoralgebra)
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Sei a C S ein Ideal.

Sei S LT ein R-Algebrenmorphismus mit f(a) = 0.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus f: S/a — T mit f o Psa=f.
Namentlich, es ist f(s+a) = f(s) firs € S.

Beweis. Die Eindeutigkeit von f mit f o pg, = f folgt aus der Surjektivitit von pg .
Die Existenz von f mit fopg, = f fordert gerade, daB8 f(s+a) = f(s) sein soll fiir s € S.

Es ist bekannt, daf f als Gruppenmorphismus zwischen abelschen Gruppen existiert. In
der Tat sind s, ' € S mit s +a = s’ + a gegeben, dann ist s’ = s + a fiir ein a € a und
also f(s') = f(s+a) = f(s) + s(a) = f(s); da f mit Addition vertréaglich ist, gilt dies
dann auch fiir f.

Es ist f ein Ringmorphismus, da f(1s/a) = f(1s +a) = f(ls) = 17 ist und da
flls+a)-(s+a) = f(s-s'+a) = f(s-5) = f(s) f(5) = fls+a) f(s'+a)

ist fiir s, 8 € S. o

Definition 27 Sei S 2 T ein R-Algebrenmorphismus.
Sei Kern(f) := f~({0}) C S.
Es ist Kern(f) C S ein Ideal; cf. Aufgabe 8.(1).

Wir haben den injektiven R-Algebrenmorphismus

S/ Kern(f) ER
s+ Kern(f) — f(s);

cf. Aufgabe 8.(3).

Es ist also f|7®) : S/ Kern(f) — f(S) ein R-Algebrenisomorphismus; cf. Bemerkung 15.

Falls f surjektiv ist, ist also f ein Isomorphismus.

Bemerkung 28 Fiir jede kommutative R-Algebra T existiert ein surjektiver R-Algebren-

morphismus R[X] Iy T von einer Polynomalgebra R[X]; cf. Bemerkung 23. Folglich ist
T ~ R[X]/Kern(f).

Bis auf Isomorphie ist also jede R-Algebra von der Form R[X]/a fiir eine geeignete Menge
X und ein geeignetes Ideal a C R[X].

Bemerkung 29 Sei I eine Menge. Sei a; C .S ein Ideal fiiri € 1.
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(1) Es st
Zui = { Zai ca; €a; firi €I, wobei {i€1: a;#0} endlich ist} C S.
i€l el
ein Ideal in S.
(2) Esist (), @ ein Ideal in S.

(3) Sei I =[1,n] fir einn € Z .

Sei
M = {al'a/2"'a/n: aZGGZfUTZG[Ln]}

Es ist
ap-0g---0ly, = { Z mj: /{ZGZ>0, sjESundijMfiérjE [1,]{3]} Cc S
JE[LK]
ein Ideal.
Das Produkt aus null Idealfaktoren sei gleich S.

FEs ist ap-ag----a, CarNaN---Na,.

Bewezs.

Ad (1). Es ist ), ; a; eine abelsche Untegruppe von S. Denn zum einen ist 0 € >, a;.
Sind zum anderen ) ., a; und ) ., aj gegeben mit a;, aj € a; fiiri € Imit {i € [: a; #
0}und {i €I: a;+# 0} endlich gegeben, dann ist wegen —1 € S auch 1-a; + (—1)-a, =
—a; €a; firielund {i€l: a; —a} # 0} endlich und somit

(Do) = (Da) = D(a—d) € Y ai.

el il il icl

Es ist die abelsche Untegruppe ) .., a; ein Ideal in S. Denn ist s € S gegeben und ) ., a;
gegeben mit a; € a; fir ¢ € I mit {7 € [ : a; # 0} endlich, dann ist auch sa; € q; fiir
i€lund {i€l: sa; # 0} als Teilmenge von {i € I : a; # 0} endlich und somit

S(Zai) = ZSC%‘ S Zai .
il il il
Ist I = [1,n] fiir ein n € Z31, so schreiben wir auch a; +as + -+ a, =370, % -
Ad (2). Es ist (,c; a; € R eine abelsche Untergruppe.

Ist s € Sund x € N
5 € (e Wi -

Ad (3). Ist s € S und m € M, dann ist m = a; - as - - - a, mit a; € a; fir ¢ € [1,n] und
also sm = (say) - az---a, € M.

o1 %, dann ist @ € a; fiir ¢ € I, also sz € a; fiir ¢+ € I und somit
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Es ist a; - as - - - a, eine abelsche Untegruppe von S. Denn es ist 0 € a; - as---a, . Sind
ferner s, s € Sund 7, ;ym; mit m; € M fiir j € [L,k] und >, ,m] gegeben mit
m’; € M fiir j € [1, ] gegeben, dann ist auch

s-( Z mj)—i-s’-( Z m;) = (Z smj)—i-s’~( Z s’m;-) € ap- a0y .

JE[LK] JE[LK] JE[LK] JEL,K]

Bemerkung 30 Sei a C S ein Ideal.
FEs ist genau dann a =S, wenn aNU(S) # 0 ist.

Beweis. Ist a = S, dann ist 1 € a N U(.S).

Ist umgekehrt a N U(S) # (), dann wihlen wir u € a N U(S). Ist s € S gegeben, dann
!

haben wir s € a zu zeigen.

In der Tat ist s = (su™)u € a wegen u € a. o

Definition 31 Sein € Z. Sei a; € S fiir i € [1,n]. Sei

(a;:iel,n]) = { Z sia; : s; € S firi e [1,n]}

i€[l,n]
das Idealerzeugnis der Elemente ay ,as, ... ,a,.
Wir schreiben auch (ay, az, ... a,) = (a;: ¢ € [1,n]).
Es ist (a;: i € [1,n]) ein Ideal, das {a; : i € [1,n]} als Teilmenge enthélt.
Ist a C S ein Ideal, das { a; : @ € [1,n] } als Teilmenge enthélt, dann ist (a;: i € [1,n]) C a.
Insbesondere ist () = (0).

Definition 32

(1) Ein Element ¢ € T heifit nilpotent, falls es ein n € Z-y mit t" = 0 gibt.
(2) Ein Element t € T heifit ein Nullteiler in T', falls es ein ¢ € T mit tt' = 0 gibt.

(3) Wir erinnern daran, da§ 7" integer heifit, falls 07 # 17 ist und falls 7" keine Nullteiler
enthélt.

(4) Es heifle T fast integer, falls O # 1 ist und falls jeder Nullteiler in T" nilpotent ist.

Definition 33

(1) Ein Ideal m C S heiBt mazimal, falls S/m ein Korper ist.
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(2) Ein Ideal p C S heifit prim oder ein Primideal, falls S/p integer ist.

(3) Ein Ideal p C S heifit primdr oder ein Primdrideal, falls S/p fast integer ist.

Wir haben fiir ein Ideal in S also die folgenden Implikationen.

maximal = prim =  primér

Bemerkung 34 Fin Ideal m C S ist mazimal im Sinne von Definition 33.(1) genau
dann, wenn m C S ist und wenn es kein Ideal a C S gibt mit m Ca C S.

Insbesondere ist S genau dann ein Kdérper, wenn S zwei Ideale enthdlt.

Beweis. Sei zum einen m ein maximales Ideal von S. Da Da S/m ein Koérper ist, ist

Os/m 7# lg/m und also m C S. Sei a C S ein Ideal mit m C a € S. Wir haben a < S zu
zeigen. Sei a € a~ m. Dann ist a + m # 0 und somit eine Einheit in .S/m. Es gibt also ein
x € S mit

ar+m = (a+m)(z+m) = lgm = lg+m,

weswegen es ein m € m mit ax +m = 1g gibt. Da nun aber m € m C a liegt, folgt hieraus
ls €a,alsoa=S5.

Sei zum anderen m C S und gebe es kein Ideal a C S gibt mit m C a C S. Da S/m aus
mehr als einem Element besteht, ist Og/m # Lg/m . Sei x € S mit x4+ m € (S/m)* gegeben.

!
Wir haben = +m € U(S/m) zu zeigen. Nun ist m C m + (z) € S und also m + (z) = S.
Folglich gibt es ein m € m, und ein y € S mit m + zy = 1g. Folglich ist
(z4+m)(y4+m) = ay4+m = (Ig—m)+m = lg+m = lg/m

und also z +m € U(S/m).

SchlieBlich ist S ein Kérper genau dann, wenn (0) C S maximal ist, i.e. wenn (0) C S ist
und es aufler (0) und S keine weiteren Ideale in S gibt, i.e. wenn S zwei Ideale enthilt. o

Definition 35 Ein Element x € S heifit prim, wenn (z) ein Primideal von S ist.
Beispiel 36

(1) Ist S integer, dann ist (0) C S prim und also 0 prim.

(2) Esist 0 ein primes Element der Z-Algebra Z, da Z ~ Z/(0) integer ist. Es ist aber
(0) nicht maximal, da Z ~ Z/(0) kein Korper ist.
Primzahlen sind positive prime Elemente von Z.

Es hat Z die Primideale (0) und (p) fiir p > 0 prim. Es ist Z/(p) =: F, ein Korper
fiir p > 0 prim. Also ist diesenfalls (p) maximal.
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(3) Es ist die Z-Algebra Z/(4) fast integer. Denn dieser Ring enthélt die Null 0 + (4),
die Einheiten 1+ (4) und —1+ (4) und den einzigen Nichtnullteiler 2+ (4). Letzterer
ist aber nilpotent.

Also ist (4) C Z primér. Es ist (4) aber nicht prim.
(4) Esist die Z-Algebra Z/(6) nicht fast integer. Denn wegen (2+(6))-(34(6)) = 0+(6)

ist 2 + (6) ein Nichtnullteiler. Wegen (2 + (6))® = 8 + (6) = 2 + (6) ist 2 + (6) aber
nicht nilpotent.

Also ist (6) C Z nicht primér.

Beispiel 37 Seien a1, as € R.

Wir haben den R-Algebrenmorphismus g, 4, : R[X1, Xo] = R, der X; — a3 und Xy — ay
abbildet; cf. Lemma 20.

Es ist ugq, o, surjektiv, da er r — r schickt fiir r € R.
Es ist Kern(ug, 4,) = (X1 — a1, X2 — as) € R[X7, X5], wie wir nun verifizieren wollen.

Die Inklusion D folgt aus g, 4, (X1 —a1) = a1 —a; = 0 und ug, 4,(X2 —az) = ag —ay = 0.

!
Zur Inklusion C. Sei f(X1, X2) € R[X1, Xo] mit 0 = g, 0, (f (X1, X2)) = f(a1, as) gegeben.

Polynomdivision beziiglich Xy liefert f(Xi, Xo) = (Xo — ag) - (X1, Xa) + r(X;) mit
T(Xl) S R[Xl] - R[Xl,XQ]. Somit ist

0 = flar,a2) = (az —az) - g(ar,a2) +r(ar) = r(ar).

Polynomdivision beziiglich X liefert r(X;) = (X7 —aq1) - g(X1) + 7 mit 7 € R C R[X;].
Somit ist
0 =r(m) = (a1 —a1) - gla) +7 = 7.
Zusammen hat sich also
[(X1, X)) = (Xa—a2) - g(X1, X2) +r(Xy)
(X2 — az) - g(X1, Xo) + (X1 —a1) - 9(X1)
€ (X1—a1,X;—ay)

ergeben.

Dies beschliet unsere Verifikation.

Insbesondere ist die R-Faktoralgebra R[X7, X5]/(X1 — a1, Xo — ag) isomorph zu R.

Ist R ein Integritétsbereich, so ist daher (X; — a;, Xo — ag) C R[X7, X5] ein Primideal.
Ist R ein Korper, so ist daher (X7 — a1, Xs — az) C R[X7, X5] ein maximales Ideal.

Definition 38 Die Menge der Primideale in S wird mit Spec(S) bezeichnet und heifit
das Spektrum von S.

Mittels (C) ist Spec(S) ein Poset.
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Bemerkung 39 Fin Ideal p C S ist prim genau dann, wenn p C S ist und wenn fir
x,y € S aus xy € p folgt, dafs x € p oder y € p ist.

Beweis. Ist p prim, dann ist zunédchst p C S. Sind ferner z, y € S mit zy € p gegeben,
dann ist (z +p)(y +p) = Og/p , wegen S/p integer also x +p = Ogyp, oder y +p = Ogyp , ic.
x € p oder y € p.

Gilt umgekehrt die genannte Eigenschaft, dann ist zundchst Og/ # 1g/p. Sind ferner
r,y € S mit (x4 p)(y +p) = Og/p gegeben, dann ist xy € p, wegen der genannten
Eigenschaft also x € p oder y € p, i.e. x +p = Og/p, oder y +p = 0g/, . Somit ist S/p
integer, i.e. p C S prim. o

Bemerkung 40 Fin Ideal p C S ist primdr genau dann, wenn p C S ist und wenn fir
x,y € S ausxy €p undy &y folgt, daff ™ € p liegt fiir einn € Zzg .

Beweis. Ist p primér, dann ist zunéchst p C S. Sind ferner x, y € Smit zy € pund y € p
gegeben, dann ist (z + p)(y + p) = Ogyp, wegen S/p fast integer also (z + p)" = Ogy, fiir
einn € Zzg, 2" €pfireinn € Z>.

Gilt umgekehrt die genannte Eigenschaft, dann ist zundchst Og/ # 1g/,. Sind ferner
x,y € Smit (x+p)(y+p) =05/, und y+p # Og/, gegeben, dann ist xy € p, aber y & p,
wegen der genannten Eigenschaft also 2™ € p fiir ein n € Z>, i.e. 2" +p = Og/, fiir ein
n € Z>o. Somit ist S/p fast integer, i.e. p C S primér. o

Bemerkung 41 (und Definition) Se:

s

ein R-Algebrenmorphismus.
Ist q C T ein Primideal, dann ist auch f~*(q) C S ein Primideal.
Dies liefert die Abbildung
Spec(S) Sreetd) Spec(T)
f7Haq) =t (Spec(f))(@) <« 4q.
Beweis. Dank Aufgabe 8.(1) ist f~1(q) C S ein Ideal.
Dank Aufgabe 8.(2) haben wir einen injektiven R-Algebrenmorphismus
S/fa) — T/q.

Also ist S/f7!(q) isomorph zu ihrem Bild, was eine R-Teilalgebra von T'/q ist. Da T'/q
integer ist, gilt dies auch fiir dieses Bild und damit fiir S/f~!(q).

Alternativ kann man auch direkt argumentieren. Zum einen ist f(lg) = 1p & q, also
s € fX(q), also f~'(q) € S. Sind ferner z,y € S mit xy € f~'(q) gegeben, aber

y & f71(q), dann ist f(x)- f(y) = f(zy) € q, aber f(y) € q, woraus wir wegen q prim
f(x) € q entnehmen, i.e. x € f~1(q). o
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Bemerkung 42 (und Definition) Sei a C S ein Ideal.

Sei Ja:={x € S: es gibt einn € Z>y mit 2" € a} das Radikal von a in S.

Es ist \/a ein Ideal in S, das a enthilt.

Insbesondere ist das Nilradikal \/@ ={x € S: xist nilpotent } ein Ideal in S.

Beweis. Es ist 0 € v/a.

Seien s, ' € S und z, 2 € /a. Dann gibt es n, n’ € Z>o mit 2" € a und 2™ € a. Es
ist
(sz 4 sz )" = Z ("t"/) grtn g’ =igrig i
i€[0,n+n']

Da nicht sowohl n+n’' —i < n als auch ¢ < n’ sein kann, da diesn+n' = (n+n'—i)+i <
n + n' nach sich zoge, liegt (sx + s'2')"*" in a und also sz + 'z’ € \/a. 5

Bemerkung 43

(1) Ist a C S ein Ideal, dann ist \/v/a = /a.
(2) Ist p € S ein Primideal, dann ist \/p = p.

(3) Ist q C S ein Primdrideal, dann ist \/q ein Primideal.

Beweis.

!
Ad (1). Zu zeigen ist nur v/v/a C v/a. Ist z € \/+\/a, so gibt es ein n € Z> mit 2™ € \/a,

weswegen es ein m € Zq gibt mit ™™ = (z")™ € a, was x € \/a nach sich zieht.

!
Ad (2). Zu zeigen ist nur \/p C p. Ist x € \/p, dann gibt es ein n € Z>( mit 2" € p. Da
pC S,istn>1. Da(x+p)" = 0ist und da S/p ein Integritiatsbereich ist, folgt x +p = 0,
lLe. x €p.

Ad (3). Zum einen ist 1 ¢ /p, da 1 & p. Also ist \/p C S. Seien ferner x, y € S mit

xy € /p, aber mit y &€ /p gegeben. Wir haben x é VP zu zeigen. Es gibt ein n € Z>
mit 2"y" € p. Dap C S,ist n > 1. Day & \/p, ist y" +p # 0. Folglich ist 2™ + p gleich 0
oder ein Nullteiler. Wegen S/p fast integer, ist also ™ + p nilpotent. Also ist auch = + p
nilpotent, i.e. z € \/p. o

Bemerkung 44 Sei m ein mazimales Ideal in S.
Sein € Z=y. Sei q C S ein Ideal, fiir welches m™ C q C m gilt.

Dann ist q primdr. Es ist \/q = m.
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Beweis. Es ist

mC Vmr C g C v D2y
und also /q = m.
Esist g Cm C S und also q C S.
Seien x, y € S gegeben mit xy € q, aber y ¢ q. Wir haben zu zeigen, dafl es ein m € Z
gibt mit 2™ € q; cf. Bemerkung 40. I.e. wir haben z é \/q4 = m zu zeigen.
Seib:={se€S: syecq}. EsistbeinIdeal in S mit z € b.
Esist g Cb. Day & q, ist 1 & b und also auch 1 ¢ v/b. Somit ist vb C S. Es wird

m = ,/q C Vb C S,

wegen der Maximalitit von m also m = v/b. Es wird also

:EEBQ\/E:m.

Beispiel 45 Sei K ein Korper.

Wir haben das maximale Ideal m := (X, Xy) C K[X, X5, da K[X3, X5]/(X1, X)) ~ K
ein Korper ist; cf. Beispiel 37.

Das Ideal q := (X7, X3) C K[X1, X,] ist primér, da
m? = <X17X2>2 = (X127X1X27X22) c q:(X127X2) c (X17X2> = m
ist.

Das Ideal (X2, X3) ist aber nicht prim, da X? € q, aber X; ¢ q liegt.

Wir wiederholen und ergénzen.

Bemerkung 46 Se: q ein Ideal in S.
Wir betrachten die folgenden Aussagen (1,2,3).

(1) Es ist \/q mazimal.
(2) FEsist q primdr.
(3) Esist \/q prim.
Es gelten folgende Implikationen.

1) = (2) = )
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Vorsicht, in Aufgabe 13 wird gezeigt, dafl im allgemeinen aus (3) nicht (2) folgt — nicht
einmal, wenn q das Quadrat eines Primideals ist.

Aus (2) folgt im allgemeinen nicht (1), wie q = (0) in Z zeigt.

Der Beweis zu (1) = (2) wird eine Variante des Beweises zu Bemerkung 44 sein.

Bewets.
Ad (2) = (3). Dies folgt aus Bemerkung 43.(3).
!
Ad (1) = (2). Seien z, y € S gegeben mit zy € q, aber y ¢ q. Wir haben z € /g zu
zeigen; cf. Bemerkung 40.

Seib:={seS:sycq} Esist z € bund q C b, aber 1 & b. Also ist auch 1 ¢ Vb, i.e.
Vb C S. Also ist NLRS Vb C S, wegen der Maximalitiit von V9 also \/q = v/b. Mithin
WiI‘dLL’Ebg\/EI\/a. o

Lemma 47 (Existenz maximaler Ideale) Sei a C S ein Ideal.

Dann gibt es ein mazimales Ideal m in S mit a Cm C S.

Beweis. Sei
M = {b: bist ein Ideal in S mit b C S}

die Menge der Ideale von S. Mittels (C) teilgeordnet ist M ein Poset.

Wir haben zu zeigen, dafl es in M ein maximales Element gibt, das a enthélt; cf. Bemer-
kung 34. Geméfl Lemma von Zorn geniigt es zu zeigen, dafl jede Kette in M eine obere
Schranke enthélt; cf. LemAppXXX.

Sei K C M eine Kette. O.E. ist K # 0. Sei ¢ := JK = Uy b- Wir behaupten, daB ¢

eine obere Schranke von K in M ist.

Esist ¢ € S, da 1 ¢ ¢. Denn wdre 1 € ¢, dann gibe es ein b € K mit 1 € b, was aber
b = S nach sich zoge, was nicht der Fall ist; cf. Bemerkung 30.

Bleibt zu zeigen, daf} ¢ ein Ideal in S ist. Verwenden wir ein b € K, so sehen wir 0 € b C ¢.

!
Seien zum anderen s, s’ € S und ¢, ¢ € ¢ gegeben. Wir haben sc + s'¢’ € ¢ zu zeigen.
Es gibt b, b’ € K mit ¢ € b und ¢ € b’. Da K eine Kette ist, ist b C b’ oder b’ C b.
O.E.ist b Cb'. Danun ¢, ¢ € b’ und da b’ ein Ideal in S ist, folgt auch sc+s'¢ € b’ C .

Dies zeigt die Behauptung. o

Korollar 48 Sei Og # 15 .

Dann gibt es in S ein mazimales Ideal.

Beweis. Wir haben das Ideal (0) C S, auf welches wir Lemma 47 anwenden kénnen. o
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Bemerkung 49 (und Definition)
FEin maximales Element von Spec(S) ist dasselbe wie ein mazimales Ideal in S.

Fin minimales Element von Spec(S) heiffe ein minimales Primideal von S.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 34.

Ist m ein maximales Ideal in S, dann ist m prim. Ist p € Spec(S) mit m C p C S gegeben,
dann ist m = p. Also ist m maximal in Spec(95).

Sei umgekehrt p ein maximales Element von Spec(.S). Wir wollen zeigen, dafl p ein maxi-
males Ideal in S ist. Wir wihlen ein maximales Ideal m mit p C m C §5'; cf. Lemma 47.

Da m prim und p maximal in Spec(S) ist, folgt p = m. Also ist p ein maximales Ideal
in S. o

Lemma 50 Sei a C S ein Ideal.

Dann gibt es in der Menge { q € Spec(S) : a C q} ein minimales Element.

Beweis. Ausgestattet mit (D) ist M := {q € Spec(S) : a C q } ein Poset.
Dank Lemma Lem25 ist M # (); cf. Definition 33.

Wir haben zu zeigen, dal M ein maximales Element g enthélt. Gemé&l Lemma von Zorn
geniigt es zu zeigen, dafl jede Kette in M eine obere Schranke enthélt; cf. LemAppXXX.

Sei K C M eine Kette. O.E. ist K # ().

Sei s := (K = (,ex t- Wir behaupten, da8 s eine obere Schranke von K in M ist.

Es ist s ein Ideal, das a enthélt. Zu zeigen ist, dafl s prim ist.

Seien x, y € S gegeben mit xy € s, aber x ¢ 5. Zu zeigen ist, daf y é s liegt. Seitv e K
gegeben. Zu zeigen ist, dafl y é t liegt.

Da x ¢ s liegt, gibt es ein t € K mit = ¢ t.

Da K eine Kette ist, ist t C v oder ¢t C t.

Fulls t C v ist, dann folgt aus t prim, aus zy € s C tund aus x € t, dal y € t C ¢ liegt.

Fulls v C t ist, dann folgt aus « ¢ t, dafl x & v liegt, weswegen aus zy € § C v und aus ¢t
prim folgt, dal y € ¢ liegt. o

1.1.4 Noetherzitit

Sei R ein kommutativer Ring. Sei S eine kommutative R-Algebra.

Definition 51 Sei S eine kommutative R-Algebra.
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(1) Sei a C S ein Ideal. Es heifit a endlich erzeugt, falls es n € Z>y und a; € S fir
i € [1,n] so gibt, daB
a = (a;:i€[l,n])

ist.
(2) Es heifle S noethersch, falls jedes Ideal in S endlich erzeugt ist.
(3) Sei a C S ein Ideal. Es heifit a ein Hauptideal, wenn es ein a € S mit a = (a) gibt.

(4) Es heifle S eine Hauptidealalgebra, falls jedes Ideal in S ein Hauptideal ist.
Insbesondere sind Hauptidealalgebren noethersch.
Beispiel 52

(1) Sei K ein Korper. Es ist K eine Hauptidealalgebra iiber K und insbesondere
noethersch.

(2) Esist Z eine Hauptidealalgebra iiber Z und also noethersch. Cf. auch XXXUeXXX.

Lemma 53 FEs ist S noethersch genau dann, wenn fiir jede aufsteigende abzihlbare Kette
von Idealen
ap € apg € a3z C ...

in S ein k € Zsq existiert mit ay = a; fiiri € Zsy .

Bewezs.

Sei zum einen S noethersch. Sei eine aufsteigende abziahlbare Kette von Idealen

aq € ay € azg C ...

in S gegeben. Sei b := (J,., a;. Es ist b ein Ideal. Denn zum einen ist 0 € b. Zum anderen
haben wir fiir gegebene s, s € S und b, ¥ € b Elemente i, 7 € Z-; mit b € a; und
b eay. OFE. ist i <7. Also ist mit b, ¥ € ay auch sb+ s't' € ay C b.

Da S noethersch ist, gibt esk € Zoyund by, ..., by € Smit b = (by,...,bg). Fiiri € [1,k]
liegt b; € b, weswegen es ein ¢; € Zs, gibt mit b; € a,,. Sei ¢ := max{/¢;: i € [1,k]}.
Dann ist b; € ap, C ay fiir ¢ € [1, k] und also

b = (by,....0x) € ay C a; C b

fiir j € Z~,. Somit ist die obengenannte Kettenbedingung erfiillt.
Sei zum anderen die obengenannte Kettenbedingung erfillt. Sei a ein Ideal in S.

Annahme, es ist a nicht endlich erzeugt.
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Wiéhle ein Element a; € a. Es ist (a;) C a, da a nicht endlich erzeugt ist.
Wiéhle ein Element as € a~ (aq). Es ist (a1 ,a9) C a, da a nicht endlich erzeugt ist.

Wiéhle ein Element a3 € a \ (aj,as). Esist (a1,a2,a3) C a, da a nicht endlich erzeugt
ist.

Und so fort.

Dies gibt eine echt aufsteigende abzéhlbare Kette von Idealen
(a’1> - (CL17CL2) - (a17a27a3) c ..y

im Widerspruch zur obengenannten Kettenbedingung. o

Bemerkung 54 Sei S noethersch. Sei a € Ideale(S) gegeben.
Dann gibt es ein n € Z=, mit (v/a)" C a.

Beweis. Da S noethersch ist, kénnen wir ein k € Zsy und Elemente x;,..., 2y € S
finden mit /a = (z1, T, ..., 7). Fiir « € [1,k] gibt es also m; € Z> mit 2" € a. Wir
wéhlen m = max{m; : i € [1,k] }. Dann ist " € a fur i € [1, k].

Wir behaupten, dai (v/a)™ C a liegt. Sei s;; € S fiir i € [1,k] und j € [1, mk| gegeben.
Jedes Element von (y/a)™ ist eine Summe von Elementen der Form

IT (> sjim)

JE[LE] i€[1,k]

0
5 Sy x?lx? Ry iy

L= (fy,..., ek)ez;(’;
l1+Lla+-+L, =mk

und also von der Form

fiir gewisse sy € S. Es geniigt also zu zeigen, daf stets x? x? e xi’“ € a liegt. Dazu geniigt
es zu zeigen, dafl stets ein ¢ € [1, k| existiert mit ¢; > m.

Wire dem nicht so, dann folgte aus ¢; < m fur i € [1, k], daB mk =, + 0o+ - -+ 0, < mk
ist, was aber nicht zutrifft. 0

Definition 55 Sei X ein einzelnes Element.

Sei

SIX]< 25 7,
f(X) =208 X" = deg(f) =deg(f(X)) = max{i€Zso: 5, #0} .

Es heifit deg(f) der Grad von f(X) in X.

Satz 56 (Hilberts Basissatz) Sei X ein einzelnes Element.
Ist S noethersch, dann auch S[X].



32

Beweis. Sei a C S[X] ein Ideal. Annahme, es ist a nicht endlich erzeugt.

Esist (0) C a, da a nicht endlich erzeugt ist. Wahle f;(X) in a~ (0) von minimalem Grad
ny.

Es ist (f1(X)) C a, da a nicht endlich erzeugt ist. Wéhle fo(X) in a ~ (f1(X)) von

minimalem Grad ns .

Esist (f1(X), f2(X)) C a, da anicht endlich erzeugt ist. Wahle f3(X) in ax(f1(X), fo(X))

von minimalem Grad ns .

Usf.

Esist ny <me <ng<...,daax (0) Dax (fi(X)) Dax (fi(X), f(X))... gilt.
Schreibe fi(X) =: 3" o $;; X7 und sodann z; := s, fiir i € Z; .

Wir behaupten, es ist
(21) - (21722) C (21,22,23) c ...,

gebildet in S.

Wire fiir ein k € Zso das Element z, enthalten in (27,29, ...,25_1), dann gébe es
tl, tg, ey tk—l c S mit Zk :t121+t222+"'+tk_12k_1.

Dann wire aber wegen fir(X) € a ~ (fi(X), fa(X),..., fe—1(X)) und wegen
fl(X), fQ(X), R fk(X> € a auch
g(X) = fro(X) =ty XM (X) — 8 X2 fo(X) — oo — g X fr (X))
S a\(fl(X)7f2(X)7'"afkfl(X))7
denn alle Summanden der rechten Seite liegen in a, aber nur fi(X) liegt nicht in
(f1(X), f2(X), - frema (X))

Es ist deg(g) < ny, da alle Summanden der rechten Seite einen Grad < n; haben.

Der Koeffizient von g(X) bei X" ergibt sich zu
Rl — t1z1 - tQZQ — = tk_lzk_l =0.

Also ist deg(g(X)) < deg(fx(X)), im Widerspruch zur Wahl von fi(X).

Dies zeigt die Behauptung, welche ihrerseits im Widerspruch zur Noetherzitéit von S steht;
cf. Lemma 53. o

Korollar 57 Sein € Z-,. Set S noethersch.

Sei X ={X;:i€[l,n]} eine Menge, mit [1,n] — X: i~ X; bijektiv.
Seia C S[Xy, Xo, ..., X,] ein Ideal.

FEs ist S[Xy, Xa, ..., X,]/a noethersch.
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Beweis. Mit Iteration von Satz 56 ist S[Xi, Xa, ..., X,] als noethersch zu erkennen; cf.
Bemerkung 21. Dank XXXUeXXX ist dann auch S[X;, X, ..., X,]/a noethersch. o

Satz 58 (Endlich viele minimale Primideale)
Sei S noethersch.

Die Menge der minimalen Primideale von S ist endlich.

Beweis. Sei a ein Ideal in .S. Wir behaupten, dafl die Menge der minimalen Elemente von
{p € Spec(S) : a C p} endlich ist.

Sei M die Menge der Ideale von S, fiir welche die Menge der minimalen Elemente von
{p € Spec(S) : a C p} nicht endlich ist. Es ist M mittels (C) teilgeordnet.

Annahme, es ist M # (). Da S noethersch ist, gibt es in M ein maximales Element b ;
cf. Aufgabe 12. Es ist b nicht prim, da die Menge {p € Spec(S): b C p } sonst nur ein
einziges minimales Element enthielte, ndmlich b.

Also gibt es x, y € S mit zy € b, aber z ¢ b und y € b; cf. Bemerkung 39.

Schreibe b’ := b + (z) und b” := b + (y). Es ist b C b’ und b C b”. Also liegen b’ und b”
nicht in M.

Sei g minimal in {p € Spec(S): b Cp}. Dannist zy € b C q, also = € q oder y € q, i.e.
b’ C q oder b” C q.

Ist B C g, dann ist g minimal in {p € Spec(S): b’ C p}, da ein Primideal, das
echt in q ldge und b’ enthielte, auch b enthielte, was wegen der Minimalitdt von ¢ in
{p € Spec(S) : b C p} nicht sein kann.

Ist b” C q, dann ist g minimal in {p € Spec(S) : b” C p }. Dies folgt genauso.

Somit ist die Menge der minimalen Elemente in {p € Spec(S): b C p } enthalten in der
Vereinigung der Menge der minimalen Elemente von {p € Spec(S): b’ C p} und der
Menge der minimalen Elemente von {p € Spec(S) : b” Cp }.

Da die erstere Menge unendlich ist, die letzteren beiden aber endlich, haben wir einen
Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung.

Die Aussage folgt nun aus der Behauptung als Spezialfall a = (0). o

1.1.5 Primérzerlegung
Sei R ein kommutativer Ring. Sei S eine kommutative R-Algebra.

Bemerkung 59 (und Definition) Seien a und b Ideale in S. Sei
(a:b) == {xeS:2bCa}.
Es ist (a:b) ein Ideal in S.
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Beweis. Es ist 0 € (a: b).

!

Seien z, ' € (a:b). Seien s, s’ € S. Wir haben sz + s'2’ € (a: b) zu zeigen. Sei b € b.

!
Wir haben (sx + s'2')b € a zu zeigen.
Aber es ist (sz + s'z")b = s(zb) + s'(2'b) € a, da xb, 2'b € a liegen. o
Beispiel 60 In Z ist ((6) : (3)) = (2), da fir z € Z genau dann z(3) C (6) ist, wenn
z € (2) liegt.
Definition 61 Sei a ein Ideal in S.
Es heift a unzerlegbar, wenn fiir Ideale b und ¢ in S aus a = b N ¢ folgt, dafl a = b oder
a = ¢ ist.
Lemma 62 Sei a ein Ideal in S.

Folgende Aussagen (1,2) gelten.

(1) Ist a prim, dann ist a unzerlegbar.

(2) Ist S noethersch und a unzerlegbar, dann ist a primdr.

Beweis. Wir verwenden die Bemerkungen 39 und 40.

Ad (1). Sei a prim. Seien b und ¢ Ideale in S mit a = bNe¢. Es ist also a C b und a C ¢.
Zu zeigen ist, dafl a = b oder a = ¢ ist.

Annahme, es ist a C b und a C ¢. Dann gibt es ein b € b~ a und ein ¢ € ¢\ a. Es ist
bce bNc=a. Alsoist b € a oder ¢ € a. Wir haben einen Widerspruch.

Ad (2). Seien z, y € S mit zy € a, aber y &€ a. Wir haben zu zeigen, daf es ein n € Z>q
gibt mit x" € a.

Es ist
a = (a:(2%) C (a:(z") C (a:(2?) C ...
Da S noethersch ist, gibt es ein n € Z-o mit (a: (z")) = (a: (z"™)); cf. Lemma 53.

Wir behaupten a = (a + (2")) N (a+ (y)).

!
Sei z € (a+ (™)) N (a+ (y)). Es ist z € a zu zeigen.
Schreibe z = a + sx™ mit a € a und s € S. Schreibe z = da' + s’y mit @’ € a und s’ € S.
Es wird

sz = x(a+s2") —za = vz —2a = x(d +5y) —ra = x(d —a)+5(zvy) € a.

Also ist s € (a: (z"1)) = (a: (z")). Folglich ist z = a + sz € a.

Da a unzerlegbar ist, da a = (a + (z")) N (a + (y)) ist und da a C a + (y) ist, folgt
a=a+ (z"), e 2" € a. o
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Satz 63 (Existenz einer Primirzerlegung)
Sei S noethersch. Sei a ein Ideal von S.
Dann gibt es ein k € Zsy und Primdarideale qy, ..., qx in S mit

= () -

1€[1,k]

Ist k =0, so ist hierbei die rechte Seite als gleich S zu verstehen.

Beweis. Sei M die Menge der Ideale von S, welche nicht als Schnitt endlich vieler
Primérideale in S geschrieben werden konnen. Es ist M teilgeordnet mittels (C).

Annahme, es ist M # (). Da S noethersch ist, gibt es in M ein maximales Element b;
cf. Aufgabe 12. Dieses ist nicht primér. Da S noethersch ist, ist b nicht unzerlegbar; cf.
Lemma 62.(2). Also kénnen wir b = ¢ N9 schreiben mit b C ¢ und b C 9. Es sind ¢ und d
nicht in M. Also gibt es k, { € Z-, und Primérideale g fiir i € [1, k] und qf fiir j € [1, /]

derart, dafl
ﬂ q; und ﬂ q
i€[L,k] jE[L,4
sind. Es folgt
o= eno = (Va)n( N )
i€[1,k] jE[1,0)
Wir haben einen Widerspruch. o

1.2 Konstruktionen

1.2.1 Lokalisierung

Sei R ein kommutativer Ring. Sei S = (5, ) eine kommutative R-Algebra.

Definition 64 Sei N C S eine Teilmenge.

Es heifit N eine multiplikative Teilmenge, wenn 1 € N liegt und wenn fiir alle z, y € N
auch zy € N liegt.

Es sollen mittels einer Konstruktion von Briichen die Elemente von N “invertierbar ge-
macht” werden.

Beispiel 65

(1) Esist U(S) eine multiplikative Teilmenge von S.
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(2) Ist s € S, soist {s*: k € Z>o } eine multiplikative Teilmenge von S.

(3) Ist p € Spec(S), dann ist S \ p eine multiplikative Teilmenge von S. In der Tat ist
1 € S~ p. Ferner folgt aus z, y € S\ p, daBl auch zy € S \ p liegt, da p prim ist.

(4) Ist S integer, so erhalten wir als Spezialfall von (3), da S \ (0) = S* eine multi-
plikative Teilmenge von S ist.

Bemerkung 66 (und Definition) Sei N C S eine multiplikative Teilmenge.

Sei auf S x N folgende Relation (~) erklirt. Es sei (s,n) ~ (s',n’) genau dann, wenn es
ein x € N mit xn's = xns’ gibt, wobei (s,n), (¢',n') € S x N.

Es ist (~) eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von (s,n) beziiglich (~) werde
mit = oder mit s/n bezeichnet.

Sei
SIN = {%: seS, neN}

die Quotientenalgebra von S durch N.
Fir 2 € SN ist & =% firy € N, da1-s(ny) =1-n(sy).
Auf SN konnen wir eine Addition (+) erkldren durch

s g sn' +ns'
L
n o n nn
und eine Multiplikation () durch
s s ss’
n n nn'’

wobei >, Z—l, € S/N.

Mittels dieser Addition und dieser Multiplikation wird SN ein kommutativer Ring.

Os

1 und 15//N:1TS-

Hierbei ist Ogyn =

Wir haben den Ringmorphismus

s 2N gN
S —>

Somit wird SN = (SJN,Asn o ) zu einer kommutativen R-Algebra und Ag n zu einem
R-Algebrenmorphismus.

Es ist As n(N) C U(S/N).

Oft schreiben wir auch N = Ag n . Oft schreiben wir miffbrduchlich s := $ fiir s € S.
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Beweis.

Zur Aquivalenzrelation (~). Es ist (s,n) ~ (s,n) fiir (s,n) € S x N. Ist (s,n) ~ (s',n'),
dann ist (s',n') ~ (s,n) fiir (s,n), (s,n') € S x N.

Seien nun (s,n), (¢',n'), (s",n") € S x N mit (s,n) ~ (s,n') und (s',n') ~ (s",n")

gegeben. Wir wihlen x € N mit zsn’ = xs'n. Wir wihlen 2/ € N mit 2's'n” = 2/s"n’.

Dann ist za2'n’ € N und

(xz'n)sn” = 2'n"(zsn') = a'n"(xs'n) = an(2's'n”) = xn(2's"n’) = (za'n’)s"n .

Also ist (s,n) ~ (s”,n").
Zur Wohldefiniertheit der Addition. Es geniigt zu zeigen, daB fiir (s,n), (5,n), (s',n’) €
n

S x N aus (s,n) ~ (5,n) folgt, dafl 8":;7,“/ L 5";;5‘5/ ist. Wihle z € N mit xs
Dann wird in der Tat

)
= xsn.

z(sn' +ns)(nn') = xsn'nn’ + xns'nn’ = xsn'nn’ + xns'nn’ = x(sn’ + ns’)(nn') .

Zur  Wohldefiniertheit der Multiplikation. Es geniigt zu zeigen, dafl fiir
(s,n), (5,n), (s,n') € S x N aus (s,n) ~ (§n) folgt, daB z—f:, = j—f:, ist. Wéhle
x € N mit xsn = zsn. Dann wird in der Tat

z(ss')(nn') = x(8s")(nn) .

/ "

Zur abelschen Gruppe (SN, +). Seien 2, = 27 < SN gegeben.

S S
n n

iof O _ Ontls _ - _0
Esist 7+ 2 =" =2 Also ist Ogyn = 7.

. ’ ’ / / ’ ’
ESlSt%—FS—:sn—HLS :sn—i-ns:%_{_%'

n' nn’ nn’
. s s’ s _ sn/4ns’ s _ (sn'+ns)n"+(nn')s” _ sn/n’4+ns'n' +nn's"

Esist (24 5)+ 5 = 105 + 2 = o = o . Auf der anderen
I s s’ sy _ s sn’4n's” _ s(n'n)An(s'n"+n's") _ sn'n”+ns'n’ +nn's"” :
Seite ist * + (5 + %) = 2 4 SRS = ) = R . Das ist

dasselbe.
iof § 4 o=s _ sndn(=s) _ 0 _ 0
Esist 2+ 2 =—1r—~=_5=1.

1

Zum kommutativen Ring (SN, +,-). Seien %, le,, 22 € SN gegeben.

n

: s 1 s-1 S : 1
Esist £.2 =22 =32 Alsoist 1 ==,
n 1 n- n SN 1
Es ist £ s’ __ ss s's s’ s
SISt = - 5 = > = > = 5 - =
n nn n'n n n
Es ist (£ - s_’) s ssls” s, (s_’ . _S”)
n n/ 1 nn/// n nl n//
ES 1St £(8_1+ 8”) _ s s'n''4n's" __ ss'n+sn's! U_nd §8_1+§ s ss! ss’” _ ss'nn/'4nn’ss” __
n \n/ n’ n n/n’ nn/n’’ n n' n n' nn' nn'’ nn/nn’’

ss'n! +sn’s"
nn'n'

, was dasselbe ist.
Zum Ringmorphismus Ag y . Seien s, s’ € S gegeben.

Es ist A&N(ls) = % = 13//]\7 .
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Es ist 7\571\[(8) + }\SN< ) = % + ST/ = %118/ = %ﬁl = 7\571\[(8 + 8/).
Es ist }\S,N(S) 7\ ( ):f'ST/:S'Ts/:AS,N(S'S/).

|
Zu As N (N )QU(S//N) Fiir n € N ist AS,N(n)'%: _%:%:15//1\;.

=13
3=

Lemma 67 (Universelle Eigenschaft der Quotientenalgebra) Sei N C S eine
multiplikative Teilmenge.

Sei T'= (T, B) eine kommutative R-Algebra. Sei S 5 T ein R-Algebrenmorphismus mit
fFIN) CU(D).

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus SN f—/> T mit f'oAgn = f.

Dieser erfillt dann f'(3) = f(s)- f(n)~ fir > € SJN.

Beweis.

Zur Eindeutigkeit. Sei SN < T ein R-Algebrenmorphismus mit goAsny = f.Sei 2 € SJN.
Wir wollen zeigen, daf g(2) durch die Vorgabe von f festliegt.

In der Tat ist g(£) = g(3- %) = g(2)-g(£) = 9(2)-9((%)7) = 9(3)-(9(}))” = (goAsn)(s)-
(g0 Asn) ()™ = f(s) - f(n)".

Zur Existenz. Wir wollen f'(2) := f(s) - f(n)~ setzen fiir 2 € S/N.

Zur Wohldefiniertheit von f'. Seien s, § € S und n, n € N gegeben, sowie z € N mit
xsn = zsn. Dann wird in der Tat

fs)- fn)™ = flx) - f(a)" - f(z)- f(n)- f(s)- f(n)”
= fl@)"-f(n)" - flzns) - f(n)”
= flx)" - f(n)" - fzns) - f(n)”
= [fl@)" - fn)" - fx)- f(n)- f(8)- f(n)”
= f(8)-f(n)”

Zu f"oAsn L . Fiir s € S wird (f'oAsn)(s) = ['(3) = f(s)- f(1)~ = f(s).
Zum Ringmorphismus f'. Seien >, ‘:T,, € SN gegeben.

Bs wird f'(1syv) = f'(3) = f(1) - f(1)” = L

Bs wird f(; + o) = Fe) —f(8n+n8) fnn')™ = (f(s') - f(n) + f(n') - f(s)) -
f)™- fn)™ = f(s) - f( )T fs) - fn)T = F1C)+ ().

Es wird f'(2 - %) = f'(25) = f(ss') - f(n')™ = f(s) - f(s
Fn)7) - (F(s) - f(n)7) = f1(2) - /(%)

Zum R-Algebrenmorphismus f'. Zu zeigen ist f' o (Agy o a) - B. Fir r € R wird

(F o s o)) = £/(2)

s . s
nn

) = flafr)) - f(1)" = B(r).
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Bemerkung 68 (und Definition) Sei N C S eine multiplikative Teilmenge.

Set a ein Ideal in S. Wir schreiben

a/N = {%:aéu,nGN} C S/N.

Es ist aj/N ein Ideal in SN, das Asn(a) enthdlt.
Es ist a/N in jedem Ideal von S|/N enthalten, das Ag y(a) enthdlt.

/ /

Beweis. Es ist Ogyy =2 € a/N. Sind £, £ € S/N und ¢, & € a/N, dann ist

n n

/ / ~/ ! ~ !/
s a san'n’ + nns'a
+ - = = € a/N.

a
n n n nnn'n’

Ist a € a, dann ist Agny(a) = § € a/N. Also ist Agn(a) € a/N.

Ist umgekehrt b ein Ideal in SN mit Agy(a) C b, dann ist fiir « € a und n € N auch
9:‘—1‘-%€bundsomita//]\f§b. o

n

S| »

Bemerkung 69

(1) Sei N C S eine multiplikative Teilmenge. Wir haben folgende Bijektion.

{peSpec(S): pC SN} <« Spec(S/N)
p o= p/N
Asn(a) < g

Ist ferner p € Spec(S) mit p C S~ N gegeben, und ist s € S und n € N, dann ist
genau dann > € pN, wenn s € p liegt.

(2) Seia C S ein Ideal. Wir haben folgende Bijektion.

{p €Spec(S): pDa} <« Spec(S/a)
p = pS,a(p)
Psald) < q

Beweis.

Ad (1). Zeigen wir zuerst die zweite Behauptung. Sei s € S und n € N. Zu zeigen ist nur,
da aus 2 € p/N folgt, dal s € p liegt. Sei also = = 2 mit p € p und m € N. Dann
gibt es ein x € N mit xsm = zpn € p. Dax, m € N C 5~ p liegen, folgt wegen p prim
hieraus s € p. Dies zeigt die Behauptung.

Fiir die Wohldefiniertheit von +— miissen wir nachweisen, da8 fiir p € Spec(S) mit p C
S~ N auch p/N ein Primideal von S/N ist. Esist 1 € p/N, da 1 ¢ p; cf. Behauptung.
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Also ist p/N C SJ/N. Seien 2, Z—l/ € S/N gegeben mit = - fT/' € p/N. Dank Behauptung
ist dann ss’ € p, wegen p prim also s € p oder s’ € p, woraus dann wieder 2 € p/N oder
Z_// € p folgt.

Fiir die Wohldefiniertheit von <~ merken wir zunéchst an, daf 7\§}V(q) € Spec(S) liegt; cf.

Bemerkung 44. Bleibt N N 7\§7§V(q) =0 zu zeigen. Annahme, es gibt ein n € N N ?\Ejv(q).
Dann ist Ag y(n) € U(S/N)Nq dank Bemerkung 66 und also ¢ = SN ; cf. Bemerkung 30.
Wir haben einen Widerspruch zu q C S//N.

Sei p € Spec(S) mit p NN = () gegeben. Es ist Agy(p/N) ={se€ S: $ep}=p;ch
Behauptung.

Sei q € Spec(S/N). Es ist ?\;%V(q)//N = q zu zeigen. Sei * € ?\gj\,(q)//N. Dann ist
s € Agiy(q) gemiB Behauptung, ie. £ € q. Also ist £ = £ - L € g. Sei umgekehrt £ € q.
Dann ist £ = £ -2 € q, i.e. s € Agiy(q). Also ist £ € Agly(q)/N.

T on

Ad (2). Dies folgt aus den Aufgaben 10 und ?77?.(4). 5

Bemerkung 69.(2) wurde zwecks besserer Vergleichsmoglichkeit mit Bemerkung 69.(1) hier
mit angefiihrt.

Bemerkung 70 Sei Og # 1g. Set N C S eine multiplikative Teilmenge.

Genau dann ist S )\S—N> SN injektiv, wenn N keinen Nullteiler von S und nicht Og
enthdlt.

Insbesondere ist Ag n injektiv, falls S integer und 0 ¢ N ist.

Beweis. Wir wollen Kern(Ag y) berechnen. Sei s € S. Genau dann ist s € Kern(Agn),

wenn £ = 2 ist, i.e. wenn es ein z € N gibt mit zs = 0.

Genau dann zieht dies s = 0 nach sich, wenn N keinen Nullteiler von S und nicht Og
enthalt. o

Definition 71 Es heifit S lokal, wenn es in S genau ein maximales Ideal gibt.
Beispiel 72

(1) Ist S ein Korper, so ist S lokal, mit maximalem Ideal (0).
(2) Es ist Z/(4) eine lokale Z-Algebra. Denn darin ist das von 2 4 (4) erzeugte Ideal

das eindeutige maximale Ideal.

Bemerkung 73 Es ist S genau dann lokal, wenn S~ U(S) ein Ideal in S ist.
Diesenfalls ist S~ U(S) das eindeutige mazximale Ideal in S.
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Beweis. Wir machen Gebrauch von Bemerkung 30.

Sei zum einen S lokal. Sei m C S das eindeutige maximale Ideal. Wir behaupten m =
SN U(S). Ist 2 € m, dann ist (z) € m C S und also z € S ~ U(S). Ist umgekehrt
x € S\ U(Y), dann ist auch zy ¢ U(S) fir y € S und also (z) C S. Somit gibt es ein
maximales Ideal n in S mit (z) C n C S; cf. Lemma 47. Da es in S nur das maximale
Ideal m gibt, folgt = € (x) C n=m.

Sei zum anderen S ~\ U(S) ein Ideal in S. Sei m ein maximales Ideal in S. Es geniigt,

m =5 U(S) zu zeigen. Dam C S und 1 € U(S) ist, ist m C S\ U(S) C S. Dank
Maximalitdt von m ist also m = .5 \ U(S). o

Bemerkung 74 (und Definition) Sei p € Spec(S).

Wir betrachten die multiplikative Teilmenge N := S ~ p von S ; cf. Beispiel 65.(3).
Wir schreiben auch Sy := S/N fiir die Lokalisierung von S an .

Fiir ein Ideal a C S schreiben wir auch a, := a//N.

Es ist Sy lokal, mit mazimalem Ideal p, .

Beweis.
Es geniigt zu zeigen, dal p, = S, \ U(S,) ist; cf. Bemerkung 73.

! !
Um C zu zeigen, geniigt es % & pp zu zeigen; cf. Bemerkung 30. Dies aber folgt, da 1 & p;
cf. Bemerkung 69.(1).

!
Zeigen wir 2. Sei £ € S, \ U(S,). Dann ist s € N, da sonst £ -2 = 1 auch £ € U(S,)

nach sich zoge, was nicht so ist. Also ist s € p und somit > € p, . o

Bemerkung 75 (und Definition) Sei S integer.
Wir schreiben auch Quot(S) := Sy = S/ S* fir den Quotientenkorper von S.

Ag sx
Es ist in der Tat Quot(S) ein Kirper. Es ist S —=— Quot(S) injektiv.

Beweis. Es ist (0)) = (0) ein maximales Ideal in Quot(S); cf. Bemerkung 74. Also ist
Quot(S) ~ Quot(S)/(0) ein Korper.

Da S* keinen Nullteiler und nicht Og enthélt, ist Ag gx injektiv; cf. Bemerkung 70. o

Definition 76 Sei z € S.
Schreibe N := {z*: k € Z-¢ }.
Wir schreiben S, := S/N.
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Lemma 77 Sei a ein Ideal in S.
Esist /a={p € Spec(S): pDa}.

Hierbei ist der Schnitt tiber eine leere Menge von Teilmengen von S als S definiert.

Beweis.

Ad (C). Sei p € Spec(S) mit p O a gegeben. Es folgt v/a C \/p = p; cf. Bemerkung 43.(2).
Ad (D). Sei z € S\ v/a gegeben. Wir haben zu zeigen, daB es ein p € Spec(S) gibt mit
pOaund z ¢ p.

Sei N = {a*: k € Z>o }. Wir betrachten S/N = S, . Esist a/N C S/N,da 1 € a/N, da

ansonsten aus 1 = = fireina € aund ein k € Z, folgen wiirde, daf3 phab 1=2%1a€a
ist fiir ein ¢ € Z>o, was nicht zutrifft. Somit gibt es ein maximales Ideal m in S/N mit
a/N Cm C S/N; cf. Lemma 47. Folglich ist a C Ag}v(m) =: p € Spec(S). Aber es ist
r & p, da ansonsten § € U(SJN) N m lige, was geméd Bemerkung 30 auch m = S/N
nach sich zoge, was nicht so ist. o

1.2.2 Limiten

Sei R ein kommutativer Ring.

1.2.2.1 Diagramme auf Quasiposets
Definition 78

(1) Sei I eine Menge. Eine Relation (<) auf I heifit Quasiteilordnung, falls sie reflexiv
und transitiv ist. Eine Menge I, ausgestattet mit einer Quasiteilordnung (<), heifit
auch Quasiposet.

(2) Ist I = (1, <) ein Quasiposet und J C I, soist J = (J, (<)N(J x J)) ein Quasiposet,
genannt Teilquasiposet von I.

(3) Sei I = (I,<) ein Quasiposet. Ein Diagramm von kommutativen R-Algebren auf I
besteht aus einem Tupel (5;);e; aus kommutativen R-Algebren S; und aus einem
Tupel (5 il Si)jier, j=i von R-Algebrenmorphismen derart, dal u;; = idg, ist fiir
t € [ und daB uy ; ou;; = ug, ist fiir alle k, j, ¢ € I mit k > 5 > 1.

(4) Sei I = (I,<) ein Quasiposet. Es heifit I gerichtet, wenn es zu jedem (i,7) € I x [
ein k € I gibt mit ¢ < k und 5 < k.

1.2.2.2 Direkte Limiten und Halme

Sei I = (I, <) ein nichtleeres gerichtetes Quasiposet.
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Bemerkung 79 (und Definition) Se:

S = ((Si)iefa (:S; e Si)j,ie[,j)i)
ein Diagramm von kommutativen R-Algebren. Sei dabei S; mit dem Strukturmorphismus
R 25 S; ausgestattet firi e I.
Sei M :={(i,s;): 1 €1, s €85}
Auf M sei die Relation (~) folgendermafen gegeben. Fiir (i,s,), (4,57) € M sei

J
(@) ~ (J,57)

genau dann, wenn es ein k € I gibt mit k > i und k > j und uy(8;) = ug, ;(s5).
Es ist (~) eine Aquivalenzrelation.
Fiir (i,s;) € M schreiben wir [i, s;] fiir seine Aquivalenzklasse beziiglich (~). Sei
limS; = limS := {[iysi] : (i,8) € M}
i€l
die Menge der Aquivalenzklassen von Elementen aus M.

Sei die Addition (+) und die Multiplikation (-) auf lim S erkldrt durch

(i, s3] + (7,851 o= [k, uni(s) + we i (s)]

resp. durch
"

[iv S;] ’ []7 8;'/] = [k7 uk,i(sg) ) uk,j(sj)] )
wobei k € I mit k > 1 und k > 5 gewdhlt ser.
Dann ist hﬂS = (%ﬂ S,+,) ein kommutativer Ring.
Dabei ist 01315 = [i,0g,] und 11i_r>(1$ = [i, 1g,] fiir jedes i € 1.

Wir haben den Ringmorphismus

firk € I. Es ist w$ oupy = w3 fir €, k € I mit (> k.
Sei o == w¥ o ay, fiir ein k € I. Der Ringmorphismus « hingt nicht von der Wahl von

CUS
kel ab Esist imS = (ligs,a) eine kommutative R-Algebra. Es ist S, —> lim S ein
R-Algebrenmorphismus fir k € I.

Es heifst die R-Algebra ligniel S; = ligS = (h_n; S, a) der direkte Limes des Diagramms S.

Oft schreiben wir auch wy, :== W fir k € I.
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Bewezs.

Zur Aquivalenzrelation (~). Es ist (~) reflexiv und symmetrisch. Zeigen wir, da (~)
transitiv ist. Seien (7, s}), (j,57), (k,s}') in M gegeben mit (i, s}) ~ (j, s7) und (g, s5) ~

(k,sy'). Dann gibt es £ € I mit £ >4 und £ > j und ug;(s;) = ug ;(s}). Ferner glbt es
ein m € I mit m > j und m > k und uy, ;(s7) = wmi(sy). Wihle n 6 I mit n > ¢ und

J
n = m, moglich, da I gerichtet ist. Dann wird

Uni(8)) = Ung(tgi(s]) = Une(ue;(s))
= Unj(s]) = Unm(um;i(s})) = Unm(Umn(sy)) = uni(sy)

und also (7, s;) ~ (k,s}).
Beachte, daf fiir (i,s;) € M und j € I mit j > i stets [i,s;] = [J,u;.(s;)] gilt, da j >4
und j > j sowie w;;(s;) = u;j(u;i(s;)) gilt.

Zu (+) und (-). Zeigen wir in der Situation der Definition der Addition, daB [k, ux;(s;) +
uy, ;(s7)] nicht von der Wahl von k mit k& > i und k > j abhiingt. Sei £ € I mit £ > i und

€ > j gegeben. Wir haben [k, uy;(s]) + up,;(s7)] = [0, upi(8]) + g (s])] zu zeigen. Wihle

m € I mit m > k und m > ¢. Dann wird

[y up (i) +un ()] =

<.

(110, W o (1 (87) 4wk, (57))]
(110, i, (ki (87)) + i (U (7))
= Fn,um, S)—Fum,( s7)]
[
[

(
M, U e (Ue,i (7)) + Um,e(te,j(S7))]
1M, U (i (8 )+u€J(S )]
Cougi(sh) + ue(s5)] -

Genauso hingt in der Situtation der Definition der Multiplikation [k, ug(s]) - ug;(s7)]
nicht von der Wahl von k£ mit £ > ¢ und k > j ab.

Zeigen wir, daB [k, ug(s}) + up,;(s])] nicht von der Wahl der Représentanten (i, s;) und
(J, 87) abhiéingt. Es geniigt zu zeigen, dafl es nicht von der Wahl des Représentanten (4, s;)
abhangt. Sei (h, ) mit [i,s)] = [h,5},] gegeben. Dann gibt es ein ¢ € I mit ¢ > i und
¢ > h und ug,(s]) = ugp(8),). Wahle ein m € I mit m > k und m > ¢. Unter Beachtung
der vorangegangenen Unabhéngigkeit wird nun

[, Ui (87) + Um i (S])] = [, W e(wei(8])) + U j(57))]
= [m, U e(uen(5),)) + Um;(S])]
= [m, umnn(3}) + um;(s7)] -

Genauso hingt [k, uy(s]) - ux;(s])] nicht von der Wahl der Représentanten (i,s;) und
(j, sj) abhéngt.

Zum kommutativen Ring liﬂS .
Seii € I. Sei [j,s;] € M. Es ist

[1,0s,] + [7,85] = [k, uri(0s,) +uri(s5)] = [k, 0, +uri(s;)] = [k ur;(s;)] = [4, 5],
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wobei k € I mit k£ > i und k > j. Folglich ist Olg = [i,0g,] neutral beziiglich (+). Diese

Definition von 0133 ist unabhéingig von der Wahl von 1.

Seii € I. Sei [j,s;] € M. Es ist

[, 1s,] - [3,85] = [k, uri(ls,) - uny(s;)] = [k, 1s, - uri(s;)] = [k, un;i(sy)] = [4,s5]

wobei k € I mit £ > i und k > j. Folglich ist 11413 = [i, 1g,] neutral beziiglich (+). Diese
Definition von 1135 ist unabhéngig von 1.

Seien [i, sj], [f, 7], [k, s}] € S gegeben. Wéhle m € I mit m > i, m > j und m > k,
auffindbar durch zweifache Anwendung der Gerichtetheit von I. Es wird

i sil + 185l = s wma(s3) + w5 (s5)]
= [m, um]( ])+um,z'(8§)]
= [, sj] + [0, s1]
([i, s5] + 17, 851) + [y ] = ([m, um,i(7) + .3 (s7)]) + [k, 7]
[m, %]Lmz( )+umg( §7) + tmk(s5)]
5] +

+ [, U, (87) + U i (57)]
([: 551 + CFA)

i,s; — 8%

7

[i7 S{L] + [i’ _S;’] =

= [i,0]
= 0135.
Entsprechend wird
[, si] - 13,851 = [m i i(s7) - i, (s5)]

([, s3] - [, s7]) - [k sl = (Ims wimi(55) - wm i (s7)]) - [k, s
= [m, umi(s}) - umj(s) U,k (53]
= F}S] [0, i (87) - i (53)]

i, 51 - (13, 871 - [k, s¢) -

Desweiteren wird

([, 55 + [, s5]) - [k 5] = ([m,um,z- [ st (55)]) - [, o ()]
([ + 5 (s7)1) - [, i (5]

)

) /)]
)+t (7)) -t (7))
) -

) -

)

[, (t (s, m
= [m, (umz 8;) * Unm k(slkﬁ) + umj(s D) (sy)]
= M, (Um,i(8]) = U o (83)] + [0, Ui, (8T) - i (5]
= [m, (Um,i(s; |- [m, um k(slkll)] + [m, umj(sg)] [, W 1 (57)]
= [i,si] - [k, syT+ 4, s7] - [k, sy

Also ist lim S = (lim S, +, ) ein kommutativer Ring.
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Zum Ringmorphismus w$ . Sei k € I. Wir haben die Abbildung
wS
S — @S
S [k, Sk]

fiir k € I. Seien s, s, € Sk gegeben. Es wird

Wi (sk+s,) = [kysk+ s3] = [k,si] + [k, 8] = wf(sk) + wg (s},)
wf(lsk) - [k7]'Sk] - 1S
Wi (s - s) = [kosi-s) = [kose]- [k, 5] = wf(se) - wg (s7,)

Also ist w¢ ein Ringmorphismus.

Fir ¢, k € I mit ¢ > k wird

(@f oupr)(se) = [Gunk(sk)] = [kysi] = wi(sy)
fiir s € Sk, woraus
(_L)ZS“OU&]C = (U}j
folgt.

Zur kommutativen R-Algebra ligS und zum R-Algebrenmorphismus wy .

Zeigen wir, daB w$ o ay, nicht von der Wahl von k € I abhiingt. Sei £ € I. Wir haben

! : , . .
ws o ay = w? o ay zu zeigen. Wihle m € I mit m > k und m > ¢. Es wird
wfoak = wioumkoak = wioum,goag = w?OOzg.
Somit kénnen wir fiir beliebig gew#hltes k € I setzen, es sei a = w$ o ay; dies ist

unabhéngig von der Wahl von &.
Es folgt, daff lim S = (hgi S, a) eine kommutative R-Algebra ist.

S
Ferner ist wegen w$ o, = « in der Tat Sy, 2k S ein R-Algebrenmorphismus fiir k£ € I.o

Lemma 80 (Universelle Eigenschaft des direkten Limes)

Sei N

S = ((Si)i€I7 (S; =
ein Diagramm von kommutativen R-Algebren. Sei dabei S; mit dem Strukturmorphismus
R %% S; ausgestattet fiiri € 1.

Si)jict, jzi)

Sei T = (T, ) eine kommutative R-Algebra. Sei Sy ™ T ein R-Algebrenmorphismus fiir
keI, und sei dabei ngoupy =ng fir €, k € I mit £ > k.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus ligiel S; 5 T mitno ws$ =y fiir
kel Esustn([i,s]) =mi(s;) fiir [i,s] € limS.
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Beweis. Schreibe S := ligiG s S; und « fiir den Strukturmorphismus von S.

Zur Eindeutigkeit. Ist S < T ein R-Algebrenmorphismus mit 7 o ws =y, fiir i € I, dann
ist fiir s, € Sy auch n([k, si]) = (10 wg)(sk) = Nk(sy) festgelegt.

Zur Erxistenz. Wir wollen n([k, si]) := n(sx) setzen fur [k, sg] € S. Dies ist unabhéngig
von der Repréasentantenwahl, denn ist ¢ € I und 3, € Sy gegeben mit (k,s;) = (¢, 30),
dann gibt es ein m € I mit m > ¢ und m > j sowie wy, ;(Sk) = Ume(5¢). Es folgt

Ne(sk) = M (Umi (k) = Nm(ume(30)) = ne(Se) -

Also ist n eine wohldefinierte Abbildung.
Es ist no w¢ =y fiir k € I, da fiir s, € S sich (no w¥)(sx) = n([k, sx]) = nr(sy) ergibt.

Wir wollen zeigen, daff 7 ein Ringmorphismus ist. Es ist n(1ls) = n([k, 1s,]) = m(1ls,) =
17, wozu k € I gewihlt wurde.

Seien [k, s}], [¢,s7] € S. Wahle m € I mit m > k und m > ¢. Dann wird
n([k, st ]+ 16s7]) = nlm, umk(s,) + um.e(s7)])
= (U (8),) + tm,e(57)])
)

(
(1 1 (55)) + 1 (tim.(57)])
1(s3,) + ne(s7)

et([k, si]) + ([l s7]) -

Genauso wird

(K, si] - 16 s¢]) = n([k, si]) - n((4 1) -

Bleibt zu zeigen, dafl n ein R-Algebrenmorphismus ist, i.e. dal n o a = g ist. Fiir ein
gewahltes k € I wird in der Tat

noa = nowjoay = Mpoay = 3.

Bemerkung 81 (und Definition) Sei S eine kommutative R-Algebra.
Firxz € S sei D, =Dg, :={p € Spec(S): x &p}.

Firy, x € S seiy > z, falls D, C D, ist.

Wir schreiben N, :={a*: k € Z>o } firxz € S.

Es gelten (1,2, 3).

(1) Esist (5,<) ein Quasiposet. Ist N C S eine multiplikative Teilmenge, dann ist N
ein nichtleeres gerichtetes Teilquasiposet von S.
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(2) Seien y, x € S gegeben. Genau dann isty > x, wenn +/(y) C +/(z) liegt.

(3) Seien y, x € S mity > x gegeben. Dann gibt es den R-Algebrenmorphismus

wobet k € Zizg . Es ist vy, 0 As N, = Asn,, -

(4) Seien z,y, x € S mitz >y > x gegeben. Dann ist v, , = idg, und v,,0Vy, =V, .

Beweis.

Ad (1). Da (C) auf den Teilmengen von S reflexiv und transitiv ist, ist auch (<) reflexiv
und transitiv. Somit ist S ein Quasiposet.

Betrachten wir das Teilquasiposet N. Da 1 € N, ist N # (). Bleibt zu zeigen, dal N
|

gerichtet ist. Seien z, y € N. Es ist zy € N. Wegen Symmetrie geniigt es, D, D, zu
zeigen. Sei p € D, . Dann ist zy € p. Also ist = & p.

Ad (2). Sei zum einen y > x, i.e. D, C D,. Dannist {p: p D (y)} D {p: p 2 ( )}
Alsoist ({p:yep} C{p: = €p}. Dank Lemma 77 bedeutet dies 1/(y) C /(x

Sei zum anderen +/(y \/ . Wir haben y > T zu zelgen ie. D, Q . Sei p €

Spec(S) N D, . Wir haben p E SpeC(S) ~\ D, zu zeigen, i.e. y E p.
Es ist « € p, also (z) C p und somit in der Tat

y € V) € V@) S Vh=p;
cf. Bemerkung 43.(2).

|
Ad (3). Geméf Lemma 67 ist zu zeigen, dafl Ag n, (Nx) - U(Sy) liegt. Es geniigt zu zeigen,

!
daB Ag ., (7) = § € U(S,) liegt. Dank (2) ist y € \/ C /(z). Folglich gibt es ein z € S
und ein n € Zzo mit y" = xz. Wir erhalten 7% = ; und also ¢ € U(S,).

Fiir s € S ist (vy2 0 A, )(8) = 1 - (%)_ =1 = Agn,(8). Also ist vy, 0 Agn, = Asn, -
Ad (4). Es ist vy, 0 Agn, = Agn, = idg, 0Agn, und also v, , = idg, ; cf. Lemma 67.

Es ist v,y 0vy 0 Ag N, = V.y 0 As N, = AS,N, = V.0 © Ag,n, und also v, , o vy, = v, ,; cf.
Lemma 67. o

Lemma 82 (Halme) Sei S eine kommutative R-Algebra.
Ser N C S eine multiplikative Teilmenge.
FEs ist N = (N, <) ein nichtleeres gerichtetes Teilquasiposet von S ; cf. Bemerkung 81.(1).
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Es ist
SS,N = ((Sw)zeN7 (Sy = Sw)y,meN, y%)

ein Diagramm von kommutativen R-Algebren auf N; cf. Bemerkung 81.(3,4).
Es gibt den R-Algebrenisomorphismus

limS, = SIN

zeN

[x,xik] =

Fir p € Spec(S) kénnen wir insbesondere N = S ~ p wdihlen. Wir erhalten so den
R-Algebrenisomorphismus
hﬂ Se = Sp
zeS
with p € Dy

[x,xik] =

In den Begriffen der Algebraischen Geometrie, welche wir nicht einfithren, haben wir so den
Halm der Strukturgarbe auf dem affinen Schema Spec(S) im Punkt p berechnet.

. . . _ Sen. . s s e
Beweis. Wir schreiben kurz w, := wz>" : S, — hglxeN Set 5 = o, 5] fiir x € N.

Wir haben den R-Algebrenmorphismus 7,: S, —» S//N: S 1 ()7 = % cf. Lem-
ma 67.

Fir y, x € N mit y > z ist n, ov,, =1, . Denn fir 5 € S, wird

k k

(y o vye)(Gr) = my(1-(F)7) = 1-(F) = & = mlzx) -

Also gibt es einen eindeutigen R-Algebrenmorphismus @ze N Oz 2y SN mit 1o w, =1,
fiir x € N ; cf. Lemma 80. Mithin ist

N[z, %) = nlw.(GF)) = m(3%) = 7.
Es bleibt zu zeigen, dafl n bijektiv ist.
Zur Surjektivitit. Sei 2 € SN gegeben. Dann ist 2 = ([, ]).

Zur Injektivitat. Wir haben zu zeigen, dafl Kern(n) - (0) ist; cf. Aufgabe 8.(3). Sei
[y, ;%] € Kern(n). Dann ist -% = § in S/N. Somit gibt es ein n € N mit ns = 0. Beachte,
daB yn > y ist; cf. e.g. Bemerkung 81.(2). Folglich wird

v w) = [y vy () = lym - (D)7 = om0 CD)7T] = bomo e (D)) = Oug s

[m]
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1.2.2.3 Inverse Limiten und Komplettierung

Sei I ein Quasiposet.

Bemerkung 83 (und Definition) Se:

S = ((Si)iela (S; = Si)j,ieLj;i)
ein Diagramm von kommutativen R-Algebren. Sei dabei S; mit dem Strukturmorphismus
R %% S; ausgestattet fiiri € 1.
Sei

limS; = ImS = {(s:)ier € [[ S+ wenlsn) = s¢ fiir &,k € Imit € >k} .

el el

Es st @S eine R-Teilalgebra von [],.; Si ; cf. Bemerkung 17. Bezeichnen wir den Struk-
turmorphismus von @S mit 3, so ist B(r) = (cu(r)); fiir r € R.

Fiir ein Element von lim S schreiben wir oft (si)i = (Si)ier -
Fiir k € I haben wir den R-Algebrenmorphismus
(,Uk
(Si)i = Sk .
Es ist ugp o wk = w5k fir €, k € I mit ( > k.

Oft schreiben wir auch w* := w¥ fir k € I.

Beweis. Es ist (0g,); € Im S und (1g,); € Im S, da ug,; sowohl Null als auch Eins respek-
tieren.

Seien (s;)i, (8;); € JmS. Seien j, i € I mit j > i gegeben. Dann wird

wji(si—38i) = wji(si) — u;i(5:)
= 5 —5j

wji(si-8:) = uji(si) - usi(5i)
= 8j°5j

Folglich sind auch (s;); — (5;); und (s;); - (5;); € Im S.

Bleibt zu zeigen, dafl I'LHS eine R-Teilalgebra von [],.; S; ist. Seir € R. Der Strukturmor-
phismus o von [, S; schickt r auf a(r) = (a;(r)); ; cf. Definition 16. Seien j, i € I mit
J =1 gegeben. Es ist u;;(i(r)) = (uj;00)(r) = a;(r), da u;,; ein R-Algebrenmorphismus
ist. Folglich ist a(r) € lim S.

Dies zeigt, daf3 1&18 eine R-Teilalgebra von [, ,S; ist, mit Strukturmorphismus
8= al®° ie. B(r) = (a;(r)); fiir r € R.
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Fir j € J haben wir den R-Algebrenmorphismus 7;: [[,c;Si — Si: (s;); = s;; cf.
Definition 16. Also ist auch w% = 7rj|1~£3 ein R-Algebrenmorphismus.

Fiir £, k € I mit £ > k ist upy, o wh = w5, da fiir (s;); € @S sich

(uee o W) ((50)i) = wepl(sk) = s0 = ws((s:):)

ergibt. o

Lemma 84 (Universelle Eigenschaft des inversen Limes)
Sei -
S = ((Si)iela (Sj = Si)j,ie],j)i)

ein Diagramm von kommutativen R-Algebren. Sei dabei S; mit dem Strukturmorphismus
R &5 S; ausgestattet fiiri € 1.

Sei T = (T,~) eine kommutative R-Algebra. Sei T i) Sk ein R-Algebrenmorphismus fiir
k€1, und sei dabei ugy 0 ¥ =& fiir 0, k € I mit £ > k.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus T AN @iel Sy mit whof = ¢&* firk e 1.
Es ist £(t) = (€(t)); firt e T.

Beweis. Wir schreiben ¢: @iel Si = [Lics Sit (si)i = (s4); fitr den Einbettungsmorphis-

mus. Wir schreiben 7. [[.c; Si — Skt (si)i = sk
Eindeutigkeit. Seien R-Algebrenmorphismen ¢ und € von T nach l'gli6 s S; gegeben mit
who& =& fiir k€ 1. Dann ist auch mp o108 = whoé :fpgoézkaLogund somit

to& =10¢; ct. Bemerkung 17. Wegen ¢ injektiv folgt £ = £.

FEzistenz. Es gibt den R-Algebrenmorphismus 7 N [Lc;Si:t — (£(t)):; cf. Bemer-

. !
kung 17. Zu zeigen ist £(T") C l'&nS , da es dann einen R-Algebrenmorphismus 7’ AN 1'&18
mit 1o & = é gibt.
Sei t € T. Wir haben £(t) = (£i(t)); é Hm S zu zeigen. Seien £, k € I mit £ > k gegeben.
Es wird
uek(€8(t)) = (uero€")(t) = (1) .

Definition 85 Eine diskrete Bewertungsalgebra iiber R ist eine lokale, integre Hauptideal-
algebra iiber R, welche kein Korper ist.

Bemerkung 86 Sei S eine diskrete Bewertungsalgebra. Dann ist Spec(S) = {(0), (p) }
fir ein p € S* prim. Hierbei ist (p) mazimal.
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Beweis. In einer integren Hauptidealalgebra sind alle Primideale ungleich (0) maximal.
Denn aus (p) C (¢) mit p, ¢ € S* prim folgt p = qu fiir ein u € S, wegen p prim also
q € (p) oder u € (p). Ersterenfalls folgt (p) = (¢q), wie gewiinscht. Zweiterenfalls folgt
u = pu fiir ein v € S, also p = qu = pqu, also 1 = qu, also ¢ € U(S), was nicht eintritt.

Da S lokal ist, gibt es genau ein maximales Ideal in S. Da S kein Korper ist, ist dieses
ungleich (0). Weitere Primideale gibt es nach vorstehender Anmerkung nicht. -

Bemerkung 87 Sei S eine integre Hauptidealalgebra tiber R. Sei p € S* prim.
Dann ist Sq eine diskrete Bewertungsalgebra iber R ; cf. Bemerkung 74.

Beweis. Es ist S(,) lokal dank Bemerkung 74.

|
s s ss’ 0

Zeigen wir, daB S, integer ist. Seien 2, 5 € (S(,))* gegeben. Wir haben 25 #£ 2 zu

n’n' nn/ 1
zeigen. Da S integer ist, ergibt sich fiir z € S\ (p) aus s, s € S* auch xss’ # 0.
Zeigen wir, da3 S(,) ein Hauptidealbereich ist. Wir erinnern an den R-Algebren-
morphismus A: S — Spy: s = 2. Sei a C S, ein Ideal. Es ist A™'(a) = (a) fiir ein
a € S. Es ist § € a. Folglich ist ({) € a. Wir wollen Gleichheit zeigen. Sei 2 € a. Es

wird 2 = £.2 ¢ gund also s € A'(a) = (a). Schreibe s = at fiir ein ¢t € S. Es wird
s _a.l g (2).
n 1 n 1

Zeigen wir, daf S, kein Korper ist. Es ist (p)(,) ein maximales Ideal in S, . Es ist
(p)py 2 2 #Y, da S integer ist. )

Beispiel 88

(1) Sei p € Z* prim. Es ist
Zpy = {2:2€ZudnecZ\(p)}

eine diskrete Bewertungsalgebra iiber Z.

(2) Seia € C. Sei X ein einzelnes Element. Es ist

ClX]ix—a) = {ig; : f(X), n(X) € C[X] und n(a) %0}

eine diskrete Bewertungsalgebra iiber C.

Bemerkung 89 (und Definition) Sei S eine diskrete Bewertungsalgebra tiber R mit
mazximalem Ideal (p). Die folgenden Aussagen (1,2,3) gelten.

(1) Seiq € S* prim. Dann gibt es ein u € U(S) mit ¢ = pu.

(2) Seia C S ein Ideal mit a # (0). Dann gibt es genau ein k € Z=o mit a = (p*).
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(3) Sei s € S*. Dann gibt es genau ein k € Z=o und genau ein u € U(S) mit s = p*u.
Wir schreiben auch v,(s) =k (engl. valuation, deutsch Bewertung).

Beweis.

Ad (1). Es ist (q) = (p); cf. Bemerkung 86. Also gibt es ein u, v € S mit ¢ = pu und
p = qu. Wegen S integer folgt aus ¢ = pu = quv, dafi 1 = uw ist, mithin u € U(5).

Ad (2). Da S eine Hauptidealalgebra ist, gibt es ein @ € S mit a = (a). Da a # (0), ist
a # 0.

Fall a € U(S). Esist a = (a) = S = (pY). Fiir k € Zs; ist (p*) C (p) € S und also
a# (ph).

Fall a € S~ U(S). Wir kénnen a als Produkt von Primelementen aus S* schreiben, cf.
Aufgabe ??7.(2). Dank (1) folgt a = pFu fiir ein k € Z>; und ein u € U(S). Also ist
a=(p").

Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei (p*) = (p%) mit k, ¢ € Z-. Zu zeigen ist k =0
O.E. k < (. Es ist p* = p’b fiir ein b € S. Wegen S integer folgt 1 = p’~*b und somit
p*~* € U(S), mithin £ — k = 0.

Ad (3). Sei s € S*. Dann gibt es genau ein k € Zso mit (s) = (p*); cf. (2). Also ist
s = pFu und p* = sv fiir gewisse u, v € S. Dank S integer folgt aus p*uv = sv = p¥, daB
wv =1 und also u € U(S) ist.

Bleibt die Eindeutigkeit von k € Z~o und von u € U(S) zu zeigen. Wegen S integer geniigt
es, die Eindeutigkeit von k zu zeigen. Diese folgt aber aus (2). o

Definition 90 Sei S eine diskrete Bewertungsalgebra iiber R, mit maximalem Ideal (p).

Betrachten wir das linear geordnete Poset Z-; mit der linearen Ordnung (>) definiert
durch j > 7 genau dann, wenn j < i, wobei j, 7 € Z>; .

Fiir i € Z>; sei S; := S/(p"). Fiir j, 1 € Z>1 mit j = i, i.e. 7 <, sei

S; = 5

st() s+ ()

Dann ist S := ((Si)icz., , (S &
Wir schreiben

Si)jie1, j=i) ein Diagramm auf I ; cf. Definition 78.(3).
S = lmS = mS/(p) = {(si+ @)1 5 =p s; fiiv j, i € Zoy mit j < i}
i>1
fiir die Komplettierung von S. Wir haben den R-Algebrenmorphismus

5 Y s/
(si+(P"))iz1 =
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fir ¢ € Z>1 .
Wir haben auch den R-Algebrenmorphismus
p i .
IS S,(p*) S/ (pz)
s = s+ (pY)
fir i € Z>y, und es ist w;; 0 pg piy = P, o) fUr j, @ € Zzy mit j =4, ie. j <i
Geméfl Lemma 84 liefert dies den R-Algebrenmorphismus
S g
s = (s+ (")) -

Es heifit S komplett, wenn kg ein Isomorphismus von R-Algebren ist.

Lemma 91 Sei S eine diskrete Bewertungsalgebra iiber R, mit mazimalem Ideal (p). Die
Aussagen (1,2,3,4) treffen zu.

1) Es ist kg injektiv. Wir schreiben oft miffbrdauchlich s = kg(s) fir s € S.

)

2) Esist kg'((p*)) = (p*) fiir k € Zy .

3) Esist S eine diskrete Bewertungsalgebra, mit mazimalem Ideal (p).
)

(
(
(
(

4) Sei k € Z~, . Wir haben den R-Algebrenisomorphismus

S/(*) — S/
s+ (@) = s+ ().

(5) Es ist S komplett.

Beweis. Da S integer ist, diirfen wir S als R-Teilalgebra von Quot(S) ansehen und darin
p~! verwenden.

Ad (1). Sei s € Kern(kg). Dann ist s € (p') fiir alle i € Z .

Annahme, es ist s € S*. Wir konnen s = p*u schreiben fiir ein k € Z>y; cf. Bemer-
kung 89.(3). Da aber s = p*u € (pF*1) liegt, gibt es ein t € S mit pFu = p**'t, wegen S
integer also u = pt, also 1 = p(tu™). Es folgt p € U(S). Wir haben einen Widerspruch zu
(p) € S. Also ist s = 0.

Folglich ist Kern(kg) = 0, i.e. kg ist injektiv.
Ad (2). Es ist p* € kg'((p")), da ks(p") = ks(p)* =p*. Also ist k5'((p")) 2 (#").

Zeigen wir kg'((p*)) € (p¥). Sei kg(s) € (pF). Also gibt es ein (¢; + (p));
k

).
(s+(0")i = (ti+(@"))i- (0" + ")) = (tp*+(p")); . Es folgt s+ (p*) = txp" + (p*)
und also s € (p*).

€§m1t
=0+

(")
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Ad (3). Wir beobachten, daf fiir a, b € U(S) und m € Z>o aus a + (p™) = b+ (p™) auch
a” + (") = (@b” + ")+ ") = (@ 0” + ")+ (™) = b” + (")
folgt.

Wir behaupten, dafl jedes Element (s; + (p)); € 5% von der Form pFu ist fiir ein k € Z-
und ein u € U(g), wobei k € Z~o minimal ist mit sp,; & (pk“), was wegen (s; + (p')); #
(0 + (p')); existiert. Da s, + (p*) = s, + (p*) = 0 + (p*) ist fiir £ € Z>, kénnen wir
u; = p~¥si setzen fiir i € Zs,. Fiir j, i € Z>; mit j > i wird dann Sitk + <pz‘+k;) _
Stk + (p"F) und also

uj+ () = p s+ ) = p s+ (0) = wit ()
Somit ist (u;+ (p')) € S. Fiir £ > 1 ist ferner ug+ (p) = w1+ (p) = pFspp1+ (p) # 0+ (p),
ie.up e S\p=U(S). Fiir j, ¢ € Z>; mit j > i wird dann
uj + (') = v + ()
dank vorstehender Beobachtung. Somit ist auch (u; + (p%)); € S. Da nun (u; + (p')); -
(wi + (p)): = (1 + (p%)); ist, folgt u := (u; + (p*)); € U(S).
Es bleibt zu zeigen, dal p*u = (p*u; + (p)); = (si + (p")); ist. In der Tat wird fiir i € Z>;
PPuit () = sipr+ () = si+ (') .
Dies zeigt die Behauptung.

Seien nun Elemente p*u und p‘v aus S gegeben, wobei k, ¢ € Zsy und u, v € U(S’)
Dann ist ihr Produkt p**“uv ungleich 0, da der R-Algebrenmorphismus w’™*! die Einheit
uv auf eine Einheit in S/(p*+**1) schickt und das Element p*+¢ auf pt+¢ 4 (pF++1), also

nicht auf 0. Somit ist S integer.

Ferner ist p wegen wg(p) = 0 keine Einheit, aber wegen w%(p) # 0 auch ungleich 0.
Insbesondere ist S kein Korper.

Sei nun a ein Ideal in S. Sei a # (0). Sei p*u ein Element mit minimalem Exponenten k
in a~ (0), wobei u € U(S). Dann ist (p¥) C a. Ist umgekehrt p‘v € a, wobei £ € Z=q und
v € U(S), dann ist ¢ > k und also p‘v = pF - p'~Fv € (p*). Also ist (p¥) = a. Folglich ist
(p) das einzige maximale Ideal von 5.

Somit ist S eine integre, lokale Hauptidealalgebra, aber kein Korper. lLe. es ist S ein
diskreter Bewertungsring. Das maximale Ideal ist (p).

Ad (4). Dank (2) ist der fragliche R-Algebrenmorphismus wohldefiniert und injektiv; cf.
Aufgabe 8.(2). Zu zeigen bleibt, dafl er surjektiv ist. Sei (s; + (p')); € S gegeben. Es wird
sk + (p*) abgebildet auf s; + (p ) = (s + (p%))s + (p*). Wir wollen zeigen, daf

(56 + ()i + (") = (si+ ()i + (B)
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ist. In der Tat wird die Differenz zu (sy — s; + (p')); . Ihr Tupeleintrag bei i € [1,k — 1]
ist gleich 0. Folglich ist sie durch p* teilbar; cf. Behauptung.

Ad (5). Zu zeigen ist, dal kg ein R-Algebrenisomorphismus ist. Es gentigt zu zeigen, daf
Kg surjektiv ist; cf. (1).

Sei ((sji + ()i + (17)); € S gegeben. Wir behaupten

Kg(sii+ () = ((sia+ @)+ @); = (555 + @)+ 7)), -

Zu zeigen ist hierfiir zunéchst einmal, daB (s; ;+(p")); ein Element von S ist, i.e. daB wir fiir
0,k € I mit ¢ >k auch sgy = s haben. Da (sg; + (p")); € S liegt, ist s¢p =pr S¢ k. Da

((sjit+ @)+ (")), € S liegt, ist (se;+ (p"))i =pr (Ski+ (p"))i, insbesondere spp = Sk g
Zusammen ist

Se e Epk Stk Epk Sk.k -
Zu zeigen ist hierfiir ferner, daB (s;; + (p')); =p (si: + (p')); ist fiir j € Zs, Le. daB

(s5: — sii + (p)i € (1Y) liegt. GeméB Behauptung aus (4) geniigt es zu zeigen, daf

S$ji — Sii =y 0 ist fiir ¢ € [1,7]. Das aber folgt wie eben aus ((s;; + (p*)); + (p?)); € S.
Dies zeigt die Behauptung. o

—_

Beispiel 92 Sei p € Z eine Primzahl. Wir betrachten die Komplettierung Z,) der dis-
kreten Bewertungsalgebra Z,) iiber Z; cf. Bemerkung 87.

Es ist Z/(p*) = Zg)/(p*): 2 + (p*) — 2z + (p*) ein Isomorphismus von Z-Algebren; cf.
Aufgabe 77.(3).

—_

Jedes Element von Z,) ist also von der Form (w; + (p')); mit w; € Z und mit w1 =, w;
fiir ¢ € Z~; . Somit ist es von der Form

(200" + (P"), 200" + 210" + (pY), 200" + 21" + 220> + (P°), ...) =t |20lz1l22]28] ... |,

mit eindeutig festgelegten Elementen z; € [0,p — 1] fiir ¢ € Z>,. Dies ist die p-adische
Darstellung dieses Elements. Dementsprechend wird Z,) auch der Ring der p-adischen
Zahlen genannt.

Es ist Z(,) abzéhlbar.

Es ist Z(;) itberabzéhlbar. Denn fiir jede Abbildung Z-, — Z(;): n +— &, konnen wir
€n = |ZnolZn1l2n2lzns| ... | schreiben mit z,; € [0,p — 1] stets. Wir wihlen nun ein
v; € [0,p — 1] N {2z} fiir i € Zs. Fiir jedes n € Z ist

LG,o|2n,1|2n,2lzn,3| - J # LU0|01|U2|U3| - J )

da jedenfalls in Position n sich z,, # v, einstellt. Also ist n — &, nicht surjektiv.
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1.3 Weitere Anwendungen der Konstruktionen

1.3.1 Mehr zur Priméirzerlegung

Sei R ein kommutativer Ring. Sei S eine noethersche kommutative R-Algebra.

Beispiel 93 Sei K ein Korper. Seien X und Y Elemente.
Sei a:= (X% XY).
Es ist a nicht primér. Denn es ist XY € a und X € a, aber Y" & a fiir alle n € Z~, .

(1) Esista=(X)N(X,Y)? eine Primdrzerlequng.

Dabei ist \/(X) = (X) und /(X,Y)?=(X,Y).
Es ist (X) prim wegen des Isomorphismus K[X,Y]/(X) — K[Y]: X —» 0, Y — Y]
invertiert von K[Y] — K[X,Y]/(X): Y — Y.

Es ist (X,Y) maximal, insbesondere prim; cf. Beispiel 37. Also ist (X,Y)? primér
und /(X,Y)?2 = (X,Y); cf. Bemerkung 44.
Esist a C (X)N(X,Y)2%
Sei umgekehrt f(X,Y) € (X) N (X,Y)? gegeben. Dann ist

f(X)Y) = (X, Y)X? + (X, V)XY +d(X,Y)Y?
fiir gewisse b(X,Y), ¢(X,Y), d(X,Y) € K[X,Y]. Da X ein Teiler von f(X,Y) ist,
teilt X auch d(X,Y). Folglich ist f(X,Y) € (X? XY) = a.

(2) Seise€ K. Esista= (X)N(X2Y +sX) eine Primdrzerlequng.
Dabei ist \/(X) = (X) und /(X2Y +sX) = (X,Y).
Es ist (X) prim; cf. (1).

Esist (X,Y)? C (X2 Y +sX) C (X,Y), ersteres wegen XY = X(YV + sX) — sX?
und dann wegen Y? = Y(Y + sX) — sXY. Da (X,Y) maximal ist, ist mithin
(X2Y + sX) primir; cf. (1) und Bemerkung 44.

Es ist
(XaY) - V(X2>Y‘|‘5X) - \/(va) = (X,Y),

ersteres wegen (X,Y)? C (X?Y + sX), letzteres wegen Bemerkung 43.(2).

Also ist /(X2 Y +sX) = (X,Y).

Es ist
a C (X)N(X,Y)? C (X)N(X%Y +sX);

cf. (1). Sei umgekehrt f(X,Y) € (X)N (X% Y + sX). Dann ist

f(X,Y) = b(X,Y)X? + (X, Y)(Y + sX)
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fiir gewisse b(X,Y), ¢(X,Y) € K[X,Y]. Da X ein Teiler von f(X,Y) ist, teilt X
auch ¢(X,Y). Folglich ist f(X,Y) € (X% XY) = a.

(3) Es fallt auf, daf die Menge der Radikale der Teilnehmer der Priméarzerlegung sowohl
in (1) als auch in (2) gleich {(X), (X,Y)} ist.

Ferner fallt auf, daf (X) minimal ist in dieser Menge und dafl das zu (X) gehorige
Primérideal in (1) und in (2) beidemale gleich (X)) ist.

Dahingegen ist das Primérideal (X,Y)? aus (1) echt im Primérideal (X2, Y + sX)
aus (2) enthalten, da Y + sX nicht in (X,Y")? liegt, da jedes Monom eines Polynoms
in (X,Y)? durch X2, durch XY oder durch Y? teilbar ist, was fiir Y nicht zutrifft.

Somit unterscheidet sich die Primérzerlegung in (1) von allen Primérzerlegungen,
die in (2) auftreten.

Ferner sind fiir s, § € K mit s # 5 die Primérzerlegungen a = (X) N (X2, Y + sX)
und a = (X) N (X2, Y + 5X) aus (2) verschieden:

Jedenfalls ist (X) # (X2, Y + 5X), da sonst a = (X) folgte, was wegen a nicht
primér und (X) prim nicht geht.

Annahme (X2Y + sX) = (X% Y + §X). Dann liegt Y + sX € (X2, Y + 5X). Es
ist also YV + sX = a(X,Y) X%+ b(X,Y)(Y + 5X) fiir gewisse a(X,Y), b(X,Y) €
K[X,Y]. Koeffizientenvergleich bei Y liefert b(X,Y) = 14+b(X,Y) fiir ein b(X,Y) €
K[X,Y] mit b(0,0) = 0. Also wird (s — )X = a(X,Y)X2 + b(X,Y)(Y + 5X).
Koeffizientenvergleich bei X liefert s = 5, was nicht zutrifft.

Definition 94 Sei a C S ein Ideal. Sei
Ass(S,a) = {p € Spec(S) : esgibt ein s € S~ amit p=(a:(s))} C Spec(9)

die Menge der zu a assoziierten Primideale in S.

Zu (0) assoziierte Primideale heiflen auch kurz assoziiert. Wir schreiben dann auch

Ass(S) = Ass(S, (0)).

Bemerkung 95 Sei a C S ein Ideal.
Ist p € Ass(S,a), dann ist p D a.

Beweis. Es gibt ein s € S\ amit p=(a:(s)). Alsoist a C (a: (s)) =p. o
Beispiel 96

(1) Ist p € Spec(S), dann ist (p : (s)) = p fiir alle s € S~ p. Somit ist Ass(S,p) = {p}.
(2) Wir betrachten die Z-Algebra Z und darin das Ideal (12).

Sei s € Z\ (12). Esist ((12) : (s)) € { (2), (4), (3), (6), (12) }.

Also ist Ass(Z, (12)) = {(2), (3) }.
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Bemerkung 97 Seia C S ein Ideal.
Es ist Ass(S,a) # 0.

Beweis. Wir betrachten die Menge M := {(a : (s)): s € S\ a}, teilgeordnet mittels
(©). Esista=(a: (1)) € M.

Da S noethersch ist, gibt es in M ein maximales Element (a : (z)), wobei x € S \ a; cf.
Aufgabe 12.

Wir behaupten, dafl (a : (z)) prim ist.
Esist (a: (z)) C S wegen x € a und also 1 & (a: (z)).
!
Seien y, z € S mit yz € (a: (x)), aber z & (a: (x)) gegeben. Wir haben y € (a : (z)) zu
zeigen.
!
Es ist zyz € a, aber es ist xz ¢ a. Wir haben xy € a zu zeigen.

Da (a: (z)) C (a: (zz)) ist und da xz € S \ a liegt, gibt die Maximalitidt von (a : (z)) in
M die Gleichheit (a: (x)) = (a: (z2)). Wegen zyz € aist y € (a: (zz)) = (a: (z)). Also
ist xy € a. Dies zeigt die Behauptung. o

Lemma 98 Sei a C S ein Ideal. Seiy € S~ a. Sei b:= (a: (y)).

(1) Es existiert in { q € Spec(S): b C q} ein minimales Element.

(2) Jedes minimale Element p in {q € Spec(S) : b C q} ist assoziiert zu a.

Beweis.

Ad (1). Esist b C S wegen y ¢ a. Folglich ist { q € Spec(S): b C q} # 0; cf. Lemma 47,

Definition 33. Dank Lemma 50 existiert in dieser Menge ein minimales Element.
Ad (2). Es ist S, noethersch; cf. Aufgabe 77.

Wdre%e by, , dannwéire%:%mit bebundn e S\ p, also gdbe es ein x € S \ p mit
xn = xb, aber xn € S\ p und zb € b C p, was nicht geht. Also ist b, C .S, .

Dank Bemerkung 97 ist also Ass(S,, by) # 0.

!
Wir behaupten Ass(S,, by) = {py}. Sei q € Spec(S) mit q C p. Es geniigt, q, ¢ Ass(Sy, by)
zu zeigen; cf. Bemerkungen 69.(1) und 74.

Annahme, es ist q, € Ass(Sy, by). Es ist b, C q,; cf. Bemerkung 95. Also ist
b C ATH(b) € ATH(gy) = q;

cf. Bemerkung 69.(1). Aber wegen der Minimalitdt von p und wegen q C p mufl b Z q
sein. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.
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S

Also gibt es ein 2 € S, \ b, mit p, = (b, : (2)). Da S noethersch ist, kénnen wir
p = (p1,-..,pr) schreiben fiir ein k € Z>o und gewisse p; € S fiir ¢ € [1,k]. Dann ist
® . B ¢ b, fiir © € [1,k]. Folglich gibt es ein ¢; € S\ p mit ¢;sp; € b fiir i € [1,k]. Mit
=[lLicunti € S pist also tsp; € b fiir i € [1,k].

3

Wir behaupten p = (b : (st)). Es gilt p C (b : (st)), da tsp; € b ist fir i € [1,k]. Sei
!
umgekehrt = € (b : (st)) gegeben. Wir haben x € p zu zeigen. Es ist stx € b.

Wire x € S\ p, dann wire & € U(S,). Da aber £ - & ¢ b, liegt, folgte 2 € b, , was nicht
zutrifft. Dies zeigt die Behauptung. Insbesondere ist st & b.

Wir wollen p = (a: (sty)) zeigen. Fiir z € S ist genau dann z € (a: (sty)), wenn stzy € a
liegt, i.e. wenn stz € b liegt, i.e. wenn z € (b : (st)) = p liegt. Dies zeigt die fragliche
Gleichheit. Insbesondere ist sty & a.

Infolgedessen ist p € Ass(S, a). o

Lemma 99 Sei q C S ein Ideal.

Die Aussagen (1,2) sind dquivalent.

(1) Es ist q primdr.

(2) Esist Ass(S,q) = {\/q}.

Beweis.

Ad (1) = (2). Da q primér ist, ist /q prim; cf. Bemerkung 43.(2).

Esist q C S. Also ist Ass(S,q) # 0; cf. Bemerkung 97.

Sei nun p € Ass(S, q) gegeben. Wir haben p = V9 zu zeigen.

Aus q C p folgt \/q C \/p = p; cf. Bemerkungen 95 und 43.(2).

Bleibt /q é p zu zeigen. Schreibe p = (q : (z)) fiir ein x € S~ q. Seiy € p = (q: (x))
gegeben. Aus yx € q und x € q folgt wegen q primér, dal y € |/q liegt.

Ad (2) = (1). Es ist p := /q prim.

|
Seien z € S und y € S \ q mit 2y € q gegeben. Wir haben 2z € p zu zeigen.

Esist z € (q: (y)) =:tC S. Somit geniigt es, v/t = p zu zeigen.
Sei M die Menge der minimalen Elemente von {u € Spec(S): t Cu}.

Die Menge M ist endlich, da sie in Bijektion steht zur Menge der minimalen Primideale von
S/q; cf. Bemerkung 69.(2), Aufgabe ?7?.(2), Satz 58. Das brauchen wir aber nicht.
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In der nichtleeren Menge {u € Spec(S) : t C u} liegt jedes Element iiber einem Element
von M ; cf. Lemmata 47 und 50. Also ist M # () und es ist

Vi e T m{uESpec(S): tCu} = ﬂM

|
Es geniigt also, M C {p} zu zeigen.

Aber ist v € M, dann ist v € Ass(S, q) geméafl Lemma 98. Und es ist Ass(S,q) = {p} nach
Voraussetzung. Also ist v = p. 0

Definition 100 Sei a C S ein Ideal.

Wir betrachten eine Priméarzerlegung a = ﬂie[uc} q;, wobei k € Z-, und wobei q; ein
Primérideal in S ist fiir i € [1, k]. Cf. Satz 63.

Es heifit eine solche Primérzerlegung reduziert, wenn a C ﬂie[l’k]
und wenn \/q; # /q; ist fiir i, j € [1,k] mit ¢ # j.

() 9 ist fiir j € [1,K]

Beispiel 101 Die Primérzerlegungen in Beispiel 93.(1, 2) sind reduziert, da a selbst nicht
primér ist und da (X) # (X,Y) ist.
Bemerkung 102 Sei a ein Ideal in S.

Es besitzt a eine reduzierte Primdrzerlegung.

Beweis. Wir kénnen eine Primérzerlegung a = ﬂie[l’k} q; wahlen; cf. Satz 63.

Fir 4, j € [1,k] sei i ~ j, falls \/q; = ,/q; ist. Es ist (~) eine Aquivalenzrelation. Wir
withlen Reprisentanten h; fiir j € [1,/] der ¢ Aquivalenzklassen.

Sei q; = ﬂle[l K, i, Gn T J € [1,¢]. Dann ist §; ein Primérideal mit \/q; = \/g; fiir
i€ [l,k] miti~ h;; 'of. Aufgabe ?77. Ferner ist

ﬂqz—ﬂ ﬂ 4 ﬂ%-

1€[1,k] JE[L,0] \i€[1,k], i~h; JE[1,4]
Fiir j, 5/ € [1,4] mit j # j' ist h; ¢ by und also \/q; = \/dn, # /9n, = /45
Nun entferne man noch aus der Primérzerlegung a = ﬂje[l,@] q; schrittweise solche

Primérideale, bei deren Entfernung sich die Schnittmenge nicht andert. Dies setze man
fort, bis kein solches Primérideal mehr an der Schnittmenge teilnimmt. So erhalten wir
eine reduzierte Primérzerlegung von a. o

Lemma 103 Sei N C S eine multiplikative Teilmenge.
Sei q ein Primdrideal in S mit \/qN N = (.

Dann ist q)N ein Primdrideal in SN mit \/qJN = \/qJN und mit ¢ = Ag}y(q/N).
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Beweis. Zeigen wir v/q//N = Va/N.

!
Ad D.Ist = € SN gegeben mit s* € g fiir ein k € Z,, dann ist (2)* = 2—’; € q/N.

!
Ad C. Sei £ € SN gegeben mit (£)* € q/N. Dann gibt es ein z € N mit zs* € q. Da g
primér ist und z € N C S\ /1 liegt, folgt s* € q. Also ist 2 ¢ /q/N.
!

Zeigen wir q = ?\gj\,(q//N). Zu zeigen ist nur 2. Sei s € S gegeben mit { € q/N. Dann
gibt es ein x € N mit zs € . Dax € N C S\ /q liegt, muB s € q liegen.

Zeigen wir, daf8 q/N ein Primérideal ist. Seien £, L € S/N gegeben mit £ - L € q/N,
aber £ & q/N. Dann ist t ¢ q. Es gibt ein x € N mit ast € q. Daz € N C S~/

m

liegt, muf} st € q liegen. Da t & q liegt, mufl es ein k € Z( geben mit s* € q. Es folgt
()" € q/N. o
Bemerkung 104 Se: N C S eine multiplikative Teilmenge.

Seien a, b C S Ideale.

FEsist (anb)/N = (a/N)N(bJN).

!

! !

Beweis. Zu zeigen ist nur 2. Sei = € (a/N)N(b/N) gegeben. Zu zeigen ist = € (aNb)/N.
Da 2 € a/N liegt, gibt es ein z € N mit x5 € a. Da 2 € b/N liegt, gibt es ein y € N mit
ys € b. Also ist zys € aNb und somit * = > ¢ (aNb)/N. o

~ myn
Cf. auch Aufgabe 77.(1).
Lemma 105 Sei N C S eine multiplikative Teilmenge.

Sei a C S ein Ideal. Sei a = (),
Schreibe p; == \/q; firi € [1,{]. Sei k € [1,(] gegeben mit

1, % eine reduzierte Primdrzerlegung.

= 0 fiiri€[l,k
pmN{% 0 firielk+1,4.

Dann ist afN = (V;c;y y(a:/N) eine reduzierte Primdrzerlegung.

Ferner ist 7\§§V(a//1\7) = mie[l,k] i -

Beweis. Fir i € [k + 1,¢] ist q;/N = SJN, da es ein x € p; N N gibt und also ein
J € Z>o mit 27 € g, existiert, weswegen % € q;/N von x% € S/N invertiert wird; cf.
Bemerkung 30.

Dank Bemerkung 104 folgt also aus a = [, 4 9, daB a/N = (¢ 4y(q:/N) ist. Mittels
Lemma 103 erkennen wir, daf eine Primérzerlegung vorliegt und da8 y/q; /N = /q; /N =
p; /N ist. Fiir i, j € [1,k] mit ¢ # j ist also \/q;/N # \/q; /N ; cf. Bemerkung 69.(1).
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Um zu zeigen, daf} eine reduzierte Primérzerlegung vorliegt, bleibt uns also zu zeigen, dafl
Es ist ﬂie[l’ Ky} i Z q;, da wir von einer reduzierten Primérzerlegung ausgegangen

waren. Wahle x € (ﬂie[l’k]\{j} qi) N q;. Dann ist § € (;cqy y.;1(9:/N). Es geniigt zu

!
zeigen, dafl ¥ & q; /N liegt.

Annahme, es ist § € q;/N. Dann gibt es ein y € N mit xy € q;, was wegen o ¢ q; und
q; primér aber y € \/q; = p; nach sich zieht, im Widerspruch zu p; "N = (.

SchlieBBlich folgt
Asiv(@/N) = Agh () @IN) = () Asi(@/N) "= () -

1€[1,k] 1€[1,k] 1€[1,k]

Satz 106 (Vergleich zweier reduzierter Primérzerlegungen) Sei a C S ein Ideal.

Seien a = ﬂz’e[l,e] q; und a = ﬂie[uz] q; reduzierte Primdrzerlequngen.

(1) Esist 0="0und {\/q;: i€[1,0}y={Vq:ie1,0]}.
(2) Seip € Spec(S) ein minimales Element von {/q; : i € [1,0]} = {/qi: i € [1,0]};
cf. (1). Sei dabeip = \/q; = \/i mit j € [1,0] und j € [1,1].

Dann ist q; = q; .

Beweis.
Ad (1). Es gentigt, Ass(S,a) = {V%:i€[1,0} zu zeigen.
Daa = ﬂie[m] q; ist, folgt
Ass(S,a) € | J Ass(S,q:) = {vai:ie€[1,0};
1€[1,]

cf. Aufgabe 77, Lemma 99.

!
Sei j € [1,/] gegeben. Wir haben ,/q; € Ass(A,a) zu zeigen. Da a = ﬂie[u] q; eine
reduzierte Primérzerlegung ist, gibt es ein = € ﬂie[u]\{j} q; mit ¢ € a, i.e. mit x & q; .

Sei b := (a : (z)). Esist b € S. Also ist Ass(S,b) # 0; cf. Bemerkung 97. Wiéhle
p € Ass(S,b). Es gibt also ein y € S\ b mit p = (b: (y)). Nun ist

p=(0:() = (a:(2):(@) = (a:(zy)),

insbesondere xy ¢ a und also p € Ass(S, a).
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Da 2y € (g g g5y % liegt, folgt

p = (a:(zy) = (q;: (2y))
und also p € Ass(S,q;) = {q;}, i.e. p = /q;; cf. Lemma 99.
Insgesamt ist \/q; = p € Ass(S, a).

Ad (2). Sei N := S\ p. Es geniigt, q, = Assp(@/N) zu zeigen.

Seii € [1,{]\{j}. Daa =), 4 9 eine reduzierte Primérzerlegung ist, gibt es wegen der
vorausgesetzten Minimalitat von p = /q; ein x € /q;, das nicht in p liegt. Mit anderen
Worten, es ist N N /g; # 0.

Ferner ist N N ,/q; = 0.

Die Aussage folgt also mit Lemma 105 nach Umnumerierung. 0

1.3.2 Mehr zur Komplettierung: Hensels Faktorisierungslemma

Sei R ein kommutativer Ring.
Sei S eine komplette diskrete Bewertungsalgebra mit maximalem Ideal (p).

Sei X ein Element.

Wir wollen Hensels Lemma zum Faktorisieren von Polynomen behandeln; cf. Satz 110.

Hensels Lemma zum Heben von Nullstellen kennen wir aus Aufgabe 77.(5).

Bemerkung 107 Seien U = (U,§) und V = (V,n) kommutative R-Algebren.
Sei f: U =V ein Morphismus von R-Algebren.

Dann haben wir den R-Algebrenmorphismus

ux] L vix]

> is0 u X' > is0 flu) X

Beweis. Es sind auch U = (U, idy) und V' = (V, f) U-Algebren. Wegen foidy = f ist f ein
U-Algebrenmorphismus. Ferner ist ay,x : V — V[X]: v — v ein V-Algebrenmorphismus,
mittels Einschrankung entlang f also auch ein U-Algebrenmorphismus. Zusammen ha-
ben wir den U-Algebrenmorphismus ay x o f: U — V[X]|: u — f(u), was zugleich der
Strukturmorphismus von V[X] ist.

Dank universeller Eigenschaft der Polynomalgebra gibt es also zur Abbildung X — X
genau einen U-Algebrenmorphismus von U[X | nach V[X], der X nach X abbildet, namlich

ux] L vix]

>0 u X' > is0 flu) X?
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cf. Lemma 20. Nach Einschrinken entlang € wird f auch zu einem R-Algebrenmorphismus,

denn aus foaux = ay.x o f folgt foaU,XogzaV,XofofzauXon. o

Definition 108 Ein Polynom f(X) = Y. a; X’ € S[X]|* heit normiert, falls fiir
Jj:=max{i € Zzo: a; # 0} dann a; = 1 ist.

Bemerkung 109 Gegeben sei f(X) € S[X]| normiert.
Gegeben seien gn,(X), hn(X) € S[X]| normiert firn € Z, .

Fiirn € Z>, sei
FX) Zp ga(X) - hn(X)
gnr1(X) =pr gn(X)
B (X) Zp ha(X)

Insbesondere sind deg(g,(X)) und deg(h,(X)) konstant in n.
Wir schreiben f,(X) =: 3, 0 uni X" und gn(X) =: 3,00 n X" fiirn € Zy .

Sei i € Z1 gegeben. Es iSt Upi1; =pn Up; UNd Upy1,; =pn U, fiir n € Zsy . Insbesondere
sind (Un;)n und (vn;)n Cauchyfolgen; cf. Aufgabe 7. Sei u; der Grenzwert von (uy;)y
und sei v; der Grenzwert von v, ; ; cf. Aufgabe 77.(1). Seien

9(X) = YiouX'

h(X) = Zi>0 v; X"
Es sind g(X) und h(X) normiert.
Es ist

f(X) = g(X) - h(X)
Ferner ist

9(X) = a(X)
hX) =, h(X).

Beweis. Sei (s,), eine Folge in S mit s,41 =pn s, flir n € Z>; . Es ist (s,), eine Cauchy-
folge. Sei s ihr Grenzwert; cf. Aufgabe ??7.(1). Dann gibt es fiir ein gegebenes m € Z-
ein m € Zx,, mit s =,m s . Daher ist s =,m 553 =pm s, .

Es folgt
9(X) =pn gm(X)
hMX) =pm hn(X)

fiir m € Z>1 .
Sei n € Z>1 gegeben. Wir betrachten den R-Algebrenmorphismus

S =5 S/
s = s+ (p") = 5.
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Dieser induziert den R-Algebrenmorphismus

SIX] = (S/(m)IX]
Z@oaixl = Zgoai‘xz?

cf. Bemerkung 107. Es folgt

(X)) = 00 (90X 1a(X)) = Ba(9(2X)) - B (n(X))
(

Da dies fiir alle n € Z; gilt, folgt f(X) = g(X) - h(X). o

Satz 110 (Hensels Faktorisierungslemma) Wir erinnern an die komplette diskrete
Bewertungsalgebra S tiber R mit mazimalem Ideal (p).

Wir schreiben S := S/(p) und 5§ := s+ (p) fir s € S. Wir haben den R-Algebren-

morphismus
S[X] 2 S[x]
fX) = YinpalX' = YogaX = f(X);
cf. Bemerkung 107.
Sei f(X) € S[X] normiert.
Seien g1(X), hi(X) € S[X] normiert gegeben mit (§1(X), h1(X)) = (1) und mit

f(X) = (X)) -m(X).

Dann gibt es g(X), h(X) € S[X] normiert mit g(X) = g1(X), mit h(X) = h1(X) und
mit

Beweis. Wir schreiben a := deg(g;) und b := deg(hy). Dann ist deg(f) = a + .

Sei ferner fiir das Nullpolynom vereinbart, dafi deg(0) := —oo gelte, sodafl jedenfalls
deg(0) < k ist fiir k € Z> .

Fiir n € Z- konstruieren wir rekursiv g,(X), h,(X) € S[X] normiert mit

9n+1 (X) =pn gn(X)
hai1 (X)) =pr hn(X)
f(X) o Gn(X) - ha(X)

Die Aussage folgt dann hieraus mittels Bemerkung 109.

Um die Konstruktion durchzufiihren seien n > 1 und ¢,,(X), h,(X) € S[X]| normiert mit
F(X) =pn gn(X) - hyp(X), mit deg(g,) = a und mit deg(h,) = b gegeben.
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Beim Rekursionsanfang n = 1 trifft dies nach Voraussetzung zu.
Gesucht sind gp,41(X), hpt1(X) € S[X] normiert mit f(X) =pn ¢, (X) - hp(X) und mit
gn1(X) = ga(X)
hna(X) - =pr ha(X)
F(X) = gnin(X) - hnga (X))
Wir suchen demgeméif u(X), v(X) € S[X]| mit deg(u) < a, mit deg(v) < b, und mit

!

F(X) =prr (ga(X) + p"u(X)) (hn(X) + p"0(X)) -

Denn dann kénnen wir ¢,+1(X) := g,(X) + p"u(X) und h,1(X) := h,(X) + p"v(X)
setzen.

Schreibe f(X)—gn(X)-hp(X) =: p"w(X) mit w(X) € S[X], was nach Rekursionsvoraus-
setzung moglich 1st Da f(X) und g,(X)h,(X) normierte Polynome vom gleichen Grad
a + b sind, ist deg(w) < deg(f) = a + b.

Wir haben

!

Prw(X) =per P u(X) - h(X) + gu(X) - p"o(X)
zu erfiillen, i.e.

w(X) = u(X) - hn(X) +gn(X) - 0(X) =p w(X) m(X) +v(X) - g1(X) .
Da (g1(X), hi(X)) = (1), gibt es a(X), 0(X) € S[X] mit
w(X) =, (X)) h(X)+09(X) g1 (X) .

Polynomdivision mit Rest gibt 0(X) = hy(X) - ¢(X) + v(X) mit ¢(X), v(X) € S[X],
wobei deg(t) < deg(hy) = b ist.

Sei noch u(X') das Polynom, das aus dem Polynom @(X)+¢(X)-g;(X) durch Subtraktion
all seiner durch p teilbarer Monome hervorgeht. Dann ist deg(u) = deg(a). Es wird
w(X) =, (@(X) +1(X) - 91(X)) - (X) +0(X) - 1(X) = w(X)-hi(X)+0(X)-g:1(X),
da p; mit Multiplikation vertraglich ist. Mit anderen Worten, es ist

o(X) = a(X) - hi(X) +9(X) - 1(X) .

Hierin ist deg((X) - g1(X)) < deg(v(X) - g1(X)) < b+ a. Ebenso ist deg(w) < deg(w)
a+b. Danun deg(h;) = bist, kann nicht deg(ﬂ) > a sein. Folglich ist deg(u) = deg(u) <
wie verlangt. o

Beispiel 111 Wir haben die komplette diskrete Bewertungsalgebra Z y; cf. Bemer-
kung 74, Lemma 91.(5).
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Wir betrachten X? + 1 € %[X]

Wir haben die Isomorphismen Fs = Z/(5) = Z)/(5) — %/(5), entlang denen wir
identifizieren; cf. Aufgabe 77.(3), Lemma 91.(4).

Es ist X2+ 1 =5 (X — 2)(X + 2), und diese Faktoren X — 2 und X + 2 sind teilerfremd
in F5[X], i.e. (X +2,X —2)=(1) in F5[X].

Dank Satz 110 gibt es eine Zerlegung der Form X? + 1 = (X — w)(X — ws) in Z(;)[X]
mit X —w; =5 X — 2 und mit X — wy =5 X + 2, i.e. mit wy =5 2 und mit wy =5 —2.

Tatsichlich mufl wy, = —w; sein, wie der Koeffizientenvergleich bei X! liefert.

Cf. Aufgabe 77.(6). Das dortige Element s mufl das hiesige Element w; sein, da w; und
wy die einzigen Nullstellen von X2 + 1 bleiben und da s =5 2 ist.

Dahingegen ist X? 4 1 in Z [X] irreduzibel, da wir Zs) als Teilalgebra von Q ansehen
diirfen und X2 + 1 in Q[X] irreduzibel ist.



Kapitel 2

In Richtung (Geometrie

2.1 Moduln

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 112

(1) Ein R-Modul besteht aus einer abelschen Gruppe (M, +) und einer Abbildung

R x M Y% um

(r , m) — r-m =:rm
derart, daf die folgenden Eigenschaften (Mod 1-3) gelten.

(Mod 1) Esist 1-m =m fir m e M.

(Mod2) Esistr-(r'-m)=(r-r")-mfirr, v € Rund m € M.

(Mod3) Esist (r+7)-(m+m')=r-m+7-m+r-m'+o" -m' fir r, 7 € R und

m, m' € M.

Oft schreiben wir kurz M = (M, +,-).
Esist0-m=0-m4+0-m—0-m=(0+0)-m—0-m=0-m—0-m =0 fir m € M.
Esist (-=1)-m=(-1)-m+1-m—m=(-1+1)-m—m=—m fir m e M.

(2) Seien R-Moduln M und N gegeben. Eine Abbildung f : M — N heifit R-linear,

falls
fr-m+r"-m')y = r-f(m)+r" - f(m')

ist fiir r, 7 € Rund m, m’ € M.

Insbesondere ist f ein Morphismus abelscher Gruppen.

69



70

Ist f eine bijektive R-lineare Abbildung, dann auch f~ eine R-lineare Abbildung,
denn f=(rn + ') = f7(rf(f~(n) + 7 f(f~(n))) = [~ (f(rf~(n) +7'f~(n))) =
rf~(n)+r f~(n) fir r, 7" € Rund n, n’ € N. Diesenfalls heiBit f ein Isomorphis-
mus von R-Moduln.

Beispiel 113

(1) Ist R ein Korper, so nennt man einen R-Modul auch einen R-Vektorraum.

(2) Esist R vermoge der aus der kommutativen Ringstruktur stammenden Multiplika-
tion
R x R
(r , ) — rr

ein R-Modul.

(3) Sei S = (5, @) eine kommutative R-Algebra. Sei M ein S-Modul vermége (-): S X
M — M. Dann wird die abelsche Gruppe (M, +) zu einem R-Modul vermoge

RXMQ

(r , m) — r-m:= a(r)m
Wir sagen, der R-Modul M entsteht aus dem S-Modul M durch Einschrinken
entlang o.
Es gilt (Mod 1), da 1-m = a(l)m = 1m = m ist fir m € M.
Es gilt (Mod2), da

I
o)
=

r-(r'-m) = a(r)(al(r)m)
Ya(r

Il
2
3
ﬁ\
3

ist fir r, ¥ € Rund m € M.
Es gilt (Mod 3), da
(r+r)-(m+m) = a(r+7r)(m+m')
= (a(r)+a(r))(m+m')

= a(r)m+ a(r)m + a(r)m’ + o(r')m’
= r - m+r-m+r-m'+r-m

fir r, 7 € Rund m, m" € M.

(4) Sei S = (S, «) eine R-Algebra. Wir haben den S-Modul S aus (2). Schrénken wir
diesen geméf (3) entlang « ein, so erhalten wir den R-Modul S via

R x S
(r , s

1le

S
r-s = ar)s.
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Definition 114 Sei M ein R-Modul.

(1) Eine Teilmenge U C M heifit R-Teilmodul oder kurz Teilmodul, falls 0 € U und falls
fir r, v € Rund u, v' € U auch ru+ r'u’ € U liegt.

Insbesondere ist ein Teilmodul eine abelsche Untergruppe.
Ist U C M ein Teilmodul, so ist U mittels (-)|%. ,; ein R-Modul.
Diesenfalls ist die Einbettungsabbildung U — M : u — u eine R-lineare Abbildung.

(2) Sei X C M eine Teilmenge. Es ist

r(X) = { ) rew: esistr, € Rfiir 1 € X mit {z € X : r, #0} endlich } € M

zeX

ein Teilmodul, genannt das R-lineare Erzeugnis von X in M.
Esist X - R<X>
Fiir einen Teilmodul U C M ist genau dann X C U, wenn g(X) C U ist.

Ist X = {m;:i¢€[lk]} firen k € Zog und gewisse m; € M fiir i € [1,k], so
schreiben wir auch r(X) =: g(m;: i € [1,k]) = gr(mq,...,my).

(3) Seien U und V Teilmoduln von M. Dann sind auch UNV und U4V :={u+v: u €
U, v € V } Teilmoduln von M.

(4) Sei U C M ein Teilmodul. Wir kénnen die abelsche Faktorgruppe
M/U = {m+U: meM}

mittels - (m+U) := (r-m)+U fir r € R und m € M zu einem R-Modul machen,
dem Faktormodul von M modulo U.

Wir haben die R-lineare Restklassenabbildung M — M/U: m — m +U.
Cf. Aufgabe ?77.(1).
(5) Eine Sequenz von R-Moduln und R-linearen Abbildungen

M s ML v

heifit kurz exakt, wenn i injektiv, f surjektiv und i(M) = Kern(f) ist.
Beispiel 115 Sei S eine kommutative R-Algebra.

(1) Eine Teilmenge X C S ist genau dann ein Ideal, wenn sie ein S-Teilmodul ist.
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(2) Sei a C S ein Ideal. Sei M ein S-Modul. Es ist
aM = { Z am;: k€Zsy,a; €aund m; € M fiir € [1,k]}
1€[1,k]

ein Teilmodul von M.
Beispiel 116

(1) Seien R-Moduln M und N gegeben. Sei f: M — N eine R-lineare Abbildung.

Sei N’ C N ein Teilmodul. Dann ist f~'(N’) € M ein Teilmodul. Denn es ist
0 € f~Y(N’). Ferner ist fiir r, 7 € Rund m, m € f~Y(N') auch f(rm +r'm/) =
rf(m)+7f(m) € N und also rm +r'm € f~1(N').

Insbesondere ist Kern(f) := f~(0) € M ein Teilmodul.

Sei M’ C M ein R-Teilmodul. Dann ist f(M') C M ein Teilmodul. Denn es ist
0 € f(M'). Ferner liegt fir r, 7 € R und m/, m' € M’ auch rf(m') +7f(m') =
f(rm' + ') e f(M').

Insbesondere ist f(M) ein Teilmodul von N.

(2) Sei M ein R-Modul. Sei M’ C M ein Teilmodul. Wir haben die R-lineare In-

klusionsabbildung M’ = M: m' — m' und die R-lineare Restklassenabbildung
M = M/M': m + m+ M’'. Dann ist die Sequenz

M L ML MM

kurz exakt.
Definition 117 Sei I eine Menge. Sei M; ein R-Modul fiir ¢ € I.

(1) Wir betrachten
iel

/

Es ist [[,c; M; eine abelsche Gruppe vermége (m;); + (m;); = (m; + my); fiir

(mg)i, (mj)i € [lie; Mi. Esist [],.; M; ein R-Modul vermége r - (m;); := (rm;);

)

fir r € R und (m;); € [[,o; M;.
(2) Wir haben den Teilmodul

DM = {(m)ie[[Mi: {icl:m#0}istendlich} C J]M;.

iel i€l iel
Denn fiir r, v’ € R und (m;);, (m}); € @,c; M, ist
{iel:rmi+rm,#£0} C {iel:m#0YU{iel: m,#£0}

und letztere Menge ist endlich; mithin ist r(m;); +r'(mj}); € @,c; M; .
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(3) Sei X eine Menge. Wir schreiben RX := @, R.
Wir schreiben auch y := (9, ). fir y € X.

Dann ist jedes Element von RX eindeutig schreibbar in der Form ) _ . r,a = (7).
mit r, € R fiir € X und mit {x € X : r, # 0} endlich.

(4) Ist k € Z>y und I = [1, k], dann schreiben wir auch M @ ... & My := @,cpy y Mi -

Beispiel 118 Sei k € Z>,. Wir schreiben R** := @, y B = R[L, k].
Insbesondere ist R®° = {( )}, und darin ist () = 0. Also ist R®® = 0.

Sei M ein R-Modul. Seien z; € M Elemente in M fiir ¢ € [1,k]. Wir schreiben x :=
(2)icp,k und erhalten die R-lineare Abbildung

RO Iy

(ra)i = Yieqp Tii
Fiir jede R-lineare Abbildung g von R®* nach M gibt es genau ein Tupel x = () ie k]
von Elementen von M mit g = f, , bestehend namentlich aus x; := ¢((9;,);) fur j € [1,k].

Die Eindeutigkeit folgt aus f;((9;:)i) = > ,cpp 05w = @ fir j € [1,k], da so f, das x
festlegt.

Die Existenz folgt aus g((r;);) = g(Zje[l,k] r;(05.4)i) = Zje[l’k} rig(0;5)i = Zie[l,k] —
fo((ri);) fiir (r;); € ROF.

Definition 119 Sei M ein R-Modul. Sei S eine kommutative R-Algebra.

Sei k € Zsp und seien s; € S fiur i € [1,k]. Wir erinnern daran, da§ Rlsy,...,s,] das
Bild ist der R-Algebrenmorphismus von R[X7, ..., X;] nach S, der X; auf z; abbildet fiir
i € [1,k]; cf. Lemma 20.

(1) Es heiBt M endlich erzeugt, wenn es ein k € Z>o und eine surjektive R-lineare
Abbildung von R®* nach M gibt.

(2) Es heiit M endlich erzeugt frei, wenn es ein k € Z>, und eine bijektive R-lineare
Abbildung von R®* nach M gibt.

(3) Es heifit S endlich tiber R, wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist.

(4) Es heifit S endlich erzeugt als R-Algebra, wenn es ein k € Z>, und Elemente z; € S
fir i € [1, k| gibt mit S = Rz, ..., xx).

(5) Es heiit z € S ganz iber R, wenn R[z] endlich ist iiber R.
Es heifit S' ganz tiber R, wenn s ganz ist iiber R fiir s € S.
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(6) Es heiBt = € S algebraisch iber R, wenn es ein r € R* gibt mit r - x = a(r)zr ganz
iiber R.

Es heif3t S algebraisch tiber R, wenn s algebraisch ist iiber R fiir s € S.

Vorsicht, wenn S endlich ist iiber R, dann ist i.a. nicht S als Menge endlich. So etwa ist Z
endlich iiber Z.

Bemerkung 120 Sei S eine kommutative R-Algebra.
Ist S endlich {iber R, dann ist S auch endlich erzeugt als R-Algebra.

Denn fiir k € Z>o und Elemente x; € S fiir ¢ € [1, k] ist g(z1,...,2%) C R[z1,..., 2], da
Rlzq,...,x;] ein R-Teilmodul von S ist, der z; enthélt fiir ¢ € [1, k.

Ist also g(xy,...,2x) = S, dann ist auch R[xy,...,z5] = 5.

2.2 Tensorprodukte
Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 121 Seien R-Moduln M und N gegeben.

Sei
X = {(rm+rm' n)—r(mmn)—r(m' n): r,r € R,m,m € M,ne N}
U {(m,rn+r'n")—r(m,n)—r'(mn): r,r" € RR,me M,n,n € N}
C R(MxN).
Sei

M@N = R(M x N)/ p(X)

das Tensorprodukt von M und N {iiber R. Dies ist ein R-Modul nach Konstruktion.

Fir m € M und n € N schreiben wir den Elementartensor

men = (m,n)+ g(X).

Esist (rm+r'm')@n=r(m®@n)+r'(m'®@n) firr, v € R, m, m' € M, n € N.
Esist m® (rn+r'n') =r(m@n)+r'(imen’) firr, v € R, me M, n,n’ € N.

Jedes Element von M ® N ist von der Form
R

fiir eine endliche Teilmenge W C M x N ; cf. Aufgabe ?7.(1).
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Lemma 122 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von Moduln)

Seien R-Moduln M und N gegeben.

Wir haben die Abbildung T :=Tyn: M X N — M & N: (m,n) — m ® n. Diese erfillt
R

T(rm+1r'm/;n) = rt(m,n)+r't
T(m,rn+1r'n') = rt(m,n)+r't(m,n’)
firr, v € R, m,m' € M, n,n" € N ; cf. Definition 121.
SeiT" ein R-Modul. Seit: M x N — T eine Abbildung mit
tirm+1r'm’;n) = rt(m,n)+r't(m',n)
t(m,rn+1r'n") = rt(m,n)+r't(m,n’)
firr, v € R,m,m' € M, n,n" € N.

Dann ¢ibt es genau eine R-lineare Abbildungt: M @ N — T mittoT=t.
R

Diese erfiillt also t(m ®n) = t(m,n) firm € M undn € N.
Beweis. Siehe Aufgabe 77.(2). 5

Definition 123 (und Lemma)
Seien A = (A, a) und B = (B, f) kommutative R-Algebren.

Es wird der R-Modul A ® B zu einem kommutativen Ring vermittels
R

Qoawb) Q_del) = > wdebl,
iel jeJ i€l jeJ

wobei I und J endliche Mengen sind, wobei a; € A und b; € B liegen fiir ¢« € I und wobei
aj € A und b; € B liegen fiir j € J.
Es wird A ® B zu einer kommutativen R-Algebra vermittels des Strukturmorphismus

R
vV R—-AQB:r—=y((r)=a(r)®@1 =11 B(r).

R
Man beachte hierbei, dafl fir a € A, b € B und r € R stets (a(r)a) @ b= (r-a) @ b =
r-(a®b)=a® (r-b) =a® ((r)b) gilt.
Die R-Modulstruktur auf A® B aus Definition 121 stimmt mit der via Strukturmorphismus

R

v und Beispiel 113.(4) iiberein.
Siehe Aufgabe 77.

Bemerkung 124 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von Algebren)
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Seien A = (A, a) und B = (B, ) kommutative R-Algebren.

Es sind ki: A= A®B:a—a®1 und ke: B —> A®R B: b+— 1®0b Morphismen von
R-Algebren. " r

Sei eine kommutative R-Algebra T = (T,0) gegeben, zusammen mit R-
Algebrenmorphismen t1: A — T und ty: B —T.

Dann gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus t: A @ B — T mit t o ky = t; und
R

tOKJQItQ.

Dieser erfiillt t(a @ b) = t1(a) - t2(b) fira € A und b € B.

Beweis. Siehe Aufgabe 77.(2). -

Die universelle Eigenschaft des direkten Produkts von R-Algebren aus Bemerkung 17 wird
auch dadurch zum Ausdruck gebracht, dieses direkte Produkt als Produkt in der Kategorie
der kommutativen R-Algebren anzusprechen.

Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von R-Algebren aus Bemerkung refXXXXX
wird auch dadurch zum Ausdruck gebracht, dieses Tensorprodukt als Coprodukt in der
Kategorie der kommutativen R-Algebren anzusprechen.

Erstere universelle Eigenschaft heifit auch dual zu letzterer.

2.3 Jacobsonsche Algebren und der Nullstellensatz

Sei R ein kommutativer Ring. Sei X ein Element.
Seien S = (S,a) und T' = (T, ) kommutative R-Algebren.
Sei f: S — T ein R-Algebrenmorphismus.

Definition 125 Sei

Jac(S) = ﬂ{m : m C S ist ein maximales Ideal }

das Jacobsonradikal von S.
Es ist Jac(.S) ein Ideal in S.

Es ist das Nilradikal von S im Jacobsonradikal von S enthalten; i.e. 1/(0) C Jac(S); cf.
Lemma 77, Definition 33.

Bemerkung 126 Sei s € S. Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.

(1) Esist s € Jac(S).
(2) Esist14+xs e U(S) firxz e S.
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Beweis.
!
Ad (1) = (2). Wir haben 1 € (1 + xs), i.e. (14 xs) = S 7u zeigen; cf. Bemerkung 30.

Annahme, es ist (1+xs) C S. Dann gibt es ein maximales Ideal m C S mit (1+xs) C m;
cf. Lemma 47. Es ist dann s € Jac(S) C mund also 1 = 1+xs—xs € m, im Widerspruch
zum C S.

Ad (2) = (1). Sei m C S ein maximales Ideal. Wir haben s € m zu zeigen. Annahme, es
ist s € m. Dann ist m C m + (s) C S, wegen der Maximalitit von m also m + (s) = S.
Folglich gibt es ein m € m und ein y € S mit m+ys = 1. Dann aber ist die Einheit 1 —ys
in m und also m = §'; cf. Bemerkung 30. Wir haben einen Widerspruch zu m C S. o

Lemma 127 (Nakayama) Sei M ein endlich erzeugter S-Modul. Sei M # 0.
Dann ist Jac(S)M C M.

Beweis. Sei k € Z-y minimal derart, dafl wir m; € M fir ¢ € [1, k] so wihlen kénnen, da8
M = g(m;: i€ [1,k]) ist. Da M # 0 ist, ist k& > 1.

Annahme, es ist Jac(S)M = M. Dann ist my, € Jac(S)M. Daher kénnen wir
mp = Z CLj mj
jelLg

schreiben mit ¢ € Z(, mit a; € Jac(S) und m; € M fir j € [1,¢]. Fiir j € [1,¢] konnen
Wir 1 = 3 ey 4 Sj4 M schreiben mit s;; € S fiir ¢ € [1, k]. Einsetzen gibt

my = Zje[u] aj (Zie[l,k] Sjyi mi) - Zie{lvk] (Zje{lll @ S”) i

7

—b
wobei b; € Jac(S) liegt fiir i € [1,k]. Es ist 1 — by, € U(S); cf. Bemerkung 126. Umformen
gibt
und also

i€[1,k—1]

Somit ist my € g(m;: i € [1,k — 1]). Folglich ist
M = g(mi:i€[l,k]) = g(mi:i€[l,k—1]),

im Widerspruch zur Minimalitat von k. o

Lemma 128 Seiz € S.
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(i) Die Aussagen (1, 2, 3) sind dquivalent.

(1) Es gibt ein normiertes Polynom g(X) € R[X| mit g(z) = 0.
(2) Es ist x ganz iber R, i.e. es ist R[z]| endlich tiber R.
(3) FEsist x enthalten in einer R-Teilalgebra T C S, welche endlich tiber R ist.

(ii) Sei R integer. Die Aussagen (1, 2) sind dquivalent.

(1) Es gibt ein Polynom g(X) € R[X]* mit g(x) = 0.
(2) Es ist x algebraisch iber S.

Beweis.
Ad (i),
Ad (1) = (2). Sei n € Zzo und g(X) = 3 ;0.0 a; X" € R[X] mit a,, = 1 und g(z) =0
gegeben. Fiir j € Z- ist 2" = — D icn—1] a;x e Az' i€ [0,n+j—1]) und also

Kr':ie[0,n+4]) C ga' :ie0n+j—1]).
Iteration gibt ' '
e ciel0,n+j]) C g’ :ie0,n—-1])

und also die Inklusion C in

R[x] = U Aot ie[0n+j]) = gla' :ie0,n—1]).
Ad (2) = (3). Wir kénnen T' = R[z] verwenden.

Ad (3) = (1). Wir schreiben T' = g(t; : i € [1,k]) fiir ein k € Z>( und gewisse t; € T fiir
i € [1,k]. Esist xt; € T fiir i € [1,k]. Also gibt es eine Matrix A = (r;;);; € R** mit
wti =3 jepn rigty filr i € [1 k], fe. mit 3750 (20 — a(ryy))t; = 0 fir i € [1, k],

Wir schreiben B = (bi,j)i,j = B, — (a<ri,j))i,j € SP*k Es ist also Zje[l,k] bi,jtj = 0 fiir
i€l,k].

Sei B' = (b} ;)i; € S** die Adjunkte zu S, i.e. sei
U = (=) det((big)icium (o)., s bl (u))

fir u, v € [1,k]. Dann gilt nach der Cramerschen Regel B’'B = det(B)Ey ; cf. XXXU-
eXXX. Le. es ist } oy 5 0,015 = det(B)0y,; fir j, € € [1,k]. Fiir € € [1, k] folgt

det(B)té = Zje[l,k] det<B)a&j tj = Zi,jeu,k] Izz bi,j tj = 0,

also, da 1l €T = g(t; : i €[1,k]), auch det(B) = 0.
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Daher ist g(X) := det(XE, — A) € R[X] nach der Leibnizformel ein normiertes Polynom,
und es ist g(x) = det(zEy — (a(ri;))ij) = det(B) = 0.

Ad (ii).
Ad (2) = (1). Schreibe g(X) = 37X’ mit k € Zyo und 1y # 0. Es ist 0 =

i lg(x) = (rex)* + D ic0k] riry ™ (rpw)?. Also ist rpr ganz iiber R; cf. (i). Also ist
algebraisch iiber R.

Ad (1) = (2). Wihle y € R* mit yx ganz iiber R. Dann gibt es ein Polynom h(X) =
D icior TiX' mit k € Zzo und 1y # 0 und h(yz) = 05 cf. (i). Also ist 0= 37, 7iy'a".
Es ist y* # 0. Also ist g(X) := D iclo] 7y X ungleich 0. Es ist g(z) = 0. o
Bemerkung 129 Sei a: R — S injektiv. Sei S integer.

Sei S ganz iiber R.

Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.

(1) Es ist R ein Korper.
(2) Es ist S ein Korper.

Beweus.
Ad (2) = (1). Sei x € R*. Wir haben zu zeigen, da8 = é U(R) liegt.
Es ist y := a(x)” € U(S) C S ganz iiber R.

Dank Lemma 128.(1) gibt es ein k& € Z-o und ein normiertes Polynom g¢(X) =
Zie[o,k} r; X' € R[X] mit g(y) = 0. Mit anderen Worten, es ist Zie[o,k}a(ri)yi = 0.
Folglich ist
@ <x (_Zie[ovk’—l}ri xkiiﬂ)) = _Zie[o,k—l]a(ri)a(x)kii
=y " <_Zie[0,k71]a(ri) yz>
1.

Da «a injektiv ist, folgt @ - <_Zie[0,k—1]rixkiiil> = 1 und also x € U(R).

Ad (1) = (2). Sei y € S*. Wir haben zu zeigen, dafl y é U(S) liegt.

Es ist y ganz iiber R. Dank Lemma 128.(i) gibt es ein k € Z>( und ein normiertes Polynom
9(X) =D iciom r; X" € R[X] mit g(y) = 0. Mit anderen Worten, es ist > icon (ri) y' = 0.

Da S integer ist, diirfen wir nach Kiirzen einer Potenz von y annehmen, dafi rq # 0 ist.
Da R ein Korper ist, ist 79 € U(R).

Es ist y - (Zie[l,k} a(r;) yi) = —a(rg) € U(S). Folglich ist y € U(S). -



30

Bemerkung 130 Die folgenden Aussagen (1,2) gelten.

(1) Esist {x € S: xist ganz iiber R} eine R-Teilalgebra von S.

(2) Sei R integer. Es ist {x € S: x ist algebraisch iiber R} eine R-Teilalgebra von S.

Beweis.

Ad (1). Wir schreiben T := {x € S : x ist ganz iiber R }.

Es ist a(R) C T, insbesondere sind 0, 1 € T.

Seien x, y € T. Wir haben zu zeigen, dafl x — y und zy in T liegen.
Da y ganz iiber R ist, ist y auch ganz iiber R[z]; cf. Lemma 128.(i).

Dank Aufgabe ?77.(1) folgt aus R[z,y| endlich iiber R[z| und R[z] endlich tiber R, daf
R[z,y] endlich ist iber R. Da = — y, xy € R|z,y| liegen, folgt die Aussage nun mit
Lemma 128.(i).

Ad (2). Wir schreiben 7" := {2/ € S : 2’ ist algebraisch iiber R }.
Es ist a(R) C T”, insbesondere sind 0, 1 € T".
Seien x', y' € T. Wir haben zu zeigen, dafl 2’ — ¢’ und 2’y in T" liegen.

Wir wihlen a, b € R* mit a2’ und b-y’ ganz iiber R. Dank (1) sind dann auch ab - 2"y’
und ba -’ —ab-y = ab- (' —y') ganz tiber R.

Da R integer ist, ist ab € R*. Folglich sind z'y/ und 2’ — ¢’ algebraisch iiber R, wie
bendotigt. o

Definition 131 Es heifit S jacobsonsch, wenn Jac(S/p) = (0) ist fiir p € Spec(S5).

Beispiel 132 Sei R := C. Sei S := C[X](x).

Es ist S = C[X](x) integer; cf. Aufgabe ??.(3). Also ist (0) € S prim. Es ist S ~ 5/(0).
Es ist aber S lokal mit maximalem Ideal (X)x) = (¥); cf. Bemerkung 74. Also ist
Jac(5) = (X)x) # (0).

Folglich ist S nicht jacobsonsch.

Bemerkung 133 Sei S jacobsonsch. Sei f: S — T surjektiv.

Dann ist T jacobsonsch.

Beweis. Sei q € Spec(T). Sei p := f71(q). Es ist p € Spec(S); cf. Bemerkung 41.

Wir haben den R-Algebrenisomorphismus f: S/p — T/q: s +p = f(s) + q; cf. Aufga-
be 8.(3).

Da Jac(S/p) = (0) ist, ist auch Jac(T'/q) = (0). -
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Bemerkung 134 Sei S jacobsonsch.
Sei a € Ideale(S). Es ist
Va = ﬂ{m cesistm C S ein mazimales Ideal mit a Cm} .

Hierbei ist der Schnitt tiber eine leere Menge von Teilmengen von S als S definiert.

Insbesondere ist /(0) = Jac(9).

Beweis. Zu zeigen ist

Vva

({p: esist p C S ein Primideal mit a Cm}

U— |

({m: esist m C S ein maximales Ideal mit a Cm} =: b;

cf. Lemma 77.
Sei x € b. Sei p € Spec(S) mit a C p. Zu zeigen ist z é p.
Da Jac(S/p) = (0) ist, ist

ﬂ{m : es ist m C S ein maximales Ideal mit p Cm} = p;

cf. Aufgaben 10 und ?7.(5).

!
Es geniigt also, z € m zu zeigen fiir jedes maximale Ideal m C S mit p C m.

Dann aber ist a C p C m und die Behauptung folgt aus = € b. o

Lemma 135 Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.

(1) Esist S jacobsonsch.

(2) Fir p € Spec(S) und x € S~ p mit (S/p)yty Korper ist auch S/p ein Kirper.

Beweis.
Ad (1) = (2). Wir schreiben S := S/p und 7 := x + p.
Sei Sy ein Korper. Wir haben zu zeigen, da8 S ein Korper ist.

Wir schreiben N := {Z': i € Z>o}. Es ist Spec(Sz) = {q/N: q € Spec(S), & q};
cf. Bemerkung 69.(1). Da Sz ein Korper ist, ist Spec(Sz) = {(0)}. Also ist fiir jedes

q € Spec(S) mit T ¢ q bereits q/N = (0), was wegen S integer gerade q = (0) bedeutet.

In anderen Worten, ist q € Spec(S) ~\ {(0)}, dann ist = € q.

Annahme, es ist S kein Korper. Dann ist das Ideal (0) C S nicht maximal. Folglich ist jedes
maximale Ideal in S ungleich (0). Also ist Z in jedem maximalen Ideal von S enthalten;
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cf. Definition 33. Dann aber ist Z € Jac(S) = (0), und wir haben einen Widerspruch zu
z #0.

Ad (2) = (1). Sei p € Spec(S). Wir schreiben S := S/p und 5 := s + p fiir s € S. Wir
haben Jac(S) = (0) zu zeigen.

Sei z € S~ p, i.e. T € 5*. Wir miissen zeigen, daB = ¢ Jac(S) liegt, i.e. daB es ein

!
maximales Ideal m C S mit = € m gibt.

Es ist Sz nicht der Nullring, da S integer ist und z € S*.

Sei n C S; ein maximales Ideal. Dann ist S;/n ein Korper. Sei q := pgjg()\gjv(n)) €
Spec(S) ; cf. Definition 33, Bemerkung 69. Es ist p = pg’;((O)) C p;llg(?\gjv(n)) =q.

Es ist genau dann & € n, wenn a € q ist; wobei a € S und @ € Z~ liegen. Insbesondere

T

ist £ € U(S;), also £ &, ie z¢q.

Wir schreiben S := S/q und § := s+ q fiir s € S. Wir haben die sich invertierenden
R-Algebrenmorphismen

j

Sz/n +—— S
@ a
;—i—n — i
a a
;—i—n < i

cf. Bemerkung 26, Lemma 67. In der Tat haben wir den R-Algebrenmorphismus S —
Sii s f Dieser schickt p auf 0, was den R-Algebrenmorphismus S — S;: 5§ — %
induziert. Dieser wiederum schickt z auf die Einheit % mit Inversem %, was den R-Al-
gebrenmorphismus S; — S § > xi induziert. Dieser schliellich schickt n auf 0, was
den R-Algebrenmorphismus Sz/n — Sy Z4+n = Ii induziert. In der Gegenrichtung
haben wir den R-Algebrenmorphismus S — S;z/n: s — 2 +n. Dieser schickt q auf 0, was
den R-Algebrenmorphismus S — Sz/n: 3 — £ 4+ n induziert. Dieser wiederum schickt &
auf das invertierbare Element % + n mit Inversem % +n, was den R-Algebrenmorphismus

5} — S}c/n: 5:% > % + n induziert.

Also ist S; ein Kérper. Da S = S/q ist und da Z # 0 ist, ist dank (2) auch S ein Korper.
Also ist ¢ maximal in S und daher auch m := pg,(q) = {5: s € q} maximal in S'; cf.
Aufgabe ??7.(5). Da x ¢ q liegt, liegt auch Z ¢ m, wie verlangt. o

Bemerkung 136 Sei R ein Korper.
Dann ist R[X]| jacobsonsch.

Jedes Primideal in R|X| ungleich (0) ist mazimal und von einem Primelement erzeugt.

Beweis. Jedes Primideal in R[X] ungleich (0) ist maximal und von einem Primelement
erzeugt; cf. Aufgaben 11.(2) und ?7.(3), Bemerkung 74.

Sei p C R[X] ein Primideal. Wir haben Jac(R[X]/p) = (0) zu zeigen.
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Fall p = (0).

Behauptung. Es gibt in R[X] neben (X) noch unendlich viele weitere maximale Ideale.
Annahme nicht. Sei k € Z> und seien m; fiir ¢ € [1, k] die verschiedenen maximalen Ideale.
Sei m; = (m;(X)) mit deg(m;) > 1 fiir ¢ € [1, k]. Dann ist w(X) := 1+ [, 4y ma(X) von
Grad > 1. Also ist (u(X)) C R[X], aber (u(X)) € (m;(X)) fur i € [1, k], im Widerspruch
zu Lemma 47. Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun g(X) € Jac(R[X]). Wir haben ¢g(X) = 0 7u zeigen.

Annahme, es ist g(X) # 0. Es ist g(X) ¢ U(R[X]). Also kénnen wir g(X) = [];c;, g pi(X)
schreiben mit ¢ € Z>, und p;(X) € R[X]* prim fiir i € [1, {]; cf. Aufgabe ?7.(8). Sei m ein
maximales Ideal, welches nicht in { (p;(X)) : ¢ € [1,£] } liegt. Es ist g(X) € Jac(R[X]) C
m. Also gibt es ein j € [1,¢] mit (p;(X)) € m. Wegen (p;(X)) maximal folgt (p;(X)) = m.
Wir haben einen Widerspruch.

Fall p # (0). Es ist p maximal, also R[X]/p ein Korper, worin (0) maximal ist, was
Jac(R[X]/p) = (0) nach sich zieht. -

Lemma 137 Sei S jacobsonsch. Sei T = S[z| fir einx € T.
Die folgenden Aussagen (1,2) gelten.

(1) Es istT jacobsonsch.

(2) Seiq CT ein mazimales Ideal. Dann ist auch p = f~Yq) € S ein mazimales Ideal
und T'/q endlich iber S/p via f: S/p = T/q: s+p— f(s)+q.

Beweis.
Ad (1). Sei q € Spec(T).
Wir schreiben p := f~!(q) C S. Essind S := S/p und_T := T/q integer; cf. Bemerkung 41.

Wir haben den injektiven R-Algebrenmorphismus f: S — T:s+p — f(s) + q; cf.

Aufgabe 8.(3). Wir identifizieren entlang f und sehen S als Teilalgebra von T an.
Fiir y € T schreiben wir kurz § :=y +q € T. Es ist T = S[z].

Sei u C S[X] der Kern des surjektiven S-Algebrenmorphismus S[X] — S[z]: X — Z; cf.
Lemma 20. Dieser ist auch ein R-Algebrenmorphismus. Es ist T ~ S[X]/u; cf. Aufga-
be 8.(3). Insbesondere ist u ein Primideal.

Sei t € T~ q. Sei Tf ein Kérper. Gemif Lemma 135 ist zu zeigen, dal T’ ein Korper ist.
Fall w = (0). Dann ist T ~ S[X]. Folglich geniigt es zu zeigen, daf fiir a(X) € S[X]* der
Ring S[X],(x) kein Kérper ist.

Annahme, doch. Sei K = Quot(S). Wir identifizieren entlang A: S — K. Wir wihlen ein
Primelement b(X) € K[X]|* mit a(X) ¢ (b(X)) € K[X]. Ein solches existiert, da sonst
a(X) in allen maximalen Idealen von K[X] liegt, im Widerspruch zu K[X| jacobsonsch; cf.
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Bemerkung 136. Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten
konnen wir erreichen, dafl b(X) € S[X] liegt.

Da S[X],x) ein Kérper ist, gibt es ein Element ((X)k € S[X]q(x) mit ((XX))k - Lf) = 1.

Dann ist aber b(X) - ¢(X) = a(X)*, also a(X)* € (b(X)), also, da (b(X)) prim ist, auch
a(X) € (b(X)). Wir haben einen Widerspruch.

Fall w # (0). Wir wihlen u(X) € u mit u(X) # 0. Es ist u(z) = 0. Daher ist z
algebraisch {iber S'; cf. Lemma 128.(ii). Infolgedessen ist S[Z] algebraisch {iber S; cf.
Bemerkung 130.(2). Insbesondere ist ¢ algebraisch iiber S. Es gibt also ein Polynom
D icod] ¥, X" € S[X] mit ¢ € Z>; und ¥, # 0 und D icod] ¥t = 0. Da T integer ist,
kénnen wir hierbei noch 9y # 0 erreichen.

Da T} ein Korper ist, sind darin 9y und 7, invertierbar. Wir schreiben £ = Oy, € S*
Wir haben den injektiven R-Algebrenmorphismus S¢ — T;: % +— §€ %, dementlang wir
Se mit einer R-Teilalgebra von T} identifizieren.

In Ty ist 0 = > icio Ve—ido (:)Z ( )+ > icio—1 Ve—ido (%) Also ist 1 ganz iiber S¢; cf.
Lemma 128.(i).

=

Es ist 7% + Zz‘e[o,k—u nmy '@ = 0. Also ist T ganz iiber S;.
Folglich ist Ty = S|z, %] ganz iiber S ; cf. Bemerkung 130.(1).
Da T} ein Korper ist, ist Sg ebenfalls ein Korper; cf. Bemerkung 129.

Da S jacobsonsch ist und da S = S/p ist, folgt aus S¢ Korper, da S ein Korper ist; cf.
Lemma 135.

Daher ist u C S[X] maximal; cf. Bemerkung 136. Folglich ist 7'~ S[X]/u ein Kérper.

Ad (2). Um zu zeigen, daf8 p C S maximal ist, haben wir zu zeigen, da8 S ein Korper ist.

Nun ist 7" ein Korper. Also ist u C S[X] maximal. Da S[X] wegen X € S[X]* \ U(S[X]
kein Korper ist, ist u # (0). Wir wihlen «(X) € u mit u(X) # 0. Wir schreiben u(X) =
> icon X" mit k € Zzo und i # 0.

Esist 0= u(Z) = > ,con n; 7. Es ist also 0 = 7% + D icl0k—1] n, m:z' . Folglich ist Z ganz
iiber S, ; cf. Lemma 128.(i). Also ist T' = S[z] ganz iiber S,, ; cf. Bemerkung 130.(1). Da

T ein Korper ist, gilt das auch fiir S,, ; cf. Bemerkung 129. Da S jacobsonsch ist und da
S = S/p ist, folgt aus S,, Kérper, dal S ein Kérper ist; cf. Lemma 135.

Insbesondere ist 7, € U(S). Folglich ist Z ganz iiber S. Somit ist T = S[z] endlich
iiber g o

Satz 138 (Rabinowitsch) Sei S jacobsonsch.
Sei T = (T, f) endlich erzeugt als S-Algebra.
Die folgenden Aussagen (1,2) gelten.

(1) Esist T jacobsonsch.
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(2) Seiq C T ein mazimales Ideal. Dann ist auch p == f~'(q) C S ein mazimales Ideal
und T'/q endlich iber S/p via f: S/p — T/q: s+p— f(s)+q.

Beweis. Wir schreiben T' = S[zy, ..., x,] fir n € Z-o und z; € T fiir i € [1,n] geeignet.
Ad (1). Iteriertes Anwenden von Lemma 137.(1) gibt

S jacobsonsch == S[x;] jacobsonsch
— S|x1, 25| jacobsonsch

— S|x1,29,...,2,] =T jacobsonsch .

Ad (2). Wir haben zu zeigen, da§ S/p ein Korper ist.
Wir schreiben S; := S[xq,...,z;] fiir i € [1,n]. Sei ferner Sy := S.

Es laft sich f schreiben als Kompositum von f|¥ mit den Inklusionsabbildungen
Si — Si+1 fir i € [1,7’L — 1]

Sei v; das Urbild von q unter dem Kompositum S; — S,, = T fiir ¢ € [0, n|. Insbesondere
ist vp =p und v, = q.

Wir schreiben S; := S;/v; fiir i € [0,n]. Wir erhalten gemiB Aufgabe 8 injektive
R-Algebrenmorphismen

5250%91—)52—)%5’,1:71

Iteriertes Anwenden von Lemma 137.(2) gibt

T =S, Korper — S"*l Korper
— S,_2 Korper

— S, =S5 Korper .
Ferner liefert Lemma 137.(2) zusammen mit Aufgabe ??.(1), dal T endlich iiber S ist. o

Korollar 139 Sei K ein Korper.

Sein € Zsg. Seien X1, ..., X, paarweise verschiedene Elemente.
Sei a C K[Xy,...,X,] ein Ideal.

Dann ist K[X,...,X,]/a jacobsonsch.

Insbesondere ist K[ Xy, ..., X,]| jacobsonsch.

Beweis. Dies folgt aus Satz 138.(1) und aus K jacobsonsch. -
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Lemma 140 Sei K ein Korper.

Sein € Z=q. Seien X1, ..., X, paarweise verschiedene Elemente.

(1) Sei (b;)icpin € K® gegeben. Dann ist
(X1 — b1, Xp—by) C K[X1,. ., X0

ein mazimales Ideal.

Ist g(X1,...,X,) € K[Xy,...,X,], dann ist genau dann g(by,...,b,) = 0, wenn
g(le- .. 7Xn) S (Xl — bly' .. >Xn — bn) Zzegt

(2) Sei K algebraisch abgeschlossen.

Sei m C K[Xy,...,X,]| ein maximales Ideal.
Dann gibt es (¢;)icp,n) € K" mit

m = (Xl_cla---7Xn_Cn) .
Cf. auch Beispiel 37.

Bewezs.

Ad (1). Wir haben den surjektiven K-Algebrenmorphismus K[Xq,...,X,] — K, der
X, +— b; abbildet fiir ¢ € [1,n]; cf. Lemma 20. Er bildet also ¢(Xj,...,X,) nach
g(by,...,by,) ab.

Sein Kern ¢ ist ein maximales Ideal.
Es ist £ := (X1 —b1,...,X, —b,) C ¢ Wir haben D zu zeigen.

.
Sei g1(X1,...,X,) € € gegeben. Es ist ¢1(by,...,b,) = 0. Wir haben ¢(X3,...,X,) € ¢
Zu zeigen.

Polynomdivision gibt ¢1(X1,..., X,) = (X1 —b1) - 1 (X1, ..., Xp) + 2(Xo, ..., X},), mit
@ (X1,...,X,) € K[Xy,...,X,] und mit ¢go(Xo,..., X,,) € K[Xy,...,X,] konstant in
X;. Es ist

0 = gl(bl,...,bn):(bl—b1>'ql<b1,...,bn)+92<b2,...,bn) = gg(bg,...7bn).

[
Wir haben ¢g(Xs, ..., X,,) € £ zu zeigen.

Polynomdivision gibt go(Xo,..., X,) = (Xo — bo) - ¢2(Xo, ..., X)) + g3(X3, ..., X,,), mit
@(Xo, ..., X,) € K[Xy,...,X,] konstant in X; und mit g3(X3s,...,X,) € K[X4,...,X,]
konstant in X; und X5 . Es ist

0 = gg(b27...,bn):(bg-bg)'QQ(bQ,...,bn)+g3(b3,...7bn) = gg(bg,...,bn).

[
Wir haben ¢3(X3,...,X,) € £ zu zeigen.
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Ust.

|
Am Ende muB g, € € gezeigt werden, was aber aus g,.1 = 0 folgt.

Ad (2). Esist K[Xq,...,X,]/m endlich iiber K/(mNK) = K/(0) ~ K ; cf. Korollar 139,
Satz 138.(2).

Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat K keine endlichdimensionalen Korpererweiterun-
gen von Dimension > 2. Denn widre L eine solche Erweiterung, dann hétte ein Element
aus L, das nicht aus K stammt, ein Minimalpolynom von Grad > 2. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, hat dieses Minimalpolynom eine Nullstelle aus K, deren zugehorigen
Linearfaktor man abdividieren kann. Der verbleibende Faktor mufl unser Element als
Nullstelle haben, was wegen Minimalitédt aber nicht geht.

Es folgt, dal der Strukturmorphismus K — K[Xj,..., X,]/m ein Isomorphismus ist. Sei
u: K[Xy,...,X,]/m — K sein Inverses.

Wir schreiben ¢; := u(X;) fiir i € [1,n]. Esist u(X;—¢;+m) = ¢;—¢; = 0 fiir i € [1, n]. Die
Injektivitat von u gibt dann X;—¢;4m = 0 firi € [1,n]. Alsoist (X;—¢p,..., Xp—c,) C m.
Dank (1) ist aber (Xy — ¢q,..., X, — ¢,) maximal. Also ist (X; —¢p,..., X, — ¢,) = Mo

Satz 141 (Hilberts Nullstellensatz) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper.

Sein € Z~q. Seien X1, ..., X,, paarweise verschiedene Elemente.
Sei a C K[Xy,...,X,] ein Ideal.
Sei

Vo= {(v); € K : esist a(vy,...,v,) =0 fiir a(Xy,...,X,) €a}.

Dann wird

{g(X1,...,X,) € K[X1,...,X,] : esist g(vy,...,v,) =0 fiir (v;); €V} = Va.

Arbeitet man in der algebraischen Geometrie mit Varietdten wie etwa V', so erlaubt der
Hilbertsche Nullstellensatz die Ubersetzung zwischen Geometrie und Algebra.

Arbeitet man dort mit Schemata, also verallgemeinerten Varietdten, dann geniigt einem
dazu stattdessen das einfacher erhéltliche Lemma 77.

Bewezs.
!

Ad D. Sei g(Xy,...,X,) € Va. Sei v € V. Zu zeigen ist g(vy,...,v,) = 0.

Es gibt ein k € Z-; mit g(Xi,...,X,)" € a. Also ist g(vy,...,v,)* = 0. Mithin ist
g(vi,...,v,) =0.
Ad C. Seim C K[Xy,...,X,] ein maximales Ideal. Wir schreiben

m = (Xl_bly-‘-;Xn_bn)

fir ein (b;); € K®"; cf. Lemma 140.(2).
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Es ist genau dann a C m, wenn a(by,...,b,) = 0 ist fiir alle a(Xy,...,X,) € a; cf.
Korollar 140.(1). L.e. genau dann, wenn (b;); € V liegt.

Folglich ist

Va K189, 5.134 ({m: esist m C K[X,...,X,] ein maximales Ideal mit a C m}

K. 140
- ﬂ(vi)iev(Xl — vy, Xy — Un)
K.lg)_(l)

= ﬂ(ui)iev{g(le”'vXn) € K[Xy,...,X,]: glvr,...,v,) =0 }.

2.4 Krulldimension

Sei R ein kommutativer Ring.
Seien S = (S,a) und T = (T, ) kommutative R-Algebren. Sei Og # 1g. Sei O # 1.
Sei f: S — T ein R-Algebrenmorphismus.

Sei X, Y verschiedene Elemente. Seien X; fiir © € Z~; paarweise verschiedene Elemente.

2.4.1 Definition der Krulldimension

Definition 142

(1) Wir betrachten die Teilmenge
L := {k€Zsy: esgibt p; € Spec(S) firi € [0,k mit po Cp; C ... Cpr} C Zsp

Ist L nach oben beschrinkt, so sei Krdim(S) := max (L) die Krulldimension von S.

Ist L nicht nach oben beschréinkt, so schreiben wir Krdim(.S) := oo.

(2) Sei q € Spec(S). Sei ht(q) := Krdim(S,) die Héohe von q (engl. height).
Mit anderen Worten, ist die Menge

{k €Z-o: es gibt p; € Spec(S) firi € [1,kl mit poCp1 C...Cpr Cq}

nach oben beschrénkt, dann ist ht(q) ihr Maximum, ansonsten ist ht(q) = oo; cf.
Bemerkung 69.(1).

Beispiel 143

(1) Ist S ein Korper, dann ist Krdim(S) = 0.
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(2) Ist R ein Korper, dann ist Krdim(R[X]) =1 ; cf. Bemerkung 136.

(3) Ist R integer, dann ist Krdim(R[X,Y]) > 2. Denn in Spec(R[X,Y]) gibt es die
Primidealkette (0) C (X) C (X,Y).

(4) Ist R integer, dann ist Krdim(R[X;: i € Z>1]) = co. Denn in Spec(R[X;: i € Z4))
gibt es die Primidealkette

(0) C (Xy1) C (X1,Xs) C (X1,X0,X3) C ...

2.4.2 Noether-Normalisierung

Wir wollen nun das Problem der Bestimmung der Krulldimension auf die Berechnung der
Krulldimension eines Polynomrings zuriickfithren. Dazu suchen wir eine isomorphe Kopie
eines Polynomrings zwischen R und S.

Definition 144 Sei k € Z>. Sei z; € S fiir i € [1,k].

Es heiBt das Tupel (x;)icpi algebraisch unabhingig iiber R, wenn der R-Algebren-
morphismus u: R[Xq,...,X;] — S, der X; auf xz; schickt fiir ¢ € [1,k], injektiv ist.
Cf. Lemma 20.

Mit anderen Worten, es ist (x;);c 1) algebraisch unabhéngig iiber R genau dann, wenn es
ein Polynom f(Xq,..., X)) € R[X,..., Xk gibt, welches im Kern von u liegt, i.e. fiir
welches f(xq,...,2;) = 0 ist.

Ist (2;)icp1,k algebraisch unabhéngig, dann ist u ein R-Algebrenisomorphismus.

Lemma 145 (Noether-Normalisierung)
Seir R ein Korper.
Sei S endlich erzeugt als Algebra tiber R.

Es gibt k € Z>o und ein algebraisch unabhdingiges Tupel (x;)icn k) von Elementen von S
derart, daff S ganz ist iber R[xy, ..., xy].

Beweis. Wir bemerken zunéchst, daf§ wegen R Korper und wegen Og # 1g der Struktur-
morphismus a: R — S nicht Kern R hat, folglich Kern (0) hat, i.e. injektiv ist.

Wir fithren eine Induktion iiber die Zahl der Erzeuger von S als Algebra iiber R.
Ist diese Zahl gleich 0, dann ist o : R — S ein Isomorphismus.

Sei nun S = Ry, ...,y fir ein £ € Z>; und gewisse y; € S fir i € [1,/]. Per Induktion
diirfen wir die Aussage fiir £ — 1 als bekannt voraussetzen.

Fall (y)icn,q algebraisch unabhdingig iber R. Wir konnen (z;)icn x = (¥i)icp,q wahlen.

Fall (yi)icpn,q nicht algebraisch unabhingig dber R. Wir wihlen uns ein Polynom
9(X1,...,Xy) € R[Xq,..., X¢]* mit g(y1,...,y0) = 0.
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Wir schreiben g(Xj,...,X,) =: Ze:(ei)ieU Te Hz‘e[l,e} X" fiir eine endliche Teilmenge U
von Hie[m] Z , wobei r, € R* sei fiir e € U.

Wiihle nun d € Zo mit d > max{e;: (e;); €U, j € [1,0]}. Sei z := y; —yd € S fiir
ie[l,0—1]

Es ist y; = 2 + ¢ fiir i € [1, — 1]. Folglich ist

1 2 0—1 e i\e;
0 = gy, w) = glatuf 2oty ozt u) = Y ey [ (st
e=(e;)i€U 1€[1,0—1]

Sei S = Rlzi,...,20-1) € S. Esist S = Rly1,...,ye) = Rlz1,- ., 20-1,Ye] = Slyel.

Es geniigt zu zeigen, daB y, ganz ist iiber S. Denn dann ist S ganz iiber S; cf. Bemer-
kung 130.(1). Ferner gibt es dann nach Induktionsvoraussetzung ein k € Z-, und ein
iiber R algebraisch unabhéngiges Tupel (2;);cq1,5 von Elementen von S mit S ganz iiber
R[xq,...,z,). Dank Aufgabe ?7.(2) ist dann auch S ganz iiber R[z1, ..., .

Zeigen wir also, daB y, ganz ist iiber S. Sei

WY) = gla+Y " Y™ YT YY) = > ey [ (v ) e Sy
e=(e;);€U i€[1,6—1]

Es ist h(ye) = 0.

Wir schreiben ¢, := e, + Zie[l,é—l] die; fiir e = (e;); € U.

Es ist ce = deg(Y [[;ep 0 qy(2i + yd'yer),

Gemafl Wahl von d ist ¢, # ¢; fiir e, € € U mit e # €. Denn wire ¢, = ¢z, so hitte man
€ =g Ce =q Cz =q €1, wegen ey, &, € [0,d — 1] also e, = &,. Es folgte Zie[l 1] d—le; =
Zie[l 1] di7le;, also e; =4 €1, wegen ey, é; € [0,d — 1] mithin e; = & . Es folgte
ZiG[Q,E—l] di—2e; = Zz‘ep,e-Q] di=2¢; , also ey =4 €, wegen ey, &9 € [0,d—1] mithin e, = &, .
Ust. Insgesamt folgte e = €, was nicht zutrifft.

Sei nun é € U derart, dafl ¢; := max{c.: e € U} ist. Dann ist deg(h) = cs. Der
Koeffizient von A(Y') bei Y ist 74 .

Da R ein Korper ist, ist 1 € U(R).
Es ist 75 h(Y) € S[Y] normiert mit h(y,) = 0. Folglich ist y, ganz iiber S. o

2.4.3 Krulldimension und ganze Erweiterungen

Esist T = (T, f) eine kommutative S-Algebra. Sei T' ganz iiber S.

Bemerkung 146
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(1) Sei M C S eine multiplikative Teilmenge. Dann ist auch N := f(M) C T eine
multz’plikative Teilmenge.

; cf. Lemma 67.

Es ist TN = (T)N, f) eine kommutative S//M-Algebm. FEs ist T//N ganz tber
SJM.

(2) Sei a € Ideale(S). Wir schreiben S := S/a und 5 := s +a firs € S.
Sei b € Ideale(T). Wir schreiben T :=T/b und t:=t+b firteT.

Sei f(a) C b. Wir haben den R-Algebrenmorphismus f: S — T: 5 — f(s); cf.
Bemerkung 26.

Esist T = (T, f) eine kommutative S-Algebra. Es ist T ganz iiber S.

Beweis. Wir verwenden Lemma 128.(1).
Ad (1). Sei L € T/N. Wir haben £ als ganz iiber S/M nachzuweisen.
Wir wihlen ein m € M mit f(m) = n.

Es ist t ganz iiber S. Wir wihlen ¢g(X) € S[X] normiert mit g(t) = 0. Wir schreiben
9(X) =D icion a; X" mit k € Z-o und a;, = 1.

Zaiti: X:faZ

Nun folgt aus

i€[0,k] i€[0,k]
auch . .
1 (a,) t ! ~ a; t !
0= — L) R ( ) 4
X () - i) (5
i€[0,k] 1€[0,k]

Folglich ist g(X) := 3 icon —4i5 X' € (S/M)[X] normiert mit g(£) = 0. Also ist L ganz
tiber S/M.

Ad (2). Sei t € T. Wir haben £ als ganz iiber S nachzuweisen. Es ist ¢ ganz iiber S. Wir
withlen g(X) € S[X] normiert mit g(t) = 0. Wir schreiben g(X) =: 37,1, @i X" mit
k€ Z-yund a; = 1.

Nun folgt aus

Zaiti: ZfaZ

i€[0,k] i€[0,k]
auch
Y fla)t = > f@)r.
i€[0,k] i€[0,k]

Folglich ist g(X) 1= > ,cq g @i X" € S[X] ein normiertes Polynom mit g(#) = 0. Also ist £
ganz iiber S. o
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Lemma 147 (Lying over) Sei f: S — T injektiv. Sei p € Spec(S) gegeben. Es gelten
(1,2).

(1) Es gibt ein q € Spec(T) mit p= f~(q).

(2) Seien q,q € Spec(T) mit p= f~1(q) = f~1(q') und q C q' gegeben.

Dann ist auch q=1¢'.

Mit anderen Worten, die Abbildung Spec(S) Sreetd) Spec(T) ist surjektiv und bewahrt
echte Inklusionen.

Beweis. Sei M := S~ p. Es ist M C S eine multiplikative Teilmenge. Daher ist auch
N := f(M) C T eine multiplikative Teilmenge. Es ist 0 ¢ N, da f injektiv ist und 0 ¢ M
liegt. Also ist + # 2 in T/N.

Wir haben den R-Algebrenmorphismus f: S/M — TN : 2= f((;)) ; cf. Lemma 67. Es
ist TN ganz iiber SJM ; cf. Bemerkung 146.(1).
Ad (1). Wir wéhlen ein maximales Ideal n C T'/N ; cf. Korollar 48.

Sei m = f~'(n) € Spec(SJM). Es ist (TJN)/n ganz iiber (S/M)/m; cf. Bemer-
kung 146.(2). Da (TJ/N)/un ein Kérper ist, ist auch (S/M)/m ein Korper; cf. Aufgabe 8.(3),
Bemerkung 129. Also ist m C S/M maximal.

Es ist S/M = S, lokal; cf. Bemerkung 74. Also ist m = p,, .
Sei q := ?\ilN(n) € Spec(T). Es ist

FHa) = () = A (f () = Aghu(m) = Aghy(pp) = b

Ad (2). Es ist m := p, C S/M maximal; cf. Bemerkung 74. Da p N M = (), ist auch
gqN N = (. Es ist n := q/N € Spec(TJN); cf. Bemerkung 69.(1). Es ist T := (T/N)/n
integer und ganz iiber S := (S/M)/m; cf. Bemerkung 146.(2). Es ist S ein Kérper. Es
ist 07 # 17. Also hat f: S — T 24 m ;f((;)) + n den Kern (0), ist also injektiv; cf.
Bemerkung 26, Lemma 67, Bemerkung 34. Folglich ist T ein Korper; cf. Bemerkung 129.
Mithin ist n C T/ N maximal.

Nun ist auch ¢’ NN = ) und also 0’ := ¢q'/N € Spec(TJN); cf. Bemerkung 69.(1). Da
n C ' C T, folgt aus der Maximalitéit von n, daB n = n’ ist. Somit ist auch q = Agjy(n) =
Agn(0') = q'; cf. Bemerkung 69.(1). o

Lemma 148 (Going up) Sei q € Spec(T). Sei p’ € Spec(S). Sei p:= f~1(q) Cp'.
Dann ezistiert ein q' € Spec(T) mit q C q und f~'(q) = p.
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Beweis. Wir haben den injektiven R-Algebrenmorphismus f: S := S/p — T/q =: T'; cf.
Aufgabe 8.(3). Es ist T" ganz iiber S'; cf. Bemerkung 146.(2).

Es ist p' := pgp(p’) € Spec(S); cf. Bemerkung 69.(2). Also gibt es t € Spec(T’) mit
f1() =p'; cf. Lemma 147.(1).

Mit q' := p;}q(t) € Spec(T') wird q C ¢’ und

FHA) = FHerg(0) = pgp(f (1) = pgp(@™h) = ¥';

cf. Bemerkung 69.(2) g

Korollar 149 (Konstanz der Krulldimension bei ganzen Erweiterungen)

Wir erinnern an die kommutativen R-Algebren S und T wund an den R-Algebren-
morphismus f: S — T, sowie daran, dafs T = (T, f) ganz tber S ist.

Sei f: S — T injektiv.
Dann ist Krdim(S) = Krdim(7).

Beweis.

Ad (). Sei k € Zsy. Sei p; € Spec(S) fiir ¢ € [0, k] mit pg C p; C ... C pr. Wir haben
k é Krdim(7') zu zeigen.

Dank Lemma 147.(1) gibt es ein qo € Spec(T) mit f~(qo) = po -

Dank Lemma 148 gibt es ein q; € Spec(T) mit qo € q; und f~*(q;) = p1. Da po # p1,
ist auch qg # q; -

Dank Lemma 148 gibt es ein qo € Spec(T) mit q; C g2 und f~(q2) = p2. Da po # p1,
ist auch qo # q; .

Usf.

Insgesamt erhalten wir eine Kette qo C q; C ... C gy in Spec(T") und also k£ < Krdim(7').

Ad (=). Sei £ € Z~y. Sei q; € Spec(T) fur ¢ € [0,¢] mit qo C q1 C ... C q,. Wir haben
|

¢ < Krdim(S) zu zeigen. Da aber Spec(f) gemif Lemma 147.(2) strikte Inklusionen
erhiilt, ist f~'(q0) C f~*(q1) C ... C f7!(q¢) und also ¢ < Krdim(S). o

Korollar 149 gilt insbesondere im Falle Krdim(S) = oo oder Krdim(T") = oc.

2.4.4 Krulldimension null

Definition 150 Sei M ein S-Modul.
Es heifit M einfach, falls die Anzahl der Teilmoduln von M gleich zwei ist.
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Mit anderen Worten, M ist einfach, falls M # 0 ist und falls M nur die Teilmoduln 0 und
M hat.

Ist M einfach, dann ist jede S-lineare Abbildung von einem S-Modul X nach M null oder
surjektiv und jede S-lineare Abbildung von M zu einem S-Modul Y null oder injektiv.
Denn Bild und Kern einer S-linearen Abbildung sind Teilmoduln.

Definition 151 Sei M ein S-Modul.

Eine Teilmodulreihe (M;)icpo,q von M besteht aus ihrer Linge ¢ € Z>o und aus S-
Teilmoduln M; von M fiir ¢ € [0,¢] mit 0 = My C M; C My C ... C M, = M.

Eine solche Teilmodulreihe heifit echt, wenn 0 = My C My C My C ... C M, = M ist.
Fiir i € [1,/] heiit der S-Modul M;/M;_, ein Subfaktor von (M;)icjo,q -

Eine Teilmodulreihe (M;)ico,q von M heiBt Kompositionsreihe, falls alle ihre Subfaktoren
einfach sind.

Falls fiir M eine Kompositionsreihe existiert, so sagen wir, M hat eine Kompositionsreihe.

Lemma 152 (und Definition) Sei M ein S-Modul.
Sei (M;)ico,q eine Kompositionsreihe von M.

Sei (Mi)ie[o,kz] eine echte Teilmodulreihe von M.
Dann ist k < /.

Ist insbesondere (M;)iciox auch eine Kompositionsreihe von M, dann ist k = (.

Hat M eine Kompositionsreihe, dann bezeichnet {(M) die Linge jeder Kompositionsreihe.
Es heifst ¢(M) die Liange von M.

Beweis. Siehe Aufgabe 77.(4,5). -

Bemerkung 153 Sei M’ L M L M” eine kurz exakte Sequenz von S-Moduln.
Es gelten die Aussagen (1,2).

(1) Es hat genau dann M eine Kompositionsreihe, wenn M’ und M" Kompositionsrei-
hen haben.

(2) Hat M eine Kompositionsreihe, dann ist (M) = ((M') + ((M").
Beweis. Siehe Aufgabe ?77. o

Definition 154 Es heifit S artinsch, wenn der S-Modul S eine Kompositionsreihe hat.



95
Beispiel 155

(1) Ist R ein Kérper und S = R, dann ist S artinsch.

(2) Ist R ein Korper und S endlichdimensional als R-Vektorraum, dann ist S artinsch.
Denn dann kann man ay := (0) nehmen, sodann ein Ideal a; minimaler Dimension
gewihlt werden mit ay C a;, sodann ein Ideal a; minimaler Dimension gewé&hlt
werden mit a; C ag, usf. Die Prozedur muB fiir ein £ € Z-( bei a5, = S enden.

Ist e.g. S = R x R[X]/(X?), dann ist S von Dimension 3 als R-Vektorraum und
also artinsch.

Wir haben die Kompositionsreihe 0 C 5((1,0)) C s((1,0),(0,X + (X?))) C S,
deren Subfaktoren sogar eindimensional sind iiber R.

(3) Ist R = S = Z, dann ist S nicht artinsch. Denn Z hat eine echte Teilmodulreihen
von Liinge k fiir jedes k € Z>;, e.g. 0 C (28°1) € ... C (2%) C (2%); cf. Lemma 152.

Bemerkung 156 Sei S noethersch.

Es ist S artinsch genau dann, wenn fir jede absteigende abzdihlbare Kette von Idealen
ap 2 ax 2 ag 2 ...

in S ein k € Zsq existiert mit ay = a; firi € Zsy .

Beweis.
Sei zum einen S artinsch. Annahme, die genannte Kettenbedingung ist nicht erfiillt. Dann
gibt es eine echte absteigende abzéhlbare Kette von Idealen

a O as DO ag DO ...
in S. O.E. ist a; = 5. Sei (b;);ep1, eine Kompositionsreihe in S. Dann ist

OCClk_H Ca C a1 C ... Caqg =08

eine echte Teilmodulreihe in S von Lénge k+1. Aber es ist nicht k+1 < k, im Widerspruch
zu Aufgabe 77.(4).
Sei zum anderen die genannte Kettenbedingung erfiillt.
Sei bQ = 5.

Wir wéhlen in der Menge der echt in by enthaltenen Ideale ein maximales Element by C by,
moglich, da S noethersch ist; cf. Aufgabe 12. Dann ist by/b; ein einfacher S-Modul.

Falls by # (0) ist, wiahlen wir in der Menge der echt in b; enthaltenen Ideale ein maximales
Element by C by, moglich, da S noethersch ist. Dann ist by /by ein einfacher S-Modul.
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Falls by # (0) ist, wihlen wir in der Menge der echt in by enthaltenen Ideale ein maximales
Element bz C by, moglich, da S noethersch ist. Dann ist by /b3 ein einfacher S-Modul.

Usf.

Wegen der genannten Kettenbedingung mufl es ein k£ € Z-; geben mit by = 0. Dann ist
b, C by_1 C ... C by eine Kompositionsreihe von S. Also ist S artinsch. o

Lemma 157 Sei S noethersch. Sei Krdim(S) = 0. Dann ist S artinsch.

Beweis. Annahme, es ist S nicht artinsch. Dann ist die Menge
{a € Ideale(S) : S/a ist nicht artinsch } # 0.

Sei b darin maximal; cf. Aufgabe 12.

Wir behaupten, dafl b ein Primideal ist. Annahme nicht. Dann kénnen wir s, ¢ € S\ b
wéhlen mit st € b.

Wir haben die surjektive S-lineare Abbildung h: S/b — S/(b+(s)): z+b+— z+(b+(s));
cf. Aufgabe 77.(2).

Die S-lineare Abbildung g: S/(b : (s)) = S/b: x+ (b : (s)) — xs + b ist wohldefiniert
und injektiv, denn fir x € S ist genau dann = + (b : (s)) = 0, wenn zs + b = 0 ist; cf.
Aufgabe 77.(2).

Es ist der Kern von h gleich (b + (s))/b, also gleich dem Bild von g. Wir haben also die
kurz exakte Sequenz

S/(6:(s)) & S/b 5 S/(b+(s)).
Esist ¢t € (b:(s)) \b. Also ist b C (b : (s)) und somit S/(b : (s)) artinsch. Folglich hat
S/(b: (s)) eine Kompositionsreihe, auch als S-Modul.

Esist s € (b+ (s)) \b. Also ist b C b + (s) und somit S/(b + (s)) artinsch. Folglich hat
S/(b+ (s)) eine Kompositionsreihe, auch als S-Modul.

Daher hat auch S/b eine Kompositionsreihe als S-Modul und daher auch als S/b-Modul;
cf. Bemerkung 153. Le. es ist S/b artinsch. Wir haben einen Widerspruch.

Also ist b prim. Da Krdim(S) = 0 ist, ist b ein maximales Ideal. Folglich ist S/b ein
Korper und damit artinsch. Wir haben einen Widerspruch. o

2.4.5 Krulls Hohensatz

Sei S noethersch.

Wir erinnern daran, daf jede Faktoralgebra und jede Quotientenalgebra von S noethersch
ist; cf. Aufgaben ?7.(2) und ?7.
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Lemma 158 Sei S lokal. Set m C S das mazimale Ideal.
Es ist m' = (0).

iGZ;l

Beweis. Sei a := ) m’. Da S noethersch ist, ist a ein endlich erzeugter S-Modul. Es

1€24>1
! .
geniigt also, ma = a zu zeigen; cf. Lemma 127.

Schreibe ma = qo N q; N -+ N gy fiir ein k& € Z>¢ und Primérideale q; C S fiir i € [0, kl;
cf. Satz 63. Sei hierbei /q; # ,/q; fiir 4, j € [0,k] mit ¢ # j; cf. Aufgabe 77. O.E. ist
v/90 = m, denn taucht m nicht unter den Radikalen der Teilnehmer des Schnitts auf, dann
kann m selbst als Teilnehmer hinzugefiigt werden. Dann ist /q; C m fiir ¢ € [1, k]. Wéhle
xr; € mN \/q; fiir i € [1, k]

Es ist m = /q¢. Da S noethersch ist, ist m endlich erzeugt. Also gibt es ein n € Z>( mit
m" C qop. Alsoist a Cm” C qq.

Sei ¢ € [1,k]. Sei a € a. Es ist ax; € am C ¢,. Da q; primér ist und x; ¢ /q; liegt, folgt
a€q;.Alsoist a C q;.

Es folgt a CgoNgy N---Nqr = ma. Also ist a = ma. o
Bemerkung 159 Sei q ein Primdrideal von T. Dann ist f~1(q) ein Primdirideal von S.

Beweis. Es ist S/f7'(q) — T/q: s + f'(q) +— f(s) + q ein injektiver R-
Algebrenmorphismus; cf. Aufgabe 8.(3).

Da q primiir ist, ist 7'/q fast integer. Folglich ist auch S/f~'(q), isomorph zu einer Teilal-
gebra von T'/q, fast integer. Also ist f~'(q) primér.

Cf. Definitionen 32.(4) und 33.(3). o

Bemerkung 160 (und Definition) Sei p € Spec(S). Sei k € Z, .
Wir schreiben N := S~ p. Sei p*) = 7\57%\,(]3’;) cSs.
Die folgenden Aussagen (1,2,3,4) gelten.

1) Es ist p® primdr.

(1)

(2) Esist p* C p®.
(3) Bs ist p®) D plkt),
(4)

4) Es ist \/p*) =p.

Bewezs.

Ad (1). Dank Bemerkung 159 geniigt es zu zeigen, dafl p’; primér ist. Es ist p, C 5,
maximal; c¢f. Bemerkung 74. Also ist p§ in der Tat primér; cf. Bemerkung 44.
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Ad (2,3). Dies ist nach Konstruktion gegeben.
Ad (4). Es ist p) = Agin(pp) = p; cf. Bemerkung 69.(1). Also ist

(3)
Ve®E) C VpD = \p = p;
cf. Bemerkung 43.(2).

!
Sei umgekehrt x € p. Wir haben z € /p*® zu zeigen. Es geniigt also zu zeigen, daf

! (2)
2% € p® liegt. Aber in der Tat ist ¥ € p*¥ C p®*). o

Definition 161 Sei p € Spec(S). Sei a € Ideale(5).

Wir sagen, es ist p minimal iber a, wenn p ein minimales Element ist von

{q€eSpec(S): alq}.

Lemma 162 Seix € S. Sei p € Spec(S) minimal tiber (x).
Dann ist ht(p) < 1.

Beweis. Annahme, es ist ht(p) > 2. Dann gibt es p” C p’ C p in Spec(S).

Dann haben wir die Primideale (0) C pgp(p') C pspr(p) in S/p”, wobei pgyr(p) minimal
ist tiber (z +p”); cf. Aufgabe 10, Bemerkung 69.(2). Also ist o.E. p” = (0) und S integer.

Wir schreiben N := S ~\ p. Dann gibt es Primideale (0) C p’/N C p/N in SJN, wobei
p/N minimal ist iiber ({) zu enthalten; cf. Bemerkung 69.(1). Also ist o.E. S lokal und
darin p maximal; cf. Bemerkung 74.

Alles in allem diirfen wir o.E. annehmen, es ist S integer und lokal mit maximalem Ideal
p, es ist p minimal tiber (z), es ist p” = (0) und es ist p’ € Spec(S) mit (0) C p’ C p
gegeben.

Sei q € Spec(S) mit x € q. Wegen S lokal ist ¢ C p. Wegen der Minimalitdt von p iiber
(x) folgt q = p. Insbesondere ist = & p’.

Es ist Spec(S/(x)) = {ps,@)(p)}; cf. Bemerkung 69.(2). Insbesondere ist Krdim(S/(z)) =
0. Also ist S/(x) artinsch; cf. Lemma 157. Somit kénnen wir ein ny € Z>; wihlen mit
05, ('™ + () = pg,) (pP"Y + (2)) fiir n € Zsy, ; cf. Bemerkung 156.

Dabher ist p'™ + (z) = p'™*Y + (1) ; cf. Bemerkung 69.(2). Le. p'™ C p/™+) 4 (1),

Sei y € p'™ gegeben. Wir kénnen y = z + sz schreiben mit z € p’™+t) und s € S.
Also ist s7 = y — 2z € p'™; cf. Bemerkung 160.(3). Nun ist aber = & p’ = /p'®™; cf.
Bemerkung 160.(4). Da p’®™ primir ist gemi Bemerkung 160.(1), folgt s € p’™. Also ist
y =z + sz €pth 4 p' ().

Daher ist p’(”) C p’(”+1) + p’(”) (x) und also p'(n) — p’(n+1) + p/(n) (z).
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Fiir den endlich erzeugten S-Modul M := p'™ /p'®+1) heiBt dies, es ist 2M = M. Da
x € Jac(S) = p, folgt Jac(S)M = M. Also ist M = 0; cf. Lemma 127.

Mit anderen Worten, es ist p'™ = p'"*) fiir n € Z,,, . Also ist [z, p' = p't"0).
Sei N':= S~ p'. Da S integer ist, ist Agn: S — SJN' = S, injektiv. Es ist

Asael () PP) € () Asw @) € () by = (0)

i€Z5, i€Z5, €75,

dank Lemma 158; cf. Bemerkung 74. Also ist auch p'("0) = Nicz., p'@ = (0).

Wiihle p’ € p’*. Da S integer ist, ist 0 # p™ € p'™ C p'™) = (0); cf. Bemerkung 160.(2).
Wir haben einen Widerspruch. o

Lemma 163 Seien p, p’, p” € Spec(S) mit p” C p’ C p gegeben.
Sei x € p N p’ gegeben.
Dann gibt es ein p’ € Spec(S) mit x € p’ und p” C p’ C p.

Beweis. O.E. ist S lokal und integer mit p” = (0) und mit maximalem Ideal p ; cf. Bemer-
kung 69.

Esist (0) C (x) Cp C S. Also gibt es in ein p’ € Spec(S) minimal iiber (x); cf. Lemma 50.
Es ist (0) C §' C p.

Es ist ht(p’) < 1; cf. Lemma 162. Es ist ht(p’) > 2 nach Voraussetzung. Daher ist
(0) Cp’ Cp. o
Lemma 164 Sei a € Ideale(S). Sei £ € Zs, . Sei p; € Spec(S) fir i € [1,4].

Dann gibt es ein j € [1,¢] mit a C p; .

Beweis. O.E. kénnen wir a Z (U;c(y g () pi annehmen fiir & € [1, /].

Zu zeigen ist ¢ <1

Annahme, ¢ > 2. Wir wéhlen a; € (p; N a) N (Ujcp1 ;) i), was moglich ist, denn
ansonsten wdre a C Uie[w\{j} p;, was nicht zutrifft.

Sei I :=={i€[3,0]: a;+ as & p; }. Wir setzen
a = al—l—a2+a1-a2-Hai.
icl

Esist a € a.
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Es ist a & p;, da alle Summanden aufler a, in p; liegen.
Es ist a & po, da alle Summanden aufler a; in p,y liegen.
Fir j € I ist a &€ p;, da der dritte Summand in p; liegt, nicht aber a; + as .

Fiir j € [3,/] ist zunédchst kein Faktor des Produkts a; - as - [[,; a; in p; enthalten. Da
p; aber ein Primideal ist, folgt, da8 auch a; - ay - [[,c; @i & p; liegt. Wohl aber liegt
a;+as €pj. Alsoist a € p;.

Insgesamt ist a € a \ (U;c(y 4 i) und wir haben einen Widerspruch. -

Satz 165 (Krulls Hohensatz)
Wir erinnern daran, daff S eine noethersche kommutative R-Algebra ist mit Og # 1g .

Sei p € Spec(S). Fs ist

ht(p) =

min{ k € Z>q : es gibt ein von k Elementen erzeugtes Ideal a in .S mit p minimal iiber a } .

Beweis.

Ad (L). Sei a = (x1,...,2%), wobei k € Z>g und z; € S fiir i € [1,k]. Sei p € Spec(S)
minimal iiber a. Zu zeigen ist ht(p) é k.

Wir fiihren eine Induktion iiber k.

Ist £ = 0, dann ist p ein minimales Primideal von .S und also von Héhe 0.

Sei k > 1. Annahme, es ist ht(p) > k + 1.

Behauptung. Wir konnen p; € Spec(S) wihlen fiir ¢ € [0, k + 1] mit

pOCplC...Cpngp
und mit x; € p; .
Wegen ht(p) > k + 1 gibt es p; € Spec(S) fiir ¢ € [0, k + 1] mit
po Cp1 C ... C P C© p.

Sei j € [1, k] minimal mit z; € p;.

Wir wéhlen nun p; € Spec(S) fiir ¢ € [0, k + 1] derart, daf j minimal wird.

Annahme, die Behauptung trifft nicht zu. Es ist j > 2. Es ist 21 & p;_; .

Dank Lemma 163, angewandt auf p;_» C p;_; C p;, erhalten wir ein p;_; € Spec(S) mit
pj_2 C pj—1 C pj und =1 € p;_; . Dann steht aber

po C p1 C ... C Pja C P CP; C ... C Pe1 Cp
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im Widerspruch zur Minimalitét von j. Dies zeigt die Behauptung.

Wir schreiben # := s+ p; fiir s € S. Wir schreiben S := S/p;. Wir schreiben @ := pg,, (a)
fiir a € Ideale(S) mit p; C a.
Es ist b :=p; + a C p, wobei p dann auch minimal {iber b ist.

Wegen 1 € py ist 71 = 0. Also ist b = (T, Ta, ..., Tk) = (T, ..., Tp).

Ferner ist
0) =p1 CPp2C ... CPgrt1 =P
in Spec(S) und also ht(p) > k.

Aber es ist p minimal iiber b; cf. Aufgabe 10, Bemerkung 69.(2). Dank Induktionsvor-
aussetzung folgt hieraus ht(p) < k — 1.

Wir haben einen Widerspruch.

Ad (=). Sei p € Spec(S) gegeben. Wir schreieben k := ht(p). Wir haben zu zeigen, da8
es Elemente x; € p fiir i € [1, k] derart gibt, dal p minimal {iber (z1,...,xy) ist.

Wir zeigen diese Behauptung mit Induktion iiber £.

Fiir k = 0 folgt aus ht(p) = 0, dafl p ein minimales Primideal von S ist, i.e. es ist minimal
iiber () = (0).

Sei k > 1. Seien qy, ..., q; € Spec(S) die minimalen Primideale von S, die in p enthalten
sind, wobei ¢ € Z- ; cf. Bemerkung 69.(1), Lemma 50, Satz 58.

Sei i € [1,/]. Da ht(p) > 1 und ht(q;) =0, ist p Z q; .

Also ist p Z Uy 95 cf. Lemma 164. Wir wéhlen 21 € p N (U,epq 90)-

Wir schreibe S := S/(z1). Fiir s € S schreiben wir § := Ps,(21)(8) = s+ (71) € S. Fiir
b € Ideale(S) mit x; € b schreiben wir b := pg (;,)(b) € Ideale(S5).

Es ist ht(p) < ht(p) = k; cf. Bemerkung 69.(2).

|
Wir behaupten ht(p) < k — 1. Annahme, es ist ht(p) = k. Dann gibt es Primideale
p; € Spec(S) mit z; € p; fir i € [0,k] und mit py C p; C ... C pr € p. Mit anderen
Worten, es ist (z1) C pg C p1 C ... C pr C p. Cf. Bemerkung 69.(2). Da k = ht(p), ist po
ein minimales Primideal in .S. Dann aber ist x; ¢ pg nach Wahl von x; . Wir haben einen
Widerspruch.

Nach Induktion finden wir Elemente z; € S fiir ¢ € [2, k] mit p minimal iiber (Zo, ..., Z).
Also ist p;}xl)(ﬁ) = p minimal iiber p;}xl)( (To, ..., Tx)) = (x1,29,...,25); cf. Aufga-
be 10, Bemerkung 69.(2). -

Korollar 166 Wir erinnern an S noethersch.

Sei p € Spec(S). Es ist ht(p) = Krdim(S,) endlich.

Beweis. Dies folgt aus Satz 165 wegen p minimal {iber p selbst und wegen p endlich



102

erzeugt. o

2.4.6 Krulldimension und Polynomalgebra

Sei S noethersch.

Dagegen ist T nicht als noethersch vorausgesetzt.

Bemerkung 167 (und Definition) Fiir a € Ideale(7") schreiben wir

a[X] = {g(X)=> t;X': esistt; afiiri€Zoo}.

120

(1) Wir haben den T-Algebrenisomorphismus

TIX]/a[X] > (T/a)[X] A
(Z¢>o t:X") +a[X] = Zi>0(ti +a) X’
(Do tiX) +a[X] 0 D0t +a) X7

cf. Lemma 20, Bemerkung 26. Insbesondere folgt aus a prim, da3 a[X] prim ist; cf.
Bemerkung 22.

(2) Wir haben den T-Algebrenisomorphismus

T[X]/(a[XH(X)) < Tla
(P isotiX') + (a[X]+ (X)) — to+a
t+ (a[X]+ (X)) «— t+a;

cf. Lemma 20, Bemerkung 26. Insbesondere folgt aus a prim, daf§ a[X] + (X) prim
ist.

Lemma 168 Seien q, g € Spec(T[X]) gegeben mit ' C q und ¢ NT =qNT =: p.
Dann ist ¢ = p[X].

Beweis. Wir schreiben T := T /p. Wir schreiben ¢ :=t + p fiir t € T
Sei p: T[X]/p[X] = T[X]: X + p[X] = X ; cf. Bemerkung 167.(1).
Wir schreiben a := ¢(prx)px)(a)) fir a € Ideale(T[X]) mit p[X] C a.
Esist p[X] Cq' Cq.

Annahme, es ist p[X] C ¢’ C . Danniist (0) C g’ C § in Spec(T[X]); cf. Bemerkung 69.(2).
Esist § NT =qNT = (0), da in ¢’ wie in q alle Polynome von Grad 0 bereits in p liegen.



103

Es ist N := 7" C T C T[X] eine multiplikative Teilmenge. Es ist Quot(T) = T'/N. Wir
haben den T-Algebrenisomorphismus

XN & (T)N)X)
B o (S 1Y)

i t;
Doisotinp Xb < Zp(m '

cf. Lemmata 20 und 67.

Es ist g N = 0. Also haben wir (0) C q/N C q/N in Spec(T[X]/N); cf. Bemer-
kung 69.(1).

Dies aber steht im Widerspruch zu Krdim(T[X]/N) = Krdim(Quot(T)[X]) = 1; cf.
Beispiel 143.(2). 0
Lemma 169 Sei p € Spec(S). Es ist ht(p[X]) = ht(p).

Beweis. Wir schreiben k := ht(p).
Ad (=). Seien p; € Spec(S) gewahlt fiir i € [0, k] mit po Cp; C ... Cppr Cp.

!
Zu zeigen ist ht(p[X]) > k. In Spec(S[X]) haben wir dank Bemerkung 167.(1) aber

polX] C p[X] C oo Cope[X] C p[X]
Ad (<). Wir wahlen sy, ..., s, € S mit p in S minimal iber a = (s1,...,8;); cf.
Satz 165.
Es geniigt zu zeigen, daf§ p[X] in S[X]| minimal iiber a[X] = (s1, ..., sx) ist; cf. Satz 165.
Annahme, es gibt q € Spec(S[X]) mit a[X] C q C p[X].

Dann aber ist a = a[X| NS CqNS Cp[X]|NS = p, wegen der Minimalitat von p iiber a
also ¢ NS = p. Dank Lemma 168 folgt hieraus q = p[X]. Wir haben einen Widerspruch.o

Lemma 170 Se: Krdim(S) endlich.
Dann ist Krdim(S[X]) = Krdim(S) + 1.

Beweis.

Ad (=). Wir schreiben k := Krdim(S). Zu zeigen ist Krdim(S[X]) ; k+1.
Seien p; € Spec(S) gewéhlt fiir ¢ € [0, k] mit po Cp1 C ... C ps.

In Spec(S[X]) haben wir dank Bemerkung 167.(1,2) aber

polX] C pi[X] C ... C pi[X] C pi[X]+ (X) .
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Ad (). Sei ¢ € Z>o und sei q; € Spec(S[X]) fiir ¢ € [0,k] mit qo Cq1 C ... C qe.

Zu zeigen ist ¢ § Krdim(S) + 1, i.e. Krdim(S) ; 0—1.
Wir schreiben p; :=q; NS fiir i € [0,¢]. Esist po Cp; C ... Cpy.
Fall: Es ist po Cpy C ... C py. Dann ist Krdim(S) > ¢ > ¢ — 1.
Fall: Es gibt ein j € [1,£] mit pj_1 =p; .
Wihle 7 damit maximal. Es ist also p; C pj41 C ... C py.
Dank Lemma 168 ist p;_;[X] = q;_1 .
Nun ist

j—1 < ht(g;—1) = ht(p;—1[X]) = ht(p;—1)
gemaf Lemma 1609.
Also gibt es p; € Spec(S) fiir i € [0,7 — 1] mit py Cp} C ... TP Spj 1.
Insbesondere ist p)_; Cp; 1 =p; C Pjr1-

Insgesamt haben wir also

po C Py C ... C P C pip C pjge C ... Ciy
in Spec(S). Somit ist Krdim(S) > ¢ — 1.
Satz 171 (Krulldimension der Polynomalgebra)
Wir erinnern daran, daff S noethersch ist mit Og # 1lg .

Ser Krdim(S) endlich. Sei k € Z .
Dann ist Krdim(S[X7, ..., Xi]) = Krdim(S) + k.

Beweis. Dies folgt mit iterierter Anwendung von Lemma 170; cf. Satz 56.



Anhang A

Anhang

Wir folgen im wesentlichen [7, Ch. 1, §6].

A.1 Zorn

Erinnerung 172 Sei an folgende Begriffe erinnert.

(1) Das Auswahlaziom besagt, dafl es fir jede surjektive Abbildung U Iy v zwischen
Mengen U und V eine Abbildung U < V mit f o s = idy gibt.

(2) In einem Poset X heilen Elemente z, y € X wvergleichbar, wenn x < y oder y < x
1st.
Ein Poset X heifit linear geordnet, wenn fiir x, y € X stets x vergleichber zu y ist.
(3) Eine Teilmenge K eines Posets X heifit Kette, wenn sie linear geordnet ist.
Die Menge aller Ketten in X werde mit Chain(X) bezeichnet. Es ist Chain(X),

zusammen mit (C), ein Poset.

(4) Eine Teilmenge Y eines Posets hat ein Element s € X als obere Schranke, wenn
y<sistfiryeY.

(5) Fiir ein Poset X und ein Element x € X schreiben wir X, :={y e X: y <z}
und X, :={yeX:y<az}.

(6) Ein (<)-Abschnitt eines Posets X = (X, <) ist eine Teilmenge Y mit der Eigen-
schaft, daf fiir y € Y auch X, C Y liegt.

(7) Ein linear geordnetes Poset X heifit wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge
Y C X ein minimales Element m besitzt. Dieses ist dann auch initial, denn ist
y € Y, dann ist nicht y < m, also m < y.

Insbesondere liegt es eindeutig fest, und wir kénnen m =: min(Y") schreiben.

105



106

(8) Ist M eine Menge und (<) C M x M eine Teilmenge derart, dafi (M, <) ein wohl-
geordnetes Poset ist, dann heifit (<) eine Wohlordnung auf M.

Bemerkung 173

(1) Sei X eine Menge, die aus nichtleeren Mengen besteht.

Wir bilden )
X ={(X,2): XeXundre X}.

Wir haben die surjektive Abbildung
x 5ox
(X,z) —» X,
wobei die Surjektivitidt aus X # ) fiir X € X folgt.

Dank Auswahlaxiom gibt es eine Abbildung X <~ X mit f o s = idy . Mit anderen
Worten, fir X € X ist s(X) = (X, z) fiir ein z € X.

(2) Besteht in der Situation von (1) nun X aus nichtleeren Teilmengen einer Menge M,
so haben wir auch eine Abbildung

X = M
(X,z) — =z.

Somit ist f :=t o s eine Abbildung von X nach M, fiir welche f(X) € X liegt fiir
XeX.

Bemerkung 174 (Induktionsprinzip)

Sei X = (X, <) ein Poset. Habe jede nichtleere Teilmenge von X ein minimales Element.
Sei f: X — {0,1} eine Abbildung.

Erfiille f die folgende Eigenschaft.

Istz € X und f(s) =1 firse X<, , dann ist f(z) = 1.
Dann ist f(z) =1 fir alle x € X.

Beweis. Annahme, es gibt ein x € X mit f(z) = 0. Sei m € X minimal mit f(m) = 0.
Dann ist f(s) =1 fiir s € X, . Folglich ist f(m) = 1. Wir haben einen Widerspruch. o

Bemerkung 175 Sei X = (X, <) ein wohlgeordnetes Poset.
Sei Y C X ein (<)-Abschnitt. Dann ist Y = X_pin(xv)-



107

Beweis. Schreibe m := min(X \Y).

Ad (D). Sei z € X mit x < m gegeben. Annahme, es ist x € X \Y. Dann ist m < z, im
Widerspruch zu x < m.

Ad (Q). Seiy € Y. Annahme, es ist nicht y < m. Dann ist y > m. Da Y ein (<)-Abschnitt
ist, folgt m € Y, im Widerspruch zu m € X \Y. o

Lemma 176 Sei M eine Menge. Es gibt eine Wohlordnung (<) € M x M auf M.

Beweis. Ohne Einschrinkung ist M # ().

Sei P:= {X C M: X # (}. Wihle eine Abbildung f : P — M mit f(X) € X; cf.
Bemerkung 173.(2).

Ist X € Pund ist W C X x X eine Wohlordnung auf X, so schreiben wir

Xwew={yeX: (yyz) eWundy#z}.

Beachte v € M ~\ Xy, ;. Sei

E:={(X,W):esist X € P und W eine Wohlordnung auf X derart,
dal f(M ~ Xw, <) =« ist fiir alle v € X.}

Die Elemente von FE werden als erledigte bezeichnet.

Behauptung 1. Seien (X, W), (X', W’) € E. Wir behaupten, dafl
X ein W’-Abschnitt in X’ und W = W' N (X x X) ist
oder
X' ein W-Abschnitt in X und W' =W N (X’ x X’) ist.

Sei

es ist A ein W-Abschnitt in X und ein W’-Abschnitt in X', }

B = U{AQXQX: und es ist WN(Ax A)=W'N(AxA)

Esist BC X NX'.

Es ist B ein W-Abschnitt in X, denn ist b € B und x € Xy, <, gegeben, dann gibt es
einen W-Abschnitt A in X mit b € A C B, was x € A C B nach sich zieht.

Genauso ist B auch ein W’-Abschnitt in X'.

Vorbemerkung.



108

(1) Sei (s,t) € W mit t € B. Dann gibt es ein A C X N X’ so, daf8 A ein W-Abschnitt
in X ist, daB WN(Ax A)=W'N(AxA)giltund daB t € A. Da (s,t) € W liegt
und da A ein W-Abschnitt in X ist, ist auch s € A. Es folgt (s,t) e WN(Ax A) =
WN(AxA) CW'.

(2) Wegen Symmetrie folgt auch aus (s,t) € W/ mit t € B, daB (s,t) € W liegt.

Annahme, es ist B C X und B C X'.

Sei my := min(X \ B), gebildet beziiglich W. Es ist B = Xy, <, ; cf. Bemerkung 175.
Da (X, W) erledigt ist, ist my = f(M ~ Xw,<my) = f(M \ B).

Sei my: := min(X’ \ B), gebildet beziiglich W’. Genauso ist mx, = f(M ~\ B).

Also ist m = mx = mx € X N X', aber m ¢ B. Beachte, dal B = Xy ., ist und dafl
genauso B = Xy, _,, ist.

Sei B:=BU{m}C XnX'.

Nun ist auch B~ein W-Abschnitt in X : Sei dazu s € B. Falls s € B liegt, dann ist
Xw, <«s € B C ~B, da B ein W-Abschnitt in X ist. Falls s = m ist, dann ist Xy .5 =

Genauso ist B C X N X’ ein W’-Abschnitt in X’
Wir behaupten, es ist W N (B x B) = W' N (B x B).

!
Dank Symmetrie geniigt es, C zu zeigen.

Seien s, t € B mit (s,t) € W gegeben. Wir haben (s, t) é W' zu zeigen.
Falls ¢ € B ist, dann ist nach Vorbemerkung (1) auch (s,t) € W".

Falls s # t = m ist, dann ist s € B = Xy}, _,, und also (s,m) € W'
Falls s =t = m ist, dann ist (s,t) = (m,m) € W'.

Dies zeigt die Behauptung.

Dann aber liegt B in der Menge, deren Vereinigung B definiert. Also ist B L{m} = B C B,
was einen Widerspruch darstellt.

Alsoist X =B C X' oder X' =B C X.
Seio.E. X =B C X',
Wir behaupten W = W'n (X x X).

|
Zu C. Sei (s,t) € W. Dann ist t € X = B. Nach Vorbemerkung (1) ist (s,t) € W'.

!
Zu D. Sei (s,t) € W' N (X x X). Dann ist ¢ € X = B. Nach Vorbemerkung (2) ist
(s,t) e W.

Dies zeigt die Behauptung.
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Dies zeigt Behauptung 1.

Sei fiir (X, W) und (X', W’) erklart, dal (X, W) < (X', W’) genau dann gelte, wenn X
ein W’-Abschnitt in X’ mit W = W' N (X x X) ist.

Esist (E, <) ein Poset. Denn es ist (<) reflexiv, da fiir (X, W) € E'sich X als W-Abschnitt
in X und W = (X x X)NW ergibt. Es ist (<) identitiv, da fiir (X,W), (X',W’) € E
mit (X, W) < (X', W) < (X, W) folgt, daBB X C X’ C X, also X = X’ ist, und also auch
W = (XxX)NW'" = Wist. Esist (<) transitiv, da fir (X, W), (X', W), (X", W") € E
mit (X, W) < (X', W) < (X", W") sich zunédchst X C X’ C X", mithin

W= WnNXxX) = WX xX)N(XxX) = WX xX)

ergibt. Ferner ist X ein W’-Abschnitt in X’ und X’ ein W"”-Abschnitt in X”. Wir miissen
zeigen, daBB X ein W”-Abschnitt in X" ist. Ist x € X und 2” € X" mit (2", z) € W’
gegeben, dann ist € X’ und also 2” € X’. Danun (2”,z) € W"N (X' x X') = W' liegt,
folgt 2" € X.

Dank Behauptung 1 ist (E, <) linear geordnet.
Sei Y i=Uxwyep X- Sei Vi=Uxwyes W CY X Y.

!
Zuniichst zeigen wir W = VN (X x X) fiir (X, W) € E. Wir haben nur O zu zeigen. Seien
s, t € X mit (s,t) € V gegeben. Es existiert (X', W') € F mit (s,t) € W C X' x X"
Da F linear geordnet ist, ist (X', E') < (X, E) oder (X, F) < (X', E'). Falls (X', W’) <
(X, W) ist, folgt (s,t) € W =W N (X' x X') C W. Falls (X, W) < (X', W) ist, folgt
(s,t) e W' N (X x X) =W. Jedenfalls folgt (s,t) € W.

Behauptung 2. Wir behaupten, dal V' eine Wohlordnung auf Y ist.

Es ist V reflexiv, da fiir s € Y ein (X, W) € E mit s € X existiert und (s,s) e W CV
ist.

Es ist V identitiv, da fiir s, t € Y mit (s,t), (t,s) € V wegen E linear geordnet ein
(X, W) mit s, t € X existiert, daher (s,t), (¢,s) € VN (X x X) =W liegen, wegen W
identitiv also s =t gilt.

Es ist V transitiv, da fiir s, t, v € Y mit (s,t), (t,u) € V wegen E linear geordnet ein
(X, W) mit s, t, u € X existiert, daher (s,t), (t,u) € VN (X x X) =W liegen, wegen
W transitiv also (s,u) € W C V gilt.

Esist V linear geordnet, da fiir s, t € Y wegen F linear geordnet ein (X, W) mit s, t € X
existiert und daher (s,t) € W C V oder (¢,s) € W C V gilt.

Bleibt zu zeigen, daf jede nichtleere Teilmenge Z von Y ein beziiglich V' minimales Ele-
ment enthélt. Wéhle z € Z. Wihle (X, W) mit z € X. Sei m minimal in X N Z beziiglich
W, existent, da W eine Wohlordnung ist. Es ist m minimal in Z beziiglich V. Denn sei
2 € Z mit (2/,;m) € V gegeben. Wir haben 2/ = m zu zeigen. Wir wihlen (X', W eFE
mit 2/ € X', Falls (X', W') < (X, W) ist, dann ist 2’ € X’ C X. Falls (X, W) < (X', W)
ist, dann ist X ein W’-Abschnitt in X', soda§ aus (z/,m) € VN (X', X') = W' und
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m € X folgt, daBl 2’ € X liegt. In beiden Féllen ergibt sich also 2z’ € X N Z, mithin
(z/,m) e VN (X x X) =W und folglich 2/ = m wegen der Minimalitdt von m.

Dies zeigt Behauptung 2.

Es bleibt zu zeigen, dafl Y M ist.
Zeigen wir zunéchst, dafi (Y, V') erledigt ist. Es ist V' eine Wohlordnung auf Y.
Sei s € Y gegeben.

Wihle ein (X, W) € E mit s € X. Es ist Yy, .y = Xy, <,. Hierbei folgt O, denn ist
(t,s) € W mit t # s, dann ist (¢,s) € W C V und t € X C Y. Ferner folgt C, denn ist
(t,s) € V mit t # s, dann gibt es ein (X', W') € E mit t € X'. Ist (X', W) < (X, W),
dann ist t € X' C X. Ist (X, W) < (X',W’), dann ist s € X, ¢t € X' und (¢,s) €
VN(X'x X')=W’'; da X ein W'-Abschnitt in X" ist, folgt ¢t € X. Beidenfalls ist t € X
und somit (t,s) €e VN (X x X)=W.

Folglich ist f(M N\ Yy <) = f(M ~ Xw, <) = s, letzteres, da (X, W) erledigt ist.

Somit ist (Y, V') erledigt.

Annahme, es ist Y C M.

Seiy = f(M\Y) e M\Y.SeiY :=Y{y'}.Sei V! :=VU{(s,9): s€Y'} CY'xY"
Es ist V' reflexiv, da V reflexiv ist und zudem (', y’) € V' liegt.

Es ist V'’ identitiv, da V' identitiv ist und da aus (s,y’), (v/,s) € V' folgt, daB s = ¢/ ist.

Es ist V' transitiv, da fiir (s,t), (t,u) € V' entweder u = ¢/ und somit (s,u) = (s,y') € V’
ist oder aber u # v/, also t # ¢/, also s # ¢/, also (s,t), (t,u) € V und somit (s,u) € V

V7 ist.

Es ist V' linear geordnet, da fiir (s,t) € V' entweder {s,t} N {y'} # 0 ist, wesfalls
(s,t) € V' oder (t,s) € V' ist, oder {s,t} N{y'} = 0 ist, wesfalls s, ¢ € Y liegen und also
(s,t) € V. C V' oder (t,s) € V C V' ist.

Es ist V’ wohlgeordnet. Sei dazu Z eine nichtleere Teilmenge von Y'. Ist ZNY # (), dann

ist das Minimum von Z NY in Y auch das Minimum von ZNY in Y. Ist ZNY = 0,
dann ist Z = {y’} und hat ¢ als Minimum.

Wir zeigen, dal (Y, V') erledigt ist. Es ist, wie eben gesehen, V' eine Wohlordnung auf Y.
Sei s € Y/ gegeben.

Falls s € Y liegt, ist Y{,, _, = Yy, s und also f(M\Y{, ) = f(M\Yy ;) =s,da (Y,V)
erledigt ist. Falls s = ¢/ ist, ist Y}, ., =Y und also f(M \Y{, _ )= f(M \Y) =y In
beiden Fillen ist die erforderliche Gleichheit richtig. Also ist (Y, V”) erledigt.

Da nun (Y, V') erledigt ist, ist Y/ = Y U {y'} C Y nach Definition von Y, und wir haben
einen Widerspruch.

Also ist Y = M. Mithin ist (<) := V eine Wohlordnung auf M. o
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Lemma 177 Sei X = (X, <) ein Poset.
Sei K € Chain(X). Es gibt ein mazimales Element M in Chain(X) mit K C M.

Beweis. Wir wihlen eine Wohlordnung (=) auf X ~\ K, moglich dank Lemma 176.

Dies geschehe vollig unabhiingig von der gegebenen Ordnungsrelation (<) auf X. Im allge-
meinen haben (<) und (=) nichts miteinander zu tun.

Fir s € X \ K sei f(s) := 1, falls es genau eine Abbildung gs: (X ~\ K)<s — {0, 1} mit
folgender Eigenschaft (Ag) gibt.

(As) Esist gs(t) = 1 fir t € (X ~\ K)<;s genau dann, wenn ¢ vergleichbar ist mit allen
Elementen von K U{u € (X N K)< @ gs(u) =1}

Ansonsten sei f(s) := 0.

Wir behaupten, dal f(s) = 1 st fiir s € X < K.
GeméB Bemerkung 174 ist zu zeigen, daB fiir s € X ~ K aus f((X ~\ K)<s) C {1} folgt,
daB f(s) = 1 ist.

Zur Findeutigkeit. Annahme, es gibt zwei solche Abbildungen g, und g, . Dann ist gibt es
ein beziiglich (=) minimales Element m € X ~\ K mit gs(m) # gs(m).

Sei 0.E. gs(m) = 1 und gs(m) = 0. Ersteres bedeutet, dafl m vergleichbar ist mit allen
Elementen von K U{wu € (X ~\ K)<p, @ gs(u) = 1}. Zweiteres bedeutet, dafi m nicht mit
allen Elementen von K LI{u € (X N\ K)<,, : gs(u) = 1} vergleichbar ist. Da gs(u) = gs(u)
fir u € (X \ K)<p, und also

{ue (XNK)zm: gs(u)=1y={uve (X NK)zpn: gs(u) =1}

ist, stellt dies einen Widerspruch dar.

Zur Ezistenz. Es ist f(t) =1 fiir t € (X \ K)<,. Wir haben also die eindeutige Existenz
von ¢; mit der Eigenschaft (A;) fiir ¢t € (X \ K)<s zur Verfiigung.

Da fiir u, t € (X \ K)<s mit u < ¢t auch g;|(x.x)., die Eigenschaft (A,) hat, folgt
gt|(X\K)ju = Gu -

Setze gs(t) := g:(t) fir t € (X ~ K)<s. Setze gs(s) := 1, falls s vergleichbar ist mit allen
Elementen von K U{wu € (X ~\ K)<s: gu(u) =1}, ansonsten setze gs(s) := 0.

Fiir u, t € (X \ K)s mit u < t ist dann

gs\(x\K)jt(U) = gs(u) = gulu) = gi(u).

Firt € (X \ K), ist somit
gs’(X\K)jt = Gt -
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Also ist gs(t) = 1 fiir t € (XN K)<s genau dann, wenn g;(t) = 1 ist, i.e. wenn ¢ vergleichbar
ist mit allen Elementen von K U{u € (X \ K)~;: ¢:(u) =1}, i.e. mit allen Elementen
von K U{ue (X NK)x: gs(u) =1}

Ferner ist ¢g4(s) = 1 genau dann, wenn s vergleichbar ist mit allen Elementen von
Ku{ue (X NK)is: gu(u)y=1} = KU{ue (X ~K)zs: gs(u)=1}.

Somit ist f(s) = 1. Dies zeigt die Behauptung.

Da fiir u, s € X\ K mit u X s zum einen f(u) = 1 ist und zum anderen auch g,|(xx)_,
die Eigenschaft (A,) hat, folgt g4|(x- K)<u = Yu -

Setze g(s) := gs(s) fir s € X N K. Fiir u € X ~\ K mit u < s ist

Ilxaro () = g(u) = gu(u) = gs(u).
Folglich ist

g|(X\K)55 = Js
firse X K.

Daher ist g: X ~ K — {0,1} eine Abbildung mit der Eigenschaft, daf§ fir s € X \ K
genau dann g(s) = 1 gilt, wenn s vergleichbar ist mit allen Elementen von

KU{ue (X NK)zs: glu)y=1}%.
Setze
M= KU{ue X K: guy=1}.
Wir behaupten, da3 M eine beziiglich (C) maximale Kette ist, die K enthélt.

Seien t, s € M. Wir haben zu zeigen, dafl ¢ und s vergleichbar sind. Sind ¢, s € K, so
folgt dies aus K Kette. Ist t € K und s € M \ K, so folgt dies daraus, dafl g(s) = 1 ist.
Ist t € M\ K und s € K, so folgt dies daraus, daf g(¢) = 1 ist. Sind ¢, s € M \ K, so ist
0E. t<s.Dag(s)=1ist unddat e (X \ K)<; liegt und g(¢) = 1 ist, ist s vergleichbar
mit ¢. Somit ist M eine Kette in X.

Annahme, es ist M keine maximale Kette in X. Sei M C L C X und L eine Kette.
Wiéhle z € L~ M. Dann ist z € X ~ K und g(z) = 0. Folglich gibt es ein Element von
Ku{ue (X~K)x,: g(u) =1} C M, das nicht mit z vergleichbar ist. Also ist L keine
Kette. Wir haben einen Widerspruch. o

Lemma 178 (Zorn) Sei X = (X, <) ein Poset.
Es habe in X jede Kette eine obere Schranke.

Sei x € X. Dann ¢ibt es ein maximales Element m € X mit x < m.

Beweis. Die Kette {x} ist in einer maximalen Kette M enthalten. Diese hat eine obere
Schranke m.
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Dann ist x < m.

Annahme, es ist m nicht maximal in X. Dann gibt es ein y € X mit m < y.

Dann ist M C M U{y} =: M".

Ferner ist M’ eine Kette. Denn sind s, ¢ € M’, so haben wir folgende Félle zu betrachten.
Falls s, t € M liegen, dann ist s < ¢ oder ¢t < s, da M eine Kette ist.

Falls s € M liegt und t = y ist, dann ist s <m < y
Falls t € M liegt und s =y ist, dann ist t <m <y = s.
Falls t = y und s = y ist, dann ist s = t.

Wir haben einen Widerspruch zur Maximalitéit der Kette M. o



Anhang B

Aufgaben und Losungen

B.1 Aufgaben
Aufgabe 1 (§1.1.1)

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Zu zeigen ist, dal U(R), zusammen mit der auf U(R)
eingeschrinkten Multiplikation, eine abelsche Gruppe bildet.

(2) Seien R und S kommutative Ringe. Sei R 4, S ein Ringmorphismus.

Zu zeigen ist, daB U(f) := f|8g)): U(R) — U(S) ein Gruppenmorphismus ist.

Aufgabe 2 (§1.1.1) Sei R ein Integrititsbereich, welcher als Menge endlich ist.

Zu zeigen ist, daBl R ein Korper ist.
Aufgabe 3 (§1.1.1) Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Zu zeigen ist, dafl es genau einen Ringmorphismus von Z nach R gibt.

(2) Zu zeigen ist, daB es genau einen Ringmorphismus von R nach 0 gibt.

Der Ringmorphismus aus (1) werde Z % R geschrieben.

Oft schreiben wir z := eg(2) € R fur z € Z.

Der Ringmorphismus aus (2) werde R 2% 0 geschrieben.
Aufgabe 4 (§1.1.1) Zu zeigen oder zu widerlegen.

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Von R nach R ist idg der einzige Ringisomorphismus.

114
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(2) Von Q nach Q ist idg der einzige Ringmorphismus.
(3) Es hat Q nur die Teilringe Z und Q.

Aufgabe 5 (§1.1.2) Seien R und S kommutative Ringe. Zu zeigen ist folgendes.

(1) Esist R auf eindeutige Weise eine Z-Algebra.

(2) Es ist jeder Ringmorphismus R+ S ein Z-Algebrenmorphismus.

Aufgabe 6 (§1.1.1,81.1.2) Zu zeigen ist folgendes.

(1) Seien S und 7" kommutative Ringe.
Ist S L T ein bijektiver Ringmorphismus, dann auch S T

(2) Sei R ein kommutativer Ring. Seien S = (S,«) und T' = (7, ) kommutative R-
Algebren.

Ist S 25 T ein bijektiver R-Algebrenmorphismus, dann auch § T

Aufgabe 7 (§1.1.2) Sei R ein kommutativer Ring.
Sei I eine Menge. Sei X = { X;: i € I } eine Menge, wobei I — X : i — X bijektiv sei.

Wir schreiben die Elemente von R[X] zunéchst als Koeffiziententupel (7). = (7¢)ecr, mit
Eintriagen aus R, wobei jeweils {e € E;: r. # 0} endlich ist. Cf. auch (4).

Zu zeigen ist folgendes.

(1) Fir (re)e, (rl)e € R[X] sind auch
(re)e + (rd)e = (re+71¢)e € R[X]

und

wieder in R[X].
(2) Esist R[X]| = (R[X],+,) ein kommutativer Ring.
(3) Zusammen mit R 5 R[X]: 7+ (rd),.c)e ist R[X] eine R-Algebra.

(4) Schreiben wir fiir j € I etwas mibréuchlich d[j] := (0;;); und X; := (Ogjjj,c)e , SOWiE
r:=apgx(r) fir r € R, so erhalten wir fiir (r.). € R[X] die Gleichheit

(re)eEEl = Z Te Hsz .

e:(ei)Z‘EE] el
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Aufgabe 8 (§1.1.3) Sei R ein kommutativer Ring.
Seien R-Algebren S = (S, ) und T' = (T, 3) gegeben.

Sei S L T ein R-Algebrenmorphismus.
Sei b C T ein Ideal. Sei a := f~1(b) C S. Zu zeigen ist folgendes.

(1) Esist a C S ein Ideal mit f(a) C b.
(2) Ist a C S ein Ideal mit f(a) C b, dann ist die Abbildung
- f
S/a = T/b
s+a — f(s)+b
wohldefiniert und ein R-Algebrenmorphismus.

(3) Die Abbildung

S/a L T/
s+a — f(s)+b

ist wohldefiniert und ein injektiver R-Algebrenmorphismus.

Aufgabe 9 (§1.1.3) Sei R ein kommutativer Ring. Sei a ein Ideal in R.

Zu zeigen ist, daff auf der abelschen Gruppe R/a mittels (r +a) - (7" + a) := rr’ + a fiir
r, v € R die Struktur eines kommutativen Rings definiert wird.

Aufgabe 10 (§1.1.3) Sei R ein kommutativer Ring.
Seien S und 7" kommutative R-Algebren.

Sei S L T ein surjektiver R-Algebrenmorphismus. Sei € C S sein Kern.
Bezeichne Ideale(S) die Menge der Ideale von S.
Zu zeigen ist folgende Bijektion.

Ideale(T') <« {be&ldeale(S): ECbC S}
¢ = 7o)
f(B) « b

Aufgabe 11 (§1.1.3) Zu zeigen oder zu widerlegen.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei S eine kommutative R-Algebra. Seien a und b Ideale

in S.

(1) Es ist Z eine Hauptidealalgebra iiber Z.
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(2) Ist K ein Korper und X ein Element, dann ist K[X] eine Hauptidealalgebra iiber

K.
(3) Ist R eine Hauptidealalgebra iiber R, dann ist R[X] eine Hauptidealalgebra iiber R.
(4) Es ist Vab = v/avb.
(5) Bsist vVanb =/anb.
(6) Esist va+b=+a+ Vb,

Aufgabe 12 (§1.1.4) Sei R ein kommutativer Ring. Sei S eine kommutative R-Algebra.
Zu zeigen ist die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2).

(1) Es ist S noethersch.

(2) Jede nichtleere Teilmenge der Menge der Ideale von S hat ein maximales Element.

Aufgabe 13 (§1.1.3) Sei K ein Korper. Seien X, Y, Z drei Elemente.
Sei S = K[X,Y, Z]/(XY —Z?%). Wir schreiben £ := £ +(XY —Z2) € Sfiir € € K[X,Y, Z].
Sei p := (X, Z) C S. Zu zeigen ist folgendes.

(1) Esist K[X,Y] = S: X — X, Y — Y ein injektiver K-Algebrenmorphismus.

(2) Fiir jedes n € S gibt es eindeutige Elemente f(X,Y), g(X,Y) € K[X,Y] mit
n=[f(X,Y)+Zg(X,Y).

(3) Esist p C S ein Primideal.

(4) Jedes Element von p2 ist von der Form a(X,Y)X? + b(X, V)XY + ¢(X,Y)XZ
fiir gewisse a(X,Y), b(X,Y), ¢(X,Y) € KI[X,Y]. Folglich ist jedes Element von
p? von der Form f(X,Y)+ Zg(X,Y) mit f(X,Y) € (X2, XY) C K[X,Y] und
g(X,Y) e (X) C KIX,Y].

(5) Esist XY € p?, aber X ¢ p? und Y™ & p? fiir alle n € Z-y.

(6) Es ist p? C S nicht primér, obwohl \/p2 = p prim ist. (1)

!Dieses Beispiel kenne ich von en.wikipedia.org/wiki/Primary_ideal
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B.2 Loésungen

Aufgabe 1

Ad (1). Zunéchst sollte die Multiplikation auf U(R) einschriinken. Seien z, y € U(R). Esist zyz~y~ = 1.
Also ist zy € U(R).

Nun sollten die Gesetze einer abelschen Gruppe gelten fiir U(R), ausgestattet mit dieser eingeschriinkten
Multiplikation.

Da die Multiplikation auf R assoziativ und kommutativ ist, gilt dies auch fiir ihre Einschrinkung auf
U(R).

Da1-1=1/ist, ist auch 1 € U(R). Somit hat U(R) ein neutrales Element.
Ist z € U(R), dann auch 2~, da 2~ 2 = 1. Also hat jedes Element von U(R) ein Inverses.

Insgesamt ist nun U(R) als abelsche Gruppe nachgewiesen.

Ad (2). Wir haben bei Definition 7 gesehen, daf3 f|gg}?) existiert. Sind ferner z, y € U(R), dann ist auch
U(f)(x-y) = flz-y) = f(z) fly) =U(f) () -U(f)(y). Folglich ist U(f) ein Gruppenmorphismus.

Aufgabe 2

Da R ein Integritéatsbereich ist, ist Or # 1R .

Sei a € R*. Zu zeigen ist, dal Aq: R — R: x — ax bijektiv ist.

Da R ein Integritétsbereich ist, ist A, injektiv.

Da R endlich ist, ist die injektive Selbstabbildung A, von R auch surjektiv. Insgesamt ist A, also bijektiv.

Aufgabe 3
Ad (1).
Zeigen wir, daf$ es hdchstens einen Ringmorphismus von Z nach R gibt.

Sei f : Z — R ein Ringmorphismus. Es ist f(0) = 0und f(1) = 1. Firn € Zxy ist f(n) = f(3X;cqn 1) =
Yienn f(1) =224 1k - Desweiteren ist f(—n) = —f(n) = = >_; ;1. Somit liegen alle Funktionswerte
von f fest.

Zeigen wir, daf$ es mindestens einen Ringmorphismus von Z nach R gibt.

Wir erinnern daran, da gemif dem Aufbau des Zahlensystems eine ganze Zahl eine Aquivalenzklasse
[(a,b)] natiirlicher Zahlen a, b € N ist, wobei [(a,b)] = [(¢,d)] fiir a, b, ¢, d € N genau dann gelte, wenn
a+d = c+bist. Ferner ist [(a,b)] + [(c,d)] = [(a 4+ ¢,b + d)] und [(a,b)] - [(¢,d)] = [(ac + bd, be + ad)].

Wir haben die injektive Abbildung N — Z: n — (n,0) und identifizieren N mit seinem Bild.
Wir betrachten zunéchst die Abbildung u: N — R, n = u(n) := 3 e ) 1k - %)

Es ist u(0) = 0. Es ist u(1) = 1.

Fiir n, m € N ist

u(n) +u(m) = ( Z 1r) + ( Z 1g) = Z g = u(n+m).

i€[1,n] JE[1,m] i€[1l,n+m)]

2Man kann sauberer auch u rekursiv definieren und die Eigenschaften von u dann per Induktion zeigen.
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und
u(n)-u(m) = (> 1g)-( Y. 1g) = Yo dr= Y 1g = u(nm).
i€[1,n] J€[1,m] (i,7)€[1,n]x[1,m] ke[l,nm]
Setze nun
Z % R
[(a,0)] +—  w(a)—u(d).

Dies ist wohldefiniert, denn fiir a, b, ¢, d € N mit a +d = ¢+ b ist auch u(a) + u(d) = u(a +d) =
u(c+ b) = u(c) + u(b) und also u(a) — u(b) = u(c) — u(d).

Verifizieren wir, dafl f ein Ringmorphismus ist.
Es ist er(1) = er([(1,0)]) = u(1) —u(0) =1-0=1.
Fiir [(a,b)], [(c,d)] € Z ist

er([(a,b)]+[(c.d)]) = er([(ate,b+d)]) = u(atec)—u(b+d) = u(a)—u(b)+u(c)—u(d) = er([(a,b)])+er([(c,d)]) .
Fiir [(a,0)], [(c,d)] € Z ist

er([(a,0)] - [(c,d)]) = [f([(ac+bd,bc + ad)])

u(ac + bd) — u(be + ad)

u(a) - u(c) + u(d) - u(d) — u(d) - u(c) — u(a) - u(d)
= (u(a) = u(b)) - (u(c) — u(d))
= er([(a,b)]) - er([(c,d)]) -

Ad (2). Von R nach 0 gibt es nur die Abbildung ng: R — 0: r — 0. Wir haben nur zu zeigen, dafl ng ein
Ringmorphismus ist.

Firz,y € Rist pr(z+y) =0=04+0=ngr(z) +nr(y) und nr(z-y) =0=0-0 = nr(z) - nr(y). Ferner
ist np(1) =0=1.

Aufgabe 4

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei etwa R = C. Die komplexe Konjugation ist ein Ringisomorphismus von C nach C, welcher nicht
gleich id¢ ist.

Ad (2). Die Aussage ist richtig.

Sei hierzu ein Ringisomorphismus Q ER Q gegeben. Dank Aufgabe 3.(1) ist foeq = eq, l.e. es ist
f(z) =z fir z € Z.

Folglich ist fiir z € Z und w € Z* auch

flz-w™) = f(2)- f(w™) = f(2) flw)” = z-w™ .
Mithin ist f =idq.
Ad (3). Die Aussage ist falsch.
Sei etwa Z(s) :—{ cz€Z, weZ\3Z}. E81st 1Q—1/1€Z(3 Sind z, 2/ € Z und w, w' € Z\ 3Z,

3 4 Z — ZU} —Z w
dann ist = — 2 = #2522 € Zgy und = - 5

w’ ww’

. Also ist Z(3) ein Teilring von Q.
Da z € Q N Z3) und % € Z(3) \ Z liegen, ist Z C Z(3) C Q.

Aufgabe 5
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Ad (1). GemaBl Aufgabe 3.(1) gibt es genau einen Ringmorphismus von Z nach R, genannt g, des-
beziiglich R dann eine Z-Algebra ist.

Ad (2). Wir haben foep L es zu zeigen. Nun sind f oeg und eg Ringmorphismen von Z nach S, sodafl
wir dank Aufgabe 3.(1) also f o ep = €5 bekommen.

Aufgabe 6

Ad (1). Bs ist f~(17) = f~(f(1s)) = 1s.

Fiir o,y € T ist f~(z+y) = £~ (F(/~ (@) + £~ @) = F~(F(F~ @)+ £~ () = 1~ (@) + F~ (1),
Firz,y e Tist f~(z-y) = f~(f(f() - f(f~ W) = (@) W) = (x) - f~ ().

Ad (2). Seien augeschrieben S = (S, ) und T = (T, 7).

Dank (1) ist f~ ein Ringmorphismus. Also geniigt es zu zeigen, dafl f~ o8 L o ist. Aber es ist foa=p,
und alsoa = f~ o foa=f"of.

Aufgabe 7

Ad (1).

Zur Addition. Esist {e € Er: rL+7] #0}C{ec Er: r, #0}U{e € Er: v/ # 0} endlich. Also ist
(re +rd)e € RIX].

Zur Multiplikation. Zeigen wir zunichst, dafl fiir €/, €’ € E auch €’ + ¢’ wieder in Ej liegt. In der Tat
ist{iecl:e+e/ #0}C{icl: e, #0}U{iel: e/ #0} und also endlich.

Sei e € Er gegeben. Es ist die Menge { (¢/,e”) € Er x Er: €/ + ¢’ = e} endlich, genauer gesagt, sie
enthélt [],.;(e; + 1) Elemente.

Nun zur Wohldefiniertheit der Multiplikation. O.E. sind dazu (1), und ("), ungleich 0.
Sei & definiert durch ¢} := max{e; : e € Ey mit v, # 0} fiir i € I.

Sei é” definiert durch &/ := max{e;: e€ Ey mit v #0} firi € I.

Esist ¢ € E;, da

{iel:&#0}y = |J {iel:e#0},

EEEI, Te7£0

was als endliche Vereinigung endlicher Mengen endlich ist.

Sei nun e € Ey gegeben mit Y/ oy ¢ gy T Tonw 7 0.
e/+e” =e
Es geniigt zu zeigen, daf e dann in der endlichen Menge {é € Ey : é; < &, + &/ } enthalten ist.

Annahme, nicht. Sei j € J gewihlt mit e; > €/ + €7 . Seien €, ¢” € Er mit e = ¢’ +¢” und 7, # 0 und
ey # 0 gewidhlt. Es folgt €} < &) und e < €. Also ist

Wir haben einen Widerspruch.

Zeigen wir schlieflich noch folgende Behauptung. Seien d’, d’ € Ej.Seienr’, r” € R.Dannist (r'Og ¢)e-
(T/lad”,e)e - (T/r//ad’-i-d”,e)e .
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In der Tat wird

/ 1 / 1
(’]” ad’,e)e . (7’* ad”,e)e = (Z(e/’eu) CE;xEr T 8d’,e/ T ad”,e”)
e'+e’ =e
— 1.1
= (Z(e’,e”)eE,xEITT )
e'+e’ =e
EI :d/ , e// :d/I

= (TlT/lad’—‘rd”,e)e

€

e

Dies zeigt die Behauptung.

Ad (2).

Mit 0 = (0)e und —(r¢)e = (—7¢)e fiir (re)e € R[X] erkennen wir, dafl R[X] eine abelsche Gruppe ist.
Die Multiplikation ist ersichtlich kommutativ.

Zeigen wir die Assoziativitdt. Seien (r)e, (r2)e, (r)")e € R[X] gegeben.

Zum einen erhalten wir

(e ) - (e = (Siereme morsy Tl ) - (rl)e

e/ te =e
_ ro
- (Z(é,e”’)GEIXEI Z(e',e”)EE’IxE’I Ter Te”re”’)e
ét+e' =¢ e'+e'' =¢
_ 1o
= ( Z(e', e e"YeErxErxEr e/ Te,,?"e///) :
e/+e/1+e/// —e €

Zum anderen erhalten wir genauso

(e (e - () = ( 3 rorlrll)
(e/’ e// ///) c EI XEI XEI e
e'+e''+e'" =e

Zeigen wir, daB8 1zpx] := (0(0),,e)e das neutrale Element der Multiplikation ist.
Fir (re)e € R[X] wird

"
1R[X] : (Te)e ( (e',e"Ye ErxEr a(O)i,e’ T’e//)e
e+e =e
"
e BH)EEIXEI e’ .
e—i—e =e
e’'=(0);
(r’ )

Zeigen wir die Distributivitdt. Seien (1), (7l)e, (r))e € R[X] gegeben. Es wird

((re)e +(Fe)e) - (rd)e = (re+70)e (rl)e

do(e ey e BrxB (Ter +T0) el”)
ete =e
2o

11
6 e// € E;xEr 7"6/ 'f' + 7"6/ TG//>

<
-
<

€

e
e+e =e

=~/ 1
Z(e e'’Ye ErxEr Te’ T ) (Z(e',e”) cExE; e Te”)
e +e’ =e e +e’ =e

= (e (rd)e + (7)e - (r)e -

€
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Ad (3). Es ist zu zeigen, dal ag x ein Ringmorphismus ist.

Es ist ap x ersichtlich mit Addition vertraglich.

Es ist ap x(1r) = (0(0);,e)e = Lr[x]; cf. (2).

Zeigen wir die Vertriiglichkeit mit der Multiplikation. Seien 7/, "/ € R gegeben. Es wird

arx(r')-arx(r") = (1"00),.e)e ("0, .e)e
Beh. ,
=" (100)4(0),e)e
= (T’&(O)i,e)e

arx(r'r") .

Ad (4). Sei (re)e € R[X] gegeben. Nach Entfernung der mibrauchlichen Bezeichnung ist

! &
(Te)ecr, = Z (Téa(o)i7e)e H(ad[i],e)
é:(éL)L c€Er el
Zu zeigen.

Es ist (re)e = D _sep, (1e06,c)e - Somit bleibt

! &;
(raé,e)e = (ra(O)i,e)e H(ad[i],e) ¢

iel
zu zeigen fiir r € Rund é € Ej .
Es ist
(rO0);e)e  (Oze)e = (Z<e', ¢y € Brx By Te0(0),eT0(0), e/ )
e'+e’ =e 4
= (Z(e/,e”)EEIXEI T)e
e'+e’ =e
e'=(0);,¢e'=¢

(raé,e)e

Somit bleibt '

(aé,e)e = H(ad[i]7e)éi
il
zu zeigen fiir € € Ey .

Da é =), ; €04, ist, folgt dies durch iterierte Anwendung der Behauptung.

Aufgabe 8

Ad (1). Esist 0 € a. Fiir s, s’ € S und a, d’ € a wird

flsa+s'd’) = f(s)- fa)+ f(s') - f(a') € b
und also
sa+s'd € a.
Ad (2). Sind s, s’ € S mit s +d = s’ + a gegeben, dann ist f(s) — f(s') = f(s — s’) € f(a) C b und also
f(s)+b=f(s') + b. Somit ist f wohldefiniert.

Sind s, s’ € S gegeben, so wird

fls+5) = fls+5)+b = f(s)+ f(s) +b = (f(s) +b)(f(s) +b) = f(s) + f(s)



123

und

Ferner ist B ~
f(lsja) = f(ls+a) = f(ls)+b = 1p+b = 17/ .

Also ist f ein Ringmorphismus.

Firr € R ist

und also ~
fo(psaoa = prpeof.
Somit ist f ein R-Algebrenmorphismus.
Ad (3). Wir haben zu zeigen, da f aus (2) diesenfalls injektiv ist. Sei s € S mit f(s+a) = 07/, gegeben.
Wir haben zu zeigen, dafl s + a < 0s/q ist.

Esist f(s)+b= f(s+a)=0p/ =07 +b,ie f(s)€b,ie sca ie s+a=0g/.

Aufgabe 9
Es ist R/a bekanntermafien eine abelsche Gruppe, mit 0r/q = Og + a.

Wohldefiniertheit des Produkts. Seien r, 7, v/, ¥/ mit r +a =7+ a und ' + a = 7 + a gegeben. Zu zeigen
!
ist rr’ +a =77 + a.

Schreibe 7 =r +a und 7 =’ + @’ mit a, @’ € a. Es wird

i —rr' = (r+a)r'+d)—r = ar’ +rd +ad € a,
wie zu zeigen war.
Es ist
(r+a)-(("+a)- (" +a) = (r+a) (7" +a)
= rr'r’ +a

(rr' +a)-(r" +a)
= (r+a)-(""+a) (" +a)

fir r, ', v € R.
Bsist (r+a)- (' +0) =’ +a=1r+a= (' +a)- (r+a) fir r, 1’ € R,
Esist (1g +a) - (r+a)=1g-r+a=r+afiir r € R. Alsoist 1p/q := 1g + a multiplikativ neutral.
Es ist

(r+a)-((r4+a)+@"+a) = (r+a)-(r+r"+a)
r(r'+r")+a
' +rr’ 4 a
= (' +a)+ (rr" +a)
= (r+a)-(+a)+(r+a)(r"+a)

firr, ', v’ € R.

Aufgabe 10

Wohldefiniertheit . Ist ¢ ein Ideal in T, so ist zu zeigen, da8 f~!(c) ein Ideal in S ist. Esist 0 € f~1(c),
da f(0) = 0 € ¢ liegt. Sind ferner a, a’ € f~1(c) und s, s’ € T, dann ist sa + s'a’ € f~1(c), da

flsa+s'd’) = f(s)f(a) + f(s)f(d)) € ¢



124

liegt.
Ferner ist € C f~1(c), da f(£) = 0 C ¢ liegt.

Wohldefiniertheit <. Ist b ein Ideal in S, so ist zu zeigen, daf f(b) ein Ideal in T ist. Esist 0 = f(0) € f(b).
Sind ferner b, ¥ € bund t, ¢’ € T, dann gibt es s, s’ € S mit f(s) =t und f(s') = t/, weswegen wir

t-f)+t" - fQ) = f(s)- f()+ f(s))- (V) = f(sb+s'V) € f(b)
erhalten.

Inversion.

!
Sei zuerst ¢ ein Ideal in T. Es ist f(f~!(c)) C c. Sei umgekehrt ¢ € ¢ gegeben. Wir haben ¢ € f(f~1(c))
zu zeigen. Da f surjektiv ist, gibt es ein s € S mit f(s) = c. Daher ist s € f=1(c). Also ist ¢ = f(s) €

FF7He)-

Sei dann b ein Ideal in S mit € C b. Es ist b C f~1(f(b)). Sei umgekehrt s € f~1(f(b)) gegeben. Wir
haben s é b zu zeigen. Es ist f(s) = f(b) fiir ein b € b. Also ist f(s—b) =0, i.e. s—b € £ Da £ C b liegt,
folgt s=b+ (s—b) €b.

Aufgabe 11

Ad (1). Die Aussage ist richtig.

Sei a C Z ein Ideal. Wir miissen zeigen, daf§ a ein Hauptideal ist. O.E. ist a # (0).

Sei z € a~ {0} mit |z| minimal. O.E. ist z > 0.
!
Wir behaupten, es ist a = (z). Zu zeigen ist nur C.

!
Sei a € a. Zu zeigen ist a € (z).

Division mit Rest liefert a = zs + r mit r € [0,z — 1]. Wire r # 0, dann wiire r = a — zs € a ~ {0}, aber
|r| = r < z = |2|, was nach Wahl von z nicht stimmt. Also ist » = 0 und also a = zs in(z).

Ad (2). Die Aussage ist richtig.
Sei a C K[X] ein Ideal. Wir miissen zeigen, dafl a ein Hauptideal ist. O.E. ist a # (0).
Sei f(z) € a~ {0} mit deg(f) minimal. O.E. ist f(X) normiert.

Wir behaupten, es ist a < (f(X)). Zu zeigen ist nur C.

Sei g(X) € a. Zu zeigen ist g(X) é (f(X)).
Polynomdivision mit Rest liefert g(X) = f(X) - s(X) + r(X) mit deg(r) € [0,deg(f(X)) — 1]. Wire
f ]
un

A~ —

r(X) # 0, dann wire r(X) = g(X) — f(X)-s(X) € a~ {0}, aber deg(r(X)) < deg(f(X)), was nach Wahl
von f(X) nicht stimmt. Also ist (X) = 0 und also g(X) = f(X) - s(X) in(f(X)).

Ad (3). Die Aussage ist falsch.

Seien X und Y zwei Elemente.

Nach (2) ist K[X] eine Hauptidealalgebra iiber K.

Wir wollen zeigen, dafi (X,Y") kein Hauptideal in K[X,Y] ist.

Annahme, doch. Dann gibt es ein Polynom f(X,Y) € K[X,Y]* mit (X,Y) = (f(X,Y)).

Da X = f(X,Y) -w(X,Y) fir ein w(X,Y) € K[X,Y]* sein muB, ist der Grad von f(X,Y) in Y gleich 0.
DaY = f(X,Y)-v(X,Y) fur ein v(X,Y) € K[X,Y]* sein muf, ist der Grad von f(X,Y) in X gleich 0.
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Also ist f(X,Y) = s fiir ein s € K* C U(K[X,Y]). Dann aber ist (X,Y) = (s) = K[X,Y].

Aberesist 1 € (X,Y),daaus 1 = X -a(X,Y)+ Y - 0(X,Y) mit a(X,Y), b(X,Y) € K[X,Y] durch
Einsetzen von 0 fiir X und von 0 fiir Y folgte, dafl 1 = 0 ist, was in einem Koérper nicht zutrifft. Wir
haben einen Widerspruch.

Ad (4). Die Aussage ist falsch.
Sei etwa a := (2) C Z und b := (2) C Z. Dann ist Vab = 1/(4) = (2), wohingegen /avb = (2)(2) = (4)

ist.

Ad (5). Die Aussage ist richtig.

Zum einen folgt aus anNb C a, daB vanb C \/a liegt. Genauso folgt vanb C v/b. Somit haben wir
Vanb c Vanvb.

Um mé Van Vb zu zeigen, sei z € vaN Vb gegeben. Wir haben é Vanb zu zeigen.

Es gibt k, £ € Z>o mit 2F € a und z¢ € b. Sei m := max{k, £}. Dann ist 2™ € aNb. Also ist z € Vanb.
Ad (6). Die Aussage ist falsch.

Sei etwa a:= (X2 +Y) C C[X,Y] und b:= (V) C C[X,Y].

Zum einen ist a +b = (X2 +Y,Y) = (X2,Y) und also X € 1/(X2,Y).

Zum anderen wollen wir zeigen, daB X ¢ /a + /b enthalten ist.

Dazu wollen wir zeigen, dafl a L vaund b L Vb ist. Denn dann ist v/a ++vb = a+b = (X2,Y), sodaB
es darin kein Polynom gibt, welches in X den Grad 1 hat.

Es geniigt also zu zeigen, daB C[X,Y]/(Y) und C[X,Y]/(X? +Y) integer sind; cf. Definition 33, Bemer-
kung 43.(2).

Die folgenden C-Algebrenmorphismen werden mit Hilfe von Lemma 20 und Bemerkung 26 konstruiert.

Es wird der C-Algebrenmorphimus C[X,Y]/(Y) — C[X]: Y — 0, X — X beidseitig invertiert durch
ClX]—=C[X,Y]/(Y): X = X 4+ (V). Also ist C[X,Y]/(Y) isomorph zur integren C-Algebra C[X] und
damit selbst integer.

Es wird der C-Algebrenmorphimus C[X,Y]/(X?+Y) — C[X]: Y = —X2, X ~ X beidseitig invertiert
durch C[X] — C[X,Y]/(Y): X — X + (X2 +Y). Also ist C[X,Y]/(X? +Y) isomorph zur integren
C-Algebra C[X] und damit selbst integer.

Aufgabe 12

Ad (1) = (2). Sei M eine nichtleere Teilmenge von Ideale(S). Annahme, es gibt in S kein maximales
Element.

Da M nichtleer ist, kénnen wir ein a; € M wéhlen.

Da a; in M nicht maximal ist, konnen wir ein ay € M wéhlen mit a; C as.
Da as in M nicht maximal ist, kénnen wir ein ag € M wéahlen mit as C ag.
Und so fort.

Dies liefert eine aufsteigende abzihlbare Kette von Idealen
ap C ag C ag C ...

Also ist S nicht noethersch; cf. Lemma 53. Wir haben einen Widerspruch.
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Ad (2) = (1). Sei
ap € ap € azg C ...

eine aufsteigende abzéhlbare Kette von Idealen in S. Wir haben zu zeigen, dafl es ein k € Z>; mit a; = g;
gibt fiir ¢ € Z>y, ; cf. Lemma 53.

Sei M :={a;: i€ Z>1}. Esist M eine nichtleere Teilmenge von Ideale(S). Also kénnen wir in M ein
maximales Element a;, wihlen, wobei k € Z>; . Fiir ¢ € Z>y, ist also a; C a; und nicht a5 C a;, folglich
also ap = a;.

Aufgabe 13
Ad (1). Wir sehen K[X,Y] als Teilalgebra von K[X,Y, Z] an.
Dank Lemma 20 ist K[X,Y] — S: X v X, Y + Y ein wohldefinierter K-Algebrenmorphismus.

Sein Kern ist (XY — Z2) N K[X,Y]. Ein Element darin ist von der Form (XY — Z?) - u(X,Y, Z), wobei
wX,Y,Z) € K[X,Y,Z]. Wire u(X,Y,Z) # 0, dann wiire der Grad in Z von (XY — Z2) - u(X,Y, 2)
groBer als 0, was aber (XY — Z2) - u(X,Y, Z) € K[X,Y] widerspricht.

Somit ist der Kern gleich 0 und unser K-Algebrenmorphismus injektiv.

Mit anderen Worten, fiir f(X,Y) € K[X,Y] ist genau dann f(X,Y) = 0, wenn f(X,Y) = 0 ist.
Ad (2).

Ezistenz. Fiir 4, j, k € Zso und £ € {0,1} ist X'Y7Z2k+6 = Xitky itk zE,

Eindeutigkeit. Seien f(X,Y), g(X,Y), f(X,Y), §(X,Y) € K[X, Y] gegeben mit n = f(X,Y)
Zg(X,Y) = f(X,Y) + Z§(X,Y). Schreibe u(X,Y) = f(X,Y) — f(X,Y) und v(X,Y) = g(X,Y)

§(X,Y). Bsist u(X,Y)+Zv(X,Y) = 0. Mit anderen Worten, es ist u(X Y)+Zv(X, Y) =w(X,Y)(XY—-
Z?%) fiir ein w(X,Y) € K[X,Y]. Wir haben zu zeigen, dafl «(X,Y) =0 und v(X,Y) = 0.

Wire w(X,Y) # 0, dann wére der Grad von u(X,Y)+ Zv(X,Y) in Z grofer oder gleich 2. Dies ist aber
nicht der Fall. Also ist w(X,Y) = 0. Koeffizientenvergleich in Potenzen von Z gibt nun «(X,Y) = 0 und
v(X,Y) =0.

Ad (3). Wir haben zu zeigen, dafl S/p integer ist.

I+

Die folgenden K-Algebrenmorphismen werden mit Hilfe von Lemma 20 und Bemerkung 26 konstruiert.

Da 0-Y — 02 = 0 ist, haben wir den K-Algebrenmorphismus

S — K[Y]

X = 0

Y » Y

Z = 0.

Also haben wir den K-Algebrenmorphismus

_S/p = K[Y]
X+p = 0
Y+p = Y
Z+p — 0.

Hierbei sind X 4+ p und Z + p nur der Form halber aufgelistet; sie sind beide 0.

Dieser wird beidseitig invertiert vom K-Algebrenmorphismus

Sy« K[Y]
Y+p < Y.
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Denn zum einen wird ¥ — Y +p = Y geschickt. Zum anderen werden X+p—=0—0=X+pund
Y+p—Y—Y+p, schlieflich Z+p—0—~ 0= 2 +p.

Folglich ist S/p als K-Algebra isomorph zu K[Y]. Da letztere integer ist, gilt dies auch fiir erstere.
Ad (4). Dap = (X,Z), ist S
p? = (X2, XZ,7% .

Dank (3) ist also jedes Element von p? eine K[X,Y]-Linearkombination der Elemente

i.e. der Elemente
i.e. der Elemente

wie benotigt.

Mit anderen Worten, fiir f(X,Y), g(X,Y) € K[X] ist genau dann f(X,Y)+ Zg(X,Y) € p?, wenn
f(X,Y) e (X2, XY) und g(X,Y) € (X) liegen; cf. (1,2).

Ad (5). Es ist XY € p?; cf. (4).

Wiire X € p?, dann wiire gemifl (4) auch X € (X2, XY) und also 1 € (X,Y), was aber nicht zutrifft, wie
Einsetzen von 0 fiir X und von 0 fiir Y zeigt.

Also ist X ¢ p2.

Sei n € Zso. Wire Y™ € p?, dann wire geméf (4) auch Y € (X2, XY), was aber nicht zutrifft, wie
Einsetzen von 0 fiir Y zeigt.

Also ist Y™ ¢ p2.

Ad (6). Es ist p? kein Primérideal von S, da gemi8 (5) zwar XY in p? liegt, X nicht in p? liegt, aber fiir
jedes n € Z>( das Element Y™ auch nicht in p? liegt; cf. Bemerkung 40.

SchlieBlich ist p C /p2 C /p = p; cf. Bemerkung 43.(2). Also ist \/p? = p prim; cf. (3).
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