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1 Einleitung

1.1 Zielsetzung

Die Geometrie des Dreiecks birgt eine Vielzahl faszinierender und eleganter Eigen-
schaften, deren Entdeckung und systematische Erforschung zum festen Fundament
der elementaren und hoheren Mathematik gehoren. Eine der bekanntesten ist die
sogenannte Fulergerade, benannt nach Leonhard Euler [2, S.162]. In jedem belie-
bigen echten Dreieck liegen der Umkreismittelpunkt U, der Schwerpunkt S und
der Hohenschnittpunkt H stets auf einer gemeinsamen Geraden, der Eulergeraden.
Unter Verwendung einer zentrischen Streckung mit Zentrum S und Streckfaktor

k = —3 erhilt man die Vektorbeziehung SH=-2.50 [3].

Diese geometrische Gesetzméfigkeit wirft unmittelbar die Frage auf, ob und inwie-
fern sich dieses Konzept von einem zweidimensionalen Dreieck auf einen dreidimen-
sionalen Tetraeder iibertragen liasst. Dies soll in dieser Bachelorarbeit untersucht
werden.

1.2 Vorgehen

Wiéhrend sich grundlegende Konzepte wie der Schwerpunkt und der Umkugelmit-
telpunkt relativ natiirlich und widerspruchsfrei von der Ebene auf den dreidimen-
sionalen Raum tibertragen lassen, zeigt sich bei der Betrachtung der Hohengeraden
und des Hohenschnittpunkts eine wesentliche Komplikation: Im Allgemeinen be-
sitzen Tetraeder keinen Hohenschnittpunkt. Anders als im Dreieck, in dem sich
die drei Hohengeraden stets in genau einem Punkt schneiden, kénnen die vier
Hohengeraden eines allgemeinen Tetraeders windschief zueinander verlaufen.

Um dennoch eine Eulergerade fiir einen Tetraeder konstruieren zu kénnen, bedarf
es eines angepassten geometrischen Konzeptes, namlich dessen der eulerverschobe-
nen Hohengeraden.

Wir betrachten den Tetraeder AABCD. Sei S der Schwerpunkt des Tetraeders
ANABCD. Sei U der Umkugelmittelpunkt des Tetraeders AABCD. Es fehlt noch
der Ersatz fiir den fehlenden H6henschnittpunkt.

Sei &7 = ABC'D die der Ecke A gegeniiberliegenden Seite. Sei S, der Schwerpunkt
des Dreiecks 7. Sei U, der Umkreismittelpunkt des Dreiecks .«7. Sei €, := W] der
zugehorige Eulervektor. Sei h,, die Hohe des Tetraeders AABCD, die durch den
Punkt A verlduft und senkrecht auf der Ebene durch 7 steht. Sei ﬁ% =hy—3-ey
die eulerverschobene Hohe zu 7.



Die eulerverschobenen Hohen der Tetraederseiten schneiden sich in einem Punkt:
{]:I} = B:Q{ ﬂilgg r\likg ﬂil@.

Nun liegen U, S und H auf einer Geraden, genannt die Eulergerade. Es gilt

—
SH = _3.5U.

Die folgende Abbildung zeigt die Eulergerade des Beispiels 46. Hierbei sind der
Schwerpunkt S, der Umkugelmittelpunkt U und der eulermodifizierte Hohen-
schnittpunkt H zu sehen. Dabei sind die Konstruktionsschritte des eulermodifi-
zierten Hohenschnittpunktes ebenfalls zu sehen.
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Abbildung 1: Konstruktionsvorgehen zur Eulergerade im Dreidimensionalen.

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit fithrt schrittweise an die Konstruktion der Eulergerade im
Dreidimensionalen heran. In Kapitel 2 werden zunéchst die grundlegenden Kon-
struktionen und Definitionen im zweidimensionalen Raum wiederholt. Anschlie-
flend wird in Kapitel 3 die Eulergerade Schritt fiir Schritt konstruiert und visuell
anhand eines Beispieldreiecks dargestellt. Weiter wird die Beziehung zwischen dem



Schwerpunkt S, den Umkreismittelpunkt U und dem Hohenschnittpunkt H her-
geleitet. Im weiteren Verlauf wird die Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall
untersucht.

Kapitel 4 beginnt mit den grundlegenden Konstruktionen im dreidimensionalen
Raum anhand eines Tetraeders. Hierbei werden notwendige Begriffe wie Seiten-
flaichenschwerpunkte, Mittellotebenen, der eulermodifizierte Hohenschnittpunkt,
eulerverschobenen Hohen und der Umkugelmittelpunkt definiert.

Den Kern der Arbeit bildet Kapitel 5. Hierbei wird die Eulergerade zunéchst
Schritt fiir Schritt konstruiert und visuell anhand eines Beispieltetraeders darge-
stellt. Weiter wird der Schwerpunkt S vom Zweidimensionalen in das Dreidimen-
sionale libertragen und die Existenz und Eindeutigkeit des Umkugelmittelpunkts
U wird gezeigt. Anschliefend wird der allgemein fehlende Hohenschnittpunkt im
Tetraeder thematisiert. Dabei wird das Konzept des eulermodifizierten Héhen-
schnittpunkts H eingefithrt. Sodann wird der zentrale Beweis erbracht, dass die
Punkte S, U und H im dreidimensionalen Raum ebenfalls auf einer Geraden lie-
gen, die Eulergerade. Abschliefsend wird mitt& GeoGebra die Eulergerade eines

- —
Tetraeders in einem Beispiel konstruiert und SH = —3 - SU verifiziert.

1.4 Anmerkung GeoGebra

Jede Grafik dieser Bachelorarbeit wurde eigensténdig mit Hilfe der Verwendung der
Applikation GeoGebra erstellt [1]. GeoGebra-Grafiken sind sogenannte GeoGebra-
Applets. Fiir den Fall, dass der Wunsch besteht, die Konstruktionen im Dreidi-
mensionalen selbst zu bewegen oder die Applet-Konstruktionen im Detail nach-
zuvollziehen, ist eine GeoGebra-Bibliothek angelegt worden. Diese ist der Arbeit
angehingt; vgl. Anhang GeoGebra-Dateien und Abbildungsverzeichnis am Ende
der Arbeit. Um die dort angegebenen Dateien ausfithren zu konnen, miissen Sie
die GeoGebra Applikation auf Ihrem Endgerédt im Browser 6ffnen. Die herunter-
geladenen GeoGebra-Dateien konnen nun in GeoGebra gedffnet werden. Danach
kénnen Sie die Konstruktionen einsehen.



2 Grundlegende Konstruktionen im
zweidimensionalen Raum

Zunéachst werden alle notigen Begriffe definiert, um die Eulergerade im zweidimen-
sionalen Raum untersuchen zu kénnen.

2.1 Strecken und Geraden

Definition 1. Punkte. Jeder Punkt P € R? wird mit seinem Ortsvektor O7>7
identifiziert, wobei O der Ursprung des Raumes R? ist.

Definition 2. Strecken. Seien A, B € R?. Dann schreiben wir 1@ fiir die Strecke
von A nach B.

Definition 3. Streckenlingen. Seien A, B € R% Dann schreiben wir |ﬁ| fiir
die Lange des Vektors 1@ , also fiir die Strecke AB.

Definition 4. Gerade. Seien A, B € R?. Dann schreiben wir AB fiir die Gerade,
die die Punkte A und B enthélt. Es gilt A, B € AB.

Definition 5. Kollinearitéit. Seien A, B,C € R2. Dann heiflen diese Punkte
kollinear, wenn es eine Gerade ¢ gibt, die sie alle enthélt, wenn also A, B,C € g
gilt.

2.2 Begriffe in einem Dreieck

Seien A, B, C' € R? nicht kollinear. Wir betrachten das Dreieck AABC.

Definition 6. Seitenhalbierende. Eine Gerade heifst Seitenhalbierende, wenn sie
einen Eckpunkt mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite verbindet. Wir
bezeichnen mit Mpe den Mittelpunkt der Strecke BC, mit M4 den Mittelpunkt
der Strecke AC und mit M5 den Mittelpunkt der Strecke AB.

Fiir die Seitenhalbierenden s 4,55, s¢ des Dreiecks AABC gilt

SA = AMBC
SB i — BMAC
S¢ = CMAB.



Definition 7. Schwerpunkt. Der Schwerpunkt S des Dreiecks AABC' ist der
Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden s4, sp, s¢; siehe auch Satz 14.

Definition 8. Mittelsenkrechte. Eine Gerade heifst Mittelsenkrechte des Drei-
ecks AABC', wenn sie durch den Mittelpunkt einer Dreiecksseite geht und senk-
recht auf ihr steht.

Fiir die Mittelsenkrechten m g, mac, mpce des Dreiecks AABC' gilt

map L AB und Mag € mag
mac L AC und Mac € mac
mpc L BC und Mpc € mpc.

Definition 9. Umkreismittelpunkt. Der Umkreismittelpunkt U des Dreiecks
AABC ist der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten m g, mpgc, mac, also
{U} = mapNmpcNmac; siehe auch Satz 18. Fur U gilt r = |AU| = |BU| = |CU|,
wobei r der Radius des Umkreises ist. Also

{U} = MAB ﬂmBC N mac.

Definition 10. Hohengerade. Eine Gerade heifst Hohengerade des Dreiecks
AABC, wenn sie durch einen Eckpunkt geht und senkrecht auf der gegeniiber-
liegenden Seite steht.

Fir die Hohengeraden hga, hg, he des Dreiecks AABC gilt

ha L BC und A€ hy
hB 1 AO und B € hB
hc 1L AB und C € hc.

Definition 11. Hohenschnittpunkt. Der Hohenschnittpunkt H des Dreiecks
AABC ist der Schnittpunkt der drei Hohengeraden ha, hg, he, also
{H} = haNhpg N he; siehe auch Satz 19.

Die Eulergerade des Dreiecks AABC" wird mit Hilfe einer zentrischen Streckung
konstruiert. Dabei ist das Zentrum der Schwerpunkt S des Dreiecks AABC.

Definition 12. Zentrische Streckung. Seien k € R\ {0} und P, Z € R% Wei-

terhin sei ¢ : R? — R? eine Abbildung.
Dann ist ¢ eine zentrische Streckung, wenn gilt

o(P)=Z+k-ZP fir P € R,



wobei Z das Zentrum und k der Streckfaktor ist. Weiterhin gilt: ¢ ist winkeltreu,
geradentreu und langenverhéltnistreu. Es fithrt ¢ jede Gerade in eine dazu parallele
Gerade iiber.

Definition 13. Eulergerade. Eine Gerade heiftt Eulergerade, wenn sie den Schwer-
punkt S, den Hohenschnittpunkt H und den Umkreismittelpunkt U des Dreiecks
AABC enthélt, also wenn S, H, U € Eulergerade; siehe auch Satz 20.

Fiir die Eulergerade gilt

s0--15h



3 Die Eulergerade im zweidimensionalen Raum

Es seien nicht kollineare Punkte A, B, C' € R? gegeben. Wir betrachten das Dreieck
NABC.

3.1 Konstruktion der Eulergerade

Im Folgenden konstruieren wir die Eulergerade fiir das Dreieck AABC.

Schritt 1: Fiir die drei nicht kollinearen Punkte A, B,C € R? konstruieren wir
das Dreieck AABC.

Abbildung 2: 2D Konstruktion Schritt 1 (Dreieck).



Schritt 2: Wir bilden die drei Hohengeraden hy, hg, he. Der Schnittpunkt dieser
Geraden ist der Hohenschnittpunkt H.

Abbildung 3: 2D Konstruktion Schritt 2 (Hohenschnittpunkt).



Schritt 3: Wir konstruieren die drei Mittelsenkrechten map, mac, mpc. Der
Schnittpunkt dieser Geraden ist der Umkreismittelpunkt U.

AC

AC

Abbildung 4: 2D Konstruktion Schritt 3 (Umkreismittelpunkt).
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Schritt 4: Wir konstruieren die drei Seitenhalbierenden s,, sg, s¢. Der Schnitt-
punkt dieser Geraden ist der Schwerpunkt S.

Abbildung 5: 2D Konstruktion Schritt 4 (Schwerpunkt).
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Schritt 5: Wir legen eine Gerade durch die Punkte U, S und H. Diese Gerade
wird als Eulergerade bezeichnet.

Eulergerade

Abbildung 6: 2D Konstruktion Schritt 5 (Eulergerade).
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3.2 Eigenschaften der Eulergeraden in der
zweidimensionalen Ebene

Wir betrachten weiterhin das Dreieck AABC.

Satz 14. Es ist S = 3 - (A+ B+ C). Dann ist S der Schwerpunkt des Dreiecks
ANABC, also der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden s, Sg, Sc.

%
Bs gilt —2- SMpe = SA, —2- SMye = SB, —2- SMag = SC.
Beweis. Zunachst berechnen wir die drei Seitenmitten Mag, Mac, Mpc. Es gilt

Mup=A+L AB=A+1.(B—A)=1.(A+B)
Muc=A+L AC=A+1.(C—A) =L (A+C)
Mpc=B+1 - BC=B+L.(C—B)=L-(B+0).

Nl= NI

Sei Sy := % - (A4 B+ (). Wir haben S = S 7u zeigen. Dazu zeigen wir: S liegt
auf allen Seitenhalbierenden.
Nun behaupten wir, A, Sy, Mpc liegen auf einer Geraden. Dazu betrachten wir

ASy=Sy—A=L1.(A+B+C)—A=-2.A+1.B+1.C

—
SoMpc =Mpc —Sy=3-(B+C)—5-(A+B+C)=—3-A+3:-B+¢-C

e
Mit dem Faktor £ = 2 multiplizieren wir die Gleichung SyMpc und erhalten

- - I —
AS():2'S()MBC7 |ASO| = |2'S()MBc| :2'|S()MBc|.

Analog folgt

BSy = 2 - SoMaé-
CSy=2-SoMap.

Damit gilt So € AMpc, So € BMac, Sg € CMap. Somit schneiden sich die drei
Seitenhalbierenden im Punkt Sy. Also ist Sy = S. O

Definition 15. Medialdreieck. Wir schreiben A’ := Mpc, B’ := My und
C" := Mypg. Das Dreieck AA’B’'C’ heifst Medialdreieck von AABC. Somit sind
die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks AABC die Ecken des Medialdreiecks
NA'B'C'".

13



Definition 16. Hohengerade des Medialdreiecks. Eine Gerade heifit Hohen-
gerade des Medialdreiecks AA’B'C’, wenn sie durch einen Eckpunkt geht und

senkrecht auf der gegeniiberliegenden Seite steht.
Fiir die Héhengeraden h'y, h's, hy des Medialdreiecks AA'B'C gilt

h'y L B'C'" und A el
hly L A'C" und B’ € bl
hy L A'B" und C' € hg.

Bemerkung 17. Wir definieren die Abbildung

0:R* 5 R?: P - S+S¢r—>g0 ——S?

Diese stellt eine Streckung mit Zentrum S und Streckfaktor k& = —% dar. Die
Umkehrabbildung ist dementsprechend eine Streckung mit Zentrum S und Streck-
faktor —2, also

o iR SR Q=S5+ 50 —s o(Q) = Q — 250.

Mit dem Dreieck AABC erhalten wir somit

0(A) = Mpe = A’
©(B) = Myc =B
@(C) MAB = C/
©(AABC) = AMpcMacMap = NA'B'C’

Satz 18. Es existiert genau ein Punkt U € R?, welcher der Schnittpunkt aller drei
Mittelsenkrechten mag, mac, mpc des Dreiecks NABC' ist. Wir bezeichnen ihn
als Umkreismittelpunkt.

Beweis. Wir bilden die drei Mittelsenkrechten m g, mac, mpc des Dreiecks AABC.
Da die Punkte A, B, C nicht kollinear sind, sind auch die Mittelsenkrechten m 4p,
mac, mpe nicht parallel. Somit schneiden sich jeweils zwei von ihnen. Folglich ist
zu zeigen, dass sich alle drei in genau einem Punkt schneiden.

Wir betrachten zunéchst die Mittelsenkrechten mpge und mac.

Sei mpe Nmac =: {U}. Es ist |BU| = |CU| wegen U € mpc. Es ist auch
— T T

|CZ§] = |AU| wegen U € myc. Damit gilt BU = AU und daher U € myp.

14



Also gllt {U} ZchﬂmAcﬂmAB. ]

Wir betrachten weiterhin das Dreieck AABC.

Satz 19. Die Hohengeraden hy, hg, ho des Medialdreiecks NA'B'C" sind die
Mittelsenkrechten mpc, mac, map des Dreiecks NABC. Der Umkreismittelpunkt
U des Dreiecks NABC ist zugleich der Schnittpunkt der Héhengeraden des Medi-
aldreiecks NA'B'C’. Wir schreiben H' := U.

Beweis. Wir betrachten zunéchst her. Es gilt ¢’ € her und her L A'B'.

Abbildung 7: Beweisskizze Satz 19.

Wegen A'B' = p(AB) folgt AB || A’B’. Damit gilt her L AB, wobei C" = Mag.
Also ist her = mp. Analog gilt hy = mpe und hg = mac.

Weiterhin wissen wir nach Satz 18, dass der Schnittpunkt U der Mittelsenkrechten
mag, Mac, mpc des Dreiecks AABC existiert und eindeutig ist. Also ist H' := U
der Héhenschnittpunkt des Dreiecks AA'B'C". H

15



Satz 20. Der Umkreismittelpunkt U = p(H), der Schwerpunkt S und der Hohen-
schnittpunkt H des Dreiecks NABC liegen auf einer Geraden, genannt Eulergera-

de. Dabei ist S—(} = —% . S_H>

Beweis. Wir betrachten erneut die Abbildung ¢ aus Bemerkung 17. Da ¢ geraden-
und winkeltreu ist, bildet ¢ den Hohenschnittpunkt H des Dreiecks AABC' auf
den Hohenschnittpunkt H’ des Dreiecks AA’B'C” ab. Weiter ist ¢ eine zentrische
Streckung mit Zentrum S und Streckfaktor k = —%. Es gilt also

— 1
Mit H' = U folgt
1
Insbesondere liegen U, S und H auf einer Geraden, genannt Eulergerade. O]
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4 Grundlegende Konstruktionen im
dreidimensionalen Raum

In Kapitel 3 haben wir die Eulergrade im Zweidimensionalen konstruiert und
grundlegende Beziehungen zwischen dem Umkreismittelpunkt U, dem Schwer-
punkt S und dem Hohenschnittpunkt H hergeleitet. Im Folgenden wollen wir uns
der Eulergeraden im dreidimensionalen Raum widmen. Dazu behalten wir das bis-
herige Vorgehen bei und starten demnach mit den grundlegenden Konstruktionen.

4.1 Begriffe im R?

Definition 21. Punkte. Jeder Punkt P € R?® wird mit seinem Ortsvektor O?
identifiziert, wobei O der Ursprung des Raumes R? ist.

Definition 22. Koplanaritit. Seien A, B, C, D € R3. Dann heifen diese Punkte
koplanar, wenn es eine Ebene F gibt, die sie alle enthélt, wenn also A, B,C, D € F
gilt.

Definition 23. Ebene durch ein Dreieck. Sei & ein Dreieck im Raum R3. Fiir
die Ebene, die das Dreieck &7 enthélt, schreiben wir F, .
4.2 Begriffe in einem Tetraeder

Seien A, B,C, D € R? nicht koplanar. Wir betrachten den Tetraeder AABCD.
Wir betrachten den Tetraeder AABCD im Raum R3.

Definition 24. Seitenflachen. Fir die Seitenflachen des Tetraeders AABCD
gilt

o .= NANBCD
B .= NACD
€ .= NABD
9 .= NABC.

Definition 25. Seitenflichenschwerpunkte.

Fiir die Seitenflichen des Tetraeders AABCD gilt:
Der Schwerpunkt der Seite &/ wird als S, bezeichnet.
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Der Schwerpunkt der Seite #Z wird als Sy bezeichnet.
Der Schwerpunkt der Seite € wird als S¢ bezeichnet.
Der Schwerpunkt der Seite & wird als Sy bezeichnet.

Definition 26. Schwergeraden. Eine Gerade heifst Schwergerade des Tetraeders
AABCD, wenn sie durch einen Eckpunkt und den Schwerpunkt der gegeniiberlie-
genden Seitenflache geht.

Wir haben also die Schwergeraden AS,,, BS%, CS¢, DSy des Tetraeders AABCD.

Definition 27. Schwerpunkt. Der Schwerpunkt S des Tetraeders AABCD
ist der Schnittpunkt der vier Schwergeraden AS,,, BS%, CSy, DSy; siehe auch
Satz 37.

Definition 28. Umkreismittelpunktsenkrechte. Eine Gerade heifst Umkreis-
mittelpunktsenkrechte des Tetraeders AABC D, wenn sie senkrecht auf einer Sei-
tenflache steht und ihren Umkreismittelpunkt enthalt.

Fiir die Umkreismittelpunktsenkrechten u,./, ug, uy, ugy des Tetraeders AABC D
gilt also

uy Lo/ und Uy € uy
ugp L. B und Uy € ugy
ugy L€ und Uy € ug

ugy L 2 und Ugy € ug,

wobei Uy, Uy, Uy, Uy die Umkreismittelpunkte der jeweiligen Seitenflachen sind.

Definition 29. Umkugelmittelpunkt. Der Umkugelmittelpunkt U des Tetra-
eders AABCD ist der Schnittpunkt der vier Umkreismittelpunktsenkrechten u.y,
Uz, Uy, Ug; siehe auch Satz 41.

Definition 30. Mittellotebene. Eine Ebene heiftt Mittellotebene des Tetraeders
ANABC D, wenn sie senkrecht auf einer Kante steht und deren Mittelpunkt enthélt.
Fiir die Mittellotebenen Exp, Fac, Egc, Eap, Egp, Ecp des Tetraeders AABC D
gilt

Myp € Eag und FEup 1 AB

Mac € Exc und FEac L AC

Mpec € Egc und FEpc L BC

Mup € E4p und FEup L AD

Mgp € Egp und Egp L BD

Mcp € Ecp und Ecp L CD.

18



Definition 31. Hohengerade. Eine Gerade heift Hohengerade des Tetraeders
ANABC D, wenn sie durch einen Eckpunkt geht und senkrecht auf der Ebene durch
die gegeniiberliegende Seitenfléche steht.

Fiir die Hohengeraden h., hg, hy, hg des Tetraeders AABCD gilt

Aehy und hy, L E,
Behy und hy L Egy
Cechy und hg L By
Dehyg und hg L Eg.

Die Eulergerade wird auch im Dreidimensionalen mit Hilfe einer zentrischen Stre-
ckung konstruiert. Dabei ist das Zentrum der Schwerpunkt S des Tetraeders
ANABCD.

Definition 32. Zentrische Streckung. Seien k € R\ {0} und P, Z € R3. Wei-
terhin sei ¢ : R® — R? eine Abbildung.
Dann ist ¢ eine zentrische Streckung, wenn gilt

o(P)=Z+k-ZP fir P e R,

wobei Z das Zentrum und k der Streckfaktor ist. Weiterhin gilt: ¢ ist winkeltreu,
ebenentreu, geradentreu und langenverhéltnistreu. Es fiihrt ¢ jede Ebene in eine
dazu parallele Ebene iiber.

Definition 33. Eulervektoren. Die Eulervektoren der Seitenflichen des Tetra-
eders AABCD sind die Verbindungsvektoren der jeweiligen Schwer- und Umkreis-
mittelpunkte; sieche auch Lemma 44.

Es gilt fiir die Eulervektoren

gd—m
a@zm
Es = SeUy
e*@:S@—U%.

Definition 34. Eulerverschobene Hohengerade. Eine eulerverschobene Ho-
hengerade des Tetraeders AABCD resultiert aus einer Hohengerade durch Ver-
schiebung um das (—3)- fache des dazugehérigen Eulervektors; siehe auch Lemma
44.
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Es gilt fiir die eulerverschobenen Hohengeraden also

o =hg —3 €y
hog=hg—3 Ez
he = he — 3-8
hg = hg — 3 €.

Definition 35. Eulermodifizierter Hohenschnittpunkt. Der eulermodifizier-
te Hohenschnittpunkt H des Tetraeders AABCD ist der Schnittpunkt der vier
eulerverschobenen Hohengeraden h./, hg, he, hg; siche auch Lemma 44.

Definition 36. Eulergerade. Eine Gerade heiftt Eulergerade des Tetraeders AABCD,
wenn sie den Schwerpunkt .S, den Umkugelmittelpunkt U und den eulermodifizier-
ten Hohenschnittpunkt H enthilt, wenn also S, U, H € Eulergerade gilt; siehe auch

Satz 45.
Fiir die Eulergerade gilt

—
SH ——3.5U.
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5 Die Eulergerade im dreidimensionalen Raum

Es seien nicht koplanare Punkte A, B,C, D € R? gegeben. Wir betrachten den
Tetraeder AABC D. Dabei werden wieder die Seitenflichen ABCD als </, ANAC D
als B, AABD als € und AABC' als & bezeichnet.

5.1 Konstruktion der Eulergeraden im dreidimensionalen
Raum

Im Folgenden konstruieren wir die Eulergerade fiir den Tetraeder AABCD.

Schritt 1: Fiir die vier nicht koplanaren Punkte A, B, C, D € R? konstruieren wir
den Tetraeder AABCD.

Abbildung 8: 3D Konstruktion Schritt 1 (Tetraeder).
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Schritt 2: Wir bilden die vier Schwergeraden AS.,, BS#, C'Sy, DS4. Der Schnitt-
punkt dieser Geraden ist der Schwerpunkt S.

Abbildung 9: 3D Konstruktion Schritt 2 (Schwerpunkt).
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Schritt 3: Wir konstruieren die vier Umkreismittelpunktsenkrechten u,/, ug, uy,
ug. Der Schnittpunkt dieser Geraden ist der Umkugelmittelpunkt U.

Abbildung 10: 3D Konstruktion Schritt 3 (Umkugelmittelpunkt).
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Schritt 4: Wir konstruieren die vier Hohengeraden hy, hg, he, hg und die vier
eulerverschobenen Hohengeraden hy, hg, hy, hg. Diese schneiden sich im euler-
modifizierten Hohenschnittpunkt H.

Abbildung 11: 3D Konstruktion Schritt 4 (Eulermodifizierter Hohenschnittpunkt).
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Schritt 5: Wir legen eine Gerade durch die Punkte U, S und H. Diese Gerade
wird als Eulergerade bezeichnet.

Eulergerade

Abbildung 12: 3D Konstruktion Schritt 5 (Eulergerade).

5.2 Der Schwerpunkt und der Medialtetraeder

Wir betrachten weiterhin den Tetraeder AABCD. Die Seitenflache ABCD wird
wieder als &7, AACD als B, AABD als € und AABC als 2 bezeichnet.

Satz 37. Esist S = 1-(A+B+C+D) der Schwerpunkt des Tetraeders NABCD,
also derﬁghm’ttp%aller vier Schﬂgemden AS., BS@_,QS% DSy. Es gilt —3-
S5y =SA, —3-555 =SB, —3- 558, = SC und —3 - S84 = SD.

Beweis. Sei Sy = % -(A+ B+ C+ D). Wir haben S < Sz zeigen. Dazu zeigen
wir: Sy liegt auf allen Schwergeraden.
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Zunéchst berechnen wir geméaft Satz 14 den Schwerpunkt Sy der Seitenfliche ¥
durch
S@:%-(A+B+C).

> NG
Nun betrachten wir die zwei Vektoren S4.Sy und SoD. Diese berechnen wir durch

SoS9 =—=S0+S89=—7-(A+B+C+D)+3 (A+B+C)=5% - (A+B+C)—;-D
@:—SO+D:—}1-(A+B+C+D)+D:—}1~(A+B+C)+§~D.

Daraus folgt SpSy - (—3) = Sﬁ. Insbesondere liegt Sy auf der Schwergeraden
DSgy.
Analog folgt fiir die anderen Schwerpunkte S/, S, S¢

— —

S5 - (—3) = SpA
—
505 - (—3) = Sob3

9957 - (—3) = SoC.

Insbesondere liegt Sy auf allen Schwergeraden. Somit ist Sy = S. O]

Definition 38. Medialtetraeder. Wir schreiben A’ := S, B' := Sy, C' := Sy,
D' := Sg. Der Tetraeder AA’B'C'D’ heilst Medialtetraeder von AABCD. Somit
sind die Schwerpunkte der Seitenfliche des Tetraeders AABCD die Ecken des
Medialtetraeders AA’B’C'D’. Die Seitenflachen des Medialtetraederes werden mit
' = ABCD, # .= NACD, ¢ .= NABD, ' .= ANABC bezeichnet.

Definition 39. Hohengerade des Medialtetraeders. Eine Gerade heifst Ho-
hengerade des Medialtetraeders AA’B'C'D’, wenn sie durch einen Eckpunkt geht
und senkrecht auf der Ebene durch die gegeniiberliegende Seitenflache steht.

Fiir die Héhengeraden h',,, hly, hi., b, des Medialtetraeders AA'B'C'D’ gilt

A"ehn!,, und hl, L E,
B'€hly und Wy, L Eg
C'" e hy, und hi, L Ey
D' e hlyy und hy L Eg.

Bemerkung 40. Wir definieren uns die Abbildung ¢ durch

o R = R B=8+5P —s o(P)=5—1.5P
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Diese stellt eine Streckung mit Zentrum S und Streckfaktor & = —% dar. Die
Umkehrabbildung ist dementsprechend eine Streckung mit Zentrum S und Streck-
faktor k = —3, also

o R 5 R Q=5450 — o 1(Q) = Q —350.

Es folgt mit Satz 37 und der Abbildung ¢

O(A) =Sy =A
o(B)=S4=D5
p(C) =S¢ ="
(D) =S8y =1D"

5.3 Der Umkugelmittelpunkt

Wir betrachten weiterhin den Tetraeder AABCD.
Satz 41. Es existiert genau ein Punkt U € R3, welcher der Schnittpunkt aller
vier Umkreismattelpunktsenkrechten uy, ug, ug, ugy ist. Diesen bezeichnen wir als

Umkugelmittelpunkt. Es gilt |(ﬁ4| =|UB|=|UC| = |ﬁﬁ|

Beweis. Wir bilden di(ﬂittellotebenen E4p der Strecke AB, E ¢ der Strecke AC
und E4p der Strecke AD.
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Abbildung 13: Beweisskizze Satz 41.

Wir wollen nun zeigen, dass sich Fag, Fac, EFap in genau einem Punkt schneiden.

Zunachst betrachten wir die beiden Mittellotebenen £ 45 und E4¢. Da die Punkte
A, B und C nicht kollinear sind, sind ﬁ und 1@ linear unabhéngig. Dement-
sprechend miissen sich die Mittellotebenen E4p und Esc in einer Geraden ug g
schneiden. Fiir diese gilt also

Eap 1 Eso = {PeR? ‘ AP| = |PB| A |AP| = |ﬁ\} —: Uy,

Fiir einen Punkt P auf ug g gilt also auch |ﬁ | = |PC|. Folglich ist ug o C Epc.
Damit ist auch
Ugo = Ugo N Epc = Eap N Eac N Epc.

Insgesamt ist

ug0 = Eap 1 Eac N Eno = { X € R*||4X| = |BX| = |CX]}.

Nun ist Uy € ugy, da |AU9§| = |BU9;| = |CUé’. Ferner ist ug o senkrecht auf Eg,
daugo C Eap und ugg C Ec. Damit ist ug g die Umkreismittelpunktsenkrechte
der Seitenfliche 7, also ug o = ug.
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Analog konnen die restlichen Umkreismittelpunktsenkrechten konstruiert werden.
Es gilt

e = Epe 0 Epp N Eop XER3‘|BX|

=1 DX1}
s = Bac 0 Eap N Ecp {XGRW@]—@?_ )
uy = Eap N Eap N Epp = {X e R’ ‘ \H| = |ﬁ>‘ = 7|}
ug = Eap N Eac N Epc = {XGR?’ ‘ |B| = |§}| = |C")_(>|}
Nun schneiden wir alle sechs Mittellotebenen. Damit ergibt sich
U = FEspNEsxc NEasp N Ege NEgp N Ecp = Uy Nug Nug Nug.
Wir beachten noch
U = Eap N Eac N Eap N Epc N Egp N Ecp = Eap N Eac N Eap,

da Eap N Esc N Eap C Epe, Egp, Ecp.

Es ist noch zu zeigen, dass die Menge % nicht leer ist und sie lediglich ein Element
U enthalt.

Dazu betrachten wir die Mittellotebenen genauer. Fiir X € R? ist X € E 5 genau
dann, wenn 1@ 1 M ABX ist. Also ist

Eaxp={XeR|(B-A)T-(X—-(3-(A+B)))=0}.

Somit gilt fiir X € Fup

(B=AT-X=(B=A)T-(3-(A+B)) =3 (B — |A]).

Nun wenden wir dieses Vorgehen auf die drei Mittellotebenen E4p, E4c und E4p
in unserem Tetraeder AABC' D an. Anschliefsend fassen wir die Ergebnisse in einem
linearen Gleichungssystem M - X = b zusammen. Sei dazu

(B—A)T
M=|(C-A)
(D—A)T

Die Matrix M besteht aus den drei Vektoren @ , /@, ﬁ, transponiert in den
Zeilen. Dann ist
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B> — |A]
U =FEspNEsxcNExp=XXeR|M-X==-||C]?-|A]
D2 — |A?

Da die Punkte A, B,C und D nicht koplanar sind, sind die Vektoren AB, AC,

E linear unabhéngig. Damit ist die Matrix M invertierbar und es existiert eine
eindeutige Losung U, namlich

|BI* —|AJ”
U:M_l'é' ’C|2—‘A’2
|DI* —|A[?
Somit ist % = {U}. O

Bemerkung 42. Wir wollen die Bedeutung von ¢~ !(U) im Tetraeder AABCD
untersuchen. Im zweidimensionalen Fall war ¢~'(U) der Hohenschnittpunkt des
Dreiecks AABC'. Naheliegend ist hier also die Frage nach dem Héhenschnittpunkt
des Tetraeders AABCD. Dieser existiert allerdings im Allgemeinen nicht. Diese
Tatsache wollen wir in Beispiel 43 nachweisen.

Stattdessen wollen wir im weiteren Verlauf den Schnittpunkt der eulerverschobenen
Hohen betrachten, siehe auch Beispiel 43 und Lemma 44.

5.4 Der fehlende Hohenschnittpunkt

Beispiel 43. Wir wollen anhand eines Beispiels nachweisen, dass ein Tetraeder
im Allgemeinen keinen Hohenschnittpunkt hat. Seien

-3 2 3 0
A=(o |, B=(-2|, c=(3], pD=[o0
0 0 0 4

Wir betrachten den Tetraeder AABC D, unter Verwendung von GeoGebra. Wir
behaupten, dass hy und hg windschief sind.
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Abbildung 14: Beispiel 43 (windschiefe Hohengeraden).

Es gilt fiir die Hohengeraden

0 0
h@ﬁf: 0 +d' 0

4 1

3 -8
hg :Z=1|3]+c-|—-20

0 6

Nun wollen wir rechnerisch nachweisen, dass sich h¢ und hg nicht schneiden.

Es steht
5 6 0
A xAC = -2 x (3] =27 (o
0 0 1

senkrecht auf 2 = AABC. Und es steht
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senkrecht auf € = AABD.

Nun betrachten wir den Verbindungsvektor lﬁ der beiden Aufpunkte der Geraden
hcg und h@ Es gﬂt
3
DC=C-D=| 3
—4

Wir priifen lﬁ und die beiden Richtungsvektoren der Hohengeraden hy, hg auf
lineare Unabhéngigkeit. Tatsachlich ist

3 0 -8
det 3 0 =20 =04+0-24—-0+60—-0=36%#0.
-4 1 6

Damit sind die beiden Richtungsvektoren der Hohengeraden hs, hy und deren

Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte ﬁ linear unabhéngig. Sie liegen daher
nicht in einer Ebene. Also sind die Geraden hg und hg windschief, sie besitzen
also keinen Schnittpunkt. Es existiert im Ergebnis kein Hohenschnittpunkt im
Tetraeder AABCD.

5.5 Der eulermodifizierte Hohenschnittpunkt und die
Eulergerade

Lemma 44. Wir erinnern an die Umkreismittelpunktsenkrechten uy, ug, ug, tg.
Weiter erinnern wir an die Eulervektoren

¢ = 5.0,
és = Sals
& = S¢Uq
49257[];-

und an die eulerverschobenen Hohengeraden hy, ha, hy, ho; vgl. Definition 3.
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Es qgilt fiir die eulerverschobenen Héhengeraden des Tetraeders ANABC D

hoy = o ()
ha = ¢ (ug)
he = ¢ (ug)
hg = ¢ (ug)

Weiter erinnern wir an den Umkugelmittelpunkt U des Tetraeders AABCD. Es ist
H .= o Y (U) der Schnittpunkt der eulerverschobenen Hihengeraden hd, hgg, he
und hy des Tetraeders NABCD. Es heift H der eulermodifizierte Hohenschnitt-
punkt der eulerverschobenen Hohengeraden des Tetraeders ANABCD.

Beweis. Wir konstruieren den Medialtetraeder AA’B’C'D’. Weiterhin erinnern wir
an

0(A) =Sy, =4, ¢(B)=Sz=DB, ¢C)=8,=C" ¢D)=Sy=D"

Die folgende Abbildung zeigt den Tetraeder AABC'D und darin den Medialtetra-
eder AAB'C'D'.

Abbildung 15: Lemma 44 (Medialtetraeder).
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Wir wissen, h, ist die Hohengerade des Medialtetraeders durch ' = Sy auf Ey.
Weiterhin wissen wir, ug geht durch den Umkreismittelpunkt Uy und steht senk-
recht auf Fy.

Es ist Eg parallel zu Ey. Damit stehen hi, und ug senkrecht auf Eg. Somit
entsteht uy durch Verschieben von A, um den Eulervektor

S P
€y = S@U@

Wir schreiben h/y := ug. Insgesamt ist also

h/@/ = h/@/ + 5_@

Nun wenden wir die Abbildung ¢! an. Nach Definition 34 ist
iL@ =hg —3- 5@
Es ist
hg = o~ (W)
Dann ist

B@ = h@ —-3- 5@ = gﬁ_l(hl@/) -3 g@ = QO_I(h{@/ + g@) = QO_I(h,_@/) = QO_I(UQ).

Analog ist auch h,, = o N uy), hog = o Hug), he = o~ (ug).

Fiir den eulermodifizierten Hohenschnittpunkt A und den Umkugelmittelpunkt U
gilt also

Satz 45. Wir erinnern an die eulerverschobenen Hohengeraden
hy =hy —3 €y =¢ '(Wy) mit ey = m
ha=hz—3 - Ez=¢
hg =hg —3-8r = (W ) mit e(g:&g—(ﬂ;

o

~ —

_l(h/gg/) mit Cp — S@U%
~ »

~ >

l(h/gl) mit €y = SOJU@

Es schneiden sich die eulerverschobenen Hohengeraden Bd, b, ﬁ(g, hg im Punkt
H=¢p YU).

. ., —
Es liegen U, S, H auf einer Geraden, genannt FEulergerade. Es gilt —3-SU = SH .
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— =
Beweis. Zu zeigen ist angesichts Lemma 44 nur noch: —3 - SU = SH . In der Tat

= e
ist SH =So \(U) = —3-5U. O

Beispiel 46. Wir wollen nun an einem Beispiel illustrieren, dass sich die eulerver-
schobenen Hohengeraden hd, h. 2, hcp, ho in einem Tetraeder im eulermodifizierten
Hohenschnittpunkt A schneiden. Die folgenden Rechnungen sind mittels GeoGe-
bra durchgefiihrt; siche Beispiel 46 (Eulergerade).ggb im digitalen Anhang.
Seien

-3 2 3 0
A=lo ], B=[-2]|, c=(3], D=|o0
0 0 0 4

die Eckpunkte des Tetraeders AABCD. Wir erinnern an S, = A', Sy = B,
Sy = C'", Sy = D'. Dann gilt fiir die Eckpunkte des Medialtetraeders AA’B'C'D’

) 0 —1 2
1 1 1 1
A,:§- 1 5 B/:§ 3 , C,:§ —2 5 Dlzg 1
4 4

Es gilt fiir die Hohengeraden im Medialtetraeder AA’B'C' D’

5/3 20/9

,Q{/:f: 1/3 +a/ _4/9 fur GIER
4/3 4/3
0 4/3

bWy =11 | +b-]|-8/3 fir ¥ eR
4/3 -1
~1/3 ~8/9

o T=-2/3]1+c-1-20/9 fir deR
1/3 2/3
2/3 0

hy :Z=1|1/3]+d-|0] fir deR.
0 3

Nun verschieben wir die 4 Hohengeraden &/, h'y, hi,, h; um den Eulervektor
der jeweiligen Seite. Es gilt fiir die Schwerpunkte

5/3 0 ~1/3 2/3
Sy=A=11/3], Sy=B=| 1], Se=0C=[-2/3], Sy=D=|1/3
4/3 4/3 4/3 0
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und fiir die Umkreismittelpunkte

23/14 21/178 ~19/50 5/18
Uy=|47/70], Us=|225/178|, Us=| -7/10 |, U,=[17/18
52/35 70/89 29/25 0

Somit gilt fiir den Eulervektor der jeweiligen Seite

—1/42
ey = SyUy = | 71/210
16/105
21/178
€p=SaUzg= | 47/178
—146/267
—7/150
—
€e = SeUgs = | —1/30
—13/75
—~7/18
—
€y = SoUqs = | 11/18
0

Damit gilt fiir die eulerverschobenen Hohengeraden, d.h. die Umkreismittelpunkt-
senkrechten,

) 23/14 20,9
wy =0 7= 4770 +a@ - | —4/9| fir @eR
52/35 4/3
) 21178\ [ 4/3 )
wp =Ny 7= (225178 | + ¥ | —8/3| fix B eR
70/89 -
) ~19/50 ~8/9
ug =hiy, = —7/10 | +& - | —20/9 fir ¢ eR
29/25 2/3
) 518\ (0 )
ug =hy 2= |17/18 | +d'- | 0| fir d eR.
0 3

Nun wollen wir rechnerisch nachweisen, dass sich u., ug, ug, ugy in einem Punkt
schneiden. Dazu setzen wir zunéchst die Parametrisierungen der Hohengeraden
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Uy, Uy gleich. Wir 16sen das Gleichungssystem

23/14 +20/9 - & 5/18
47/70 —4/9-@ | = [ 17/18
52/35 +4/3 - G 3.d

Mit der ersten Zeile erhalten wir

a’ = —43/70.
Eingesetzt in die zweite Zeile erhalten wir % = }—;. Eingesetzt in die letzte Zeile
erhalten wir .
d=2/9.

Fiir den Schnittpunkt von u, und ug gilt also

5/18
U=|17/18
2/3

Nun iiberpriifen wir, ob dieser Punkt auch auf den Umkreismittelpunktsenkrechten
ug und ug liegt. Dazu setzen wir U in beide Gleichungen ein. Es gilt

5/18 21/178 . 4/3
17/18 | = | 225/178 | +b'- | —8/3
2/3 70/89 -1
fiir ' = 32/267 und
5/18 —19/50 —8/9
17/18 | = | =7/10 | +¢& - | —20/9
2/3 29/25 2/3
fir & = —37/50. Damit schneiden sich die eulerverschobenen Héhengeraden, d.h.

die Umkreismittelpunktsenkrechten u,./, uz, ug, ugy, im Punkt
5/18
U=|17/18
2/3

Es ist U der Umkugelmittelpunkt des Tetraeders AABCD.
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h .
,

W, |k,

Abbildung 16: Beispiel 46 (Umkugelmittelpunkt).

Nun illustrieren wir, dass sich die Hohengeraden h., hg, hy, hg des Tetraeders
AABCD im eulermodifizierten Hohenschnittpunkt H schneiden. Dazu verschie-
ben wir die Hohengeraden h./, hg, he, hy um das (—3)-fache des jeweiligen Eu-
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lervektors. Mit GeoGebra gilt fiir die Hohengeraden

-3 —20
hy:2=1 0 | +a- 4 mit a €R
0 —12
2 —12
hg:ZT=\|-2|+b-| 24 mit beR
0 9
3 8
hg: =3 +c-| 20 mit ceR
0 _
0 0
hg:2=10]+d-|0 mit d € R.
4 27

Fiir die eulerverschobenen Hohen gilt also

—41/14 —20
hy =hy—3-Cy:Z=|-T1/70| +a-| 4 mit @€ R
—16/35 —12
293/178 —12
—497/178 | +b- | 24 mit beR
146/89 9

157/50 8
31/10 | +é- (20 ] mit ¢eR
13/25 —6
7/6 0
—11/6 | +d-[ 0| mit deR
4 27

81
Il

ingZh(@-nggi

8y
Il

ilsf:hcg—?)'é;mﬂ:

h@zhg—3'€gif

Nun wollen wir rechnerisch nachweisen, dass sich h., hg, he, hg in einem Punkt
schneiden. Dazu setzen wir zunéchst die Parametrisierungen der eulerverschobenen
Hohengeraden h,,, hg gleich. Wir 16sen das Gleichungssystem

—41/14-20-a 7/6
~T1/70+4-a | = | —11/6
~16/35—12-d 4+427-d

Mit der ersten Zeile erhalten wir

i = —43/210.
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Eingesetzt in die zweite Zeile erhalten wir —il = —%. Eingesetzt in die letzte

6
Zeile erhalten wir

d=—2/217.
Fiir den Schnittpunkt gilt also
7/6

H=|-11/6
2

Nun tiberpriifen wir, ob dieser Punkt auch auf den Hohengeraden hg und hy liegt.
Dazu setzen wir H in beide Gleichungen ein. Es gilt

7/6 293/178 (12
—11/6 | = | —497/178 | +b- | 24
2 146/89 9
fiir &' = 32/801 und
7/6 157/50 8
—11/6 | = | 31/10 | +¢- | 20
2 13/25 —6
fiir & = —37/150. Damit schneiden sich die eulerverschobenen Hohengeraden ey,
hz, hg, hg im Punkt
. 7/6
H=1|-11/6
2
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b
Abbildung 17: Beispiel 46 (Eulermodifizierte Hohenschnittpunkt).
Nun berechnen wir den Schwerpunkt des Tetraeders AABCD. Es gilt
1/2

(A+B+C+D)=|1/4
1

S:

=~ =

Als letztes wollen wir wir den Zusammenhang zwischen S, U, H verifizieren. Wir
berechnen dazu

N —2/9 — 2/3
SU = | 25/36 und SH = | —25/12
-1/3 1
—
Es folgt SH = —3 - S—(}

In unserem Tetraeder liegen also der Schwerpunkt S, der Umkugelmittelpunkt U
und der eulermodifizierte Hohenschnittpunkt H auf der Eulergeraden, wie in der
folgenden Abbildung zu erkennen.
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Abbildung 18: Beispiel 46 (Eulergerade).
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