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Vorwort

Der Ring Z

Im Korper der rationalen Zahlen Q liegt der Teilring der ganzen Zahlen Z.

In Z gibt es die beiden invertierbaren Elemente —1 und +1. Die Gruppe U(Z) der Ein-
heiten in Z ist also isomorph zur zyklischen Gruppe Cs .

Ferner gilt in Z das Gesetz der eindeutigen Primfaktorzerlegung.

Der Ring Z[(5]

Sei nun (5 := exp(27i/5). Es ist Q((5)|Q eine Galoiserweiterung von Grad 4.

Eine endliche Koérpererweiterung von Q nennt man auch einen Zahlkorper. Es ist also
Q(¢5) ein Beispiel fiir einen Zahlkorper.

Darin liegt der Teilring Z[(5] C Q((5) seiner ganzen Zahlen.

Den Teilring der ganzen Zahlen in einem Zahlkoérper nennt man auch einen Zahlring. Es
ist also Z[(5] ein Beispiel fiir einen Zahlring.

Wir werden feststellen, dafl dessen Einheitengruppe U(Z[(5]) isomorph ist zu Z x Cyq,
wobei der verwendete Isomorphismus —(5 auf einen Erzeuger des direkten Faktors Cyg
schickt.

Allgemein werden wir die Struktur der Einheitengruppe in einem gegebenen Zahlring recht
genau bestimmen; sie ist endlich erzeugt, und man kennt den Rang des freien Anteils.

In Z[(5] gilt ferner die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Der Ring Z[(,)]

Die eindeutige Primfaktorzerlegung gilt aber im allgemeinen nicht mehr in Z[(,] fiir p prim.
Genauer gesagt, sie gilt fiir p < 19, sie gilt nicht fiir p > 23; cf. [10].

Das liegt letzterenfalls an der Existenz von Primidealen in Z[(,], die keine Hauptidea-
le sind. Man kann aus den Primidealen eine Gruppe bilden und aus dieser die von den
Hauptidealen gelieferte Untergruppe herausfaktorisieren; man erhélt so die Klassengrup-
pe. Wenn diese Klassengruppe Ordnung 1 hat, dann liegt ein Hauptidealbereich vor, und
folglich gilt darin die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Fiir jeden Zahlring hat die Klassengruppe immerhin noch endliche Ordnung.



Diese endliche Ordnung der Klassengruppe von Z[(,] ist aber im allgemeinen unbekannt,
eine diesbeziigliche Teilbarkeitsaussage ist Gegenstand der Kummer-Vandiver-Vermutung.
Ohne Begriindung sei angefiihrt, daf die Klassengruppe von Z Ordnung 1 hat, von Z|[(;]
Ordnung 1, von Z[(s3] Ordnung 3, von Z[(s7] Ordnung 853513, etc.

Dagegen gilt in Z[(,], wie auch allgemein in jedem Zahlring, die eindeutige Primideal fak-
torzerlegung.

Organisatorisches

Dieses Skript lehnt sich an das erste Kapitel des Buches von NEUKIRCH [11] an. Die
Verantwortung fiir Fehler und Unklarheiten im vorliegenden Skript trage ich natiirlich
selbst.

Vorausgesetzt werden Kenntnisse der Algebra, insbesondere der Galoistheorie; cf. e.g. [5].
Der Elementarteilersatz wird eine Rolle spielen; cf. e.g. [4, §1]. Den Begriff eines Moduls
iiber einem Ring findet man e.g. in [7, §1.2]. In §3 werden Kenntnisse iiber R™ aus der
Analysis herangezogen.

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Dank geht an WOLFGANG KIMMERLE fiir seine Vorlesung zur Algebraischen Zahlentheo-
rie, die mein Interesse weckte. Dank geht an SIMON KLENK fiir Diskussionen {iber das
erste Kapitel von Neukirchs Buch [11]. Dank geht an FABIAN HARTKOPF fiir zahlreiche
Korrekturen und Verbesserungen. Dank geht an VANDA EGGERT, NORA KRrRAUSS, CLE-
MENS MAYER, SEBASTIAN NITSCHE, MATHIAS RITTER, ELIAS SCHWESIG, MONIKA
TRUONG und CORNELIA VOGEL fiir Korrekturen und Verbesserungen.

Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, im Wintersemester 2014/15 (und spéter)

Matthias Kiinzer



Konventionen. Seien X und Y Mengen. Sei R ein kommutativer Ring.

e Es stehe “fiir x € X7 kurz fiir “fiir alle z € X7,
e Esbedeute Y C X,daBY C X und YV # X.
e Ist X endlich, so bezeichne | X| die Anzahl ihrer Elemente.

e Sei (X, <) ein Poset, i.e. eine teilgeordnete Menge. Es heifit € X minimal, falls es kein y € X
mit y < x gibt. Es heiffit € X initial, falls z < z fiir alle z € X gilt. Es heifit z € X mazimal,
falls es kein y € X mit « < y gibt. Es heifit x € X terminal, falls z < z fiir alle z € X gilt. Es
existieren hochstens ein initiales und hoéchstens ein terminales Element in X. Fiir a € X schreiben
wir Xsg:={2z€ X : z>a}l, etc.

e Wir schreiben Abbildungen links. Le. ist X o ¥ eine Abbildung und z € X, so bezeichnet f(z)
oder fx das Bild von x unter f.

e Sei f : X —>Y eine Abbildung. Sei X’ C X, Y C Y und f(X') C Y’'. Wir schrei-
ben f|§l, : X' — Y, 2’ f(a') fiir die Einschrinkung. Ist Y’ = Y, so schreiben wir auch
flx == fl% . Ist X’ = X, so schreiben wir auch fIY = fl%.

e Die identische Abbildung auf X wird idx, 1x, oder, falls keine Verwechslungsgefahr besteht, id
oder 1 geschrieben.

e Ist X C Y, so schreiben wir die Inklusionsabbildung idy |x : X — Y,  —— x auch symbolisch
als X C» Y.

e Sind z, y Elemente einer Menge, so sei 0, =1 falls x = y und 9, := 0 falls z # y.

e Sind (x; : € 1) und (y; : j € J) Tupel von Elementen einer Menge, fiir indizierende Mengen I
und J, dann sei (x; : i € I) U (y; : j € J) das konkatenierte Tupel, welches, wenn als Funktion
auf I U J aufgefafit, ein Element ¢ € I auf z; und ein Element j € J auf y; schickt.

e Sind a, b € Z, so schreiben wir [a,b] := {z € Z : a < z < b} fiir das ganzzahlige Intervall.

e Es bezeichnet @(n) := |[U(Z/(n))| den Wert der Eulerschen phi-Funktion bei n € Zxq, i.e. die
Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen in [1,n].

e In Z U {oo} gelte k < 0o und k + 0o = oo fiir alle k € Z L {o0}.

e Wird ein Element 2z € Z als Element von R angesehen, so ist damit das Bild dieses Elements unter
dem eindeutigen Ringmorphismus Z — R zu verstehen.

e Schreibe R* := R~ {0}. Allgemeiner, ist a C R ein Ideal, so schreibe a* := a \ {0}.
e Es bezeichnet U(R) = {a € R : (a) = R} die Einheitengruppe von R.

e Ist S ein kommutativer Ring und R C S darin ein Teilring, so sprechen wir von einer Ringerwei-
terung S|R.

e Sind L und K Korper und ist dabei K C L ein Teilkorper, so sprechen wir von einer Korpererwei-
terung L|K. Diese heifit endlich, falls L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist.
Vorsicht, eine endliche Korpererweiterung ist nicht notwendig eine Erweiterung endlicher Koérper.
e Fir n > 1 und a1,...,a, € R schreiben wir (ay,...,a,) = {ria; + -+ + rpa,
r; € R fir i € [1,n] } C R fiir das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Ein Ideal von dieser Form
heifit endlich erzeugt. E.g. ist jedes Hauptideal in R von der Form (a) fiir ein geeignetes a € R.
Alternativ schreiben wir auch Ra = (a).
e Sind a, b, r € R, so bedeute a =, b, da a — b € (r) ist.

Ist I ein Ideal in R und sind a, b € R, so bedeute a =; b, dafl a — b € I ist. Insbesondere ist
a =) b dquivalent zu a =, b.



Es heifit R Integritéitsbereich, wenn 1 # Og ist und R nullteilerfrei ist, i.e. wenn fiir a € R*
die Abbildung A, : R — R, r +— ar injektiv ist. Diesenfalls bezeichne Quot(R) seinen Quotien-
tenkorper.

Es bezeichnet Ideale(R) die teilgeordnete Menge der Ideale von R. Es bezeichnet Ideale™ (R) :=
Ideale(R) \ {(0)}. Es bezeichnet Idealep,im(R) C Ideale(R) die Teilmenge der Primideale von R,
i.e. der Ideale p C R, fiir welche R/p ein Integritéitsbereich ist. Es bezeichnet Ideale);, (R) :=
Idealepyim (R) ~ {(0)}. Unter einem maximalen Ideal in R verstehen wir ein maximales Element m
von Ideale(R) ~\ {(1)}, i.e. ein Ideal m, fiir welches R/m ein Kérper ist. Maximale Ideale sind prim.

Sei M ein R-Modul.
Fiir n > 0 schreiben wir M®" :=

Fiir eine Menge I schreiben wir

icf1.n) M. Speziell ist M®° = {0} =: 0 der Nullmodul.

M® =@M = {(mi)icr : m;i € M fiii € I und {i € I : m; # 0} endlich }
icl
fiir den R-Modul, der aus den I-indizierten Tupeln (m;);c; mit Eintrigen in M mit endlichem
Tréger {i € I : m; # 0} besteht. Wir schreiben auch kurz (m;); := (m;);es . Die Operationen sind
eintragsweise definiert, i.e. 7(m;);+7'(m}); = (rm;+r'ml); fir r, ' € Rund (m;);, (m}); € M®L.
Ist R = K ein Kérper, so schreiben wir alternativ auch K" = K",

Ist M ein R-Modul mit M ~ R®F fiir ein k > 0, so heilt M endlich erzeugt frei und rkp M =k
der Rang von M. Cf. Aufgabe 13.(1).

Die Injektivitét einer linearen Abbildung wird zuweilen mit —e— | die Surjektivitdt mit —+—
angedeutet.

Gegeben seinen R-Moduln M’, M, M” und R-lineare Abbildungen M’ —— M —— M". Diese
Sequenz der zwei aufeinanderfolgenden R-linearen Abbildungen heifit exakt bei M, wenn u(M') =
Kern(v) ist.

Allgemein heifit eine Sequenz von R-Moduln und R-linearen Abbildungen exakt, wenn sie an jeder
Stelle exakt ist.

Ein Element a € R heifit prim, falls R/(a) ein Integritétsbereich ist, i.e. falls (a) C R ein Primideal
ist.

Ein Element a € R heifit irreduzibel, falls a € U(R) liegt, aber aus a = bc mit b, ¢ € R bereits
b € U(R) oder ¢ € U(R) folgt.

Ist p € R prim und = € R, so schreiben wir v,,(z) := max{a € Z>( : z € (p*) } fur die Bewertung
(engl. valuation) von x bei p, sofern existent.

Ist n € Z und p € Z~¢ prim, so schreiben wir n[p] := p¥»(").
Fir f = f(X) € R[X] \ {0} bezeichnet deg(f) den Grad von f.

Sind X, Y, Z C R, so schreiben wir X -Y := z{x -y : v € X, y € Y ). Ist X ein Ideal in R, so ist
X -Yeinldealin R. Esist X Y =Y - X. Esist (X Y) - Z =gz -y-z:2€X,ycY, z€Z)=
X - (Y - Z). Daher kénnen wir bei mehrfachen Produkten die Klammern wegfallen lassen.

Seien m, n > 0. Fiir ¢ € [1,m] und j € [1,n] bezeichne ¢; ; € R™*™ die Matrix, die an Po-
sition (4, ) den Eintrag 1 hat, und ansonsten 0. Sei E, := 3,c(y € = (95,5)i,; € R™*" die
Einheitsmatrix.

Fiir n > 0 sei GL,(R) := {U € R™" : es gibt V € R™*" mit UV = E,, = VU }. Vermoge Ma-
trixmultiplikation ist dies eine Gruppe.

Die Spur einer quadratischen Matrix B wird tr(B) geschrieben (engl. trace). Genauso die Spur
eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.



e Die Transponierte einer Matrix B wird B* geschrieben.
e Fiir n > 0 ist das Standardskalarprodukt auf R"™ gegeben durch |(z;);, (v:)i] = Zie[lm] Ti Vi -

e Fiir n > 1 sei ¢, := exp(27i/n). Somit ist ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel iiber Q.

Man kann auch annehmen, (, sei eine Nullstelle von X™ — 1 im Zerféllungskorper E von X™ —1 €
Q[X], die die Gruppe der Nullstellen von X™ — 1 in E erzeugt, welche Ordnung n hat, da X™ —1
und (X" — 1)’ teilerfremd sind, und welche als endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe
dieses Zerfillungskorpers zyklisch ist — wenn man die Verwendung von C vermeiden méchte.

e Die (multiplikativ notierte) triviale Gruppe, die nur aus dem Einselement besteht, wird auch 1
geschrieben.

e Ist G eine Gruppe und U C G, so bedeute U < G, dafl U eine Untergruppe von G ist, und U < G,
da3 U ein Normalteiler von G ist.

e Ist G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge, so sei (M) das Untergruppenerzeugnis von M, i.e.
(M) :={m7*m3>---m* : k>0, m; € M und g; € {—1,+1} fiir i € [1,k] } (}).

e Fiir n > 0 sei S,, die symmetrische Gruppe, bestehend aus Bijektionen von [1,n] nach [1,n]; sei
A, =Kern(sgn) = {sa € S,, : sgn(o) = +1} CS,, die alternierende Gruppe.

e Fiir n > 1 sei C,, die zyklische Gruppe der Ordnung n.

o Ist 2 =a+bi€ C, wobeia, b € R, dann ist 2 := a — bi € C die zu 2z komplex konjugierte Zahl.
Ist A= (a;,;)i,; eine Matrix mit Eintrgen in C, dann schreiben wir A = (@;, ;). -

e Wir bezeichnen die Kreiszahl mit 7.
e Der natiirliche Logarithmus wird mit In, die Eulersche Zahl mit e bezeichnet.

e Wir verwenden ansonsten die Konventionen aus [5].

!Diese ansonsten ungebriuchliche Notation wird nur wegen der Verwechslungsgefahr mit dem Teil-
raumerzeugnis verwendet.



Kapitel 1

Ganzheit

1.1 Der Ring der ganzen Elemente

Sei B|A eine Erweiterung kommutativer Ringe, i.e. sei B ein kommutativer Ring und
A C B ein Teilring.

Wir erinnern daran, dafl ein A-Teilmodul M von B eine Teilmenge ist, welche 0 enthélt
und fiir welche am + a'm’ € M ist fiir a, ’ € A und m, m’ € M. Dieser heifit endlich
erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge My C M mit

{Zie[l’k}aimi k 2 O, a; € A und m; € MQ fir 7 € [1,]@]} =: A<M0> = M

gibt.
Lemma 1 Gegeben sei b € B. Die Aussagen (1, 2, 3) sind dquivalent.

(1) Es gibt ein normiertes Polynom f(X) € A[X] mit f(b) = 0.
(2) Es ist Ab] ein endlich erzeugter A-Teilmodul von B.

(3) Es ist A[b] enthalten in einem Teilring C C B, welcher ein endlich erzeugter
A-Modul ist.

Beweis.

Ad (1) = (2). Sei n > 0 und f(X) = 37, @ X" mit a, = 1 und f(b) = 0 gegeben. Ist

J=0,s0ist " = =37 bt e (b i€ 0,n+j—1]) und also
A ie0n+4]) C A ice0n+5—1]).

Per Induktion folgt

AV ie[0,n+4]) € A :i€0,n—1])

9
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und also
A = J AV iefon+j]) € AV iclon-1]).

Ad (2) = (3). Wir kénnen C' = A[b] verwenden.
=

Ad (3) = (1). Sei C = A(¢; : i€ [1,k]) fur ein k£ > 0 und gewisse ¢; € C. Es ist be; € C
fiir i € [1,k]. Also gibt es S = (sw)i,j € APk mit be; = > el Sics filr i € [1 K], Le.
mit Yy 4y (00;,; — s;,5)¢; = 0 fiir i € [1,k].

Wir schreiben T' = (t; ;)i := bEy — S € B¥F. Es ist also 3o 4 ti,je; = 0 fiir i € [1,&].
Sei T" = (t} ;)i,; € B"* die Adjunkte zu T, i.e. sei

by = (=17 det((ti,3)ieqn (o}, sef1b(u})
fir u, v € [1,k]. Dann gilt nach Cramerscher Regel T'T = det(T)E;. Le. es ist
Dicpn tegti; = det(T)0,,; fir j, £ € [1,k]. Fiir £ € [1, k] folgt

also, da 1l € C = A(¢ :i€[l,k]), auch det(T) = 0.

Daher ist f(X) := det(XE, —.S) € A[X] nach der Leibnizformel ein normiertes Polynom,
und es ist f(b) = det(bEx — §) = det(T) = 0. o

Definition 2 Ein Element b € B heifit ganz iiber A, falls es einer der dquivalenten
Bedingungen von Lemma 1 geniigt.

Wir schreiben
I5(A) :== {be B : bist ganz iiber A} C B

fiir den ganzen Abschluff von A in B.

Ist K|Q eine endliche Korpererweiterung, so wird K auch Zahlkdrper genannt, und wir
schreiben haufig auch

O =1Ik(Z) = {x€ K : xistganz iiber Z} C K

fiir den zugehorigen Zahlring, im Vorgriff auf Lemma 5.

Algebraische Zahlentheorie ist das Studium von O . Im Vorwort wurden Beispiele genannt.

Beispiel 3

(1) Jedes Element a von A ist ganz iiber A, da mit dem normierten Polynom f(X) =
X —a € A[X] in der Tat f(a) =0 ist. Es ist also A C [5(A) C B.
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2) Betrachte Q|Z. Es ist 2 € Q nicht ganz iiber Z. Annahme, doch. Sei n > 1
2

und f(X) = > @ X’ € Z[X] mit a, = 1 und f(3) = 0 gefunden. Dann ist
D icion 2" = 0, und also 1 = 2(=37,, 1j@i2""'7"). Aber 1 ist in Z nicht
durch 2 teilbar, Widerspruch.

Beachte auch, daff § zwar schon Nullstelle des Polynoms 2X — 1 € Z[X] ist, dieses
aber nicht normiert ist.

(3) Betrachte Q(i)|Z. Es ist i ganz iiber Z, da mit dem normierten Polynom f(X) =
X?+4+1 € Z[X] in der Tat f(i) = 0 ist.

(4) Betrachte Q(v/5)|Z. Sei o := (1 4+ +/5)/2. Esist o® = (1+2V5+5)/4 = a + L.
Also ist a eine Nullstelle des normierten Polynoms X2 — X — 1 € Z[X]. Folglich ist
a ganz iiber Z.

(5) Ist B|A eine Korpererweiterung, so ist ein Element von B genau dann ganz tiber A,
wenn es algebraisch iiber A ist.

Lemma 4 Seien T|S|R Erweiterungen kommutativer Ringe derart, daff T ein endlich
erzeugter S-Modul und S ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Dann ist T ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. Sei S = g(s; : 1 € [1,k]) fiir ein k£ > 0 und gewisse s; € S.
Sei T'= «(t; : j € [L,4]) fiir ein £ > 0 und gewisse t; € T'.
Wir behaupten T = rsit; i€ [1,k], j€[1,4]).

Seit € T gegeben. Esist t = ., , §;t; mit gewissen §; € S. Esist §; = 37, 7y 8 fiir
gewisse 7;; € R. Zusammengenommen ist also ¢ = Zje[l a5t = Zie[l K, jerg Tai Sity -
Dies zeigt die Behauptunyg. o

Lemma 5 Fs ist Ig(A) ein Teilring von B.

Beweis. Es ist 1 € T5(A).

!
Seien u, v € Ip(A). Es geniigt, Afu,v] C I'p(A) zu zeigen. Da fiir w € Alu,v] auch
Alw] C Alu, v] ist, geniigt es dank Lemma 1.(3) zu zeigen, dafl Au, v] ein endlich erzeugter
A-Modul ist.

Es ist u ganz tiber A, also Afu| ein endlich erzeugter A-Modul; cf. Lemma 1.(2). Es ist v
ganz iiber A. Somit gibt es ein normiertes f(X) € A[X] mit f(v) = 0; cf. Lemma 1.(1).
Nun ist f(X) auch ein normiertes Polynom in A[u][X]. Also ist v auch ganz iiber Afu]; cf.
Lemma 1.(1). Also ist A[u, v] endlich erzeugt iiber Afu]; cf. Lemma 1.(2). Dank Lemma 4,
angewandt auf Afu, v] | A[u]| A, folgt nun, dafl Afu,v] ein endlich erzeugter A-Modul ist.o
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Lemma 6 FEs ist [5(I5(A)) = [5(A).

| !
Beweis. Zu zeigen ist nur [5(I5(A)) C I(A). Sei u € I5(Ip(A)). Wir wollen u é I'5(A)
nachweisen.

Wiihle ein n > 0 und ein f(X) = > }UiXi € I's(A)[X] mit a, = 1 und f(u) = 0. Nun

1€[0,n
ist auch f(X) € Alvg,..., v,—1][X] und also u ganz iiber Alvg,...,v,-1]. Es ist v; ganz
tiber A fiir ¢ € [0,n — 1]. Also ist auch v; ganz tiber Afvy,...,v;—y] fiir ¢ € [0,n —1]. In

der Erweiterungskette
Alvo ...y vp—1,ul | Alve, ..y vn-a] | Alvg ooy vpa] | .. | Alvo] | A

ist mithin jeder Ring ein endlich erzeugter Modul iiber dem né&chstkleineren Ring. Mit
Lemma 4 folgt, daB Afvg,...,v,_1,u] ein endlich erzeugter A-Modul ist. Dank Lem-
ma 1.(3) ist also u ganz iiber A, i.e. u € Ig(A). o

Definition 7
(1) Es heiit die Ringerweiterung B|A ganz, falls Is(A) = B ist.

(2) Ist A ein Integrititsbereich, so heifit A ganzabgeschlossen, falls Tgyuotay(A) = A ist.

Bemerkung 8

(1) Hauptidealbereiche sind ganzabgeschlossen; cf. Aufgabe 6.(1). So etwa sind Z, Z[i]
und F7[X] ganzabgeschlossen; cf. Aufgabe 6.(2).

(2) Sei A ein Integritidtsbereich und B ein Korper. Dann ist A" := I'5(A) ganzabge-
schlossen. Denn dann ist A C A’ C Quot(A’) C B; cf. Aufgabe 11.(1). Also wird

Tquor(an (4) = Quot(A) NT(A) = Quot(A)n A" = A’

1.2 Spur und Norm

Sei K perfekt; cf. [5, §3.3].

Wir erinnern daran, dafl Korper von Charakteristik 0 perfekt sind. Wir erinnern daran,
daf endliche Korper perfekt sind. Aber z.B. F5(X) = Quot(F5[X]) ist nicht perfekt.

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung.
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1.2.1 Zerfiallungskorper

Definition 9 Ist E|L eine Korpererweiterung, so heifit F ein Zerfallungskérper von L| K,
wenn (1,2) gelten.

(1) Esist E|K galoisch.

(2) Der kleinste Teilkorper von FE, der o(L) enthélt fiir alle 0 € Gal(E|K), ist E.

Beispiel 10
(1) Ist L|K galoisch, dann ist L ein Zerfallungskorper von L|K.

(2) Esist Q(V/2,(s) Zerfallungskorper von Q(v/2)|Q; cf. Aufgabe 7.

Lemma 11
(1) Es gibt einen Zerfillungskorper E von LIK mit E|L endlich.

(2) Sind zwei Zerfillungskirper E und E' von LIK gegeben, dann gibt es einen Isomor-
phismus ¢ : E— E' von Korpern mit ¢|% = idp.

(3) Ist E ein Zerfillungskorper von L|K, ist F|K eine galoische endliche Kdrpererwei-
terung und ist o : L— F ein Korpermorphismus mit ol = idy , dann gibt es
einen Korpermorphismus ¢ : E— F mit ¢|p =0 .

E L F
L

/
\K

Beweis. Da L|K endlich ist, gibt esn > 0und vy, ..., ¥, € Lmit L =K(y1, ..., Yn).
Schreibe f(X) = py, , k(X) -+ py, , k(X)

Ad (1). Sei E ein Zerféllungskorper von f(X) € L[X]; cf. [5, §2.5.1, §2.5.2]. Es ist E|L eine
endliche Korpererweiterung. Es ist £ dann auch ein Zerfallungskorper von f(X) € K[X],
denn das Erzeugnis iiber K aller Nullstellen von f(X) in E enthélt y;, ..., y,, mithin L,
stimmt also mit dem Erzeugnis iiber L aller Nullstellen von f(X) in E iiberein, welches
gleich F ist.

Es ist E|K galoisch; cf. [5, §3.5.1.4]. Um zu zeigen, dafl der kleinste Teilkorper von E,
der o(L) enthalt fur alle 0 € Gal(F|K), gleich FE ist, geniigt es zu zeigen, dafl fir jede
Nullstelle z € E von f(X) ein 0 € Gal(E|K) und ein i € [1,n] mit z = o(y;) existiert.
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Da f(z) = 0 ist, konnen wir ein ¢ € [1,n] wahlen mit p,, x(z) = 0. Also gibt es einen
Isomorphismus 7 : K(y;) — K(z) mit 7(y;) = 2z und 7§ = idg ; cf. [5, §2.3.4]. Es ist
E Zerfillungskorper von f(X) € K(y;)[X] und auch von f(X) = f7(X) € K(z)[X].
Somit gibt es auch einen Isomorphismus o : £ — E mit 0|§EZ?> =71; cf. [5, §2.5.3, Bew.
Satz 5]. Fiir x € K ist also o(z) = 7(x) = x, i.e. 0| =idg, i.e. 0 € Gal(E|K). Ferner
ist o(y:) = 7(y:) = z.

Ad (2). Dank [5, §2.5.3, Satz 5] geniigt es zu zeigen, dafl E ein Zerfallungskorper von
f(X) € L[X] ist; und E’ dann ebenfalls. Da E|K galoisch ist und da jeder in K[X]
irreduzible Faktor s, x(X) von f(X) in E die Nullstelle y; hat fir ¢ € [1,n], zerfallt
f(X) € E[X] in ein Produkt von Linearfaktoren; cf. [5, §3.5.1.4]. Ist 0 € Gal(E|K)
gegeben, dann ist o(L) = K(o(v1), ..., 0(yn)), wobei f(o(y;)) = o(f(y;)) = 0 ist fiir
i € [1,n]. Da E ein Zerfallungskorper von L|K ist, ist also E iiber K, und mithin iiber L,
erzeugt von Elementen der Form o(y;), wobei o € Gal(F|K) und i € [1,n], insbesondere
also von Nullstellen von f(X) in E.

Ad (3). Da F|K galoisch ist und da jeder in K[X] irreduzible Faktor j,, r(X) = g g (X)
von f(X) in F' die Nullstelle o(y;) hat fur ¢ € [1,n], zerféllt f(X) in F[X] in ein Produkt
von Linearfaktoren; cf. [5, §3.5.1.4]. Bezeichnet L' := (L) und E’ das Erzeugnis iiber K
der Nullstellen von f(X) in F', dann ist £’ Zerfallungskorper von f(X) € K[X], enthélt
o(y;) stets und ist also auch Zerféllungskorper von f(X) = f7(X) € L'[X]. Also gibt es
einen Isomorphismus ¢ : £~ E' mit ¢|¢ = o|"; cf. [5, §2.5.3]. Sei schlieflich ¢ das
Kompositum von v mit der Einbettung von E’ in F. o

Den Satz vom primitiven Element, dafl es ein yo € L mit L = K(yo) gibt, hitte man im
vorstehenden Beweis zur Anwendung bringen koénnen; aber mit einem solchen yg will man
bei der praktischen Umsetzung nicht unbedingt hantieren miissen; cf. [5, Aufgabe 54].

1.2.2 Spur und Norm fiir endliche Korpererweiterungen

Definition 12 Sei z € L gegeben.
Betrachte die K-lineare Abbildung

L — L
y /= zy

Es ist Ay, = A, 0 A, fliru, v € L.

(1) Sei Trpk(2) := tr(A;) die Spur von z beziiglich L|K (engl. trace).
Das liefert die K-lineare Abbildung Tryx : L — K. Es ist Trp k(1) = [L : K].

(2) Sei Npjk(z) := det();) die Norm von z beziiglich L|K.

Das liefert die Abbildung Npx : L— K mit Npg(uv) = Npjg(u)Npg(v) fiir
u, v € L und mit Npx(1) = 1.
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Insbesondere ist Ny k(LX) € K* und Npx [X; ein Gruppenmorphismus.

Beispiel 13 Betrachte Q(i)|Q.

Wir verwenden Matrizen beziiglich der Q-linearen Basis (1,1) von Q(i).

Es ist Trqu)q(l + 3i) = tr (377) = 2. Es ist Nqgq(1 + 3i) = det (377) = 10. Es ist
Trquie(l) =tr (p1) =2.

Dahingegen ist Trqq(1) = 1 und Trq)qe)(1 + 3i) = 1 + 3i.

Lemma 14

Sei E|L eine endliche Korpererweiterung mit E|K galoisch. Cf. e.g. Lemma 11.(1).
Sei z € L gegeben. Sei V = Gal(E|K(z)) < Gal(E|K) =: G. Sei k := [K(z) : K].
Sei G = | ;e yyoiV, mit o; € G fiiri € [1,k].

FEs ergibt sich fir das Minimalpolynom von z tiber K dann in E[X] die Zerlegung

pe(X) = [ (X —ai(2).

1€[1,k]

i ein Produkt von Linearfaktoren.

| &

Beweis. Wir bemerken zunéchst, da§ das Polynom J;c; (X —0i(2)) nicht von der Wahl
der Représentanten o; der Elemente in G/V abhéngt, da fir 7 € V sich (0;07)(2) = 04(2)
ergibt. Ferner bemerken wir, daf} fiir p € G auch G = pG = |_|Z.€[Lk] po;V ist. Also liefert
koeffizientenweise Anwendung von p auf f(X) := [[;c (X — 0i(2)) € E[X], daB

X)) = 11 X =plei(2)) = f(X)
1€[1,k]
ist; cf. [5, §1.6.2]. Somit ist f(X) € K[X].

Es ist f(X) normiert. Es gibt ein i € [1,k] mit o; € V und also 0;(z) = z. Folglich
ist f(z) = 0. Desweiteren ist deg f = k = [K(2) : K]. Also ist f(X) = p, x(X); cf.
[5, §2.3.2]. .
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Lemma 15

Sei E|L eine endliche Kdrpererweiterung mit E|K galoisch. Cf. e.g. Lemma 11.(1).
Sei U := Gal(F|L) < Gal(F|K) =: G, sodafi L = Fixy(E) ist; cf. [5, §3.5.2].
Schreibe G = | |;c( g U, wobei £ := [L: K] und 7; € G fiir j € [1,1].

Esist{r;|lp : je[1,{]} ={7|L : 7 € G} eine Menge mit { Elementen.

Falls E\L Zerfillungskorper von LK ist, dann liegt jeder Korpermorphismus von L nach
E, der auf K identisch einschrdankt, in dieser Menge.

Gegeben sei z € L.

(1) Esist Trrr(z) = 3 icn.q7i(2)-

(2) Esist Npjx(2) = [Tjepq7i(2)-

Beweis. Fir 7,7 € G ist 7|y = 7|y genau dann, wenn 7 '7 € U ist, i.e. wenn

TU = 7U ist. Daher die behauptete Gleichheit und Kardinalitdt der Mengen.

Falls E|L Zerfallungskorper von L|K ist, dann kann jeder Kérpermorphismus o : L — E,
fiir welchen o|& = idg ist, gem#f Lemma 11.(3) zu einem Kérpermorphismus p : E — E
fortgesetzt werden, i.e. p|; = 0. Da p wegen p|¥ = idg eine K-lineare Abbildung und
[E : K] endlich ist, folgt p bijektiv und also p € G. Also liegt 0 = p|, € {7|, : T € G }.

Zunéchst merken wir nun die Unabhéngigkeit von >, , 7;(2) und [[;cy 4 7(2) von der
Wahl der Représentanten 7; der Elemente von G/U an, denn fiir v € U ist 7;u(z) = 75(2)
wegen z € L.

Es ist deg p1.,,x = [K(2) : K] =: k. Schreibe p. i (X) =t 3 ,ci0 4 a; X"
Schreibe s := [L : K(z)]. Dannist ¢ = [L : K] = [L: K(2)][K(z) : K] = sk; cf. [5, §2.2].

Beziiglich der K-linearen Basis (2°,...,2F71) von K(2) ist )\Z|§§3 durch die Matrix
0 —ag
B = = €; i — ai_1€; c Kka‘
1 —ap_y 1€[1,k—1] 1€[1,k]
gegeben; cf. [5, §2.3.2].
Sei (y1,...,ys) eine K(z)-lineare Basis von L. Beziiglich der K-linearen Basis
(12° .., 25 Y w2 L ye2F ) von List A, durch die Blockdiagonalmatrix

B
C::( ) c K¢
B

gegeben; cf. [5, §2.2].
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Es ist tr(B) = —aj_; und det(B) = (—1)*aqq.
Also ist Trp i (2) = tr(C) = s - tr(B) = —say_1 und Ny (2) = (det(B))* = (—=1)%a .
Sei V := Gal(E|K(z)). Esist U <V < G.

E

e UL>V
“\ ¢ [;(z)
\k

K
Sei G = | J;c(y 4y 0:V, mit 0; € G fiir i € [1, k]. Dank Lemma 14 ist

Z 0/7, ﬂz,K(X) = H (X _Ui(z)) )

i€[0,k] i€[1,k]

und also ap—1 = — 37,y 0i(2) und ap = (—1)* [Ticp s oi(2)

Schreibe V' = | |,c g peU mit pp € V fiir ¢ € [1,s]. Dann ist auch G = | |;c oV =
|_|Z.e[17k} |_|te[1,s] o;p:U. Wegen der Unabhéingigkeit von der Wahl der Représentanten von
G /U erhalten wir

Z Tj(2) = Z Z oipi(2) = Z Z oi(z) = s- Z 0i(z) = —sap_1 = TrL|K(Z)

je1,] 1€[1,k] te[l,s] 1€[1,k] te[l,s] 1€[1,k]
und

II 5 = II Il om(x) = II 11 os(x) = (1] oa(2))® = (=D)a§ = Nue(2) .
JE[1,4] 1€[1,k] t€[1,s] 1€[1,k] t€[1,s] 1€[1,k]

Korollar 16 Ist L|K galoisch, so gilt fir z € L folgendes.

(1) Esist Tryr(z) = ZTGGal(L|K) 7(2).

(2) Bsist Nog(2) = [Legax 7(2)-
Beweis. In den Bezeichnungen von Lemma 15 sei E := L. Dann ist G = Gal(L|K) und
U = Gal(L|L) = {id.}, sodafl die Reprasentanten von G/U ganz G durchlaufen, i.e.
{7; : j €[1,{] } = G. Die beiden Formeln folgen nun aus Lemma 15. 5
Beispiel 17 Es ist Gal(Q(i)|Q) = {idqg), o }, wobei 0 : Q(i) — Q(i), i — —1i.

Es ist Troqq(1+31) = idgq (14+31)+o(143i) = (1+31)+(1—3i) = 2 und Ny q(1+3i) =
(14 3i)(1 —3i) = 10. Cf. Beispiel 13.
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Lemma 18 FEs ist die Spur Trpx : L — K nicht die Nullabbildung.

Beweis. Sei E ein Zerfallungskorper von L|K ; cf. Lemma 11.(1,2). Wir verwenden die
Bezeichnungen aus Lemma 15. Fiir 4, j € [1,¢] mit ¢ # j ist ;U # 7;U und also
Til. # 7jlo. Somit ist das Tupel (7|, ..., 7¢|z) linear unabhingig iiber E; cf.
[5, §3.5.1.1]. Insbesondere ist Trzjx = (3 ,cp 4 7ile)[™ # 0. o

Lemma 19 Seien M|L|K Kdrpererweiterungen.

(1) FEs ist TI'M‘K = TrL|KOTrM|L .

(2) FEs ist NM|K = NL|KONM\L .

Beweis. Sei E ein Zerfallungskorper von M|K; cf. Lemma 11.(1,2).

Sei T := Gal(E|M) < U := Gal(E|L) < Gal(E|K) =: G, sodaBl M = Fixy(E) und
L = Fixy(E) ist; cf. [5, §3.5.2].
E

Sei G = | |;c 47U, wobei £ = [L: K] und 7; € G fiir i € [1,£].

Sei U = |jepm £ wobei m = [M : L] und p; € U fiir j € [1,m].
Dann ist G = | ;c;y g U = Uiy g Ujepm 7T

Sei z € M gegeben.

Mit dreifacher Anwendung von Lemma 15.(1) wird

(Trpj o Tranr)(2) = TrL|K(Zj€[1,m] PJ(Z)) = Zie[l,é] Ti(ZjE[l,m} pj(z))
= Zie[l,@ Zjeu,m} Tipi(2) = Trax(z) .

Mit dreifacher Anwendung von Lemma 15.(2) wird

(Npjg oNagz)(2) = NLIK(Hje[l,m] pj(z)) = Hie[u] Ti(Hje[Lm] PJ(Z))
- Hie[l,@ Hje[l,m] Tipj(z) = NMIK(Z>'
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1.3 Der Ring der ganzen Elemente in einer endlichen
Korpererweiterung

Sei K ein perfekter Korper.
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Schreibe ¢ := [L : K].

Sei E|L eine endliche Korpererweiterung mit E|K galoisch. Cf. auch Definition 9, Lem-
ma 11.(1). Sei
U = Gal(E|L) < Gal(E|K) =: G.

Sei G = | ;1 g 73U mit 7; € G fiir j € [1,{]. Sei dabei 0.E. 71 :=idp.

Sei A C K ein ganzabgeschlossener Teilring mit K = Quot(A). Sei B := I} (A). Sei

Dann ist auch C' = I'y(B); cf. Aufgabe 5.(2). Es sind A, B und C' ganzabgeschlossen; cf.
Bemerkung 8.(2).

Falls bereits L|K galoisch ist, dann ist E := L wihlbar, was C' = B nach sich zieht.

1.3.1 Spur und Norm und ganze Elemente

Lemma 20
1) Esist p(C)=C firpeG.
2) Es st TI'L|K<B) - A.

(1)
(2)
(3) Esist Nyx(B) C A.

(4) Fir b e B liegt genau dann b € U(B), wenn Npx(b) € U(A) liegt.
Cf. auch Aufgabe 12.

Bewezs.

!
Ad (1). Es geniigt, p(C') C C zu zeigen; die umgekehrte Inklusion folgt dann unter Ver-
wendung von p~! € G.

|
Seien p € G und ¢ € C gegeben. Es ist p(c) € C zu zeigen.
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Es gibt f(X) € A[X] normiert mit f(c) = 0. Also ist auch f(p(c)) = p(f(¢)) = 0 und
somit p(c) € C.

Ad (2). Sei b € B gegeben. Es ist Tryr(b) = >4 7;(b); cf. Lemma 15.(1). Dank (1)
ist darin jeder Summand 7;(b) € C und also auch deren Summe Trzx(b) € C. Auf der
anderen Seite ist Trzx (b) € K. Also ist

da A ganzabgeschlossen ist.

Ad (3). Wir verwenden das Argument aus (2), in welchem iiberall die Summe durch das
Produkt ersetzt wird.

Ad (4).

Sei zum einen b € U(B). Dann ist sowohl Ny x(b) als auch Npx(b') in A; cf. (3). Es
wird NL\K(b) NL|K< 1) = NL|K<bb ) NL|K( ) = 1. Also ist NL‘K(b) € U(A)

Sei zum anderen Ny x(b) € U(A). Schreibe a := Ny k(b)) € A. Es ist b € B*.

Es ist
1 = aNyg(®) = a- [[ 50 =b-(a- [] =

jEL,0 JjE€[2,0)

Dank (1) ist ¢ € C. In E gerechnet ist ¢ = b"'. Da b € L, liegt auch b~! € L. Es ist also
ceCNL=TIg(A)NL=1I.(A) = B. Folglich ist b € U(B). 5

J/

Beispiel 21

(1) Sei A=7Z, K =Q, L =FE =Q(i). Dann ist B = C' = Z[i] ; cf. Aufgabe 3 oder 6.
Fir z, y € Z ist  + iy genau dann in U(Z]i]), wenn

Nqoz+iy) = (z+iy)(z—iy) = 2> +y* € UZ) = {-1,+1}

liegt, i.e. wenn z + iy € {—1,+1, —i, +i} liegt; cf. Korollar 16.(2). Somit ist

(2) Sei A=7Z, K=Q, L =FE =Q(v/-5). Dann ist B = C = Z[\/—5]|; cf. Aufgabe 3.
Fir z, y € Z ist x + yv/—5 genau dann in U(Z[/—5]), wenn

Nq(ﬁ)@(w—l—y\/—_@ = (z4+yv=5)(z—yvV—=5) = 2°+5y° € U(Z) = {—1,+1}

liegt, wenn also y = 0 ist und x € {—1,+1} liegt. Somit ist
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1.3.2 Diskriminante

Seiy:= (y1, 42, .-, y¢) eine K-lineare Basis von L.

Lemma 22 Betrachte die K-Bilinearform

L x L — K
(x , y) — Tryx(zy),

genannt Spurbilinearform auf L tber K.
Sie ist nichtausgeartet.
Ihre Grammatriz Gramp k., , == (Trox (yiy;))i; € K™ st daher invertierbar.

Folglich liegt die Diskriminante von L|K beziglich der K -linearen Basis y, welche als
Apk,y = det(GramL‘K,g)

definiert ist, in K*.

Beweis. Sei x € L* gegeben. Wir miissen ein y € L mit Trpx (zy) # 0 finden.

Es ist Trpx nicht die Nullabbildung; cf. Lemma 18. Also kénnen wir ein z € L mit
Trrx(2) # 0 wihlen. Mit y := 2™ 'z wird dann Trpx (zy) = Trpx(2) # 0. g

Beispiel 23 Wir betrachten Q(i)|Q und die Q-lineare Basis (1, 1) von Q(i). Wir erhalten

_ TroyQ(ll) Trquy(li) ) 2 0\
Aqayq, () = det(TrZii))“QQ(i-l) Trz((i);‘g(id)) = det (072) = —4.

Lemma 24 Sei
VandL|K7g = (Tj(yi))i,j < EZXZ

die (verallgemeinerte) Vandermondematrix.

Dann st .
GramL‘Kvg = V&IldLu(’g VandLley

AL\K,Q = det(VandMK,y)z.

Beachte noch, da§ Vandyk, , auch von der Wahl von E abhéngt und daf} ihre Spaltenrei-
henfolge von der Numerierung der Reprisentanten 7; abhéngt.

Beweis. Wir haben nur erste Gleichung zu zeigen.
Der Eintrag an Position (i, j) € [1, /] x [1,¢] des Matrixproduktes der rechten Seite ist
L.15.(1

Z (YT (y;) = Z T (Yiy;) 20 Trox(viy)) »

ke[1,4] ke[,

—_

und das ist der Eintrag von Gramp, , an Position (3, j). -
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Bemerkung 25 Sei ein Element z € L mit L = K(z) gefunden. Wir haben die K-lineare
Basis (2' : i€ [0,£—1]) = (2°2%,...,271) von L. Dann ist

Vandpk, (ziieoe-1) = (Tj(zi_l))m‘ = (Tj(z)i_l)i,j € B¢

eine Vandermondematrix im klassischen Sinn. Thre Determinante ergibt sich mit Induktion
und Spalten- und Zeilenvereinfachungen zu

det(Vandpk, (2i:icfoe-1)) = H (73(2) = m(2)) -

1<i<j<t

Geméaf Lemma 24 ist folglich

AL|K,(zi:¢e[o,z—1]) = H (Tj(z)—ﬂ'(z))2~

1<i<j<l

Beispiel 26
(1) Wir setzen die Beispiele 17 und 23 fort. Schreibe y = (1, 1).
Es ist Vandqq)q,y = (11,11)
Mit Bemerkung 25 (oder mittels direkter Berechnung) wird nun
det(Vandq(q,1,y) = o(i) —idqup(i) = (=i) —i = —2i.
Folglich wird erneut Aqqyq, 1,1 = (—21)? = —4.

(2) Sei K =Q, 6:=v2,(:=(, L=Q(0), E=Q(5); cf. Aufgabe 7. Die Elemente
von Gal(Q(6,¢)|Q) schriinken auf Q(4) so ein, dafl § auf § resp. auf ¢J resp. auf (2§
abgebildet wird. Mit Bemerkung 25 wird

det(Vandq)jq, (1552) = ((6—0)(?0-0)(¢*6—¢8) = 6°(C 1

~—

(¢ =1) (¢ =¢) = —6iV3.
~ o ——

=3 —iv3

Somit ist
Aq)q. (152 = (—6iV3)? = —27.3%.

Alternativ dazu kénnen wir auch Tr := Trq(s)q schreiben,

Te(0%) 20 50 4 (CO)F + (C20)F = 30kssz.0120"

fir £ > 0 bestimmen und somit

(1
AQ(5)|Q,(1,5,62) = det(GramQ((;”Q(l,(g’(;Q)) = det (Tr(6

berechnen.
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1.3.3 Basen

Lemma 27 Fir alle y € L gibt es ein a € A* mit ay € B.

Beweis. Sei pu,x(X) = X" + >0, 18X € K[X], wobei n := deg(u,x). Da K =
Quot(A), gibt es ein a € A* mit as; € A fiir i € [0,n — 1]. Es wird

0 =a"y"+ D sy) = (a)"+ D a 'si(ay),

1€[0,n—1] i€l0,n—1] ¢4

und damit ist ay € I4(L) = B. -
Lemma 28 FEs gibt eine K-lineare Basis von L, deren Elemente in B liegen.

Beweis. Sei (y; : i € [1,f]) eine K-lineare Basis von L. Dank Lemma 27 gibt es ein
a € A* mit ay; € B fur alle i € [1,/]. Da A\, : L— L, z+— az eine bijektive K-lineare
Abbildung ist, ist (ay; : i € [1,€]) eine K-lineare Basis von L, deren Elemente in B
liegen. o

Definition 29 Sei M C L ein A-Teilmodul. Sei
M#’A = {.Z' S TrL‘K(xM) - A}

sein Dual. Wir schreiben oft M# := M#4, wenn A aus dem Kontext hervorgeht.
Bemerkung 30 Es ist B C B*.
Beweis. Fiir b € B ist Tryx(bB) C Trpx(B) € A gemif Lemma 20.(2). g

Lemma 31
(1) Sei M C L ein A-Teilmodul. Es ist M# C L ein A-Teilmodul.
(2) Sind M C N C L zwei A-Teilmoduln, dann ist N* C M# C L.

(3) Sei (y; : i € [1,£]) eine K-lineare Basis von L. Sei (y; : i € [1,{]) die dazu
beziiglich der Spurbilinearform von L|K duale Basis, i.e. es sei Trpr(yiy}) = 0;j
firi, j € [1,{]; cf. Lemma 22.

Ist M = A(y; : i€ [1,0]), dann ist M#* = (y. : i€ [1,{]).
Insbesondere ist dann M## = M.
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Beweis.
Ad (1). Es ist 0 € M#.
!
Seien z, ' € M?% und a,d € A. Zu zeigen ist ax + a'x’€M?*. Sei m € M gege-

!
ben. Zu zeigen ist Trpx((ax + a’z’)m) € A. In der Tat ist Trpx((az + a'z")m) =
aTrpj(zm) +a' Trp g (2'm) € A.

~~ ~~

cA cA
Ad (2). Ist x € N#, dann ist Tryx(zM) C Tryx(xN) C A, also z € M#.
Ad (3). Sei z € L gegeben. Schreibe z = 7., , 5;4; mit s; € K.

Es ist z € M# genau dann, wenn

TrL|K(Zyi) = Z Sj TI"L\K(ZU;ZU@) = Z sjam = S;

JE] Jelg

in A liegt fiir i € [1,/], i.e. wenn z € A(y. : i € [1,/]) liegt. o

Beispiel 32

(1) Betrachte Q(i)|Q. Schreibe Tr := Trq)q- Es ist Oqu) = Z[i]; cf. Aufgabe 3. Wir
wollen Og(i) berechnen. Ist y = (1,1), so wird Oq(i) = z(y). Wir haben die zugehori-
ge Dualbasis y' zu berechnen, denn dann wird Og(i) = z(y'); cf. Lemma 31.(3).

Es ist

(TY((a—&-bi)-l) Tr((a—i—bi)d)) = (ab) (E‘rr((}%)) %83) — (ab) GramQ(i)|Q,(1,i)

fiir a, b € Q. Da die Elemente von 3’ hier (10) und (01) liefern sollen, stehen ihre

Koeffizienten in den Zeilen der Inversen (Gramqiq, 1)) " = (3 ,8)‘1 = % ((1] ,(1)).
Somit wird y' = (4, —3i) und also

(2) Betrachte Q(v/5)|Q. Schreibe a := %5 und Tr := Trq)q- Esist o = a+ 1. Es
ist Tr(a) = %5 + 1_7‘@ = 1. Also ist Tr(a?) = Tr(a+ 1) = 3.
Es ist Oqy5) = Zla) = #(1,a); cf. Aufgabe 3. Es ist

_ c(1.1) Tr(1-o)\ 1 -1 _
(Gramq)jq, (1.0) " = (%«&3%5&.&%) = (3 =13 .

Folglich ist die zu (1, ) duale Basis gegeben durch (3(3 — a), £(—1 + 2«)). Somit
ist
Oé(\/g) = Z< %(3 - Oé) ) %(_1 + 20&)> :
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Lemma 33 (Existenz einer A-linearen Basis)

Sei g ein endliches Tupel von Elementen von L. Die folgenden Aussagen (1,2) sind dqui-
valent.

(1) Esist g eine A-lineare Basis von B.

(2) Esist g eine K-lineare Basis von L mit B = A(g).

Insbesondere besteht jede A-lineare Basis von B aus { Elementen.
Ist A ein Hauptidealbereich, dann gibt es eine A-lineare Basis von B.

Ist A=7 und B = Oy, so heifit eine Z-lineare Basis von Op, auch Ganzheitsbasis.

Beweis.
Ad (2) = (1). Da g ein K-linear unabhéngiges Tupel ist, ist es auch A-linear unabhéngig.

Ad (1) = (2). Da g ein A-linear unabhéngiges Tupel ist, ist es auch K-linear unabhéngig.
Denn gibe es eine nichttriviale K-Linearkombination von g, die 0 ergibt, so kénnten wir
diese mit einem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten multiplizieren und erhielten eine
nichttriviale K-Linearkombination von g, die 0 ergibt, welche es aber nicht gibt. Bleibt
zu zeigen, daB {g) = L ist. Sei y € L gegeben. Schreibe y = a~'b fiir ein a € A* und ein
b € B; cf. Lemma 27. Dann ist b € B = Alg) € k(g) und also auch y = a™'b € {g).

Sei nun A als Hauptidealbereich vorausgesetzt. Wir wollen zeigen, dafl es eine A-lineare
Basis von B gibt.

Sei (y; : ¢ € [1,{]) eine K-lineare Basis von L, die in B liegt; cf. Lemma 28. Sei M :=
Ay o i €[1,4]). Es hat M# eine A-lineare Basis aus ¢ Elementen; cf. Lemma 31.(3). Es
ist

w

B.30 L.31.(2)
M CB C B* C M7*".

Da A ein Hauptidealbereich ist, folgt aus M# endlich erzeugt frei iiber A auch B endlich
erzeugt frei iiber A; cf. Aufgabe 13.(2). Mit anderen Worten, es gibt eine A-lineare Basis
von B. o

Auch aus M C B C M# folgt iibrigens ¢ = rka(M) < tka(B) < tka(M#) = £; cf.
Aufgabe 13.(2).

Bemerkung 34 Seiy = (y; : i € [1,{]) ein Tupel von Elementen von B. Genau dann
ist die A-lineare Abbildung ¢ : A®' — B, (a:)icp,q— Zie[w a;y; bijektiv, wenn y eine
A-lineare Basis von B ist.

Bewezs.

Ad =. Da o surjektiv ist, ist B = A(y).
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Wir haben zu zeigen, daf} y eine K-lineare Basis von L ist. Aus Dimensionsgriinden geniigt
es, die K-lineare Unabhéngigkeit von y zu zeigen..

Sei Zz‘e[l,e} ry; = 0 mit z; € K fiir ¢ € [1,/] gegeben. Wéhle ¢ € A* mit cx; € A fiir
i € [1,4]. Dann ist o((czi)iep,q) = (D ;epq i) = 0, wegen der Injektivitét von ¢ somit
cx; = 0 und also z; = 0 fiir 7 € [1, /].

Ad <. Die Surjektivitdt von ¢ folgt aus B = (y). Die Injektivitdt von ¢ folgt aus

der K-linearen Unabhéngigkeit von y durch Anwendung auf Linearkombinationen mit
Koeffizienten in A C K. o

Beispiel 35
(1) Betrachte Q(i)|Q. Eine Z-lineare Basis von Ogqg ist (1,1); cf. Aufgabe 3.

(2) Betrachte Q(v/5)|Q. Eine Z-lineare Basis von Oq(vs) ist (1, 1+2‘/5) ; cf. Aufgabe 3.

Lemma 36 (Eindeutigkeit der Diskriminate bis auf Einheitenquadrat)
Ist A ein Hauptidealbereich und g == (g; : i € [1,£]) eine A-lineare Basis von B, so heifst

AL\K,Q € A

auch die Diskriminante von B|A beziiglich g.

Sind mit g == (g; : i € [1,£]) und h := (h; : i € [1,{]) uns A-lineare Basen von B
gegeben, so gibt es ein Element e € U(A) mit

AL|K,g = €2AL|K,@
Mit anderen Worten, bis auf das Quadrat einer Einheit in A liegt die Diskriminante von

B|A eindeutiqg fest.

Beweis. Es ist Apk g € A, da Trp i (gig;) € Afiird, j € [1,/]; cf. Lemmata 20.(2) und 22.
Schreibe g; = Zje[l,é] aj;h; und h; = Zke[l,ﬁ] ay, jgr mit a;;, aj ; € A. Dann wird

Z akzgk = G = Z Z a]zak]gkv

ke[l JE[1,0] ke[1,4]

also i = 3 e G, 05 fir i, k € [10. Mit T := (a5;);5, T := (aj ;)r,; € A™ ist
also T'T = E, . Es folgt det(T") det(T') = 1 und somit det(T") € U(A).

T(gi) = Tk( Z ajih Z aj; (R

Nun ist

fir k, ¢ € [1,/] und also

Vandpik,y = ((9:))ix = (a50)ij - (Te(hy))jn = T* Vandpkp ,
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woraus
det(Vandyx,4) = det(T)det(Vandyk,»)
und also
AL|K,Q = det(T)QALu(’ﬁ
folgt; cf. Lemma 24. o

Definition 37 Ist A =Z, K = Qund g := (g; : i € [1,{]) eine Z-lineare Basis von
B = Oy, so heifit die Diskriminante

AL = AL|Q,Q c Z ,

von O |Z auch kurz die Diskriminante von L.

Sie ist von der Wahl von g unabhéngig, da e* = 1 fiir e € U(Z) = {—1, 41} ; cf. Lemma 36.

Beispiel 38

(1) Es ist Aqu = —4, da (1,i) eine Z-lineare Basis von Oqg) = Zli] ist; cf. Beispie-
le 23 und 26.

(2) Wir wollen Agq 5 berechnen. Schreibe a := %5 Es ist y = (1,a) eine

Z-lineare Basis von Oq 5 = Z[a]; cf. Aufgabe 3. Das Element von Ordnung 2
in Gal(Q(v/5)|Q) schickt /5 auf —v/5 und somit o auf 1 — a. Es ist

Vandg(ys)q,y = (a1-a)

und somit

2 2 2 _
Aqus) = Aquaiiam = det(Vandgsq,)? = (1-20)* = (—V5)* = 5.

1.4 Komposita

Sei K ein perfekter Korper. Seien L'|K und L”|K endliche Korpererweiterungen.
Sei (' :=[L': K]. Sei y = (y; : i € [1,£']) eine K-lineare Basis von L'.
Sei (" :=[L": K]. Sei y" = (y} : j € [1,£"]) eine K-lineare Basis von L".

L/ L//
N
K
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1.4.1 Komposita von Koérpererweiterungen

Definition 39 Eine Korpererweiterung L|K, zusammen mit Koérpermorphismen ¢ :
L' — L mit ¢'|¥ = idg und ¢” : L” — L mit ¢"|¥ = idg, heiit Kompositum von
L'|K und L"|K, falls der einzige Teilkorper von L, der ¢'(L’) und ¢"(L") enthilt, gleich
L ist.

Ist also diesenfalls F' ein Teilkérper von L mit ¢/'(L') C F und ¢”(L”) C F, dann ist
bereits F' = L. Man sagt auch, /(L) und ¢"(L") erzeugen den Korper L.

Lemma 40 FEs gibt ein Kompositum L|K von L'|K und L"|K via gewisser Korpermor-
phismen @' : L' — L und ¢" : L — L.

Beweis. Sei E' Zerfallungskorper von L'| K. Sei E” Zerfallungskorper von L”| K. Cf. Lem-
ma 11.(1,2).

Es sind E'|K und E”|K galoisch. Also ist E'|K Zerfillungskorper eines normierten Po-
lynoms f1(X) € K[X]; und es ist E”|K Zerfallungskorper eines normierten Polynoms
f2(X) € K[X]; cf. [5, §3.5.1.4]. Sei E Zerféllungskorper von fi1(X)f2(X) € K[X]; cf.
[5, §2.5.2).

Sei £ das Erzeugnis der Nullstellen von f;(X) in E. Dann ist auch £’ Zerfallungskorper
von f1(X) € K[X]. Also kénnen wir einen Isomorphismus E’ <~ E' wihlen, der auf
K identisch einschrankt; cf. [5, §3.5.1.4]. Sei ¢’ : E' — F sein Kompositum mit der
Einbettung E' . E.

Sei £ das Erzeugnis der Nullstellen von fo(X) in E. Dann ist auchf?” Zerfallungskorper
von fo(X) € K[X]. Also kénnen wir einen Isomorphismus E” —~~ E” wihlen, der auf K
identisch einschréankt; cf. loc. cit. Sei ¢” : E” — E sein Kompositum mit der Einbettung

E"C ., E.
Sei L der kleinste Teilkorper von E, der €’(L') und €”(L") enthlt.

Sei ' 1= &'|E,. Sei ¢ := £"|F, . Dann ist L der kleinste Teilkérper von L, der ¢'(L') =
g'(L') und ¢"(L") = €"(L") enthalt.
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AN

E' L E"

RN

L/ L//

N

Beispiel 41

(1) Sind in der Situation von Definition 39 die Abbildungen ¢’ resp. ¢ Einbettungen
von Teilkorpern L' resp. L” in L, dann ist L ein Kompositum von L'|K und L"|K,
wenn L der kleinste Teilkorper von L ist, der L' und L” enthélt.

(2) Esist Q(v/2,(3)|Q Kompositum von Q(+/2)|Q und Q({3)|Q, via der Einbettungen.
(3) Esist Q(v/2,(3)|Q Kompositum von Q(+v/2)|Q und Q(¢3v/2)|Q, via der Einbettun-

gen.

(4) Es ist Q(+/2)|Q Kompositum von Q(v/2)|Q und Q((3v/2)|Q, via der Identitéit und
via Q((v/2) =+ Q(V/2), (32— ¥/2; of. Losung zu Aufgabe 7.

Insbesondere zeigen (3) und (4), dafl ein Kompositum zweier Kérpererweiterungen nicht
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Cf. aber Lemma 47.(1) unten.

Bemerkung 42 Sei L|K ein Kompositum von L'|K und L"|K wvia ¢ : L' — L und
o' L' — L.

Dann st
L = k@) ¢"(yj) i€ 1,0], 5 €[1,7)
Insbesondere ist [L: K] < [L': K| [L": K].

Insbesondere ist L|K eine endliche Korpererweiterung.

Beweis. Wir haben

L € WeW) o' (0)) s i € L0, € [Le))
Zu zeigen.
Schreibe L” = K (2") fiir ein geeignetes 2" € L"; cf. [5, Aufgabe 54].
Schreibe w” := ¢”(2"). Dann ist ¢" (L") = K(w").
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Ein Teilkorper von L enthilt also genau dann ¢”(L”), wenn er K und w” enthélt. Somit
wird
L = ¢(L)(w").

Da z” algebraisch ist {iber K, ist auch w” algebraisch iiber K, a fortiori also algebraisch
iiber ' (L).

Jedes Element von L ist mithin ein polynomialer Ausdruck in w” mit Koeffizienten in
¢'(L).

Jeder dazu benétigte Koeffizient liegt in @' (L) = {¢'(y}) : i € [1,0]).

Jede dazu benotigte Potenz von w” liegt in
Kw") = ¢"(K(z")) = &"(yf - 7€ L0T) = {¢"(y5) : J€[1,07]) .

Besagte Linearkombination liegt also in x(¢'(y;) - ©"(y7) : i € [1,0], j € [1,£"]). -

1.4.2 Komposita linear disjunkter Korpererweiterungen

Definition 43 Die Korpererweiterungen L'| K und L”|K heiflen linear disjunkt, wenn fiir
alle 2" € L" das Minimalpolynom p,» x(X) € K[X] auch in L'[X] noch irreduzibel ist.

Lemma 44 Sei L|K ein Kompositum von L'|K und L"|K, via ¢’ : L' — L und
o' L' — L.

Es sind L'| K und L”|K linear disjunkt genau dann, wenn [L : K] = [L' : K] - [L" : K] ist.

Insbesondere sind L'|K und L”|K genau dann linear disjunkt, wenn L”|K und L'|K linear
disjunkt sind. Die nichtsymmetrische Definition ist also nur etwas unschon.

Beweis. Sei L' = K (2') mit einem geeigneten 2’ € L'; sei L” = K (2”) mit einem geeigneten
2" e L"; cf. [5, Aufgabe 54]. Schreibe w' := ¢/(2’) und w” := ¢”(2"). Dann ist ¢'(L) =
K(w'), esist ¢"(L") = K(w") und es ist L = K(w',w").
Ad =. Es ist p,r k(X)) = pyr, k(X) irreduzibel auch noch in ¢'(L)[X] = K (w')[X] und
also gleich ju,, g (w)(X). Folglich ist

(K (w',w") : K(w')] = deg(pur, k@) = deg(par k) = [K(2"): K] = [L": K]
und somit

[K(w,w"): K] = [K(w, w"): K] [K('): K]

= [K(w,w"): K(w)]-[K(?): K] = [L":K]-[L':K].

Ad <. Sei [L: K| =[L': K]-[L": K|. Annahme, es sind L'|K und L”|K nicht linear
disjunkt. Sei «” € L"” mit p,» x(X) reduzibel in L'[X]. Schreibe v” := ¢”(u”). Dann ist
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auch 1,7 k(X) = pyr, k(X) reduzibel in L'[X], und somit auch in K (w’)[X]. Somit muf3
o, i () (X ) ein echter Teiler von g, g (X) sein. Also ist

[K(w', ") s K(uw')] = deg(por, k() < deg(pur k) = [K@"): K] = [K(u") : K.
Ferner ist Hw' | K (w', ,U//)( ) ein Teiler von M, K('U”)(X) und somit

(K (0!, 0 5 K (o)) = deg(pur cqunon) < deg(juun, i)
= [K("): K(")] = [K(z"): K(")] = [L": K(u")] .
Zusammen wird also
[L: K] = [K(w,v"): K] = [K(w,w"): K(w,0")] - [K{,v"): K@) [Kw): K|
< [L": K@ [K@W"):K]-[K(?):K] = [L":K]-[L: K],

und wir haben einen Widerspruch.

L =KW, w"
e \
K(w', ") (w") = @"(K(2")) = ¢" (L")
/

/ \ K(v") = ¢"(K(u"))
\ /
Beispiel 45

(1) Es sind Q(v/2) und Q((3) linear disjunkt, da wir als Kompositum L = Q(v/2, (3)|Q
nehmen kénnen und da [Q(v/2,G) : Q] =6 =3-2=[Q(V2) : Q] - [Q(&) : Q] ist;
cf. Aufgabe 7.

(2) Es sind L'|K und L'|K linear disjunkt genau dann, wenn L' = K ist. Denn wir
konnen als Kompositum ebenfalls L = L'| K wéhlen.

(3) Essind Q(v/2)|Q und Q(¢3v/2)|Q nicht linear disjunkt. Denn es ist [Q(+/2) : Q] = 3
und [Q(Gv/2) @ Q] = 3, aber das fiir das Kompositum aus Beispiel 41.(3) ist
[Q(V/2,¢3) : Q] =6 # 3-3; cf. Aufgabe 7.

Alternativ héatte man auch das Kompositum aus Beispiel 41.(4) heranziehen kénnen,
um damit festzustellen, daf auch [Q(v/2) : Q] = 3 # 3 - 3 ist.

Abermals alternativ hitte man auch feststellen konnen, daf 11, 35 o (X) = X 5—2in
Q(+/2) die Nullstelle v/2 hat und folglich reduzibel ist, um zu zeigen, daB Q(+v/2)|Q
und Q((¢3v/2)|Q nicht linear disjunkt sind.

Beachte, daB nichtsdestotrotz Q(v/2) N Q((3v/2) = Q ist, da kein weiterer Zwi-
schenkérper in den beiden Teilnehmern des Schnitts enthalten sind, i.e. da (1,3)
und (2, 3) die Gruppe S3 erzeugen; cf. Aufgabe 7.
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Korollar 46 Sei L|K ein Kompositum von L'|K und L"|K wvia ¢’ : L'— L und
o' L — L.

Es sind L'|K und L"|K genau dann linear disjunkt, wenn
(') - ¢"(y5) 1€ [1,0], 5 € [1,07)

eine K-lineare Basis von L ist.

Beweis. Wegen Bemerkung 42 ist genau dann [L : K] = [L' : K] - [L" : K], wenn das
K-lineare Erzeugendensystem (¢'(y;)-¢"(y!) : ¢ € [1,¢], j € [1,¢"] ) von L auch K-linear
unabhéngig ist. o

Lemma 47 Seien L'|K und L"|K linear disjunkt.
Sei LK, via ¢' : L' — L und ¢" : L" — L, ein Kompositum von L'|K und L"|K.

(1) Ist LIK, via ¢’ : L' — L und @ : L" — L, ein weiteres Kompositum von L'| K und
L"|K, dann gibt es einen eindeutigen Kérpermorphismus a:L—L mitaoy = ¢
und aco @" = @". Dieser ist ein Isomorphismus o : L —~ L.

(2) Ist M|K eine endliche Kérpererweiterung und sind Kérpermorphismen Y
und L' 2 M mit YK = " = idg gegeben, dann gibt es einen eindeutigen
Korpermorphismus B : L — M mit fo @' =" und o " =",

Beweis. Cf. Aufgabe 20. 5

1.4.3 Komposita linear disjunkter Erweiterungen und ganze
Elemente

Seien L'|K und L"|K linear disjunkt.

Sei A C K ein ganzabgeschlossener Teilring mit K = Quot(A).
Sei B" :=T1y/(A). Sei B” ;=T (A).

Sei g' = (g; : 1 € [1,{']) eine A-lineare Basis von B'.

Sei g" = (g : i € [1,£"]) eine A-lineare Basis von B".
Die Existenz solcher Basen ist garantiert, sofern A ein Hauptidealbereich ist; cf. Lemma 33.

Sei L eine gemeinsame Korpererweiterung von L' und L”, welche ein Kompositum von
L'|K und L"|K ist, mit den Inklusionen L' C— L und L” C L; cf. Definition 39.
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Um ausgehend von L’'|K und L”|K eine solche Situation zu erreichen, kann man e.g. via
Lemma 40 ein Kompositum dieser Erweiterungen konstruieren und dann die Kérper L’ und
L" isomorph duch Teilkérper dieses Kompositums ersetzen.

Sei B :=11(A). Esist B =BNL und B" =BNL".

Sei E ein Zerfillungskorper von LK ; cf. Lemma 11.(1,2). Sei C :=I'g(A).

Sei G := Gal(FE|K), sei U := Gal(E|L), sei V' := Gal(E|L'), sei V" := Gal(E|L").
Schreibe G = | ;cy oy 77V’ mit 7; € G fiir & € [1,£]. Schreibe G = | |;c; py 7/V" mit
7/ € G fiir j € [1,07].

Satz 48 (Diskriminante des Kompositums)

Wir erinnern daran, daf$ A ganzabgeschlossen ist, K = Quot(A) perfekt ist und die end-
lichen Korpererweiterungen L'|K und L"|K linear disjunkt sind. Bekanntlich nennen wir
' =L : K] und 0" = [L" : K|. Wir erinnern ferner an die A-lineare Basis g' von
B' =Ty/(A) und an die A-lineare Basis g" von B" = Iy (A). N
Seien die Diskriminanten von L'|K und L"|K in folgendem Sinne teilerfremd. Es gebe
s, " e A mit

S/AL/‘K,Q/ + S”AL//‘K,Q// = 1.

(1) Es ist
g = (gig;/ NS [176/]7 ] € [176//]>

etne A-lineare Basis von B.
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(2) Es ist

AL|I(,g = (AL"K,gi’)Z” . <AL’/|K,L”)€

Die Bedingung an die Teilerfremdheit der Diskriminanten kann hierbei nicht entfallen; cf.
Losung zu Aufgabe 62.

Bewezs.

Ad (1). Da ¢’ eine K-lineare Basis von L' ist, da g” eine K-lineare Basis von L” ist und
da L'|K und L"|K linear disjunkt sind, ist g eine K-lineare Basis von L ; cf. Korollar 46.

Wir haben B é A(g) zu zeigen.

Sei ein Element b € B gegeben. Schreibe b =: Zz’eu,e'] Zje[l,l” z; 59;9; mit z; ; € K stets.
Wir haben zu zeigen, dafl z; ; é A liegt fiir ¢ € [1,¢] und j € [1,¢"].

Schreibe d' := Ak o und d” := Apug 4. Daes s, 8" € A gibt mit s'd’ + s"d" =1
geniigt es zu zeigen, dal d'z; ; é A und d"z; é A liegen fur ¢ € [1,¢] und j € [1,¢7].
Wegen der Symmetrie der Situation geniigt es zu zeigen, daf stets d"z; ; é A liegt.
Schreibe y; := 37,y g 2i,; 9 fiir j € [1,0"]. Wir miissen d"y; = 3,1y o (d"2i ;)9 € B
zeigen fiir j € [1,£"], da ¢’ eine A-lineare Basis von B’ ist. Da B’ = L' N C' ist, geniigt es,
d"y; é C' zu zeigen fiir j € [1,0"].

Sei o : L — E der Koérpermorphismus mit oy| = idg | und ox|pr = 77| fir k €
[1,¢"]; cf. Lemma 47.(2).

Wiéhle einen Koérpermorphismus py, : E— E mit pi|, = oy fiir k € [1,¢"]; cf. Lem-
ma 11.(3).

Da py als Korpermorphismus injektiv ist, da pg eine K-lineare Abbildung ist und da
[E : K] endlich ist, ist py stets ein Isomorphismus, i.e. py € G fiir k € [1,£"].

Fir k € [1,0"] wird
L.20.(1

> Z Z pie(i, )Pk (9i) pilgf) = Z Z i 9 Th(95) = Z 7(95); -

1€[1,0'] je[1,"] i€[1,0'] je[1,0"] JEe[1,e7]

!
Seiy' = (y); € L'*>1 Wir haben d"y’ € C**' zu zeigen.

Mit den getroffenen Wahlen ist Vand k. o = (74/(9;))x € C*"**" Thre Determinante ist
det(Vand g, gv)* = d” cf. Lemma 24.

In Matrix und Vektor zusammengefafit wird

(VandL/l‘K,L”)t y/ c C@Hxl .
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Dank Cramerscher Regel gibt es eine Matrix S € C“** mit S - (Vand |k, ﬂ)t =
det(Vandpr i, g0 )Epr 3 of. Aufgabe 1.(2). Mit T := det(Vandp k¢S € C** wird
T- (VandL//‘K7Lu)t = d//EZN . Somit ist auch

d”y/ =T. (VaHdL/qK’gi//)ty, € CKHXl .

!
Ad (2). Wir behaupten U = V' N V", Zu zeigen ist nur DO. Sei o € G mit o(y') =y fir
y' € L' und o(y") = 4" fir y’ € L” gegeben. Schreibe Fix, (L) :={y € L : o(y) =y }.
Es ist Fix,(L) ein Teilkoérper von L. Es sind L' und L” in Fix,(L) enthalten. Da L
Kompositum von L' und L” ist, folgt Fix,(L) = L, i.e. o € U. Dies zeigt die Behauptung.

Wir behaupten die Existenz der bijektiven Abbildung

G/IU — (G/V') x (G/V")
oU +—— (cV' , aV").

Diese ist wohldefiniert und injektiv, da fiir o, 7 € G genau dann cU = 7U ist, wenn
o lr e U=V'NV"liegt, i.e. wenn 0717 € V' und o~ 17 € V" liegen, i.e. wenn oV’ = 7V’
und oV = 7V" ist. Ferner ist |G/U| = [L: K] "=* [I': K]-[L" : K] = |G/V'|-|G/V"| =
|(G/V") x (G/V")]|. Dies zeigt die Behauptung.

Alternativ erkennt man die Surjektivitit dieser Abbildung auch folgendermaflen. Sei
(V' a"V") € (G/V') x (G/V") gegeben. Sei ¢ : L — E der Kérpermorphismus mit
ol = o'l und o|pr = o”|pv; of. Lemma 47.(2). Sei p : E — E ein Kérpermorphismus
mit p|p = 7; cf. Lemma 11.(3). Es ist p € G mit p|py = o'|p und p|pr = o”|pr, ie.
pV' =o'V und pV" = oV".

Fiir (4,7) € [1,0] x [1,£"] sei 7,5 € G mit 7 5V’ = 7/V' und 7 yV" = 7/'V" gewihlt.
Dank vorstehender Behauptung ist auch G = U(i,j)e[uqx[wl] T4, HU.

Schreibe ¢ := [L : K| = ¢ - {". Wir wihlen eine Bijektiion

(1,0 —= [1,0] % [1,07]
ko alk) = (o/(k),a"(k))

Mit ihr wird G = |_|ke[1,£] Ta(k)U. Wir prézisieren noch die Anordnung der Elemente in g
zu

9 = (Yo Jarwy * K € [1,4])

Die Diskriminante ist von der Wahl dieser Anordnung unabhingig, da eine andere Wahl
nur ein Wechsel des Vorzeichens in der Determinante der Vandermondematrix verursachen
kann.
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So wird in E¢*¢

Ta(n) (g/a/(k) : ggu(k)))k’n
Ta(n) <g;/(k)) " Ta(n) (gg”(k)»k,n

(

(

(T(/)/(n) (g:)/(k:)) : T(/)c,”(n) (ggu(k)))k,n
(

(

(

Vandp g, g
el Tor(m)(Gar(my) * Oy, (m) * Oac(m), (k) ™ Ten ) (T (1))
Zme[l,ﬂ] T(/)/(n) (g;’(m)) ' aOé”(n),o/’(m) : ao/(m),o/(k) : Tg”(m) (gg//(k)))mk)t

Ta’(n) (g;/(m))aa//(n)7a//(m))n,m : (aa/(m)ja/(k)Tg//(m) (gg//(k)))m’k)t .
Mit Aufgabe 21 wird iiber eine Blockdiagonalmatrixiiberlegung

Aet (721 (s () Doy, o) Jmm) - = det((7](g7))i, )" = det(Vandpk, o)
det((Da(m), o (&) Tovr () (Gorm) o) = det((77/(97))i,;)" = det(Vand o, g7)"

/

Mit Lemma 24 wird

/ ’

AL|K7Q = det(VanduK,g)Q = det(VandL/‘K71)2€//-det(VandL//|K7L")2£ = (AL/|K797/)ZH'(AL"|K797//>€

[m]



Kapitel 2

Ideale

2.1 Dedekindbereiche

Lemma 49 Sei R ein kommutativer Ring. Die Aussagen (1) und (2) sind dquivalent.

(1) Jedes Ideal in R ist endlich erzeugt.

(2) Jede nichtleere Teilmenge von ldeale(R) hat ein maximales Element.
Beweis. Cf. Aufgabe 24.(1). o

Definition 50 Ein kommutativer Ring, der eine der dquivalenten Bedingungen von Lem-
ma 49 erfiillt, heiflt noethersch.

Bemerkung 51 Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Ist R ein Hauptidealbereich, dann ist R noethersch. Cf. auch Aufgabe 2.(1).
(2) Ist R noethersch, dann ist auch R[X] noethersch; cf. Aufgabe 24.(2).

(3) Ist R noethersch und a C R ein Ideal, dann ist auch R/a noethersch; cf. Aufga-
be 24.(3).

(4) Ist R noethersch und a C R ein Ideal, dann gibt es ein maximales Ideal m mit
aCmcCR.
Denn { b € Ideale(R) : a C b C R} enthélt a, ist daher nichtleer und enthélt somit
wegen R noethersch ein maximales Element m. Dieses ist dann auch maximal in
Ideale(R)~{(1)}, denn fiir m" € Ideale(R)~{(1)} mit m C wm’ folgta Cm C m’' C R,
nach Wahl von m also m = m’. (%)

2Das Lemma von Zorn muf fiir diese Aussage im Falle R noethersch also nicht eingesetzt werden. Cf.
Behauptung in Losung zu Aufgabe 13.(1).

37
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Definition 52 Ein ganzabgeschlossener, noetherscher Integritidtsbereich, in welchem je-
des Primideal ungleich (0) ein maximales Ideal ist, heifit Dedekindbereich oder dedekindsch.

Cf. Definitionen 7.(2) und 50.
Bemerkung 53 Jeder Hauptidealbereich ist dedekindsch.

Beweis. Sei A ein Hauptidealbereich. Es ist A noethersch; cf. Bemerkung 51.(1). Es ist A
ganzabgeschlossen; cf. Aufgabe 6.(1).

Weil jedes a € Ideale(A) \ {(1)} in einem maximalen Ideal von A enthalten ist gemé&f
Bemerkung 51.(4) und weil jedes maximale Ideal prim ist, da sein Faktorring ein Korper
und also ein Integritdtbereich ist, geniigt es zu zeigen, dafl es keine zwei Elemente von
Ideale’ . (A) gibt, deren erstes eine echte Teilmenge des zweiten ist.

prim
Sei ein Primideal in A gegeben. Dieses ist von der Form (p) fiir ein p € A. Sei ein weiteres
Primideal in A gegeben, welches echt in (p) liegt. Dieses ist also von der Form (zp) fiir

ein z € A. Wir haben (xp) = (0) zu zeigen. Annahme, nicht. Dann sind = # 0 und p # 0.
Es ist zp € (zp). Es ist & (xp), da sonst x = xpa fiir ein a € A wire, also 1 = pa,
also (p) = (1), was nicht der Fall ist. Es ist p ¢ (xp), da sonst (p) C (zp) ldge und somit
(xp) = (p) ware. Folglich ist (xp) kein Primideal, und wir haben einen Widerspruch. o

Lemma 54 (Ganzer Abschlufl wieder dedekindsch)

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt.

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Schreibe B := I, (A).
Es ist B ein Dedekindbereich.

Wir haben eine Abbildung Ideale),;  (B)— Ideale]; (A), g—q N A.

Insbesondere ist im Falle A = Z und K = Q, also im Falle L Zahlkorper, der Zahlring
O =T1(Z) ein Dedekindbereich.

Beweis. Es ist B als Teilring von L ein Integritétsbereich.

Nach Aufgabe 24.(5) ist auch B noethersch.

Es ist B ganzabgeschlossen; cf. Bemerkung 8.(2).

Sei q C B ein Primideal ungleich (0). Wir haben zu zeigen, dal q ein maximales Ideal ist.
Schreibe p := ANq.

Wir haben einen injektiven Ringmorphismus ¢ : A/p— B/q, a + pr—a + q in den
Integritatsbereich B/q; beachte, dafl fiir a € A genau dann a € q liegt, wenn a € p liegt.
Da B/q ein Integritdtsbereich ist, folgt, dafl auch A/p ein Integritdtsbereich ist, i.e. dafl
p ein Primideal in A ist.

! A.25.(2)
Zeigen wir p # (0). Wihley € ¢*. Fiireinn > 1ist p, 5 (X) =: 3 Jicp X' € A[X].

Es ist ag # 0, da sonst X ein Teiler von p, i (X) wire, was X = p, x(X) und somit y =0
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nach sich zoge. Da y € q liegt, liegt auch ag = y - (= >,y @iy"™') € q. Insgesamt ist
ag € AN qg=7p=~.

Da A dedekindsch ist, ist p C A ein maximales Ideal; cf. Bemerkung 53. Wir haben zu
zeigen, dal B/q ein Korper ist. Da B ein endlich erzeugter A-Modul ist, ist B/q via ¢ ein
endlichdimensionaler A/p-Vektorraum; cf. Aufgabe 27.(5). Da B/q ein Integritdtsbereich
ist, ist fiir b € B mit b + q # 0 die Abbildung

MNotq @ B/g — B/q, y+q+— (b+q)(y+q)

injektiv. Da diese auch A/p-linear ist, ist sie als injektiver Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen A/p-Vektorraums sogar bijektiv. Somit ist B/q ein Kérper. 5

Beispiel 55 Es ist Z[v/—5] = Oq(,/=5); cf. Aufgabe 3. Also ist Z[y/—5] dedekindsch. Es
ist Z[v/—5] aber kein Hauptidealbereich; cf. Aufgabe 6.(4).

2.2 Primidealfaktorzerlegung in Dedekindbereichen
Sei D ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(D).

Definition 56
(1) Ein gebrochenes Ideal von D ist eine Teilmenge von K von der Form
za:={xa :a€a},

wobei z € K* und a € Ideale™ (D) sei. Die Menge der gebrochenen Ideale von D
bezeichnen wir mit Ideale™ (D). Es ist also Ideale™ (D) C Ideale™ (D).

(2) Fir n > 1 und x; € K* fiir i € [1,n] schreiben wir
(1, ..., xy) == {dxy+---+dyz, : die D firie[l,n]}.

Dies ist ein gebrochenes Ideal, wie man durch Multiplikation mit einem gemeinsamen
Nenner der z; erkennt. Ein gebrochenes Ideal der Form (z) fiir ein 2 € K* heifit
gebrochenes Hauptideal von D.

Liegt z; € D fiir i € [1,n], so ist das gebrochene Ideal (z;, ..., x,) das Ideal von
D, das bereits diese Bezeichnung trigt.

(3) Seien g, h € Ideale™ (D). Wir setzen

g* = g~ {0}
g-h = zZgh:g€g heb) = {>cnyghi:k=0,9 €9 hebfliriellkl}
g+h = {g+h:gcg heh}

gt = {zeK:2gCD}.
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Multiplikation gebrochener Ideale ist assoziativ und kommutativ; cf. betreffende
Konvention, angewandt auf Teilmengen von K. Wir kénnen so ohne Klammerung
das Produkt mehrerer gebrochener Ideale bilden. Das leere Produkt sei dabei gleich
D= (1).

Beachte noch (z)g = zg, (z)(y) = (zy) und ()~ = (z71) fir x, y € K*.

Bemerkung 57 Seien g, h € Ideale™ (D).

Dann sind auch gh, gNbh, g+ b, g~! € Ideale™ (D).

Ist g C D, dann ist g € Ideale™ (D).

Sind bereits g, h € Ideale™ (D), dann sind auch gh, gNb, g+ b € Ideale™ (D).

Beweis. Cf. Aufgabe 28.(1). -

Beispiel 58 Sei D = Z; cf. Bemerkung 53.

Esist (2)+(3) =(2,9) = 5(6,45) = 15(3) = () € Ideale*(Z). Sein Inverses ist (4.
Lemma 59 Sei a € Ideale™ (D).

Dann gibt esn > 0 und p; € Ideale’. (D) fiiri € [1,n] mit

prim

pip2---pn © @

Beweis. Bestehe M C Ideale™ (D) aus den Idealen, die der Aussage nicht geniigen. Wir

haben M = () zu zeigen. Annahme, nicht. Da D noethersch ist, hat M ein maximales
Element b. Es ist b kein Primideal. Es ist b # (1). Also gibt es Elemente z;, 25 € D
mit x1xy € b, aber 7 & b und 25 & b. Sei by := b + (z1). Sei by := b + (22). Dann
ist b C by und b C by . Folglich liegen b; und by in Ideale™ (D) ~ M. Seien n; > 0 und
p1; € Ideale’ ;. (D) fir ¢ € [1,nq] und ny > 0 und py; € Ideale) ;. (D) fiir i € [1, ny| mit

prim prim

PLaPi2-  Pia, S by
P2iP22 - Pan, S bo

gewahlt. Dann ist
PraPi2 P P22 Pon, © b1by C b,

letzteres, da x125 € b. Also ist b € M und wir haben einen Widerspruch. 0
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Lemma 60 Sei p € Ideale’, (D). Dann ist D C p~'.

prim

!
Beweis. Es ist D C p~t, da Dp C D. Wir behaupten DCp~!. Sei a € p*. Sei n > 1 mini-
mal derart, da8 wir p; € Ideale]; (D) wihlen konnen mit p1ps - - - p, C (a); cf. Lemma 59.
Da pips -+ pn C (a) C p, gibt es ein i € [1,n] mit p; C p, wie iterierte Anwendung von
Aufgabe 28.(2) zeigt. Sei 0.E. i = 1. Da D dedekindsch ist und p; € Ideale’; (D) liegt,

prim
ist p; ein maximales Ideal von D. Also ist p; = p.

Wegen der Minimalitat von n ist ps - - - p,, € (a). Folglich kénnen wir ein b € ps - - - p,, \ (a)
wihlen. Aus b & (a) folgt a™'b € a™'(a) = (1) = D.

Ferner ist (a™1b)p C a 'pipa--pn Ca'(a) = (1) = D. Also ist a™'b € p~t. o

Lemma 61 Sei p € Ideale’; (D). Sei a € Ideale* (D). Dann ist a C ap~!.

prim

Beweis. Da D C p~!, ist auch a C ap~!.

Annahme, es ist a = ap~ 1.

Sei x € p~! gegeben. Sei a= (ay, ..., ay) fiir ein £ > 1 und gewisse a; € D fiir i € [1,/],
moglich, da D dedekindsch und also noethersch ist.

Da za C a, kbénnen wir xa; = 33, 1, 4 i, ;0; schreiben mit S := (s;;);; € D™ Mit
a:=(a;); € D' und T := (zE, — S) € K** ist also Ta = 0.

Die Cramersche Regel aus Aufgabe 1.(2) gibt ein 77 € K¢ mit T'T = det(T)E,. Also ist
det(T)a = 0 € K und folglich det(T)a; = 0 fiiri € [1,¢]. Daa # (0), gibt es ein j € [1, /]
mit a; # 0. Aus det(7)a; = 0 folgt dann det(T") = 0. Daher ist f(X) := det(XE, — S) €
D[X] ein normiertes Polynom, fiir welches f(z) = det(zE, — S) = det(T") = 0 ist. Somit
ist x € Ix (D). Aber I'x(D) = D, da D dedekindsch und also ganzabgeschlossen ist. Also
ist z € D.

Dies zeigt p~* C D, im Widerspruch zu Lemma 60. o

Die Argumentation war dhnlich wie bei Lemma 1 zu (3) = (1).

Korollar 62 Fir p € Ideale’, (D) ist pp~' = D.

prim

Beweis. Dank Lemma 61 und dank Definition 56.(3) ist p C pp~' C D. Da D dedekindsch
ist, ist p ein maximales Ideal. Daher mufl nun pp~! = D sein. o
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Satz 63 (Primidealfaktorzerlegung) Wir erinnern an D dedekindsch.
Sei a € Ideale™ (D) gegeben.

(1) Es gibt ein m > 0 und p; € Ideale’, (D) firi € [1,m] mit

prim
a = pip2---Pm -

(2) Sind m =0 und p; € Ideale), (D) firi € [1,m)]

prim
sowie n > 0 und q; € Ideale]; (D) firi € [1,n] mit

a = pip2--Pm = Qg2 qn

gegeben, dann ist m =n, und es gibt ein o € Sy, mit p; = o) fir i € [1,m].
Falls D ein Hauptidealbereich ist, kennen wir diese Aussagen aus Aufgabe 2.(3).

Bewezs.

Ad (1). Bestehe M C Ideale* (D) aus den Idealen, die der Aussage nicht geniigen. Wir

haben M = () zu zeigen. Annahme, nicht. Da D noethersch ist, hat M ein maximales Ele-
ment b. Esist b # (1). Sei p C D ein maximales Ideal, das b enthélt; cf. Bemerkung 51.(4).
Es ist p € Ideale’;, (D). Es ist

prim

L.6

1
b C bp ' C pp

1 K.62

D .

Also ist bp~! € Ideale(D) ~. M. Schreibe bp~ = qiqz---q, fir ein n > 0 und q; €
Ideale) ;. (D). Es folgt
K. 62

b =" bp P =01q2- - gub
Ad (2). Sei
PP Pm = Qg2 -n

gegeben wie in der Aussage. Sei 0.E. m < n. Wir fithren eine Induktion tiber m > 0. Im
Falle m = 0 ist die linke Seite gleich (1), und es folgt n = 0, da ansonsten die rechte Seite
ein echtes Ideal in D wire.

Sei nun m > 1. Es ist qiq2---qn = p1p2---Ppm C pm. Also gibt es ein ¢ € [1,n] mit
qi € P ; cf. Aufgabe 28.(2). O.E. ist i = n. Aus D dedekindsch folgt g, maximal, also
0n = Pm und somit

_1 K.62

K.62 1
= P1Pm—1PmPr, = 91 9n-1929, = 91" gn-1 -

P Pm—1

Induktion zeigt nun, dal m — 1 =n — 1 ist und ein p € S,,_; existiert mit q,; = p; fir
i€ [l,m—1]. Sei nun o(i) := p(i) fir i € [1I,m — 1] und o(m) :=m = n. 5
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Korollar 64 Es ist Ideale™ (D) eine abelsche Gruppe mit der in Definition 56.(3) ein-
gefiihrten Multiplikation gebrochener Ideale.

1

Dabei ist fiir g € Ideale™ (D) das multiplikativ Inverse durch g=' im Sinne von Definiti-

on 56.(3) gegeben.

Beweis. Zeigen wir die Gruppeneigenschaft. Die Multiplikation ist kommutativ und asso-
ziativ. Es ist (1) ein neutrales Element.

Es bleibt zu zeigen, dafl zu jedem gegebenen g € Ideale™ (D) ein Inverses existiert. Schreibe

g = za mit z € K* und a € Ideale”(D). Schreibe a = p;---p,, mit m > 0 und
pi € Ideale ;. (D) fiir i € [1,m]; cf. Satz 63.(1). Es wird
g (a7t pnt) = apn P2yt (1)

Bleibt zu zeigen, daf dieses multiplikativ Inverse gleich g~! im Sinne von Definition 56.(3)
ist.

Esist g7' = (za)™! = 27 'a™!, da fiir y € K genau dann y € (za)™! liegt, wenn yza C (1),
ie.yr € a”l e y € xta?! liegt.
Aus a-prtooppt=pre by opyt S (1) folgt pytept Catt

Ausa™t-p;---p, =a!-a C (1) folgt durch Multiplikation mit p;*---p} dank Korol-
lar 62, daBB a™' C p;t---ptist.

Zusammen ist a=! = p7'---p~! und somit g7 = 7 ta! = 27 'p7! .- p=!. wie noch zu
1 m 1 m

zeigen blieb. o

Lemma 65 Schreibe P := Ideale*

prim
Sei

(D).

Z%" = {(yy)pep : Yy EZfirpe Pund {p € P : 7, #0} endlich } .

Wir haben einen Isomorphismus abelscher Gruppen

ZeP £, Ideale* (D)
(Vp)pep 1_[13613,%7&()13W

Fiir (Y )pep € Z&7 schreiben wir dann auch [],cpp™ = [Toep, 4007
Sei
(Vp(@))per = ¢ '(9) -

Le.
9 = Ilepp™®  fiir g € Ideale*(D)

Y = Vq(HpeP p*)  fir (v)pep € Z%7 und q € P .
Es heifit vy(g) die Bewertung von g bei p.



44

Wir setzen noch v,((0)) := 0o und vy(x) ;= vy((z)) fir x € K und p € P.
Ist p € P ein Hauptideal, also p = (p) fiir ein Primelement p € D*, dann schreiben wir
auch v, := v = vy .

Cf. auch Aufgabe 2.(4).

Beweis. Fiir (vy)y, (Bp)y € ZT ist

At (Bp)p) = A +Bp)p) = prwp = (HP%)'(HPBP) = @(()p) - A(Bp)y) -
peP peP peP

Also ist ¢ ein Morphismus abelscher Gruppen.

Wir behaupten die Injektivitit von o. Sei (Vp)pep € Z®F mit [I,epp™ = (1) gegeben. Wir

haben ~, = 0 fiir p € P zu zeigen. Es ist

Gibe es ein q € P mit v, > 0, dann wiirde q in der linken, nicht aber in der rechten Seite
als Faktor auftreten, im Widerspruch zu Satz 63.(2). Gibe es ein q € P mit 7, < 0, dann
wiirde q in der rechten, nicht aber in der linken Seite als Faktor auftreten, im Widerspruch
zu Satz 63.(2). Also ist 7, = 0 fiir p € P.

Wir behaupten die Surjektivitdt von . Sei g € Ideale™ (D) gegeben. Schreibe g = %la
mit d € D* und a € Ideale* (D). Schreibe (d) =: [[,cpp® und a =: [[,cpp® mit
(6p)p s (ap)y € Z®F, wobei stets &, , > 0; cf. Satz 63.(1). Dann wird (o — dy), € Z%F

und
g= (@ a=(J]o7%) (I]r*) = TIp™" = @l(ap—5y)s) -

peP peP peP

Bemerkung 66 Schreibe P := Ideale’;

prim

(D).

(1) Fir g € Ideale™ (D) ist genau dann g € Ideale™ (D), wenn vy(g) > 0 ist fir p € P.
(2) Firxz e K ist genau dann x € D, wenn vy(z) > 0 ist fir p € P.

(3) Firu e K ist genau dann u € U(D), wenn vy(u) =0 ist fir p € P.

Beweis.

Ad (1). Ist g € Ideale™ (D), dann konnen wir g = [[,_pp" schreiben mit ~, > 0 stets; cf.
Satz 63.(1). Dann ist v,(g) = 7, fiir p € P; cf. Lemma 65.

Ist umgekehrt vy(g) > 0 fiir p € P, dann ist g = [[,cp p'»(® C D, insbesondere g €
Ideale™ (D) ; cf. Lemma 65, Bemerkung 57.



45

Ad (2). O.E. ist € K*. Die Aussage ergibt sich aus (1) fiir g = (z).

Ad (3). O.E. ist u € K*. Ist u € U(D), dann ist (u) = (1) und also vy(u) =0 fir p € P.
Ist umgekehrt v,(u) = 0 fiir p € P vorausgesetzt, dann ist auch v,(u™') = —vy(u) =0
fir p € P, somit u € D und v~ € D und also u € U(D). o

Definition 67 Schreibe Idealey, (D) := {(z) : # € K* } C Ideale™ (D) fiir die Teil-
menge der gebrochenen Hauptideale.

Sei daran erinnert, dafl Ideale™ (D) eine abelsche Gruppe ist beziiglich der Multiplikation
gebrochener Ideale; cf. Korollar 64.

Da (1) € Idealef, (D) und da fiir z, y € K* sich (z)(y)~' = (zy~') € Idealey,, (D)
ergibt, ist Idealey, (D) < Ideale™ (D).

Die Faktorgruppe

CI(D) := Ideale™(D)/Idealey, (D)
heifit Klassengruppe von D.

Fiir g € Ideale™ (D) schreiben wir [g] := gldealey, (D) € CI(D) fiir die Restklasse von
g in der Klassengruppe.

Ist K|Q eine endliche Korpererweiterung, i.e. K ein Zahlkorper, so wird in der Literatur
auch Cl(K) := Cl(Ok) geschrieben.

Beispiel 68 In Aufgabe 27.(1) wurde a € Ideale*(Z[y/—5]) mit [a] # 1, aber [a]? =
[a?] = 1 gefunden. Also hat [a] in CI(Z[v/—5]) die Ordnung 2.

Bemerkung 69
(1) Es st CI(D) ~ 1 genau dann, wenn D ein Hauptidealbereich ist.

(2) Wir haben die exakte Sequenz abelscher Gruppen

1 — UWD) — K* — Ideale*(D) — CI(D) —1
d +— d g —  [g] .

Dies besage, daff das Bild jedes auftretenden Morphismus gleich dem Kern des nach-
folgenden ist.

Bewezs.

Ad (1). Es ist CI(D) ~ 1 genau dann, wenn Idealef, (D) = Ideale™(D) ist, i.e. wenn
jedes gebrochene Ideal von D ein gebrochenes Hauptideal ist.

Dies ist der Fall, wenn D ein Hauptidealbereich ist.
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Ist umgekehrt Cl(D) ~ 1 vorausgesetzt, dann ist jedes Ideal von D, o.E. ungleich (0), ein
gebrochenes Hauptideal von D, welches in D liegt. Insbesondere liegt sein Erzeuger in D,
sodaf} es ein Hauptideal ist.

Ad (2). Zu zeigen ist nur, daB fiir x € K* genau dann (z) = (1) ist, wenn « € U(D) liegt.
Es ist (z) = (1) genau dann, wenn es ein d € D mit xrd =1l undeine € Dmitz =1-¢
gibt. Es folgt x € D und zd = 1, also € U(D). o

2.3 Lokale Betrachtungen

2.3.1 Lokale Charakterisierung von Dedekindbereichen

Lemma 70 Sei A ein Integrititsbereich. Schreibe K := Quot(A).

Sei L|K eine Kérpererweiterunyg.

Sei S C A* mit 1 € S und mit st € S fiir s, t € S gegeben.

Wir betrachten den Teilring ST'A={% :ac A, se€ S} C K wie in Aufgabe 10.(1).

(1) Sei b € Ideale(S™'A). Es ist S71(bN A) = b.

(2) Ist A noethersch, dann ist auch S~ A noethersch.

Gibt es zudem einn > 0 derart, daf jedes Ideal von A von n Elementen erzeugt ist,
dann ist auch jedes Ideal von S™'A von n Elementen erzeugt.

(3) Ist A ein Hauptidealbereich, dann ist auch S™'A ein Hauptidealbereich.
(4) Esist ST (A) =T (S7tA).

(5) Ist A ganzabgeschlossen, dann ist auch S™*A ganzabgeschlossen.

(6)

Ist A dedekindsch, dann ist auch S™*A dedekindsch.

Bewezs.

Ad (1).

|
Zug.Ista::%EbﬂAundsES,dannistfz%-%éb,da%ES’lAund%Eb.

!
Zu2D.Ist Y e bmity € Aundt € S,dannisty = ¥ = £.2 € ANb. Alsoist ¥ € S~'(bNA).

Ad (2). Sei b € Ideale(S7'A). Wir haben zu zeigen, dafl b endlich erzeugt ist. Da A
noethersch ist und da bN A € Ideale(A) liegt, konnen wir bNA = (21, ..., x,, ) schreiben
mit einem m > 0 und gewissen x; € A mit ¢ € [1,m]. Also ist

1
bgsfl(bﬂA) = {g Z a; : se€Sundag; € Afirie(l,ml} = (z1, ..., 2m),

1€[1,m]
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wobei letzteres Idealerzeugnis nun in S~!'A zu lesen ist, und wobei letztere Gleichheit in
der Richtung C direkt folgt, in der Richtung O daher riihrt, da x; in der linken Seite
liegt fur i € [1,m)].

Ist nun jedes Ideal von A von n Elementen erzeugt, dann ist stets m = n wahlbar und
also auch jedes Ideal von S™'A von n Elementen erzeugt.

Ad (3). Dies wird von der Zusatzaussage in (2) mit n = 1 geliefert.

Ad (4). Tst z € T,(S71A), dann gibt es f(X) € (S7'A)[X] normiert mit f(z) = 0. Nach

Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner kénnen wir

FX) = é(sX”—i— > ax)
]

i€[0,n—1

schreiben, wobei n := deg(f), s € S und a; € A fir i € [0,n — 1]. Folglich ist

(s2)" + ) (ais")(s2) = 0.

i€[0,n—1]

Also ist sz € I},(A), und daher z = £ € S7'T}(A).

Ist w € ST'I(A), dann koénnen wir w = % schreiben mit s € S und u € I, (A4). Es gibt
9(X) € A[X] normiert mit g(u) = 0. Schreibe g(X) = X"+ 3,9, b; X" mit b; € A fiir
i € [0,n — 1]. Dann ist

Also ist w = % € I(S7'A).
Ad (5). Es ist K = Quot(S™'A); cf. Aufgabe 11.(2). Ist A ganzabgeschlossen, dann wird

T(S71A) & ST (4) = S'A.

Also ist auch S~'A ganzabgeschlossen.

Ad (6). Sei A dedekindsch; cf. Definition 50. Dann ist der Integrititsbereich S~1A
noethersch nach (2) und ganzabgeschlossen nach (5). Da die Bijektion aus Aufgabe 10.(1)
von der Menge der Primideale von A, die leeren Schnitt mit S haben, zur Menge der
Primideale von S™!'A inklusionserhaltend ist und da in A keine Primideale p; C py C p3
existieren, ist das in S™'A auch nicht der Fall. Somit ist jedes p € Ideale};, (S'A)

maximal. Insgesamt ist S~'A dedekindsch. o
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Lemma 71 (Approximation) Sei D ein Dedekindbereich. Schreibe K := Quot(D).

Sein = 0 gegeben. Seien p; € Idealepnm(D), vi € Z und y; € K gegeben firi € [1,n]. Sei

dabei p; # p; firi, j € [1,n] miti # j.

Dann gibt es ein x € K™ mat
v (r — ) = v fiurie[l,n]
vq(2) > 0 fiir q € Ideale) ;. (D)~ {p; i€ [l,n]}.

Ist v; > 0 und y; € D fiiri € [1,n], dann findet sich ein solches x bereits in D*.

Konnte man anstelle des > ein = schreiben, dann finde man insbesondere im Fall n = 1,
y1 = 0 und vy, = 1 ein Element z € D, fiir welches () iiberall dieselbe Bewertung hat wie
p1, fiir welches also nach Lemma 65 auch () = p; giilte — es folgte, dafl in D alle Primideale
und damit {iberhaupt alle Ideale Hauptideale wiren. Das ist i.a. aber nicht der Fall; cf.
Beispiele 55 und 68.

Bewezs.

Vorbemerkung. Fiir p € Ideale;
Gleichheit gelten kann.

Beachte auch Aufgabe 29.(1).

Reduktionsschritt. Sei s € D* so, dafl sy; € D und sp)" C D liegen fiir i € [1,n]. Sei

() =t [Licpam #7* mit m > n, mit p; € Ideale];,,(D) auch fiir i € [n +1,m] und mit

o; = 0 fiir i € [1,m]. Setze v; :== 0 und y; := 0 fir i € [n+ 1,m]. Es ist o; +; > 0 fiir
€ [1,m].

(D) und k > 0 ist p**! C p*, da wegen Satz 63.(2) keine

prim

Finden wir ein & € D* mit vy, (T —sy;) = v;+0; fur i € [1,m], dann ist mit z := 7 /s € K*
auch vy, (z — y;) = vy, ((Z — sy;)/s) = v fiir i € [1, m]. Insbesondere also fiir i € [1,n].
Fir i € [n + 1,m] liest sich die Gleichung als vy, (z) = 0. Fiir q € Ideale’,; (D) mit

0% (pr c i€ [Lm]} ist vala) = vo() — vo(s) = i) > 0.

Beweis im reduzierten Fall. Dank Reduktionsschritt diirfen wir o.E. y; € D und v; > 0
fiir ¢ € [1,n] annehmen, sofern wir dann = € D* suchen.

prim

O.E. ist n > 1. Wir haben den surjektiven Ringmorphismus

D - Hzeln] /p%+1
d +— (d+pl’+1)

gemiB Aufgabe 26.(2). Wihle ein z; € pY* ~ p)i*! fiir i € [1,n], moglich dank Vorbemer-
kung. Sei # € D ein Urbild von (y;+ 2 +p)ith); € [Ticiing D/p¥*. Esist « # 0 erreichbar

durch eventuelle Addition eines Elements aus [[;c;; plitt,

Sei i € [1,n]. Es ist x = Vi T 2 Zum einen folgt = — y; =il 2 =y 0, also
Vp, (T — ¥;i) = 7. Zum anderen folgt z — y; =it Zi ;éwﬂ 0, also vy, (z —y;) < .
Zusammen ist vy, (x —y;) =7, . 5
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Lemma 72 Sei D ein Dedekindbereich, fir welchen Ideale; (D) endlich ist. Dann ist
D ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei a € Ideale™ (D). Wir haben zu zeigen, dafi a ein Hauptideal ist. Sei n :=
| Ideale ;.. (D)| und Ideale); (D) =: {p; : i € [1,n]}. Nach Lemma 71 gibt es ein

prim

xr € D* mit vy, (z) = vy, (a) fiir i € [1,n]. Also ist (z) = a; cf. Lemma 65. -

Definition 73 Sei R ein Hauptidealbereich.
Es heifit R ein diskreter Bewertungsring, falls | Ideale’, (R)| =1 ist.

prim
Diesenfalls ist Ideale ), (R) = {(7)} mit einem geeigneten 7 € R*. Es heiflt v(r) = v, die

(diskrete) Bewertung auf R; cf. Aufgabe 2.(5).

Bemerkung 74 Sei D ein Dedekindbereich. Sei p € Ideale’,; (D).

prim

FEs ist D, ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Es ist D, ein Dedekindbereich; cf. Lemma 70.(6). Es ist Ideale ), (Dp) = {pp};
cf. Aufgabe 10.(2). Insbesondere ist D, ein Hauptidealbereich; cf. Lemma 72. o
E.g. fiir p € Zog prim ist so Z,) = {2 € Q : a € Z, s € Z, s #, 0} ecin diskreter
Bewertungsring mit den Primidealen (0) und (p). Wir haben den Kérperisomorphismus
F, =~ Z4)/(p), 1+—1+ (p), entlang dem wir identifizieren; cf. Aufgabe 10.(2).

Bemerkung 75 Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Primelement m € R*. Sei K :=
Quot(R).

Es ist
R* = {7fe : k€ Zsy, ec UR)}

K* = {7*e:keZ,ecUR)}

UR) = {x€R:vy(x)=0}
(r) = {z€R :vy(x) =21}
Ideale*(R) = {(7*) : k€ Zso}
Ideale*(R) = {(7%) : k€Zso} .

Beweis. Jedes Element von R* ist von der Form m*e mit einem e € U(R) und mit
k= v.(nhe) € Z-o; cf. Aufgabe 2.(4).

Folglich ist jedes Element von K* von der Form 7*e mit einem e € U(R) und einem
keZ.

Ist k > 0 und e € U(R), dann ist 7%e¢ € U(R) genau dann, wenn k = 0 ist, da es fiir k > 1
in (1) C R liegt.

Jedes Element von Ideale(R) ist von der Form (w"e) fiir ein k € Z-o und ein e € U(R),
was (7*e) = (7%) nach sich zieht.
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Jedes Element von Ideale*(R) ist von der Form (7*e) fiir ein k € Z und ein e € U(R),
was (7%e) = (7*) nach sich zieht. -

Bemerkung 76 Sei D ein Dedekindbereich. Schreibe K := Quot(D).
Sei p € Ideale’, (D). Es ist

prim
Dy, = {zeK :vy(z)=>0}.

Insbesondere ist D = « (py Dy, gebildet in K.

qEIdealeprim

Beweis. Zeigen wir D, = {z €K : vy(x) >0}

|
Ad C. Es ist v,(0) = 00 > 0.

Fir d e D* und s € D \p ist vy(d) > 0 und v,(s) = 0, denn v,(s) > 1 hétte (s) C p zur
Folge. Also ist vy(%) = vy(d) — vy(s) = 0; cf. Aufgabe 29.(2).

|
AdD. Esist 0 € D,.

Sei x € K* mit vy(z) > 0 gegeben. Wir konnen z = = schreiben mit u, v € D*. Es ist
0 < vp(z) = vy(u) — vp(v). Wahle y € K* mit vy(y) = — vy(v) und mit v4(y) > 0 fiir
q € Ideale);, (D) ~ {p}; cf. Lemma 71. Dann ist vy(uy) > vp(vy) = 0 und
ve(uy), vq(vy) = 0 fiir q € Ideale]; (D) ~ {p} und also uy, vy € D*; cf. Bemer-

kung 66.(2). Aus v,(vy) = 0 folgt ferner vy € D \ p. Somit ist x = Z—z €D,.
Die Aussage iiber den Schnitt folgt nun mit Bemerkung 66.(2). o

Die Aussage iiber den Schnitt brauchen wir in noch etwas grofierer Allgemeinheit :

Lemma 77 Sei A ein noetherscher Integrititsbereich. Schreibe K := Quot(A).
Sei M die Menge der maximalen Ideale von A.

Fiir a € Ideale(A) ist a = (,cps Om , gebildet in K

Bei Verzicht auf Noetherzitéit ist die Aussage dank Zorns Lemma immer noch richtig.

!
Beweis. Zu zeigen ist nur D. Sei x € K in a,, gelegen fiir alle m € M. Wir haben = € a
Zu zeigen.

Annahme, esist x € a. Sei b:={y € A : yxr € a}. Es ist b ein Ideal in A, da 0 € b und
dafirs, s € Aundy, v € bsich (sy+ s'y)zr = s(yx)+ s'(y'x) € a ergibt. Esist 1 € b,
also b C A. Folglich gibt es ein maximales Ideal n C A mit b C n; cf. Bemerkung 51.(4).
Nun ist aber x € a,. Also kénnen wir z = ¢ schreiben mit a € a und ¢ € A \ n. Folglich
ist tx = a € a. Also ist t € b~ n, im Widerspruch zu b C n. o
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Satz 78 (Dedekindbereiche lokal charakterisiert)
Sei A ein noetherscher Integrititsbereich. Wir erinnern an die Definitionen 50, 52 und 73.

Es ist A dedekindsch genau dann, wenn A, ein diskreter Bewertungsring ist fiir alle
p € Ideale . (A).

prim

Beweis. O.E. ist A kein Korper. Schreibe K := Quot(A).
Ist A dedekindsch, dann ist auch A, ein diskreter Bewertungsring; cf. Bemerkung 74.
Sei umgekehrt Ay ein diskreter Bewertungsring fiir p € Ideale); (A).

prim

Zeigen wir, dal A ganzabgeschlossen ist. Sei z € I'x(A). Dann ist K ALLG) Quot(A,)

und x € Tk (A4,) = A, fiir p € Ideale);,(4), da A, als Hauptidealbereich ganzabgeschlos-
sen ist; cf. Aufgabe 6.(1). Da A kein Korper ist, liegen alle maximalen Ideale von A in
Ideale ;,,(A). Folglich ist » € A, fiir alle maximalen Ideale m von A. Also ist v € A; cf.

Lemma 77. Somit ist A = I'x(A).

Zeigen wir, daf jedes p € Ideale]; (A) ein maximales Ideal ist. Annahme, nicht. Dann

gibt es ein maximales Ideal q mit (0) C p C q. Dann gibt es in A, die Kette (0) C py C qq
von Primidealen; cf. Aufgabe 10.(2). Also ist A, nicht dedekindsch, insbesondere also kein
Hauptidealbereich; cf. Bemerkung 53. Wir haben einen Widerspruch. o

Beispiel 79 Wir betrachten den Dedekindring D := Oq,/=5 = Z[v—5]; cf. Aufgabe 3.

Es ist darin
p = (2,1+V-5)

ein Primideal, kein Hauptideal, und es ist p? = (2); cf. Losung zu Aufgabe 27.(3.i). Es ist
(1++/=5) C p und also v,(1 ++/=5) > 1; cf. Aufgabe 29.(4). Es ist (1 ++/=5) € p?
und also v,(1 + +/—5) < 2; cf. Aufgabe 29.(5). Somit ist v,(1 + +/—5) = 1. Es folgt
p, = (14++v/—=5), C D,; cf. Aufgabe 29.(8).

Man kann auch direkt sehen, dal p, = (2,1 + /—5), = (1 + v/ —5), ist: Es ist 1+\2/?5 =
%TE’EDp,da?)gZpist, da sonst 3 —2 =1 in p lage.

Meist schreibt man wieder

pp:<1+\/__5),

nur nun das Idealerzeugnis in D, gebildet.

2.3.2 Lokalisieren gebrochener Ideale

Sei D ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(D). Sei S € D* mit 1 € S und st € S fiir
s, t € D gegeben; cf. Aufgabe 10. Es ist S~ D ein Dedekindbereich; cf. Lemma 70.(6).
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Definition 80 Sei g € Ideale™ (D). Sei g = za mit x € K™ und a € Ideale™ (D). Schreibe
1
Slg=axSta={y-cK: :ycg, scS} C K,
s

wobei zweiterer Ausdruck die Unabhéangigkeit von der Wahlen von z und von a belegt.

Ist g € Ideale™ (D), so stimmen die hier und die in Aufgabe 10.(1) gegebenen Definitionen
von S~1g iiberein.

Ist p € Ideale;,(D) und ist S = D \ p, so schreiben wir g, := S~ 'g.

prim
Bemerkung 81 Seien g, h € Ideale™ (D) gegeben.

1) Esist S7'g € Ideale* (S~ D). Cf. Aufgabe 33.(1).

2) Esist S7!(gh) = (S7'g)(S7'h) und (S~'g)~' = S~1(g7!). Cf. Aufgabe 33.(2).

4) Sei p € Ideale’; (D). Es ist g, = (p,)"@. Cf. Aufgabe 33.(4).

prim

(1)
(2)
(3) Bsist S~ (g+h) = S'g+S 'hund S~ (gnh) = S~'gNS~'h. CL. Aufgabe 33.(3).
(4)
(5)

5) Esist g =) « (py 8- Cf. Aufgabe 33.(5).

prim

p€ldeale

2.3.3 Die Idealnorm

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt. Sei L|K eine endliche Korperer-
weiterung. Schreibe ¢ := [L : K.

Sei B :=1}(A). Es ist B ein Dedekindbereich; cf. Lemma 54.

Bemerkung 82 Sei p € Ideale]; (A). Schreibe S := AN p.
Schreibe g, :== S~'g fir g € Ideale*(B) ; ¢f. Aufgabe 10.(1).
Insbesondere ist B, = S™'B.

Es sind AC Ay, € K und B C B, C L Inklusionen von Teilringen; cf. Aufgabe 10.(1).

Zerlege
pB = H q;'
i€[1,n]
mitn >0, q; € Ideale};,,(B) und v; > 1 fiiri € [1,n]; cf. Satz 63.(1).

(1) Es ist Quot(B) = Quot(B,) = L.

(2) Es ist By, = Ip(A,).
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(3) Esist Ay ein diskreter Bewertungsring und B, ein Hauptidealbereich.

(4) EBs st Ideale; (By) = { (q:)p = i € [1,n] }.

Beweis.
Ad (1). Mit Sy := A* folgt S;'B = Sy'IL(A) = IL(S;'A) = I(K) = L; cf. Lem-
ma 70.(4). Cf. also Lemma 27. Da S;'B C Quot(B) C L, folgt Quot(B) = L. Dann ist
(nach Identifikation) auch Quot(B,) = L; cf. Aufgabe 11.(2).
Ad (2). Es ist
. L.70.(4 _

B, = S7'u(A) "W 1 (s714) = 1(4,) .

Ad (3,4). Da nach Satz 78 nun A, ein diskreter Bewertungsring, insbesondere also ein

Hauptidealbereich und somit ein Dedekindbereich ist, ist mithin auch B, ein Dedekind-
bereich ; cf. Bemerkung 53, Lemma 54. Es ist

Idealepim(By) = {qp : q € Idealepim(B), g N S =0}
= {4 : g €ldealeyin(B), aN ACp},

cf. Aufgabe 10.(1). Fiir q € Ideale),, . (By) ist N A € Ideale’; (A); cf. Lemma 54. Da A

prim prim

dedekindsch ist, besteht Ideale ;, (A) aus maximalen Idealen, und somit ist
Ideale;)(rim(BP) = {qp ‘q € Ideale;rim<B>7 q N A= p} .

X

Fiir q € Ideale);,,(B) ist g N A = p genau dann, wenn p C qN A, i.e. wenn pB C q liegt.
Nach Aufgabe 29.(1) ist das genau dann der Fall, wenn q € {q; : ¢ € [1,n]} ist. Somit
ist Ideale ), (By) = { (q:)p : @ € [1,n]} und damit (4) gezeigt. Als Dedekindbereich mit
endlich vielen maximalen Idealen ist nun B, ein Hauptidealbereich; cf. Lemma 72. Dies
zeigt vollends (3). o

Definition 83 Ist X eine Menge und f : X — K eine Abbildung, so schreiben wir auch

(f(x) :xeX) = Af(x): zeX)
= {Xicpnf(@:) : k>0,a; € Aunda; € X firi € [Lk]} C K

fiir das A-lineare Erzeugnis von f(X) in K.

Definition 84 Sei g € Ideale™(B). Sei die (gebrochene) Idealnorm von g definiert durch

Npx(g) == (Nyk(g) 1 9€9) € K.

Also Vorsicht, wenn Ny g auf ein Ideal oder ein gebrochenes Ideal angewandt wird, so ist
dies nicht lediglich als elementweise Anwendung von Ny g zu verstehen — vielmehr mufl
nach elementweiser Anwendung von Ny g noch das A-lineare Erzeugnis gebildet werden.
Cf. Aufgabe 35.(10).
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Bemerkung 85 Sei g € Ideale™(B).
Es gibt ein t € A und ein b € Ideale™(B) mit g = 1b.

Beweis. Schreibe g = zby mit © € L* und by € Ideale™(B). Wihle ein t € A* mit
tx € B*; cf. Lemma 27. Mit b := tzb, € Ideale™ (B) ist dann g = 1b. g

Bemerkung 86

(1) Fiir g € Ideale™(B) ist Npjx(g) € Ideale™(A).
(2) Fir b € Ideale™(B) ist Npk(b) € Ideale™(A).

(3) Firy e L* ist Npjre((y)) = (Nijx(y))-

Beweis.
Ad (2). Folgt nach Konstruktion.
Ad (1). Schreibe g = b mit t € A* und b € Ideale™(B) ; cf. Bemerkung 85.

Es wird NL|K(9) = (NL\K(%b> b€ b) = #(NMK([)) b€ b) = tl[NLU((b) Nach
Konstruktion ist Ny x(b) ein Ideal in B. Da b # 0, ist Ny (b) # 0; cf. Definition 12.
Also ist Ny x(g) ein gebrochenes Ideal von A.

Ad (3). Zu 2. Es ist Nyx(y) € Nowe( (1))-

|
Zu C. Fir b € B ist NL|K(by) = NL|K(b) NL‘K(y) € (NL|K(y) ) o

Lemma 87 Sei p € Ideale’; (A). Sei g € Ideale™(B).

prim
Es ist Nk (9)p = Npjx(gp) als gebrochene Ideale von A, .
Beweis.

!
Ad C. Es ist Npjx(g) € Nz (gp), und letzteres ist ein gebrochenes Ideal von A, .

!
Ad D.Fir s€ AN pund g € g wird Npjx(2) = S%NL‘K(g) € N (g)p - o

Lemma 88 Scien g, g € Ideale™(B).
FEs st NL‘K(Q : ﬁ) = NL|K(9) : NL\K(@)

Versucht man, direkt nach Definition 84 vorzugehen, so kann man die Inklusion O erkennen.
Die Inklusion C scheint mehr Probleme zu bereiten, da NL|K(91§1 + -+ + grgx) nicht ohne
weiteres als A-Linearkombination von Elementen der Form Ny x(g9) Nzx(9) = N x(99)
geschrieben werden kann, da sich Norm und Summe nicht gut vertragen. Hierbei war k > 0,
gi €gund g; € g fiir i € [1,k], sowie g € g und g € g.
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Beweis. Wir schreiben kurz N := Ny g .

Es geniigt, N(gg), = (N(g) N(g)), fiir p € Ideale;; (A) zu zeigen; cf. Bemerkung 81.(5).

prim
Dank Lemma 87 und Bemerkung 81.(2) bedeutet dies N(g,gy) = N(gp) N(gp)-

Nun sind A, und B, Hauptidealbereiche, es ist K = Quot(A,) sowie L = Quot(B,), und
es ist B, = I1(A,); cf. Bemerkung 82.(1, 2, 3).

Somit diirfen wir 0.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Ist nun g = (¢) und
g = (g) mit g, g € L*, dann wird in der Tat

N(gg) = N((99))
)

Bemerkung 89 § € Ideale™(B).
Jede A-lineare Basis von b ist auch eine K-lineare Basis von L.

Falls A ein Hauptidealbereich ist, dann existiert eine A-lineare Basis von b .

Beweis. Wahle z € h*. Es ist (z) = Bz C b.

Sei h eine A-lineare Basis von §. Da h ein A-linear unabhéngiges Tupel ist, ist es auch
K-linear unabhingig. Bleibt zu zeigen, dafl x{(h) = L ist. Sei y € L gegeben. Schreibe
yz~' = a~'b fiir ein a € A* und ein b € B; cf. Lemma 27. Dann ist bz € h = 4(h) C x(h)
und also auch y = a™'bz € {h).

Sei nun A ein Hauptidealbereich. Schreibe h = zb fiir 2 € L* und b € Ideale™ (B) geeignet.
Es wird
(2) € b =2b CaB = (2),

und als A-Moduln ist B ~ (z) und B ~ (z). Dank Lemma 33 sind also (z) und (x)
endlich erzeugt freie A-Moduln von Rang ¢. Dank Aufgabe 13.(2) ist nun auch b ein
endlich erzeugt freier A-Modul von Rang /. o

Cf. Lemma 33. Im zweiten Argument wird (z) C b nur gebraucht, um den Rang des
A-Moduls b zu £ zu bestimmen, welcher auch daraus folgt, dafi eine A-lineare Basis von
h auch eine K-lineare Basis von L ist.

Lemma 90 Sei b € Ideale™(B).

Eristiere eine A-lineare Basis g = (g; : i € [1,£]) von B und eine A-lineare Basis
h=(h; : j€[1,{]) von b.

Sei h]’ = Zie[l,é] Si, 5 9i furj S [1,6], mit S = (Si,j)i,j S KZXZ.
Esist Npjk(h) = (det(S) ).
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!

Beweis. Es geniigt Npjx(h), = (det(S)), zu zeigen fiir p € Ideale}; (A); cf. Bemer-

prim
kung 81.(5). L.e. wir haben Ny x(b,) = (det(S)) zu zeigen, letzteres gelesen als gebro-
chenes Hauptideal von A, ; cf. Lemma 87. Da Quot(B,) = L und da B, = I} (A4,) ist
nach Bemerkung 82.(1,2), und da ¢ auch eine A,-lineare Basis von B, sowie h auch eine
Ap-lineare Basis von b, ist, geniigt es, die Behauptung fiir A, statt fiir A zu zeigen. Es ist
A, ein diskreter Bewertungsring und B, ein Hauptidealbereich; cf. Bemerkung 82.(3).

Somit diirfen wir annehmen, daf§ A ein diskreter Bewertungsring, B ein Hauptidealbereich
und h € Ideale™(B) ist. Schreibe h = (z) fiir ein geeignetes z € L*. Es ist Nk (h) =

Nrx((2)) B0 (Npjk(2)). Betrachte die K-lineare Abbildung X, : L — L, y+— 2y.

Beziiglich der A-linearen Basis (z7'h; : j € [1,4]) von z7'h = 27!(2) = (1) = B
und beziiglich der A-linearen Basis g von B wird A, von der Matrix S beschrieben, da

Z(Z_lhj) = Zie[l,é} Si, 5 9i fiir ] S []_,f]
Sel gk =1 D icin Wik 2z~ h; fiir k € [1,4], mit uj) € A stets. Sel z7th; =: > ke(1,q Uk, Ik
fiir j € [1,4], mit vy ; € A stets. Mit U := (ujz);r € A% und V := (vy ;)i ; € AP folgt

dann
Z OikGi = G = Z Uj Vi, j Gi
]

i€l Jri€[14]
fiir k € [1,4], also D cpy g vijujn = Opp stets, also VU = E,, also det(U) € U(A), also
U e GL((A)

Sei ferner zg, = Zie[w tirgi fiir ¢ € [1,¢], mit ¢;, € K stets. Schreibe T := (t;)ix €
K¢ Es ist det(T') = Ny k(z) ; cf. Definition 12.

Dann ist zg, = Zje[w ujkh; = Zi,je[lﬂ wjk Si,j gi stets, folglich Zje[w Wk Sij = tik
stets, i.e. SU =1T.

Insgesamt folgt
Npg(h) = (Npx(z)) = (det(T)) = (det(S)det(U)) = (det(S)) .

Lemma 91 Sei F|Q eine endliche Korpererweiterung. Sei a € Ideale™ (OF).
Es ist Npjq(a) = (|Or/al) als Ideale in Z.

Beweis. Schreibe f := [F' : Q). Es gibt eine Z-lineare Basis von Op; cf. Lemma 33.
Es ist a ein endlich erzeugt freier Z-Modul mit rkza = f.

Beschreibe S € Z/*/ die Einbettungsabbildung von a nach O beziiglich jeweils gewihlter
Z-linearer Basen.

Es ist |Op/a| = |det(5)]; cf. Aufgabe 14.(2).
Auf der anderen Seite ist Npjq(a) = (det(S)) = (|det(S)|); cf. Lemma 90.
Insgesamt ist Npjq(a) = (|Or/al). o
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Bemerkung 92 Sei F|Q eine endliche Kiorpererweiterung. Seien a, b € Ideale™ (Op).
FEs ist |Ok/al-|Ok/b| = |Ok/(ab)|.

Beweis. Es ist

(IO /al - |Or/b]) = (|Or/a])(|OF/b])
"2 Nrjq(a) Npg(b)
=% Npjq(ab)
= (|0p/(ab)))
als Ideale in Z. Folglich ist auch |Og/a| - |Ok/b| = |Ok/(ab)]. o

Beispiel 93 Es ist p := (2,1+ v/ —5) kein Hauptideal in Oq /=5, = Z[v/—5]. Denn es ist
p= 7(2,2v/-5,14++/=5,=5++v/-=5) = z2,1++/-5), hat also

(det (51)) = (2).

A.14.(2)

Naw=sia®) = (1Z[V=5]/p))

wohingegen fiir ein Hauptideal erzeugt von a + by/—5 mit a, b € Z
Now=sia((e+bV=5)) = (Noymgqla+bV=5)) = (a*+5b%)

wird, was nicht dasselbe sein kann.

Das, leicht verkleidet, war auch die Losung zu Aufgabe 27.(1).

2.3.4 Differente und Diskriminantenideal

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt. Seien M|L|K endliche Korperer-
weiterungen. Schreibe m := [M : L] und ¢ := [L : K]. Seien B :=I},(A) und C := I}y (A).

Wir erinnern an B#4 = {y € L : Trpx(yB) C A}; cf. Definition 29.

Bemerkung 94

(1) Es ist B4 € Ideale™ (B).
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(2) Es ist (B#4)~1 € Ideale™(B).

(3) Es ist B¥* terminal in {g € Ideale™(B) : Trpx(g) C A}.
Fiir g € Ideale*(B) ist also genau dann g C B#4, wenn Trp(g) C A ist.

Beweis. Kiirze B# = B#4 ab.

Ad (1). Sei y = (y; : i € [1,£]) eine K-lineare Basis von L, deren Elemente in B liegen;
cf. Lemma 28. Sei Y := A(y).

Sei y' = (y; : i € [1,/]) die zu y beziiglich Spurbilinearform duale Basis; cf. Lemma 22.
Dann ist Y# = 4¢/); cf. Lemma 31.(3). Esist Y C B C B# C Y#; cf. Lemma 31.(2),
Bemerkung 30. Sei s € AX so gewidhlt, da8 sy, € B liegt fiir i € [1,4]; cf. Lemma 27.
Dann ist B¥ = 1(sB#) mit sB* C B.

Bleibt zu zeigen, daB sB* ein Ideal von B ist. Es ist 0 € sB*.

! !
Seien z, 2/ € B# und b, ¥’ € B. Zu zeigen ist b(sz) + b/ (s2') € sB¥, i.e. bz + /2 € B7.

Sei b € B. Zu zeigen ist Trr i ((bz + b'2')b) é A. In der Tat ist Trpx((bz 4+ V'2')b) =
TI'L|K(Z(bb)) + TI'L‘K(Z/(b/b)) c A

Ad (2). Es folgt aus (1) = BC B# dall B= (1) = (1)7! D (B#)™! ist.
Ad (3). Sei g € Ideale™(B) gegeben.
Ist g € B#, dann ist Trpx(g) C Tryx(B*) = Try g (B* - 1) C A

Sei umgekehrt Trpx(g) € A. Fiir g € g ist ¢B C g, also Tryx(gB) C Trpx(g) € A,
mithin g € B¥. Insgesamt ist also g C B7. o

Definition 95
(1) Sei
Dpra = (BPH™ € Ideale*(B)
die Differente von L|K beziiglich A.
(2) Sei
Opjk,A = NL|K(®L|K,A) € Ideale™(A)
das Diskriminantenideal von L|K beziiglich A; cf. Definition 84, Bemerkung 86.(2).

Lemma 96 FEristiere eine A-lineare Basis g = (g; : i € [1,(]) von B.

Dann ist 0pjx,.a = (AL|K7Q).

Beweis. Sei g' = (g; : j € [1,£]) die zu g beziiglich Spurbilinearform duale Basis.
Dann ist g_’ eine A-lineare Basis von B#4; cf. Lemma 31.(3). Wir haben GramL‘K,g =
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(Trrr(959:))5: € A5 of. Lemmata 22 und 20.(2). Es ist

9 = Z Trrk(959:)9;
el

fir ¢ € [1,¢], da die Spurbilinearform nach Lemma 22 nichtausgeartet ist und da fiir
k € [1,4] sich

Tr i (gn( Z Trrx(959:)95) = Z Trrix(9;9:)0k; = Troix(grg:)

JEL JELL]

ergibt. Schreiben wir GramZﬁKg =: (si j)i.; € K, so wird

g, = Z ik G = Z si,j Troik (9k9:) g = Z Si,j 9i

ke(1,4 i,k €[1,4] 1€[1,4]
fur j € [1,/]. Somit wird

A.34.(1) D

_ _ .95.(1) L.90 _
0L|1K,A = NL\K(@L|1K,A) =" Ny (B#4) "= (det(GramL|lK,g))’

und daher L s
VijgA = (det(GramL|K7g)) = (AL|K72).

Lemma 97 Gebe es ein b € B mit B = A[b]. Dann ist D x4 = (1, (b)) S B.

Beweis. Es ist L = K (b) ; cf. Lemma 27. Schreibe i, i (X) =t u(X) =: 37,04 a: X", wobei
a; € A stets und a, = 1.
Schreibe g(X) := ’;((—‘fg = Zz’e[o,e—l] c; X, wobei ¢; € B stets und ¢, = 1.

Betrachte die A-lineare Basis '
(b :ie|0,0—1])

von B.

Wir behaupten, dafl die dazu beziiglich Spurbilinearform duale Basis gegeben ist durch

C.
Lie0,0-1]).
(i e loe=1)
I.e. wir behaupten
C; |
T bz J - 81 j

fir 4, j € [0,0— 1].
Sei E Zerfillungskorper von LK. Sei G := Gal(E|K) > Gal(E|L) =: U.
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Sei G = | ey 9 oxU mit oy € G. Sei 0.E. 01 = idp. Dann ist pu(X) = [[c;y 4(X — ow(b));
of. Lemma 14. Hierbei ist oy (b) # 07, (b) fiir k, k € [1, /] mit k # k.

Wir setzen die K-lineare Abbildung Tryx : L — K koeffizientenweise fort zu einer
K-linearen Abbildung TArL‘K D LIX]— K[X], Yo uiX — 3 Trpr(u;) X7

Fir j € [0,¢ — 1] setzen wir den Korperautomorphismus o; : E— E fort zu einem
Ringautomorphismus 6; : E[X] — E[X], u(X) = > qu X" +— >, 0(u;) X' = u” (X)) ;
cf. [5, §1.6.2]. Fiir u(X) € L[X] ist also Trp i (u(X)) = 3.4 u™(X).

Es ist
nach Produktregel also

und somit

Sei r € [0, — 1]. Fiir k € [1, /] ist

“ b" o, Uk(b)T
(90) = O

und dieses Polynom wird beim Einsetzen von oy (b) gleich o,(b)", beim Einsetzen von o;(b)
fiir j € [1,4] ~ {k} jedoch gleich 0, da o;(b) eine Nullstelle von g°*(X) ist, da o, 'o;(b)
eine Nullstelle von g(X) ist, da o, '0;(b) eine Nullstelle von p(X) ist, die nicht gleich b
1st.

Fir r € [0,¢ — 1] ist also

Trp (900 =) = X7 = (2 aulolX) =) =X = 0.

ke[1,4]

da es sich um ein Polynom in E[X]| von Grad < ¢—1 handelt, das beim Einsetzen von o, (b
gleich 0 wird fiir j € [1, £]. Koeffizientenweise betrachtet wird also Tryx (c; ”,(b)) Opi =

fur ¢ € [0,¢ — 1]. Dies zeigt die Behauptunyg.
Folglich ist B#*4 = M'L(b) Acj o jE0,0—1]); cf. Lemma 31.(3).
Aus g(X)(X —b) = u(X) folgt cx—1 — bey, = ay, fiir k € [1,¢ — 1]. Somit ist

)
0

Cp—1 = 1 = bo

Cp—o = bCZ—l +ap1 = bl + bOCLg_l

Comy = bepotars = b +ba+ar,

Comg = begtary = U+ bPaq +blags + bar_s

o = b+ = V14020 + ...+ 0
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Dies zeigt a(c; : j €[0,0—1]) = 4b" : i €[0, —1]) = B, da die Erzeuger der jeweils
einen Seite dank dieser Gleichungen auch in der anderen Seite liegen. Somit ist B4 =
—t~B = (¢/(b)). Wir erhalten

1
W (b)

Dura = (BT = (V).

In der Situation von Lemma 97 ist (Ap |k, (bi:icfo,0-1])) = OL|K,A = (NL‘K(/,L;)7K(Z)))); cf.
Lemma 96.

Seien o fiir j € [1,/] wie im vorstehenden Beweis gewihlt.

Nun ist pe, i (X) = L1, (X — 0i(b)) . Also ist 5 (X) = [Ticp2,(b — 03(b)). Folglich ist

NL\K(Mg,K(bD = Hie[zyq NL|K(b —o;(b))
= ILicpglljcp,goi(b—oi(b))
= IliepglLicpg(eib) —o;(0i(b)))
= Ijen.qlrep,qg(oi(b) —or(b)) ,

da (0 00;)U fiir i € [2,/] gerade die Nebenklassen ungleich ;U durchlauft.

Insgesamt wird

(ALlK,(bi:ie[O,E—l])) = (H1<j<k<e(0j(b) - Uk(b))z) )

und dies wuflten wir schon aus Bemerkung 25.

Definition 98 Fiir h € Ideale™(C') und g € Ideale™(B) schreiben wir

h-g = zh-g:heh gecg);

cf. betreffende Konvention, angewandt auf Teilmengen von M.

Bemerkung 99 Sei ) € Ideale™(C') und g € Ideale™ (B).

Esist C'- g € Ideale™ (C), da mit g = y - b, fiir geeignete y € L* und b € Ideale™ (B), sich
C-g=C-y-b=y-C-bergibt und C -b € Ideale™ (C) liegt.

Esist (C-g)"'=C-(g7") wegen (C'- (g71)) - (C'-9) = (1).
Esist h-g=b-(C-g) € Ideale™(C).
Folglich ist (h-g)~' = (h-(C-g))' =b~"-(C-g)'=h"-C-g7'=h"-g7".

Satz 100 (Transitivitéit des Diskriminantenideals)

Wir erinnern an den Dedekindbereich A, an K = Quot(A) perfekt und an die endli-
chen Korpererweiterungen M |L|K mit den jeweiligen ganzen Abschlissen C|B|A von A.
Hierbei ist m = [M : L] und ¢ = [L : K].
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(1) Esist Dyiga = Dmins - Drik,a ; cf. Definitionen 95.(1) und 98.

(2) Esist Omx,a = Npjx(Qumz,s) kA s cf. Definition 95.(2).

Beachte, dal die rechte Seite von Satz 100.(1) als Produkt gebrochener Ideale aufgefafit
werden kann, wenn man sie Dz 5 - (C - ®pjk,a) schreibt; cf. Bemerkung 99.

Beweis.

Ad (1). Wir haben C#4 = C#B . B#A gy zeigen; of. Bemerkungen 94. (1) und 99.

Wir haben zu zeigen, daf fiir h € Ideale*(C) genau dann h C C#4 liegt, wenn
h C C*B . B#A liegt.

Es ist, cf. Aufgabe 37.(4),
hC C#B . p#tA = [](B#,A)—l C C#.B
PEY Tyo(B#) ) C B
=4 (B#A) 1TrM|L( ) CB
& Trae(h) C
Trrr(Trann(h)) € A

& pCc oA,

Ad (2). Es wird

Ok D-95.(2) Nasix (D ik, a)
@ Norx (D miz,s - Drik,a)
=  Nur®umrs- (C-Drka))
L.88 Nux(®miz,) - N (C - Dk, a)
A-34(2) Nzx (Naiz(®miz.8)) - Nojg (Nagz(C - D a))
D-95.(2) Nk Oumz,5) - Nojx (Nan(C- Dk a))
A.34.(3) Nrix@umir,p) - Nijx (DFjx 4)
= Nyk@ues) - Nog(@pr.a)™
D.95.(2) NL|K(0M|L B) -0 L\K,A :



Kapitel 3

Minkowskitheorie

3.1 Gitter in reellen Vektorriumen

Sei (V,|—,=]) ein euklidischer Raum, i.e. sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
und sei |—,=]| : V x V—R, (v,w)+— |v,w] eine positiv definite symmetrische Bi-
linearform, auch als Skalarprodukt auf V' bezeichnet. Schreibe n := dimg(V'). Schreibe
vl := |v,v]Y? fir v e V.

Mittels Gram-Schmidt findet man eine Orthonormalbasis von V. Als euklidischen Raum,
und damit auch als metrischen und topologischen Raum, kénnen wir mittels dieser Basis V'
mit R" identifizieren, indem wir einem Vektor aus V' seinen Koordinatenvektor beziiglich
dieser Basis zuordnen.

Wir erinnern an Cauchy-Schwarz: es ist |[v,w]| < ||v] - [|w] fiir v, w € V. Daraus folgt
die Dreiecksungleichung: es ist [|[v + w|| < ||v|| + ||w|| fir v, w € V.

Eine Untergruppe der additiven Gruppe von V nennen wir auch kurz eine additive Un-
tergruppe von V.

Definition 101 Ein Gitter in V ist eine additive Untergruppe X von V von der Form
X = zv) = z(v; : i €[1l,k]) fur ein & > 0 und fiir ein R-linear unabhéngiges Tupel
v=(v; : i €[l,k]) von Vektoren in V.

Ein solches Gitter X heifit voll, falls £ = n ist.
Die Menge

Fandy(X) = {Xicppyrivi : M€ R mit 0 <A < 1fiiri € [1,4] }

heifit Fundamentalbereich von X beziiglich v.

Der Begriff des Gitters hier ist nicht zu verwechseln mit dem verwandten, aber verschiedenen
Begriff des Z-Gitters aus Aufgabe 18.

63
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Das Gitter X C V aus Definition 101 ist auch ein Z-Gitter im Sinne von Aufgabe 18, es hat
Rang k.

Aber Vorsicht, z(1,+/2) ist ein Z-Gitter, da (1,v/2) wegen v/2 ¢ Q ein Z-linear unabhingiges
Tupel ist. Dahingegen ist z(1,v/2) kein Gitter in R!, da ein solches Rang 1 haben mus8.
Bemerkung 102 Sei X ein Gitter in V.
Die Teilmenge Fund,(X) C V' ist kompakt, i.e. beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Nach Identifikation von V' mit R™ als metrischer Raum ist Fund, (X ) das Bild der
kompakten Teilmenge { (z;); € R" : 0 < a; < 1 fiir i € [1,n] } unter einer linearen, also
stetigen Abbildung, und also kompakt, und somit abgeschlossen; cf. [9, §4.2.1,8§4.2.6].

Beschréinktheit von Fund,(X) folgt auch direkt aus |3 ;o yrivill < Dieppllvsll fiir
A €Rmit 0 <\ <1 fiiri € [1, k] o

Bemerkung 103 Se: X ein volles Gitter in V. Seien R-linear unabhdngige Tupel v =
(v; rie[l,n])undw = (w; : i €[1,n]) mit X = zv) = zw) gegeben.

(1) Es st
det(([vi,v;])i ;) = det((|wi,w;])i ;)

(2) Seie= (e : i€ [1,n]) eine Orthonormalbasis von V. Sei v; = >,y 2 ai ;€ fir
J€1,n], mit A:=(a;;)i; € R™™. Dann ist det((|v;,v;])i ;) = det(4)? € Rso .

Beweis. Sei G := (|v;,v;]);; € R™™. Sel H := (|w; ,w,]); ; € R™™.

Ad (1). Schreibe vy = 37,y sijwiund wy = 3,0 gt v fiir j € [1,n]. Sei S = (si,5)i,5
und 7" := (t; ;);,; in Z™". Dann ist ST = E,,, mithin S € GL,(Z).

Fir ¢, 7 € [1,n] wird

v, 0| = Z Ski| Wi, Wl Se, -

ke(1,n]
Also ist G = S*HS. Somit ist det(G) = det(S)? det(H) = det(H).
Ad (2). Fir ¢, j € [1,n] wird
va‘ anJ = Z £7°% Lek ) eeJ Qy,; = Z 07°%) ak;,e Qg 5 = Z Q5 O, 5 -
kLe(l,n] kLe[l,n] ke(l,n]

Also ist G = A*A. Somit ist det(G) = det(A)2. o

Definition 104 Ist X ein volles Gitter in V und ist v = (v; : @ € [1,n]) ein R-linear
unabhéngiges Tupel in V' mit X = z(v), dann ist, etwas miibrduchlich notiert,

B.103.

vol(X) = vol(Fund,(X)) *'Z® det(([v;,v;))i;)"? € Rag

das Volumen von X. Dieses hingt nach Bemerkung 103.(1) nicht von der Wahl von v ab.
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Definition 105 Fiir r € Rog und w € V sei
B (w) = {veV :|v-w|<r}.

Eine Teilmenge X von V heifit diskret, wenn fiir r € R-o und w € V die Menge B,.(w)NX
endlich ist.

Bemerkung 106
Fiir eine Teilmenge X C V' sind die folgenden Aussagen (1,2) dquivalent.
Fiir eine additive Untergruppe X C 'V sind die folgenden Aussagen (1,2,3,4) dquivalent.

1) Esist X eine diskrete Teilmenge von V.

(1)
(2) Fiir allev €V gibt es ein e € Ryg mit (B.(v) ~ {v}) N X = 0.
(3) Es gibt ein e € Ry mit B.(0) N X = {0}.

(4)

4) Es gibt ein r € Ryg mit B,.(0) N X endlich.
Beweis. Cf. Aufgabe 41. 5
Bemerkung 107 Ist X CV eine diskrete Teilmenge, dann ist X C V' abgeschlossen.

Beweis. Fiir v € V \. X gibt es nach Bemerkung 106.(2) ein ¢ € Ry¢ mit B.(v) N X =
(Be(v) N {v}) N X = 0. -

Lemma 108 Sei X CV eine additive Untergruppe.

Es ist X genau dann ein Gitter in 'V, wenn X eine diskrete Teilmenge von V ist.

Beweis.

Sei zum einen X ein Gitter. Sei ein R-linear unabhéngiges Tupel v = (v; : @ € [1,k])
so gewdhlt, daBl X = z(v) ist. Es ist X ein volles Gitter in V' := g(v). Ist X diskret in
V', dann ist X auch diskret in V'; cf. e.g. Bemerkung 106.(3). Somit ist 0.E. X ein volles
Gitter in V und k = n.

Es geniigt zu zeigen, daf es ein ¢ € R mit B.(0)NX = {0} gibt; cf. Bemerkung 106.(3).
Dazu geniigt es, ein € € Rog mit

BE<O) g {Zie[l,n})\ivi . )\z € R mit ‘)\1’ <lfirie [1,”]}

zu finden. Wahle z; € V mit ||z;]| = 1 und [z, g(v1, ..., Vic1, Vg1, ... ,Un)| = 0 fiir
i€ [1,n]. Sei € := min{ ||x;,v;]| : i € [1,n]}. Esist e € Ryg.
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Sei nun y =: 3, A € V gegeben mit A; € R und einem j € [1,n], fiir welches
|A;| = 1 ist. Mit Cauchy-Schwarz wird

Iyl = Nylllz = 1y, 23]l = lvssz ]l = ] Tlvgs 2]l = (v 2] = e
Also liegt y auch nicht in B.(0).

Sei zum anderen X diskret in V. Sei V' := g(X). Ist X ein Gitter in V', dann ist X auch
ein Gitter in V. Somit kénnen wir o.E. V' =V annehmen.

Sei nun w eine R-lineare Basis von V, deren Elemente in X liegen. Schreibe Y := zw).

Wir wollen zeigen, dafi die Faktorgruppe X/Y endlich ist. Annahme, nicht. Seien x; fiir i >
1 in verschiedenen Nebenklassen gewahlt, i.e. sei x; —z; € Y fiirallei, j > 1. Seiy; € Y
so gewdhlt, da z; —y; € Fund, (V) liegt fiir ¢ > 1, moglich durch ganzzahliges Abrunden
der Koeffizienten von x beziiglich w. Da Fund, (Y) abgeschlossen und beschrénkt ist,
hat die Folge (z; — v;)i>1 einen Haufungspunkt z € Fund, (Y); cf. [9, §4.2.5, §4.2.6]. Da
X C V abgeschlossen ist nach Bemerkung 107 und da alle Folgenglieder einer gegen z
konvergierenden Teilfolge von (z; —y;);>1 in X liegen, ist auch z € X ; denn ldge z € VN X,
dann gébe es ein n € R-g so, daBl B, (z) N X = 0 ist, was der Konvergenz dieser Teilfolge
widerspréche.

Nun gibt es ein ¢ € R mit B.(2) N X = {z}; cf. Bemerkung 106.(2). Aus der genannten
Konvergenz folgt nun, dal es 7, 7 > 1 mit ¢ # j und z; —y; = 2z und z; — y; = 2 gibt.
Aber dann ist x; — z; = y; —y; € Y, und wir haben einen Widerspruch zu x; — z; ¢ Y.

Schreibe s := |X/Y|. Es ist s - (X/Y) = 0, also sX C Y, also Y C X C Y. GemiB
Aufgabe 13.(2) ist X endlich erzeugt frei iitber Z von Rang n, i.e. X = zuv) fir ein
geeignetes v = (v; : i € [1,n]). DaV = g(X) = r(zv)) = r(v) ist und da dimg (V') =n
ist, folgt, daB v eine R-lineare Basis von V ist. Somit ist X C V ein Gitter. o

Lemma 109 Sei X C V ein Gitter.

Es ist X genau dann voll, wenn es eine beschrdinkte Teilmenge M C 'V mat

V = U(x—i—]\/[)

zeX
qibt.

Beweis. Sei v ein linear unabhéngiges Tupel in V' mit X = z(v).
Ist X voll, dann ist V' = J, v (¢ + Fund, (X)) ; cf. Bemerkung 102.
Sei umgekehrt M C V' beschriankt mit V' = |J,.y(z + M). Sei w € V. Wir haben

w é r(V) zu zeigen. Letzteres ist eine abgeschlossene Teilmenge in V', wie man wieder
nach Identifikation mit R™ unter Verwendung der Stetigkeit von Linearformen erkennt.
Fiir ¢ € Z>, konnen wir 1w = x; + m; schreiben mit z; € X und m; € M. Dann wird
w=1i"ta; +itm,; firi>1. Esistita; € r(v) fiir i > 1. Also ist

w = limw = lim@G 'z +i'my) = limi 'y, € grlv).
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Lemma 110 (Minkowskischer Gitterpunktsatz)

Sei X ein volles Gitter in V.. Wir schreiben weiterhin n := dimg V.

Set M C 'V eine beschrinkte Teilmenge so, daf fiir m, m' € M stets %(m —m') € M ist.
Ist vol(M) > 2"vol(X), so ist {0} C M N X.

Die Voraussetzung an die Form von M von Lemma 110 ist e.g. erfiillt, wenn fiir m, m’ € M
stets —m € M und %(m—l—m’) € M liegen. Das ist e.g. der Fall, wenn M zentralsymmetrisch
und konvex ist.

Beweis. Zunéchst ist vol(M) > 0, also M # (). Wiahlen wir my € M, so erkennen wir, dafl
auch 0 = $(mg —mg) € M liegt.

Schreibe X = z(v) fiir eine geeignete R-lineare Basis v von V.

Es geniigt zu zeigen, daB es z, 2’ € X mit  # 2/ und (z 4+ $ M) N (2 + %M) # () gibt.
Denn dann gibt es m, m’ € M mit z + 3m =2’ + $m’/, und es folgt X \ {0} 5z — 2’ =
1(m' —m) e M.

Annahme, nicht. Dann liegt eine disjunkte Vereinigung | |, . (z + %M ) € V vor. Also
haben wir auch | |,y ((z + 3M) N Fund, (X)) C Fund,(X).

Dabeli ist (z 4+ 3M) N Fund,(X) # 0 nur fiir endlich viele z € X. Denn da Fund,(X) und
M beschrankt sind, gilt dies auch fiir

Fund,(X) + (=3)M = {y—3m : y € Fund,(X), me M } .
Also ist (Fundy(X) + (—3)M) N X endlich; cf. Definition 105, Lemma 108. Desweiteren
ist 2 € Fund,(X) 4 (—1)M é&quivalent zu (z + M) N Fund,(X) # 0.
Folglich ist

vol(X) = vol(Fund,(X))

> sex Vol( (z + M) N Fund, (X))
> sex VOl( M N (—z + Fund,(X)))
vol(3 M)
= 27"vol(M),

V

denn (J, . x (=2 + Fund, (X)) = V, und die Schnittmengen der Teilnehmer dieser Vereini-
gung haben Volumen 0. Wir haben einen Widerspruch. 0

3.2 Endlichkeitsaussagen

Sei K |Q eine endliche Korpererweiterung, i.e. sei K ein Zahlkorper. Schreibe k := [K : Q).
Sei E ein Zerfillungskorper von K|Q.



68

Dann ist E Zerfallungskorper eines Polynoms f(X) € Q[X]; cf. Beweis zu Lemma 11.(2).
Schreibe f(X) = (X —uy) - (X —ug)-... - (X —u,) € C[X]. Sei

E = Q(uy,ug,...,u,) C C.

Dann ist auch E ein Zerféllungskorper von f(X) € Q[X]; cf. [5, §2.5.1]. Also gibt es
einen Isomorphismus ¢ : £ -~ E mit 0|Q = idq; cf. [5, §2.5. 3] Es ist mit K := o(K)

auch ¢|% ein Isomorphismus. Es ist F ein Zerfillungskorper von K|Q.

Somit koénnen wir durch Ubergang zu einer isomorphen Kopie annehmen, da E = FE,
K = K und C|E|K|Q ist.

Bezeichne k : C — C die komplexe Konjugation. Es ist £ = k(FE), denn es wird
QX] > f(X) = f(X) = (X =) - (X —t)-...- (X =)
und also
E = Q(uy, ag,...,u,) = k(F)
Fiir eine Abbildung w von einer Menge M nach E schreiben wir
w(z) = w(z) fir ze M

was unter Beachtung von £ = k(E) C C eine Abbildung w : M — E definiert.

Sei G := Gal(E|Q) = Gal(E|K) =: U. Schreibe G = [ |,c(; ; peU mit p, € G fiir £ € [1, k].
Sei 0.E. p; = idg.

Schreiben wir

Einb(K) = {plxk 1 p€G} = {px : L€[L K]}
Einbr(K) = {plk : p€ G, p(K)C R},

dann ist |Einb(K)| = k; cf. Lemma 15.
Wiihle eine Teilmenge Einbe(K) C Einb(K) \ Einbg (K) mit

Einbr(K)U | | {o,5} = Einb(K).

o€Einbg (K)
Schreibe

r := |Einbg(K)|

s = |Einbc(K)] .

Dann ist r + 2s = k.

Mifbrauchlicherweise nennt man die Elemente von Einbg(K) auch reelle, die von
Einbe(K) komplexe Einbettungen von K.
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C C
\
E £ E R
Pl
pl”“’“ K
Q

Beispiel. Sei K = Q(~/2). Schreibe § := v/2.

Wir haben Einb(K) = {o; : j € [1,3]}, wobei 0; : K —FE, d+—('6; cf. Aufga-
be 7.(1). Es ist Einbr(K) = {01}. Da 03 = 75, kénnen wir Einbg(K) = {09} wihlen.

3.2.1 Einbetten eines Zahlkorpers in einen euklidischen Raum

Definition 111
(1) Sei
K¢ = H C ={2= (%) : 2o € Cfiir c € Einb(K) }.
o€Einb(K)

Es ist K¢ mit eintragsweiser Addition und Multiplikation ein Ring. Es ist K¢ mit
eintragsweiter Addition und skalarer Multiplikation ein Vektorraum iiber C.

(2) Wir haben einen injektiven Ringmorphismus

L

K — K¢
r = (0(2))scEinb(K) -
(3) Sei
Ke —~ C
(20)0 ZUEEinb(K) Zo -
Es ist Tr(c(x)) = Trx|q(x) fir x € K'; cf. Lemma 15.(1).

Sei N
Ke — C

(20)0 HaGEinb(K) Zo
Es ist N(¢(z)) = Ngjq(2) fiir # € K ; cf. Lemma 15.(2).
(4) Sei

Kc><KC El C

(z » w) — |zw]| = EaEEinb(K) ZoWe -
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(5)

Sei
Ke - Kc
z — c(z) = (Z5)s
Es ist ¢? = idg, . Es ist ¢ ein Ringautomorphismus, da sowohl das Permutieren von
Eintrdagen als auch das eintragsweise Konjugieren mit der 1, mit Addition und mit
Multiplikation vertréiglich sind. Es ist ¢ eine R-lineare Abbildung.

Sei
Kr :={z€Kc:c(z)=2}.
Da ¢ ein Ringautomorphismus ist, ist Kgr ein Teilring von K¢ . Da c eine R-lineare

Abbildung ist, ist Kr ein R-linearer Teilraum von K¢ .

Es ist auch K¢ ~ K%C als C-Algebra und Kgr ~ K%@ R als R-Algebra.

Davon wollen wir aber keinen Gebrauch machen.

Bemerkung 112

(1)

Es ist
Kr = {z2=1(2,)0 € K¢ : 2, € R fiir 0 € Einbr(K), z; = z, fiir 0 € Einbc(K) } .
Daher hat Kr die R-lineare Basis

((0r.0)s : T € Einbr(K) )
((2*1/2(0770 + 0r4))o : T € Einbe(K) )

(]
U ((27Y%(i0,5 — i0s4))s : T € Einbg(K) ) .

Insbesondere ist dimg(KR) = r + 2s = k.
Sind z = (24)5, w = (W,), € Kgr, dann ist
[zw] = (Xoerimbre) 20We) + (Xoerimbo) 20%0) + (Xoerinbe(r) 20Ws)

= (Eerian(K) Zowa) + 2( ZaeEian(K) Re(zgwg)) €R.

Insbesondere ist

2] = D lwWl = (). 2)+2( D %) €Rs,

o€Einb(K) c€Einbg (K) o€Einbc (K)
und dies ist genau dann gleich 0, wenn z = 0 ist. Somit ist die Einschriankung
| = =R x Ky €ine positiv definite symmetrische R-Bilinearform.
Es ist also (Kr, |— =||Rxxxy ) €in euklidischer Raum.

Die in (1) genannte R-lineare Basis ist hierin eine Orthonormalbasis.
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(3) Esist «(K) C Kg C K¢, denn fiir z € K ist «(x) = (p(2)) peminb(k) , und dabei ist
o) = B(z).

(4) Die Einschrinkungen N[ und Tr | existieren und sind stetig; cf. Aufgabe 42.

Beispiel 113 Wir setzen das vorige Beispiel fort.

Darin war K = Q(v/2) und § = v/2. Ferner war Einb(K) = {o; : j € [1,3]}, wobei
0;: K—E, §+(}7'0, wobei Einbg (K) = {o,} und Einbc(K) = {03}

Schreiben wir die Elemente aus K¢ als z = (2o, , 2oy , 205 ), dann wird
Kr = { (26, 2oy 205 ) © 20y ER, 2505 = Zo, }
ein euklidischer Raum mit
lz,w] = zy,Ws, +2Re(24,1W,,)
und mit Orthonormalbasis

((1,0,0), 27/%(0,1,1), 27%(0,1, —1) ) .

3.2.2 Endlichkeit der Klassengruppe

Lemma 114 Sei a € Ideale*(Ok). Dann ist «(a) C Kgr ein volles Gitter mit

vol(e(a)) = |Ax['? - |Ox /a .

Beweis. Sei g = (g; : j € [1,k]) eine Z-lineare Basis von Of ; cf. Lemma 33.

Sei y = (y; : i € [1,k]) eine Z-lineare Basis von a, existent, da Z ein Hauptidealbereich
ist; cf. Bemerkung 89. Schreibe y; = 37,y 1y a;; g; mit (az:);: € ZFk Dann ist |Of /a| =
|det(A)|; cf. Aufgabe 14.(2).

Fir £, 4 € [1,k] ist pe(yi) = D_jcpu 4 @i pe(g;) und also Vandg|q,, = A* Vandgq,, - Also
ist auch - -

o L.24

det(Vande,g)? = det(VandK‘Q&)gdet(A) = AK‘Q&det(A)z = AK : ’OK/GP;

cf. Definition 37. Insbesondere ist det(Vandg|q,,) # 0; cf. Lemma 22.

Es ist ¢(a) € Kg ein volles Gitter, da ¢(a) das Z-lineare Erzeugnis von (¢(y;) : i € [1,k])
ist, welches eine R-lineare Basis von Ky ist, da es sogar C-linear unabhéngig in K¢ ist,

da det((pe(y:))ie) = det(Vandgq,,) # 0 ist.
Fir i, j € [1,k] ist

L) s ewi)) = Llpe(w)es (peys)el = D pelyipely;) -

Le[1,k]
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Also wird
vol(e(a))? "= det (([e(y:) . e(y;)])is)
= det(VandK\Q,gmt)
= det(Vandgq,) - det(Vandg|q,,)
= | det(VandK\ng) |2 7
= |det(Vandgq,,)?]
= |Ak|-|Ok/al?.

Definition 115 Sei

k! 4V
= g (3) 10w

die Minkowskischranke von K.

Lemma 116 Sei a € Ideale™ (Ok).

Sei R € R gegeben mit
R > k- (& - |Ok/a))/".

Dann gibt es ein a € a* mit deEinb(K) lo(a)] < R.

Beweis. Betrachte die Teilmenge M := {z € Kr : X, cpunx) 20| SR} C Kr. Es
||2 —

ist M eine beschriankte Teilmenge, da fiir z € M sich stets |2,|] < R und also ||z
> emimb(i) |701? < ER? ergibt; cf. Bemerkung 112.(2).

Sind z, 2/ € M, dann ist auch (2 — z’) € M. Denn dann ist Y o eBimb(K) 12(z0 — 20)| <
3 Loemmb() (17l H12]) < 5(R+ R) = R.

Schreiben wir z € Ky als R-Linearkombination in der Orthonormalbasis aus Bemer-
kung 112.(1,2), i.e. als

:( Z ar(ar,a)a)+( Z UT<2_1/2(87,0+8?,0))0)+( Z UT(2_1/2(18T’U_ia%’U>>U)

r€Einbg (K) r€Einbe (K) r€Rinbe (K)

mit a,, u,, v, € R stets, dann ist z, = a,, also |z,| = |a,| fir 7 € Einbr(K) und
zr = 272 (uy +iv,), also |z, | = 272 (u2 +0v2)Y? = |z.| = |z fiir 7 € Einbe(K). Also ist
z € M genau dann, wenn

(% lah+22( Y @) <R
T€Einbg (K) T€Einbg (K)
ist. Gemafl Aufgabe 45 ist mithin

k
vol(M) = QTWS%.
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Folglich ist
VOI(M) = QTWS(k?!)ile > 27“7'[8(]{3!)71]6]65]( . |OK/CL| = 2"m® (%)s . |AK|1/2 . |OK/C1|
= 25| Ak|M2 - |Ok/al "2 2Fvol(u(a)) .

Nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz, Lemma 110, ist also {0} € M N ¢(a). Somit
gibt es ein @ € a* mit «(a) € M, i.e. mit 3 ) [o(a)| < R fiir o € Einb(K). o

Lemma 117 Sei a € Ideale™ (Ok).
Es gibt ein a € a* mit |Ngq(a)| < &k - |Ok/al.

Beweis. Schreibe
Ry = k- (k- |Ox/a))V*.

Fiir jedes m > 1 gibt es ein a,, € 0” mit Y i) [0(am)| < Ro +m~!; cf. Lemma 116.
Firm = 1ist [¢(an), t(am)] = -, cmmpx) lo(am)]? < k(Ro+1)%; cf. Bemerkung 112.(2).
Also hat die Folge (¢(ay,))m eine konvergente Teilfolge (t(ay,,)); . Diese habe Grenzwert
z € Kr. Da «(a) als Gitter in Kg eine diskrete Teilmenge ist, gibt es ein ¢ € Ry mit
(Be(2) ~{z}) Ne(a) = 0; cf. Lemmata 114 und 108, Bemerkung 106.(2). Da aber ein
J € Zs existiert mit ¢(a,,,) € Be(z) fir i € Z-;, mufl zum einen z = «(a) sein fiir ein
a € a, zum anderen muB a,,, = a sein fiir i € Z; .

Firm > 1 ist
Nialan)| "= N((an))
| HaeEinb(K) o (am)]
HcrEEinb(K) o (am)|
k_k(ZaeEinb(K) o (am)])*
k=8 (Rg +m~1) .

>
N
[«

N IN

Wegen der schliefSlichen Konstanz unserer Teilfolge erhalten wir
Nkj(a)] < k"R = &k - |0k /al ;
cf. Bemerkung 112.(4). o

Esist N |%R stetig; cf. Aufgabe 42. Aber wegen der schliefilichen Konstanz der konstruierten
Teilfolge ist dies zu wissen noch nicht einmal erforderlich.

Satz 118 (Endlichkeit der Klassengruppe eines Zahlkérpers)

Wir erinnern an die endliche Kérpererweiterung K|Q mit k = [K : Q] und s =
|Einbc(K)|, sowie an ihre Minkowskischranke i = £ - (2) - |Ag |2 ; ¢f. Definition 115.

Wir erinnern an die Klassengruppe Cl(Og) ={[g] : g € Ideale*(Ok) }, wobei fiir
g, g € Ideale™(Ok) genau dann [g] = [g] ist, wenn es ein x € K* mit xg = g gibt;
cf. Definition 67.
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(1)

(2)

Fiir alle g € Ideale*(Ok) gibt es ein a € Ideale™(Ok) mit |Ok/al < &k derart,
daf [g] = [a] ist.

Schreibe {p €Z : pprimund 2 < p< &k} =:{p; : i €[1,n]}, wobein die Anzahl
der Elemente dieser Menge sei.

Firi € [1,n] sei (pi) = piOx = [ljcpay q;5 die Primidealfaktorzerlegung in O
wobei d; > 1, wobei q;; € Ideale); (Ok) und e;; > 1 fir j € [1,d;] und wobei
Gi,j 7 q;; fir j, j € [1,d;] mitj #j; cf Lemma 54, Satz 63. Also ist (p;) = ZNq;,;
fir j € [1,d;]; cf. Aufgabe 43.(1).

Sei fi ;= 1[0k /i Z/(p:)] firie[l,n] undj € [1,d;]; cf. Aufgabe 43.(1).

Fiir v € R~ schreibe rund(z) ;=14 max{z€Z : z2<z} .

Dann st

ICL(Ok)| < H H rund (log,, (£x) fi}) -

i€ [177]} JjE [Ldz]

FEs ist die Klassengruppe Cl(Ok) eine abelsche Gruppe endlicher Ordnung.

Die Schranke aus (2) soll hauptséichlich das Endlichkeitsargument etwas besser fafibar ma-
chen. Um sie zu bekommen, muf} grofziigig Spielraum eingerdumt werden, so dafl die erhal-
tene Schranke praktisch nicht besonders gut brauchbar ist.

Um Cl(Og) zu bestimmen, hilft dagegen oft (1), da dort nicht nur eine GréBenaussage,
sondern auch eine Aussage iiber die bendtigten Reprisentanten gemacht wird.

Bewezs.

Ad (1

). Schreibe g~! = zb mit x € K* und b € Ideale* (Ok). Es ist [b] = [g7!].

Wiahle b € b* mit |Ngiq(b)| < &k - |Ok/b|; cf. Lemma 117.
Es ist a:= (b)b~! € Ideale* (Of). Ferner ist [a] = [b7!] = [g].
Als Ideale von Z ist

91

(|0x/al) "= Ngg(a)

2 Nia(() Nxa(0)
PO (Nyq6)) 1Ok /b))

= (Ngj(0) - [0xk/b]™) .

Es folgt |Ox/a| = [Nk|q(b)| - |Ok /6] " < &k
Ad (2). Wir wollen zeigen, dal {a € Ideale™ (Ok) : |Ok/a| < &k } endlich ist und die

Kardinalitét dieser Menge nach oben abschétzen. Dies geniigt, denn nach (1) ist dann

ICHOK)| < [{a € Ideale” (Ox) : |Ox/a] < x } .



75

Sei a € Ideale™ (Ok) mit |Ok/a| < £k gegeben.
Ist q € Ideale}; (Ok) und v > 0 mit a C g” gegeben, dann ist Ngq(q”) = (p/*) mit
(p) :=ZNqund f:=[0Ok/q:Z/(p)]; ct. Aufgabe 43.(1). Sei 0.E. p > 0. Es ist

P 20k /9| < |Ox/al < &k

Ist v > 1, so folgt p < &k
Also kénnen wir a = Hie[l . Hje[l ] q; 5 schreiben, mit v; ; > 0 stets und, deswei-

teren, p;"’ "7 < &k, ie. v < log, (k) fz_j ; fiir den Wert von v; ; gibt es also nur
rund(log,, (§x) fi ; 1) Moghchkelten Somit ist

{a € Tdeale(Ok) ¢ [Ox/al <&k} < [] [ rund(log, (¢x)fi)) -

i€[l,n] j€[1,d;]
Ad (3). Dies folgt aus (2) ; cf. Definition 67. -

Beispiel 119 Sei K = Q(v/—5). Schreibe o := v/=5. Es ist Oq(a) = Z[a] ; cf. Aufgabe 3.
Es ist Einbg (Q(a)) = 0. Es ist Einbc(Q(«)) := {idq(a)} wéhlbar.
Esist r =0 und s = 1.

Ferner ist Aga) = —20; cf. Aufgabe 16.(1).

Also ist {qa) = 35 - (é)l |(—20)['/? = 4m /5 & 2,847 < 3. Somit ist, in der Notation

T

von Satz 118 (2), 7) =1 und p; = 2. Es ist log,(£q(a)) =~ 1,5095.

Esist (2) = (2, +5)? = (2,1 + «)? die Primidealfaktorzerlegung; cf. Aufgabe 30.(3); cf.
auch Aufgabe 27.(1). Alsoist d; =1, q11 = (2,1 4+ «), e11 = 2 und fi1 = 1; letzteres, da
e11fi1 =k =2 ist geméfl Aufgabe 43.(2).

Folglich ist |Cl(Oq(a))| < rund(logy(éq(a))) = 2 dank Satz Satz75.(2).

Man kann auch direkter argumentieren und anfiihren, dafl nun nur die Klassen [q?’l] und
[q1,1] in [CL(Oq(a))] liegen.

Da wir in Aufgabe 27.(1) das Element [(2,1 + «)] der Ordnung 2 in Cl(Ogq(a)) gefunden
haben, folgt |Cl(Oqa))| = 2; genauer,

Cl(Oq@) = ([(2,1+a)] ) =~ Cy.

3.2.3 Endliche Erzeugtheit der Einheitengruppe

Lemma 120 Sei R € R . Schreibe Ncg == {x € O : |[Ngq(z)| < R}.

Dann gibt es eine endliche Teilmenge NgR C N¢r mit der Eigenschaft, daf$ es fiir alle
z € Neg einu € U(Og) gibt mit xu € N2y .
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Beweis. Schreibe N, := {z € Ok : |Ngiq(x)| = 2 } fiir 2 € Z3, .

Es geniigt zu zeigen, daf} fiir jedes z € Z-; eine endliche Teilmenge N? C N, existiert
mit der Eigenschaft, daf§ es fiir alle z € N, ein u € U(Ok) gibt mit zu € NV . Denn dann
kénnen wir N2p := ,cz_  .<g VY nehmen.

Als abelsche Gruppe ist Ok ~ Z%: cf. Lemma 33. Also ist Ok /20 ~ (Z/(2))®* und
somit von Ordnung |Of /20k| = 2*.

Wihle N? C N, so, daBl {x + 20k : © € N,} = {y+ 20 : y € N?} ist mit
y+ 20k # 7+ 20k fiir y, § € N?. Insbesondere ist |N?| < 2.

Sei € N, gegeben, ie. sei v € Og mit |[Npy(z)| = 2. Sei  + 20k = y + 20k mit
ye N,

! !
Wir haben zu zeigen, dafl g € Ok und % € Ok liegen, denn dann folgt u := % € U(Ok)
!
und ru =y € N?. Wegen Symmetrie geniigt es, g € Ok zu zeigen.
Esist € y + 20k . Also ist © = y + Nk (y)w fiir ein w € Og . Mit i := H€€[2,k] pe(y)

ist Nzjx (y) L15(2) yy'. Es ist ¥ € Op gemiB Lemma 20.(1). Es ist v’ = Ny (y)y ' € K.

Also ist y € Op N K = Ok . Es folgt

+ N w

Definition 121
Sei K¢ =]
Wir haben den Morphismus abelscher Gruppen

scEinb(x) R gesehen als euklidischer Raum mit dem Standardskalarprodukt.

U(Ke) —~ K&

2= (%) —— Az):=(n|z])s,

wobei natiirlich U(K¢) multiplikativ und K¢ additiv geschrieben wird.

Sei K == {(w,)s € K¢ : w, = w; fir 0 € Einb(K) } C K. Es ist dimg(KR) = r + s,
da eine R-lineare Basis von K§ gegeben ist durch

((0r.0)s : 7 € Einbr(K))U ((0rp + 070)s : T € Einbe(K) ) .

Wir haben die Einschrinkung

K/

— R
AR = Al

U(KRr)

/!
KR’

denn aus z; = z, folgt In|2z;| = In|z,| = In|z,| fiir 0 € Einb(K).
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Fir w = (wy), € K¢ sei Tr(w) = 3, cpipx) Wo - Fiir 2 € Ko ist Tr(A(2)) = In|N(2)[;
cf. Definition 111.(3).

Sei H:={we Kg : Tr(w) =0} C K. Esist dimg(H) = —1+dimg(Kg) =7+s— 1.
Sei S:=Ag'(H) ={z€ UKR) : Tt(A\(2)) =0} ={z€ Kr : |[N(2)] =1} < UXKR).
Also haben wir auch die Einschriankung

Ar|H

S — H.

Wir erinnern an «(K) C Kgr; cf. Bemerkung 112.(3). Es ist «(U(Og)) C S, da fiir
u € U(Ofk) sich N(s(u)) = Ngjq(u) € U(Z) = {—1,+1} ergibt; cf. Definition 111, Lem-
ma 20.(4).

Schreibe
M = {ueUOk) : Au(u) =0}
= {ue€U(Ok) : |o(u)] =1 fir o € Einb(K) }
< U(Ok) .
Schreibe

F = MN«(U(Ok))) < H.

So haben wir folgendes kommutative Diagramm von Gruppen und Gruppenmorphismen.

U(Kc) — K¢

w ) ]

!l
U(K) U(KR) AR K{{

| e
W) /

Darin werden die Gruppen F, K, Kg , H und F' additiv geschrieben, die anderen werden
multiplikativ geschrieben.

|U(OK)

Bemerkung 122 Es sind ), A]g(,";(R) und N\ surjektiv.

Beweis. Auf (w,), € K¢ bildet e.g. (e*7), € U(K¢) ab. Auf (w,), € Ky bildet e.g.
(e¥7), € U(KR) ab. Schlielich ist A|¥ dank Urbildkonstruktion surjektiv. o

Definition 123 Sei p(K) :={{ € K : es gibt ein m € Z>; mit ("™ =1} die Menge der
Einheitswurzeln in K.

Lemma 124
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(1) Esist W(K) = M.

(2) Es ist W(K) eine zyklische endliche Untergruppe von U(Of).

!
Beweis. Zu p(K) C M. Ist ("™ =1 fiir ein m € Z>;, so ist ¢ als Nullstelle von X™ — 1 in
Op enthalten. Da (-¢™ ™ = 1, ist ¢ € U(Of). Ferner ist dann auch |o(¢)|™ = |o({™)| = 1
und somit |o(¢)| = 1 fiir o € Einb(K).

!
Zu w(K) O M und zur Endlichkeit von M. Sei u € M gegeben, i.e. es ist u € U(Ok)
mit [o(u)| = 1 fir ¢ € Einb(K). Also ist [|c(u)]* = 3=, cmin) [o(w)]* = k. Somit ist
v(u) € By, 5(0).
Es ist ¢«(Ok) ein Gitter in Kgr, also eine diskrete Teilmenge darin; cf. Lemma-

ta 114 und 108. Somit ist ¢(M) als Teilmenge von B, z(0) N t(Ok) endlich; cf. Defi-
nition 105. Wegen der Injektivitédt von ¢ ist also auch M endlich.

Nun ist {u’ : i € Z} als Teilmenge von M endlich. Folglich gibt es 7, j € Z mit i # j
und v’ = v/, also mit w/~* = 1 und folglich mit v~ = 1. Also ist u € u(K).

Insgesamt ist die Untergruppe M von U(Ok) zum einen gleich p(K'), zum anderen endlich.
Als endliche Untergruppe von U(K) ist w(K) zyklisch; cf. [5, Aufgabe 27.(5)]. -

Lemma 125 Es ist F' ein volles Gitter in H.

Bewezs.

Zeigen wir, daff F' ein Gitter in H ist. Wir haben zu zeigen, dafl die Untergruppe F' von
H diskret ist ; cf. Lemma 108. Es geniigt zu zeigen, dafl die Untergruppe F' von Ky diskret
ist. Es gentigt zu zeigen, daf die Schnittmenge B1(0)NF endlich ist; cf. Bemerkung 106.(4).

Dazu geniigt es zu zeigen, daB8 A\g'(B1(0)) N ¢«(U(Ok)) endlich ist. Dazu geniigt es zu
zeigen, daBl Ag'(B1(0)) N ¢(Ok) endlich ist. Da +(Ok) ein Gitter in Ky ist, geniigt es zu
zeigen, da8 Az'(B1(0)) beschriinkt ist; cf. Lemmata 114 und 108, Definition 105.

Ist z € Kgr mit A(2) € B1(0) gegeben, dann ist [[A(2)[1> = 3, cpiun ) (In[26])* < 1. Also
ist |2,| < e fiir 0 € Einb(K). Folglich ist >_ &) |2o* < k.

Dies zeigt Ag' (B1(0)) € B, /z(0).

o€Einb

Zeigen wir, daf8 das Gitter F' in H voll ist. Gemafl Lemma 109 miissen wir eine beschrank-
te Teilmenge B C H mit H = {J;.(f + B) finden.

Fiir ¢ = (¢o)ocrinb(k) Mit stets ¢, € Rog und ¢, = ¢ setzen wir
Ze = {2=(2,)0 € KR : |2, < ¢, fiir c € Einb(K)} C Kg.
Sind z, 2 € Z., dann ist |3(2, — Z,)| < 3|20 + 3|Z5] < ico + 2co = ¢, fiir 0 € Einb(K)

und somit 3(z — 2) € Z,. Fir z € Z, ist ferner |[2]* = 32, i) 1207 < Xocmimbx) G
und also Z. C KR eine beschrinkte Teilmenge.
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Schreiben wir z € Ky als R-Linearkombination in der Orthonormalbasis aus Bemer-
kung 112.(1,2), i.e. als

:( Z CLT<8.,-’U)J)+( Z UT(271/2(8‘,-’U—|—87-,0))0)+( Z U‘r(271/2(iaﬂo_ia‘?,0)>0)

T€Einbg (K) T€Einbc (K) T€Einbc (K)

mit a,, u,, v, € R stets, dann ist 2z, = a,, also |z,| = |a,| fir 7 € Einbr(K) und
2y = 272 (u, +iv,), also |zT| = 2712(u? +02)Y2 = |z | fiir 7 € Einbg(K). Also ist 2 € Z,
genau dann, wenn

¢, fiir 7 € Einbg (K)
¢, fiir 7 € Einbe(K)

|aT|

<
2122 4 )2 <

ist. GemdB Aufgabe 45.(1) ist vol(Z.) = 2""T([[,cmibpx) &) [ rcmimpom) &) =

45
2 HTEElnb )CT :

Im Beweis zu Lemma 116 hatten wir unsere Orthonormalbasis in analoger Weise verwendet.

Wihle nun ein solches ¢ so, dal C' := HTeEinb(K) cr > 25| Ak |2 ist.
Fiir y € U(KR) schreiben wir ¢, := (|y,| ' ¢s)o -

Sei y € S. Dann ist [N(y)| = 1 und also [], g ly-|"'e; = C. Es ist vol(Z,,) =
250 > 28| Ak V2 = 2vol(1(Ok)) ; cf. Lemma 114. Also gibt es mit dem Minkow-
skischen Gitterpunktsatz ein z, € Ox mit «(z,) € Z.,, i.e. mit |o(zy)| < |yo| ', fiir
o € Einb(K); cf. Lemma 110.

Wiihle eine endliche Teilmenge N2 C N<c = {z € OFf : |Ngjq(z)| < C'} mit der
Eigenschaft, daf es fiir alle © € Ne¢ ein u € U(Ok) gibt mit zu € N2 ; cf. Lemma 120.
Sei

=Sn |J Z, €8¢ Kgn.

0
acENgc

Da all diese Z

e, Deschrénkt sind, ist auch 7" beschrénkt.

Wir behaupten, es ist UueU(OK) t(u)T £ S. Sei y € S gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl
! !

es ein u € U(Ok) gibt mit y € «(u)T, i.e. mit ¢(u) 'y € T.

Es ist [Nxiq(zy)l = [Lemmuo [7@)| < TLemm lyo| e, = C. Also ist z, € Nec .
Somit gibt es ein u, € U(OK) mlt T = xyu, € N2 . Es ist ¢,z) = (|o(2)] er)o -

! !
Wir wollen «(u,)~'y € T zeigen. Es ist «(u,) 'y € S. Wir wollen (u,)~'y € Z,,,, nach-
! !

weisen, i.e. |o(u,)| .| < o(2)] e, = |o(zy)| 7t o (u,)| o, e |yo] < Jo(zy)] ™ ey, dee.
lo(zy)] < |yo| ¢y fiir o € Einb(K). Aber das ist bekannt und zeigt die Behauptung.
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Sei B := Ar(7T). Es ist T beschrinkt. Wéhle R € R~y mit T C Bg(0). Sei z € T.
Es ist Y, cmun 12017 = 2> < R?. Also ist |z,| < R fiir 0 € Einb(K). Ferner ist
2 €T C 8. Also ist [[,cmp(x) 12| = 1 und somit |z,| > R'"* fiir o € Einb(K). Somit
ist [ AR(2)|I> = X, cmme (I 12:])* < kmax{(Infa[)* : R'™* < a < R} = R mit
R € R.o. Also ist B C Bg/(0). Folglich ist B beschrénkt.

Aus der Behauptung folgt nun

HPZ2A) = A | wwr) = | M@1) = [J Mew)+\T) = | f+B.

ueU(Ok) uEU(OK) ueU(Ok) feF

Satz 126 (Dirichletscher Einheitensatz)
Wir erinnern die endliche Korpererweiterung K|Q.
Wir erinnern an r := |Einbgr (K)| und s := |Einbc(K)|; ¢f. Beginn von §3.2.

Wir erinnern an die zyklische endliche Gruppe W(K) der Einheitswurzeln in K ; cf. De-
finition 123, Lemma 124.(2).

Wir betrachten die Gruppe W(K) x Z®U+5=V Sind hierbei (z,2) und (%, 2) aus dieser
Gruppe, so wird (z,z) - (Z,2) = (xZ,z + Z).

Es gibt einen Gruppenisomorphismus
U(Ok) = p(K) x 2201

der (z,0) auf x schickt fir x € w(K).

Insbesondere ist U(Ok) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Wir kennen in Satz 126 nur die Existenz eines Isomorphismus. Konstruiert haben wir keinen.
Das wiirde die Konstruktion einer Z-linearen Basis von F' erfordern, was wir nicht leisten
konnten.

()\OL)\g o

Beweis. Es ist W(K) der Kern des surjektiven Gruppenmorphismus U(Ok)
cf. Lemma 124.

Da F ein volles Gitter in H ist und da dimg(H) = r 4+ s — 1 ist, folgt F o~ Z®+s=1); cf,
Lemma 125, Definition 101.

Also ist U(Og) ~ w(K) x ZeU+s71: cf. Aufgabe 52.(2).
Da zudem p(K) eine endliche Gruppe ist, folgt, dafl U(Of) endlich erzeugt ist. o

Beispiel 127
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Sei K = Q(v/—5). Es ist Oq(/=5) = Z[v—5]; cf. Aufgabe 3.

Fiir a, b € Zist a+by/'—5 € U(Z[y/—5]) genau dann, wenn Ng(, /=) q(a+bv—5) =
a® +5b% in U(Z) = {—1,+1} liegt; cf. Lemma 20.(4). Dies ist genau dann der Fall,
wenn a € {—1,+1} liegt und b = 0 ist. Le. U(Z[/—5]) = {—1,+1} ~ C,.
Betrachten wir nun, was Satz 126 in dieser Situation besagt. Sei nun, genauer gesagt,
vV—b5=1y5. Esist r =0 und s = 1.

Es bildet u(Q(v/—=5)) isomorph nach w(Q(v/=5)) x Z#+1=Y und dies isomorph
nach U(Z[v/—5]) ab. Dabei kommt = nach (z,0) und sodann nach z. Also ist
U(Z[v-5]) = mQ(V-5)) = M.

Fiir a, b € Z ist |a + biv/5|? = a® 4 5b% und |a — biv/5[*> = a® + 5b%. Also ist dieses
Element a + biyv/5 genau dann in M, wenn a? + 5b% = 1 ist, i.e. wenn a € {—1,+1}
und b = 0 ist. Es folgt u(Q(v/—5)) = M = {—1,+1}; cf. Lemma 124.(1).

Also ist U(Z[v=5]) = {—1,+1}.

Sei K = Q(V/5). Schreibe a := (1 + V/5). Es ist Oq(vs) = Zla]; cf. Aufgabe 3. Es
ist r =2 und s = 0.

Wir bestimmen w(Q(v/5)). Ist z € u(Q(+v/5)), dann kénnen wir ein m € Z-, wihlen
mit 2™ = 1. Also ist |z|™ = |2™| = 1. Da z € Q(v/5) C R liegt, folgt z € {—1,+1}.
Es folgt n(Q(v/5)) = {—1, +1} ~ C,.

Also ist U(Z[VE]) ~ w(Q(v5)) x Z®CH0-1) ~ Oy x Z; cf. Satz 126. Cf. Aufga-
be 53.(2).



Kapitel 4

Zerlegung, Verzweigung, Trigheit

4.1 Kreisteilungskorper

Bemerkung 128 Seien k, { € Z, teilerfremd. Wihle s, t € Z mit sk +tl = 1.

(1) Es sind Q()|Q und Q(¢)|Q linear disjunkt.

(2) Es ist Q(Cre)|Q, zusammen mit den FEinbettungen, ein Kompositum von Q((x)|Q
und Q(()|Q.

(3) Wir haben den Gruppenisomorphismus
U(Z/(kt)) =~ U(Z/(k)) x U(Z/(())
24 (kl) +— (24 (k) (0))
tlu + skv + (kl) ~— (u+ (k),v+ (0)) .

Esist (k€)= (k) - @({).

, 2

+
+

Beweis. Es sind Q((x) und Q(¢,) Teilkorper von Q((xe)-
Cre = exp(2mi(k0) ™)' = exp(2mi(k() ™) = exp(2mil™) exp(2mik™) = (- (.

Ein Teilkorper von Q((ke), der Q(¢x) und Q({y) enthélt, enthélt also auch (i, und ist

damit gleich Q((re). Also ist Q((xe)|Q Kompositum von Q((x)|Q und Q(¢)|Q; cf. Bei-
spiel 41.(1).

Wir haben den surjektiven Ringmorphismus Z — Z/(k) X Z/({), z+—— (z + (k), 2+ (£));
cf. Aufgabe 26.(1). Dieser hat Kern (k)N (¢), was wegen k und ¢ teilerfremd gleich (k¢) ist.
Somit ist Z/(kl) ~ Z/(k)xZ/(¢) als Ringe; cf. [5, §1.5]. Das gibt den Gruppenisomorphis-
mus U(Z/(kl)) =~ U(Z/(k)xZ/(0)) = U(Z/(k)) x U(Z/(0)), z+ (kl) — (z+(k), 2+ (£)).
Sein Inverses ist gegeben durch t0u+ skv+ (k€) ~— (u+ (k), v+ (£)), da dies wohldefiniert
ist und da wir 2z + (k) = tlz + skz + (kl) «~—i (2 + (k), 2 + ({)) erhalten.
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Folglich ist @(k - £) = [U(Z/(k0))| = [U(Z/(K))] - [U(Z/(0))| = @ (k) - @(£). Also ist

A17.(1) A17.(

[Q(Ce) = Q] @(kl) = (k) o(0) YQ) Q- Q&) Q).
Somit sind Q((x)|Q und Q({,)|Q linear disjunkt; cf. Lemma 44.

Lemma 129 (Kreisteilungsring im Primpotenzfall)

Sei p € Zsq eine Primzahl. Sei o € Z~1 . Schreibe q := p*~L. Beachte pqg = p“.

(1) Esist ©pe(X) =30, X und [Q(Ge) : Q] = @(pg) = (p — g
(2) Es ist Oq¢a) = ZlGpe]-
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(3) In Z[(pe] ist (p) = (1—C(pa)P~V4 die Primidealfaktorzerlegung im Sinne von Satz 63.
Es ist ¥, =>Z[(po]/((pe — 1), 2+ (p) 2 + (¢ — 1) ein Korperisomorphismus.

(4) ES Zst |AQ(Cp@)‘ — p‘I(O‘P—a—l)'
Cf. Aufgabe 57 fiir das Vorzeichen in Lemma 129.(4).

Beweis. Schreibe ( := (4. Schreibe O := Oq¢)

Als Nullstelle von X?? — 1 liegt ¢ € O, und somit ist Z[(] cO.
Da X7 1 H6€0a 1) ps (X) und XP7 —1 AL HBG[O o) ps (X)) ist, folgt

Dp(X) = (XM D)X 1) = 3 X7

Sodann ist [Q(¢) : Q] = deg(pc,q) = deg(P®,,) = (p — 1)g; cf. Aufgabe 17. Damit ist (1)

gezeigt.
Andererseits ist mit U := {k € [0,pq — 1] : k%, 0} auch
Dpg(X) = H (X _Ck) = H(X _Ck) ;
k+(pq)€U(Z/(pq)) keU

cf. Lemma 14, Aufgabe 17.(1).

Zusammengenommen wird

p = Z 17 = @,(1) = [J(1-¢").

1€[0,p— keU

Sei k € U. Wahle £ € Z mit kl =,, 1

Bs ist =5 € Z[¢]. Bs ist (%)—1 = L e Z[q]. Also ist =5 € U(Z[(]) < U(0).
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Es folgt

als Ideale in O.

Sei nun (1 — () = p7*---p¥* die Primidealfaktorzerlegung, wobei p; € Ideale; (O) und
> 1 fir ¢ € [1,s] und WObel p; #p; fiir i, j € [1,s] mit ¢ # j; cf. Lemma 54, Satz 63.

Dann ist
1 1% —_ Vs
( ) p(lp q ! e pgp l)q -

Schreibe f; .= [O/p; : Z/(p)] fiir i € [1,s]; cf. Aufgabe 43.(1). Es folgt

(p—Dg = > (p—1)qv- fi:

1€[1,s]

cf. Aufgabe 43.(2). Es folgt 1 =3, jvi fi, also s =1, 11 =1, p1 = (( — 1) prim und
f1 = 1. Folglich haben wir den Korperisomorphismus

F,=Z/(p) = O/((-1)
z+(p) — z+(C-1).

Damit ist unter anderem (2) = (3) gezeigt.
Wir haben die Z-lineare Basis z := (¢* : i € [0,(p — 1)g — 1]) von Z[(]. Es ist

#,X) = ([[ex-¢y =3 II -,

keU LelU keU~{¢}

fir m € U also
o™ = JI «r-¢.

keU~{m}

Wir erhalten
[Aqia.:| = [IT5 cev, reo(CE = CF)?
- [ Tnev erU\{m}(Cm — (M)
= nev Ppe(C™)]

20 NGoa(®,(0)] -

Wire O = Z[(] bereits bekannt, so hitten wir auch Dq(¢)q 4 (®7,(¢)) und erhielten
damit ebenfalls

L.96 D. 95.(2) B. 86.(3)
(Aquie.z) = %oz =  Naooe®awaz) = (Nooa(®,))-

Aus ®,,(X)(X7—1) = XP7 — 1 folgt durch formales Ableiten

(I);Jq(X>(Xq - 1) + (I)pq(X> ) quil = ququl
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und also

-1
B,(0) = B

cf. [5, Aufgabe 11].
Es ist Gal(Q(¢9)|Q) ~ U(Z/(p)) und pieaq(X) = @,(X) = =15 of. Aufgabe 17. Also

wird

i L.14 (X + l)p -1 %
[T X=("-1) =" pe1g(X) = peq(X+1) = &(X+1) = XTU-1 > ()X
i€[l,p—1] i€[0,p—1]
Vergleich der konstanten Terme gibt
K.16.(2) i
NoeoeC' =1 =" ] €“-1 =»p.

Gemaéf Korollar 16.(2) und Lemma 19.(2) ist

INq)@(¢? = 1)| = [Nqeoa(Naeaes(€? —1))] = [Nqea((¢?—1)7)] = p?.

Desweiteren ist ¢ € U(O), also Ng(¢)(¢) € U(Z) und somit | Ng()q(¢)| = 1. Es folgt
[Aqa:zl = Na@a(®,(¢)]

B pq¢!
= [Nqu)q (Cq — 1)|

= (pq)(p—l)q .pa
= pilep—a=l)

Dank (1) ist damit (2) = (4) gezeigt.
Es bleibt also (2) zu zeigen. Schreibe 7 := 1 — {. Oben haben wir den Isomorphismus
Z/(p) =~ 0O/(m), z+ (p) — z + () gesehen. Dessen Surjektivitéit bedeutet

Z+70 = O,

wobei hier eine Summe von Z-Teilmoduln gebildet wurde. A fortiori ist

Z(J+ 70 = O.

Wir behaupten Z[(] + ©'O = O fiir t > 1. Induktion nach ¢ > 1. Sei Z()+ 7m0 = O
bekannt. Es folgt
Z[(+ 7O = Z[(+7Z[¢] + 7O

Z[(] + m(Z[¢] + 7'0O)
Z[(] + 7O
O .

1=



86

Das zeigt die Behauptung.
Schreibe A = |Aq(¢)q, 2| = pP~* V. Fiir tg := (p — 1)q - g(ap — a — 1) ist

O = (W(p—l)qo)q(ap—a—l) — (p@>q(ap—a—1) = AO,

sodafl vorstehende Behauptung
Z[(]+ A0 = O

liefert. Es bleibt zu zeigen, da AO C Z[(] liegt. Es ist
Z[(] € O C OF C Z[(JF;
cf. Bemerkung 30, Lemma 31.(2). Wegen Z[(] = zz) ist

A14.(3)

|Z[¢)*/Z <
Es folgt A - (Z[¢]#/Z[¢]) = 0, mithin

[Aquq.zl = A .

AO C AZ[* C Z[(].

Damit ist Z[(] = O, was (2) zeigt.
Bemerkung. Sei m € Z-; mit m =, 1 gegeben.

Seien s, t € Z gewéhlt mit 2s + mt = 1. Insbesondere ist ¢ =, 1.
_ 2s+mt

Dann ist (o = (5, = (o gé =G (_1>t =—(n € Q(gm) - Also ist Q(Cam) = Q(Cm)

Betrachtet man fiir n € Z>; den Kreisteilungskorper Q((,), so kann man sich folglich auf
den Fall vo(n) # 1 beschréanken.

Satz 130 (Kreisteilungsring)
Sein € Zsy mit vao(n) # 1.

(1) FEs st OQ(Cn) = Z[gn]

(2) Sei P, :={p€ Zsy : pist prim und n =, 0} die Menge der Primteiler von n.
Fiir p € Z~ prim schreiben wir n[p] := pr()

Bs ist Aqe,) = [Ler, Adie ) i ¢f Lemma 129.(4).

Es ist P, auch die Menge der Primteiler von Ag,) -

Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber |P,|. Als Induktionsanfang verwenden wir, daf
wir die Aussagen im Falle |P,| < 1 aus Lemma 129 kennen. Man beachte insbesondere,
dafl im Falle n = p® mit p > 2 prim und a > 1 aus vo(n) # 1 folgt, dal p > 3 oder o > 2
ist und daher jedenfalls ap —a — 1 > 1 ist, mithin Ag,.) =, 0.
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Sei |P,| > 2. Schreibe n = k¢ mit k, { € Zs, teilerfremd. Dann ist |P;| < |P,| und
| Py| < |Py|. Ferner ist Q(¢,)|Q ein Kompositum der linear disjunkten Kérpererweiterun-
gen Q(()|Q und Q(¢r)|Q; cf. Bemerkung 128.(1,2)

Nach Induktion ist P die Menge der Primteiler von Agq,) und P, die Menge der Prim-
teiler von Aq,), und es ist P, N P, = 0. Also sind Aq(c,) und Aq(,) teilerfremd.

Folglich kénnen wir Satz 48 anwenden. Wir erhalten mit Induktion

8.48.(2) o( (k)
AQ(Ck) A Q<)

o(k/kp) \* O o(e/ep)) )™
<Hp€Pk AQ(Ck[p]) ) . (HPGPZ AQ(Q’[@]) )
B.128.(3) o(n/klp)) | @ (n/L[p])
- <Hp€Pk AQ(Ck[p]) ) (HPEPe AQ(Ce[p]) )

— ¢(n/np])
o HpePn A(Q(Cn[p])

Aq(cn)
I.

<

cf. Aufgabe 17.(1).
Es ist Oq(¢,) 2 Z[¢,), da ¢, in Q(¢,) eine Nullstelle von X™ — 1 ist.

1 Z[(}] und g" eine

)
Z-lineare Basis von Ogq(,) 1 Z[¢y], dann ist (gigj : i € [L,@(k)], j € [1,9(£)]) eine
Z-lineare Basis von Oqc,); cf. Satz 48.(2). Da Z[(;] C Z[¢,] und Z[¢] C Z[(,], ist auch
9:9; € Z[¢,] stets und folglich Oqc,) € Z[Cn)- o

!
Zu zeigen ist Oq(¢,) € Z[Cy]. Ist ¢’ eine Z-lineare Basis von Oq

k

Satz 131 (Primidealfaktorzerlegung in Kreisteilungsringen)

Sein € Zzy mit vao(n) # 1.

Sei p € Zwo prim. Wir schreiben np] := p*»(™),

Sei e:= @(n[p]) .

Sei f:=|{p+ (n/n[p)))| die Ordnung der Restklasse von p in U(Z/(n/n[p])).
Sei d = @(n/nlp|)/f ; cf [5, Aufgabe 11.(1.c)].

Fiir (X)) € Z[X] schreiben wir g(X) fir sein Bild unter der koeffizientenweise angewand-
ten Restklassenabbildung Z —F, .

Die Faktorisierung von ®,(X) in normierte irreduzible Faktoren in F,[X] ist von der
Form

I] @:(x

i€[1,d]
fiir geeignete normierte Polynome g;(X) € Z[X] mit deg(g;) = f, mit g;(X) irreduzibel
und mit g;(X) # g;(X) firi, j € [1,d] mit i # j.

In Z[(,] haben wir die Primidealfaktorzerleqgung im Sinne von Satz 63

w0 = [ @) p)

i€[1,d]
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mit q; = (9:(Ca), p) € Ideale; (Z[C,]) fiir i € [1,d], wobei q; # q; fir i, j € [1,d] mit

1 # j. Ferner ist
Z[Co)/ai - Fy) = f
fir i e [1,d].

Beweis. Schreibe ¢ := (,, . Schreibe ¢ := n[p]. Schreibe m := n/q. Fir k € Z~, schreiben
wir Uy :={z€[0,k—1] : (2)+ (k) = (1)}, sodaB U(Z/(k)) ={z+ (k) : z € Uy } ist.

Faktorisiere

[[ ) € Flx]

ie[l,d]
mit d > 1, mit e; > 1, g;(X) € Z[X ] normiert, g;(X) € F,[X] irreduzibel fiir i € 1,d]
undmitgl( ) # g;(X) fir i, j € [1, ]rmtz;zé]
Schreibe q; := (g;(¢),p) fiir i € [1,d]. Es ist

I o

ie[l,d]

die Primidealfaktorzerlegung in Z[C], und dabei ist der Restklassenkorper Z[(]/q; =~
F,[X]/(7:(X)) von Grad deg(g;) iiber F, fiir i € [1,d]; cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).

Wir haben d = d, e; = e und deg(gi) = - f fiiri € 1,
Wahle s, t € Z mit sq + tm = 1. Beachte (sq) + (m

U(Z/(q) < U(Z/(m)) - U(Z/(n))

(u+(q) » v+(m)) +— tmutsq+(n);

d] zu zeigen.
)=

(1). Es ist

cf. Bemerkung 128.(3). Also ist U(Z/(n)) = {tmu+squ+(n) : ve U,, v € Uy, }, dank
Lemma 14 und Aufgabe 17.(1) also

— H H (X o CthJquv) )

u€lUyg veEUm

a (Z[¢]/m) | (Z/(p)) = F,, ist char(Z[(]/q1) = p, also 0 = ("™ =1 =4, (¢ —1)? und
daher 0 =, (" —1 stets Cf [5, Aufgabe 24.(1)]. Somit wird

= [T [T x—=¢m=e)y = I] [T (X -¢") = [] 2nX) = @u(X)*@.

u€Uq velUpm u€Uq veUm, uelUy

Da q; NZ = (p) ist, folgt hieraus ®,(X) =, ®,,(X)?9@ ie. &,(X) = &,,(X)¢; cf.
Aufgabe 43.(1).

Da f und d beim Ubergang von n zu m unverindert bleiben und da dabei e zu 1 wird,
konnen wir nun o.E. n = m annehmen, i.e. n #, 0
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Sei i € [1,d]. Schreibe F; := Z[¢]/q;. Es ist F}|F, eine endliche Korpererweiterung; cf.
Aufgabe 43.(1).

Fiir z € Z[¢] schreiben wir z := 2z + q; € F;. Nach Konstruktion ist F; = F,((). Es ist
F,[X] C F;[X], soda8 wir auch ®,(X) € F;[X] wiederfinden, etc.

Wir haben d = d, e; = 1 und deg(gi) = [Fi : F)) = f 7u zeigen.

Es zerféllt X™ — 1 in Z[¢][X] in

x"—1= J] x-=¢

ke[0,n—1]

und also in F;[X] in

xr-1= ]] x-¢.

ke0,n—1]

Wiire einer dieser Linearfaktoren dort mit Exponent > 2 vertreten, so wére er nicht nur ein
Teiler von X™ —1 sondern auch ein Teiler von (X" —1)"in F;[X]. Aber (X" —1)" = nX"!
hat wegen n #, 0 und also 7 # 0 in F; nur den irreduziblen Teiler X', was wiederum kein
Teiler von X" —1 ist. Widerspruch. Also gilt ¢¥ #,, ¢ fiir k, £ € [0,n— 1], anders gesagt,
es sind die Potenzen (* fiir k € [0,n — 1] in F; paarweise verschieden. Le. es ist [{{)| = n.

Es ist in F[X] ferner ®,(X) ein Teiler von X" — 1. Wire in der Faktorisierung
Dn(X) = Iljepg 9(X)7 in F[X] € Fi[X] nun e; > 2, so wiirde in der Faktorisie-
rung X" —1 = [cionn (X — ¢*) in F;[X] ein Linearfaktor mit Exponent > 2 auftreten,
was aber nicht der Fall ist. Also ist e; = 1.

Sei z € Z[¢] mit z # 0 gegeben. Wir behaupten, dafi genau dann ®,(z) = 0 ist, wenn
[(Z)| = n ist.
GeméB Aufgabe 17.(2) ist

x"-1= J] @X) e F[X].

s€[1,n], n=50

Sei ®,,(z) = 0. Dann ist 2" — 1 = 0. Da ferner X" — 1 in ein Produkt paarweise verschie-
dener Linearfaktoren zerfillt, folgt ®,(z) # 0 fur alle s € [1,n — 1] mit n =, 0. Ist nun
s € [1,n — 1] mit n =, 0 gegeben, so zerfillt

X' —-1= ][] ®X) e KX].

te(l,s], s=¢0

Es folgt 2° — 1= [];c;1 4. a=00 ®,(2) # 0, da all diese Faktoren nicht verschwinden. Somit
ist [(z)| = n.
Sei umgekehrt [(z)| = n. Dann ist 2" — 1 = 0. Wire ®,(z) = 0 fiir ein s € [1,n — 1] mit

n =, 0, dann wire auch z° — 1 = 0 und also |(Z))| ein Teiler von s, was nicht der Fall ist;
cf. [5, Aufgabe 27.(1)]. Also muf} ®,,(z) = 0 sein.
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Dies zeigt die Behauptung.

Da [{({)| = n, ist n ein Teiler von |U(F;)| = plf#Fl — 1, cf. [5, Aufgabe 11.(1.c)]. Folg-
lich ist (p + (n))F*F] = 1+ (n). Also ist f = |{p + (n))| ein Teiler von [F; : F,]; cf.
[5, Aufgabe 27.(1)]. Somit gibt es einen Zwischenkorper F;|F|F, mit [F' : F,] = f; cf.
[5, §2.5.4, Aufgabe 48.(2)]. Es ist U(F) ~ C,r_y; cf. [5, Aufgabe 27.(5)]. Ist = ein Ele-
ment von U(F) von Ordnung p/ —1 =,, 0 und ist k € [0,n—1] mit ggT(k,n) = 1, dann hat
2@ =D/m die Ordnung n; of. [5, Aufgabe 27.(2)]. Damit liegen in U(F) mindestens ¢(n)
verschiedene Elemente von Ordnung n aus der Gruppe U(F}). Jedes dieser Elemente ist
gemiB obiger Behauptung eine Nullstelle von ®,,(X). Da auch deg(®, (X)) AL @(n)
ist, zerfillt ®,(X) € F[X] in ein Produkt von Linearfaktoren. Somit liegen alle Nullstel-
len, die ®,,(X) in F; hat, bereits in F. Es folgt ( € F und somit F; = F,(() C F C F;,
i.e. F; = F. Dann ist aber auch [F; : F,| = [F: F,] = f.

SchlieBlich ist noch df = @(n) = [Q((,) : Q] AL > kepd) ekl By = df und somit

d:(i o

Beispiel 132 Sei p € Z- prim. In Z[(45] wollen wir die Primidealfaktorzerlegungen von
(p) ermitteln und mit der Aussage von Satz 131 vergleichen. Schreibe ¢ := (45. Es ist
@45(X> — X24 _X21 —|—X15 _X12 —|—X9 —X3+ 1.

(1) Sei p = 2. Esist e = @(1) = 1. Esist f = [(2 + (45))| = 12, da 2! = 91 -
45 4+ 1 =45 1 und 12 der dafiir kleinste Exponent > 1 ist. Desweiteren erhalten wir
d=@(45)/12=(3—1)-3- (5—1)/12 = 2. In der Tat wird

Dys(X) = (XP+ X3+ DX+ X2+ 1) € BRX]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren und also
(2) = P +C+1, 2P+ +¢ 2!
die Primidealfaktorzerlegung.

(2) Seip=3.Esiste =9 =B3—-1)-3=6.Esist f =1[(83+(5)) =4, da
31 =16-5+1 =51 und 4 der dafiir kleinste Exponent > 1 ist. Es ist d = @(5)/4 =
(5—1)/4 = 1. In der Tat wird

Pys(X) = (X' + X+ X2+ X +1)° € F[X]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren und also

3) = (C"+C+C+¢+1,3)°

die Primidealfaktorzerlegung.
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(3) Seip =5 Esiste=@(5) =5—-1=4. Esist f=[(5+(9))] =6, da 55 =
1736 - 9+ 1 =9 1 und 6 der dafiir kleinste Exponent > 1 ist. Es ist d = ¢(9)/6 =
3-(3—1)/6 =1. In der Tat wird

Dys(X) = (X + X3+ 1) € F[X]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren und also
(5) = (°++1,5)"
die Primidealfaktorzerlegung.

(4) Sei p = 11. Esist e = @(1) = 1. Es ist f = [{11 + (45)))] = 6, da sich 115 =
39368 - 45 + 1 =45 1 ergibt und 6 der dafiir kleinste Exponent > 1 ist. Es ist
d=@(45)/6=(3—-1)-3-(5—1)/6 =4. In der Tat wird

Py5(X) = (XP+3XP+9) (X +4X3 B (X5 X3 +3) N (X +9X? +4)! € Fii[X]
und also
(11) = (*+3¢+9, 1) (¢° +4¢* +5, 11)1 (¢ +5¢* + 3, 11)1(¢® + 9¢% + 4, 11)!

die Primidealfaktorzerlegung.

Beispiel 133 In Z[(120] wollen wir die Primidealfaktorzerlegung von (3) ermitteln und
mit der Aussage von Satz 131 vergleichen. Schreibe ¢ := (99 .

Es ist @90(X) = X3 + X2 — X20 — X106 — X124 X4 4 1.
Esiste=@(3)=3—-1=2 Esist f=[(3+(40))] =4,da3*=2-40+1 =4 1 und 4
der dafiir kleinste Exponent > 1 ist. Esist d = ¢(40)/6 = (2—-1)-4-(5—1)/4=4.In
der Tat wird

Dro(X) = (X HX2H XA (X X2 X+HDH (XXX (X =X+ X2 41)? € Fy[X]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren und also

B) = (C"+C+C+1L, (T +C—C+1L, 3+ C+CH L3 -G+ P+, 3)

die Primidealfaktorzerlegung.

4.2 Verzweigungsindex und Trigheitsgrad

4.2.1 Allgemeinfall

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt. Sei L|K eine endliche Korperer-
weiterung. Schreibe ¢ := [L : K]. Sei B := I,(A).
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Definition 134 Sei p € Ideale’; (A). Betrachte die Primidealfaktorzerlegung

prim
Bp = [] a7,

1€[1,d]

wobei d > 1, wobei q; € Ideale); (B) und e; > 1 fiir 7 € [1,d] und wobei g; # q; fiir

prim

i, j € [1,d] mit i # j; cf. Satz 63.

Fir i € [1,d] ist A/p— B/q;, a + p—a + q; ein injektiver Kérpermorphismus, des-
vermoge (B/q;)|(A/p) eine endliche Korpererweiterung wird; cf. Aufgabe 43.(1). Sei
fi:=[B/a; : A/p].

Folgende Zerlegungsparameter beziiglich L|K {iber A sind hierbei aufgetreten.

Es heif3t d die Zerlegungsbreite von p.

Es heifit e; der Verzweigungsindez von q; fir i € [1,d].

Es heifit f; der Trigheitsgrad von g, fiir i € [1,d].

Dabei ist >,y 4 €ifi = {; cf. Aufgabe 43.(2).

Beispiel 135

(1) Sei A =1Z, K = Q, L = Q(v/2). Schreibe § := /2. Es ist B = Oq5) = Z[d]; cf.
Aufgabe 19.(2). Es ist

psa(X) IV X3 o = (X +2))(X?—2X — 1)!

die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren. Wie in der Losung zu Aufga-
be 30.(2) erklért, wird die Primidealfaktorzerlegung in Z[6] somit

(B) = (6+2,5)!(62—-25—1,5)!
= (*+ 1) (62 —20—1)*
Die Zerlegungsbreite von (5) ist d = 2.

Das Primideal q; := (§ + 2, 5) hat Verzweigungsindex e; = 1 und Tragheitsgrad
f1 =deg(X +2) = 1; cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).

Das Primideal g9 := (62—25—1, 5) hat Verzweigungsindex e, = 1 und Trigheitsgrad
fo =deg(X? —2X — 1) = 2; cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).

(2) Satz 131 und Beispiele 132 und 133 erldutern die Zerlegungsparameter im Kreistei-
lungsringfall.

Lemma 136 (Verzweigung nur bei Diskriminantenteilern, monogener Fall)
Wir setzen voraus, daf8 wir ein b € B haben mit B = A[b].
Wir schreiben g :== (b* : 1 € [0,£—1]).
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X
prim

Sei q € Ideale’, (B) mit qN A =p gegeben; cf. Aufgaben 29.(1) und 43.(1).

prim

Sei p € Ideale’ ;. (A) gegeben.

Ist Apk, g #p 0, dann ist der Verzweigungsindex von q gleich 1.

Beweis. Schreibe A := A/p und B := B/q. Sei fipx(X) das Bild von g x(X) in A
unter der koeffizientenweise angewandten Restklassenabbildung A — A. Gem#$ Losung
zu Aufgabe 30.(2) haben wir zu zeigen, daf8 fiy x(X) in A[X] in ein Produkt paarweiser
verschiedener normierter irreduzibler Faktoren zerfallt.

Sei E ein Zerfallungskorper von L|K. Sei D := I(A). Trete v € Ideale];, (D) in der

Primidealfaktorisierung von qD auf, i.e. sei ¢ = BNt. Schreibe D := D/t. Es sind D|B|A
endliche Korpererweiterungen. Cf. Aufgaben 29.(1) und 43.(1).

Sei U := Gal(E|L) < Gal(E|K) =: G. Sei G = | |, g 73U mit 7; € G fiir j € [1,4].

L
f )
D =D/t v D L }G
| /f/
B = B/q q A =B K
A=Alp p A/

Esist Arjry = [[i<icjcr(73(b) = 7i(D))?; cf. Bemerkung 25.
Da Apik,g & p= AN, folgt Ay 4 & v und also 7;(b) Z. 7:(b) fir 1 <i < j <L
Es liegt in D[X] die Zerlegung

L.14, L 20.(1
() HHERO

vor, welche in D[X] zu

fin, i (X) = H (X = (7(b) + 1))

i€[1,]

wird. Nach vorigem ist dies ein Produkt paarweise verschiedener Linearfaktoren. Somit
kann fi, (X)) auch in seiner Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in A[X] keinen
normierten irreduziblen Faktor mit Exponent > 2 aufweisen. o

Beispiel.

(1) Wir setzen Beispiel 135.(1) fort, in welchem wir Q(6)|Q mit § = +/2 betrachtet
haben. Es war Oqs) = Z[0].
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Es ist Aque) = —2% - 3% cof. Aufgabe 19.(2). Es ist also 5 kein Teiler von Agqyy) .
Geméafl Lemma 136 sind die Verzweigungsindizes der Primideale von Z[d], die (5)
enthalten, alle gleich 1.

Dies steht in Ubereinstimmung mit der Primidealfaktorzerlegung aus loc. cit., viz.
(5) = (2 + 1)t (6% =25 — 1)1

(2) Ist n € Z>y mit vo(n) # 1 gegeben, dann ist die Menge der Primteiler von n gleich
der Menge der Primteiler von Aq(c,). Gemifl Lemma 136 hat ein Primideal von
Oq(c.) = Z[¢y], das eine Primzahl p enthélt, die n nicht teilt, den Verzweigungsin-
dex 1; cf. Satz 130.(1).

Da diesenfalls @(n[p]) = 1 ist, steht dies in Ubereinstimmung mit Satz 131.

4.2.2 Galoisfall

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt. Sei L|K eine endliche, galoische
Korpererweiterung. Schreibe G := Gal(L|K) und ¢ := [L : K] = |G|. Sei B :=T}(A).
Sei p € Ideale’; (A). Sei q € Ideale’; (B) mit p C q; cf. Satz 63, Aufgabe 29.(1).

prim prim

Schreibe A := A/p. Sei A perfekt. Schreibe B := B/q. Schreibe zuweilen b := b + q fiir
be B.

Esist p = AN q und B|A eine endliche Koérpererweiterung; cf. Aufgabe 43.(1). Schreibe

e = vq(Bp)
= [B:4].
L
pme o 0 L
Af: Alp p A/

Definition 137

(1) Sei Gq:={0€G : o(q) = q} die Zerlegungsgruppe von q fiir L|K.
Sei Laec = Ldec,q := Fixg, (L) der Zerlequngskorper von q fiir L|K.

(2) Sei Iy ={oe€Gy: o(b)=,0bfiir be B} die Tragheitsgruppe von q fiir L|K.
Sei Linert = Linert,q := Fixy, (L) der Trigheitskorper von q fiir LK.

Unten in Satz 143 werden wir sehen, dafl Zerlegung nur unterhalb des Zerlegungskorpers
stattfindet und Trégheit nur zwischen Zerlegungs- und Trégheitskorper. Daher die Namen;
Tragheit ist engl. inertia, Zerlegung ist engl. decomposition.
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Es ist I, der Kern der Abbildung G, — Aut(B|A), o+ (b+ q+— o (b) +q), was wegen
o(q) = q fiir o € G ein wohldefinierter Gruppenmorphismus ist. Also ist

1<, <G <G,
Schreibe Byec = Bdec,q = 14 (A) = BNLgec Und Binert = Binert,q = LLier (A) = BN Linert -
Schreibe qgec 1= N Baec Und qinert 1= q N Binert -
Schreibe Bgee := Bee/qdec - Schreibe Binert = Binert/ Ginert -

Wir erhalten die Kérpererweiterungen B|Binert|Baec|A nach Identifikation entlang der
Bilder der injektiven Koérpermorphismen

A/P e Bdec/qdec e Binert/qinert - B/Ch

die jeweils die Restklasse eines Elements auf die Restklasse desselben Elements, modulo
dem grofieren Ideal, abbilden; cf. Aufgabe 43.(1).

Die Bezeichnungen Binert und Bgec werden nur im Verlauf des Beweises von Satz 143
benétigt. Cf. loc. cit. (1,3) unten.

Wir befinden uns also in folgender Situation.

B q
Binert Jinert
Bec Qdec

A p

Lemma 138 (Galoisbahn von Primidealen) Betrachte die Primidealfaktorzerlequng

Bp = [ a.

i€[1,d]

wobei d > 1, wobei q; € Ideale); (B) fir i € [1,d] mit 0.E. q = qi, wobei e; > 1

fir i € [1,d] mit e := e; und wobei q; # q; firi,j € [1,d] mit i # j; cf. Satz 63,
Aufgabe 29.(1). Schreibe f; = [B/q; : A/p] firi € [1,d] und f = fi.

(1) Esist{q; :i€[l,d]}={0o(q) : c €G}.
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(2) Esiste=e; firie[l,d].
Wir nennen dann e auch den Verzweigungsindex von p fir LK.

(3) Esist f = f; firiel[l,d].
Wir nennen dann f auch den Tragheitsgrad von p fir L|K.
(4) FEsist def =1.
Es ist d = |G|/|G4| = [Laec : L] und also |G4| = ef.
Seien p; € G firi € [1,d] so gewdhlt, daf G = | ey 4 pi Gq ist.
Dann haben wir haben die Primidealfaktorzerlequng

By = H pi(a)" .

1€[1,d]

Beweis.

!
Ad (1). Zu O . Wir haben zu zeigen, da$ fiir 0 € G auch o(q) in der Primidealfaktorzer-
legung von Bp auftritt, mit Aufgabe 29.(1) also, dal Bp C o(q) liegt, i.e. dafi p C o(q)
liegt. Aber aus p C q folgt p = o(p) C o(q).

|
Zu C. Annahme, nicht. Dann gibt es ein j € [2,d] so, daf q; # o(q) ist fiir alle 0 € G.
Nach Umnumerieren der Primideale konnen wir von
{o(q) :0€eG} = {q;:i€[l,j—1]}.

ausgehen. Es ist B — [],c; ;; B/di, b— (b4 a;)ie1,j) surjektiv; cf. Aufgabe 26.(2). Ins-
besondere kénnen wir ein b € B mit b =, 1 fiir 4 € [1,j — 1] und mit b =, 0 wihlen.

Damit ist b € 071(q) und also o(b) ¢ q fiir 0 € G. Es folgt

Noe(®) =" [T o®) ¢ 4.

oceG 2q
Aber es ist b € q; und also auch
) L.20.(1,3) A.29.(1)
Nyx(d) =" b b nA = pCq.
ik () [T «®» € an N

oceG~{id}
Wir haben einen Widerspruch.
Ad (2). Sei j € [1,d]. Sei 0; € G mit 0(q) = q; gewdhlt; cf. (1). Es wird

H CI? = Bp = Uj(Bp) = Uj( H q?) = H O-j(qi>€i.

i€[1,d] i€[1,d] i€[1,d]
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Da die Primideale g; fiir ¢ € [1,d] paarweise verschieden sind, gilt dies auch fiir die
Primideale o;(q;) fiir i € [1,d]. Da 0;(q1) = q; ist, folgt also
ej = vq,(Bp) = Vaj(ql)(Bp) = e = e;
cf. Lemma 65.
Ad (3). Seien 0, € G fiir j € [1,d] wie in (2) gewhlt.
Wir haben A-lineare Kérpermorphismen
B = Blg ~~ B/y

b+q = o;(b)+aq;
o l(b)+q ~— b+q;,

wohldefiniert in beide Richtungen, da o;(q) = q; und also auch q = aj’l(q ;) ist; nach Kon-
struktion liegen dann in beiden Richtungen Kérpermorphismen vor, die sich gegenseitig
invertieren. Folglich ist [B : A] = [B/q: A/p] = [B/q; : A/p].

Ad (4). Sei G = |;c;y 4y pi G, wobel p; € G liege fiir i € [1,d]. Dann ist

{p(@) s ie,d]} = {o@) :0eG} 2 {q:iel,d]},

denn fiir gegebenes o € G kénnen wir ein ¢ € [1,d] und ein 7 € G4 mit 0 = p; o 7 finden,
was o(q) = (p; o 7)(q) = pi(q) nach sich zieht.

Sind i, j € [1,d] gegeben mit i # j, dann ist p;(q) # p;(q), denn wdire p;(q) = p;(q),
dann wire (,oj_1 o p;)(q) = q, also pj_1 o p; € Gy, mithin p; G4 = p; G4, was nicht der Fall
ist.

Man kann hierzu auch das Bahnenlemma heranziehen; cf. [6, Lemma 5].

Es folgt d = d und, dank (2), auch Bp = [icpn gy pi(a)".
Es folgt d = |G|/|Gq| = [Laec : K.
Die Gleichung def = ¢ folgt aus (2,3) und aus Aufgabe 43.(2). o

Beispiel 139

Sein>1,va(n)#1,A=72, K =Qund L = Q({,). Dann ist B = Z[(,] ; cf. Satz 130.(1).
Ferner ist Q(¢,)|Q galoisch; cf. Aufgabe 17.(1).

Sei p € Z~ prim. Sei (p) = Hie[l,d] q5", wobei d > 1, wobei p; € Ideale’, (B) und e; > 1

prim
fiir i € [1,d] und wobei p; # p; fiir 4, j € [1,n] mit i # j; cf. Satz 63.
GeméB Lemma 138.(2) ist e; konstant in i. Geméf Satz 131 gilt hier genauer e; = @(n[p]),
unabhéngig von i.

GeméB Lemma 138.(3) ist f; := [Z[C4]/qi : Z/(p)] konstant in i. Gemé&f Satz 131 gilt hier
genauer f; = |{(p + (n/n[p]))|, unabhéngig von i.
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Lemma 140
(1) Es ist Bqgec = q° und vq,, (Baecp) = 1.

(2) Es ist [Baee : A] = 1, d.e. es ist A/p > Baec/qdec ; @ + Pr—a + Qaec , i-€. €s ist
A = Byee (nach Identifikation).

Beweis. Wir wollen zeigen, dafl q das einzige Primideal von B ist, das Bqqe. enthélt. Sei
dazu q € Ideale;, (B) mit Bggec. C q gegeben. Fiir ein 0 € Gal(L|Lgee) = G4 wird dann

prim

q=o0(q) = q; cf. Lemma 138.(1).

Somit ist Bqqec = q¢ fiir ein ¢/ > 1; cf. Aufgabe 29.(1). Schreibe f’ := [B : Byeo]. Es wird
€ f' =[L: Lae| ; cf. Lemma 138.(4).

Schreibe Bgecp = qﬁgcg fiir ein ¢ € Ideale™ (Bgee) mit qqec +r = (1); cf. Satz 63, Auf-
gabe 29.(4). Es ist ¢’ = vq,..(Bdecp). Ferner ist Bp = (Bqaee)®” (Br) = q¢¢"(Br) mit
(1) = Bqgec + Br = q¢ + Bz und folglich auch q+ Br = (1) ; cf. Aufgabe 29.(4). Somit ist
e =vq(Bp) =€e".

Schreibe f” := [Bye. : A]. Esist f'f" = f; cf. [5, §2.2].

L.138.(4)

Esist d =" [Lge : K]. Es folgt

¢f = [L:La = [L:K)/d "' EY defid = ef = e"ff".

Somit ist ¢’ =1, f” =1 und also ¢/ = ¢, f' = f.

Mithin ergibt sich Bggec = ¢ = q° und Voo (Baeep) = €” =1 und [Bgee : A = f"=1. &

Lemma 141
(1) Die Kérpererweiterung B|A ist galoisch.
(2) Wir haben einen Gruppenisomorphismus

G,/I, =~ GCal(B|A) -

ol, — (5:b—a(b):=0(b)).
(3) Es st |Iy| = [L : Linert) = € und |Gq/I4| = [Linert : Laec) = f-

Beweis. Da (nach Identifikation) A = By ist und da die Verzweigungsindizes von p und
von (qec beide gleich e sind, diirfen wir K' = Lgec , P = qdec Und G = G4 annehmen; cf.
Lemma 140.(1, 2).

Sei x € B mit B = A(Z) gewihlt, was wegen A perfekt moglich ist; cf. [5, Aufgabe 54].
Es zerfallt p, x(X) in L[X] in ein Produkt von Linearfaktoren; cf. Lemma 14. Es ist
pe i (X) € A[X] und zerfillt in B[X] in ein Produkt von Linearfaktoren; cf. Aufgabe 2.(8).
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Also kénnen wir das Bild fi, x(X) € A[X] unter der koeffizientenweise angewandten Rest-
klassenabbildung bilden, und dieses zerfillt in B[X] in ein Produkt von Linearfaktoren.
Es ist fi, x(Z) = 0. Also ist 15 5(X) ein Teiler von i, x (X); cf. [5, §2.3.2]. Somit zerfallt
auch fi; 1(X) € B[X] in ein Produkt von Linearfaktoren. Da Z eine Nullstelle von 1, _5(X)
ist und bereits B = A(z) gilt, ist B Zerfdllungskérper von iz 5(X) € A[X]; cf. [5, §2.5.1].
Da zudem A perfekt ist, ist B|A mithin galoisch; cf. [5, §3.5.1.4]. Dies zeigt (1).

Die Abbildung G — Gal(B|A), o — & ist ein Gruppenmorphismus, da sich fiir o, p € G
fir b e B

a(p(b)) = a(p(b)) = a(p(b)) = (c0p)(b) = (o0p)(b)

ergibt und somit 6 o p = o p.

Sei 7 € Gal(B|A) gegeben. Es ist 7(Z) eine Nullstelle von p; 5(X) und damit auch eine
Nullstelle von fi, x(X). Da p, x(X) in B[X]| in Linearfaktoren zerféllt, gibt es also ein
y € B mit u, x(y) =0 und y = 7(2).

Wihle 0 € G mit o(z) = y; cf. [5, §2.3.4]. Dann ist (z) = o(z) = y = 7(z). Da
B = A(z) ist, folgt & = 7.

Ferner ist der Kern von o +—— ¢ gegeben durch
{ceG:0=idg} = {ceG :0b)=bfirbeB} = I,.
Damit ist auch (2) gezeigt.

Insbesondere ist |G/I,| = |Gal(B|A)| = [B : A] = f. Da dank Lemma 138.(4) sich
|G| = ef ergibt, folgt hieraus auch |I| = e. -

Lemma 142
(1) Es ist Binertqdec = inert - Es ist [Binert . Bdec] = f

(2) Es ist Binert = q° -
Es ist [Bﬁ: Binert] = 1, i.e. €5 ist Binert/Qinert = B/q, T + Qinert —> T + ¢, i.e. s ist
Biners = B (nach Identifikation).

Beweis. Da q dank Lemma 140.(1) das einzige Primideal von B ist, das qqe. enthilt,
ist auch g das einzige Primideal von B, das gine¢ enthélt, und es ist qiner¢ das einzige
Primideal von Biyert , das qqgec enthélt. Letzteres deswegen, da die Annahme, es gébe ein
t e Ideale;rim(Binert) mit t # Qinery UNd t O (qgec dazu fiithrte, dal wir in der Primideal-
faktorzerlegung von Bt einen Faktor s € Ideale; (B) wihlen kénnten, der dann auch
s D v erfiillte, woraus man dank Aufgabe 43.(1) auf s N Biery = t schlieBen konnte, also
auf s # ¢, und auch auf s N Bgee = qgec , Was aber nicht geht. Die Zerlegungsbreiten von

Jdec fUT Linert| Laec und von giper; fiir L| Linery sind also beide gleich 1.

Ad (2). Wenden wir Lemma 141.(2) auf L|Lipers und giners € g an, so folgt aus der Tatsache,
daB G, N I, = I, die Zerlegungsgruppe von q iiber Linex sowie Iy N Iy = I die Trégheits-
gruppe von q iiber Liney ist, daBl |Gal(B|Biners)| = 1 ist. Also ist auch [B : Bier) = 1. Da
[L : Liners) = |14| = e ist nach Lemma 141.(3), folgt Binertddec = Gfner; ; ¢f. Aufgabe 43.(2).
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f = [B : A] - [B : Binert] : [Binert : Bdec] : [Bdec : A] [Binert . Bdec] .

Da auch [Linert : Ldec] L 14L6) f ist, folgt Binertfdec = Ginert ; f. Aufgabe 43.(2). a

Wir fassen das Zerlegungsverhalten von p beziiglich ¢ nochmals zusammen zum
Satz 143 (Hilbertscher Zerlegungssatz)

(1) Es ist [Lgee : K] = d.
Es ist A = Bqe. (nach Identifikation). Es ist vq,. (Baecp) = 1.

(2) Es ist [Linert : Lace] = f- Es ist Gal(Linert| Laec) =~ Gy/ 1, ~ Gal(B|A).
Es ist [Binert : Bdec] - f Es ist Binertqdec = inert -

(3) Es st [L: Liners) = €. Es ist Gal(L|Lipert) = I -
Es ist Bt = B (nach Identifikation). Es ist Bainers = q°.

Beweis.

Ad (1). Dies folgt aus Lemmata 138.(4) und 140.(2, 1).

Ad (2). Dies folgt aus Lemmata 141.(3,2) und 142.(1).

Ad (3). Dies folgt aus Lemmata 141.(3) und 142.(2). g

Wenn wir jeweils Tragheitsgrad und Verzweigungsindex in ein Paar schreiben und rechts
die Galoisgruppen und die Grade notieren, kénnen wir folgende grobe Ubersicht geben.

L
(1e) |e, Gal = I
Linert

(f,1)| f, Gal ~ Gq/14

Beachte, daf§ im unteren Schritt hier nur Verzweigungsindex und Tragheitsgrad von qgec
gemeint sind, die da gleich 1 sein sollten, bei den anderen Primidealen, die in der Prim-
idealfaktorzerlegung von Bge.p auftreten, haben wir hieriiber ebensowenig Kontrolle wie
insgesamt iiber die Zerlegungsbreite; cf. Aufgabe 62.

Beispiel 144 Wir greifen Beispiel 133 wieder auf und betrachten Q((i20)|Q. Schreibe
¢ = Ci90. Fiir k € [0,119] mit £ teilerfremd zu 120 haben wir das Element o4 € G :=

Gal(Q(¢)|Q) mit () = ¢*.
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Wir verwenden Querstriche, um Restklassenbildung modulo 3 zu notieren, fiir Polynome
auch koeffizientenweise.

In Z[(] ergab sich die Primidealfaktorzerlegung
(3) = (("+C+C+1, 3 (C"+C+2¢+1, 3 (" + P+ C+1, 3 (23 + P+ 1, 3)°
Es ergab sich also d =4, e =2, f = 4.
Sei q:= (¢* 4 (?* 4+ ¢ + 1, 3) betrachtet.
Schreiben wir g(X) := X* 4+ X* + X +1 € Z[X], so wird q = (9(¢),3). Da §(X) nach
Konstruktion in Beispiel 133 ein Teiler von ®190(X) ist, ist

Zilfa = BX]/EX))

(+aq — X+ (9(X));

cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).
A priori ist |G4| = [L : Laec] = ef = 8; cf. Lemma 138.(4) oder Satz 143.(2,3). Es ist

Gy = {0€G:0(q)=4q}
= {oceG:0(q) Cq}
= {o€eG:0(9(() €q}
= {oeG:0(9(()+q=0}

Fiir & € [0,119] mit k teilerfremd zu 120 ist nun o4(g(¢)) + q = g(¢*) + q, was genau
dann verschwindet, wenn das Bild g(X*)+(g(X)) unter obigem Isomorphismus verschwin-
det, i.e. wenn g(X*) in F3[X] durch g(X) teilbar ist. Das kénnen wir fiir jedes solche k
ausrechnen und erhalten

Gq = {0'170'41704370'49706770'8370'8970'107}~

A priori ist Lgec = Fixg, (Q(()) tiber Q von Grad d = 4; cf. Satz 143.(1). Sicher liegt
Zaeaq o(C)=—C"+¢* - = =:€in Lgec - Bsist peq(X) = X* —4X?+9. Also ist
bereits

Q(f) = Ldec .

Die Bestimmung von Ogq¢) kann etwa mit [4,84.5.4] vorgenommen werden; wir lassen sie
weg. Es wiirde sich Z[{] C Oq¢) ergeben. Cf. auch Aufgabe 63.

A priori ist [Iq] = [L : Linert] = € = 2; cf. Satz 143.(3). Es ist
I, = {oeGy:o0(x)=,zfireeZl]}
= {o€Gy:0(0)=(}
= {0€Gy:00)—C+q=0}.

Mit obigem Isomorphismus folgt, dafi fir k£ € {1,41,43,49,67,83,89,107} zunéchst
0r(¢) = ¢* ist und sodann genau dann ¢* — ¢ 4+ q = 0 ist, wenn X* — X + (g(X)) =0
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ist, i.e. wenn X* — X in F3[X] durch g(X) teilbar ist. Das kénnen wir fiir jedes solche k
ausrechnen und erhalten

Iq = {0'1, 0'41}.
A priori ist Linet = Fixz,(Q(¢)) tiber Q von Grad df = 16; cf. Satz 143.(1,2). Wegen
() = 3 liegt ¢ € Linert - Da @ = (355 = a0 ist und da ¢(40) = ¢(8) - ¢(5) = 16 ist,
ist bereits

Q(Cg) = Lincrt .



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (§1.1) Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Finde einen surjektiven Ringmorphismus S — R mit S Integritétsbereich.

(2) Wir setzen die Cramersche Regel iber Korpern als bekannt voraus.

Leite daraus die Cramersche Regel iiber R ab.

Hinweis: Ringmorphismen wie in (1) sind mit der Cramerschen Regel vertriglich. Jeder
Integritédtsbereich ist Teilring eines Korpers.

Aufgabe 2 (§1.1, Aufgabe 3) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei K := Quot(R). Zeige.

(1) Sei M eine nichtleere Menge von Idealen von R. Es gibt in M ein maximales Element.
(2) Ein Element in R* ist genau dann irreduzibel, wenn es prim ist.

(3) Sei x € R* gegeben.

Es gibt ein n > 0 und eine Faktorisierung (x) = (p1)(p2) - - - (p) mit p; prim fiir alle
i € [1,n]; kurz, = hat eine Primfaktorzerlegung.

Sind (x) = (p1)(p2) - - - (Pn) = (PL) (L) - - - (P),) zwei Primfaktorzerlegungen, dann ist
n =n', und es gibt ein o € S, mit (p}) = (Po()) fiir i € [1,7n].
(4) Sei P die Menge der Primideale von R ungleich (0).

Sei ¢ € R* prim. Definiere die Bewertung (engl. Valuation) bei ¢ durch v, : K* —Z
derart, daB fiir v € K™ sich x = e[],cp p**®) ergibt, wobei e € U(R) und wobei
{(p) € P : vy(x) # 0} endlich ist.

Wir setzen noch v, (0) := oo, mit den Regeln £ < oo und k+o00 = oo fiir k € ZU{oo}.

103
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(5) Seien z, y € K. Es ist
vp(ry) = vp(x) + vp(y)
vp(r +y) = min{vy(z),vp(y)}
In letzerem gilt Gleichheit, falls v,(z) # v,(y).
(6) Sei p € R* prim. Ein Element z € K heile p-ganz, falls v,(z) > 0.

(i) Die p-ganzen Elemente von K bilden einen Teilring.

(ii) Esist genau dann z € R, wenn z ein ¢g-ganzes Element ist fiir alle ¢ € R* prim.

(7) Gegeben f(X) € R[X] normiert. Ist f(X) = g(X)h(X) mit g(X), h(X) € K[X]
normiert, dann sind g(X), h(X) € R[X].

(8) Sei A ein Hauptidealbereich. Sei K := Quot(A). Sei L|K eine endliche Kérperer-
weiterung. Sei B :=I'j(A). Sei y € L gegeben.

Es ist y € B genau dann, wenn p, (X) € A[X] liegt.

Aufgabe 3 (§1.1)

Sei d € Z ~ {0,1} quadratfrei, d.h. sei v,(d) € {0,1} fiir alle p € Z* prim.
Sei K := Q(V/d).

Bestimme O .

Was ergibt sich speziell im Falle K = Q(i) ? Im Falle K = Q(+/5) ? Im Falle K = Q((3) ?

Aufgabe 4 (§1.1) Sei p € Z-3 eine Primzahl.
Schreibe Z = F,[T] und Q = F,(T). Sei d(T') € Z quadratfrei.

Gib eine Z-lineare Basis von FQ( )(Z) an.

d(T)

Aufgabe 5 (§1.1) Seien T'|S|R Erweiterungen kommutativer Ringe. Zeige.

(1) Ist T'|S ganz und S|R ganz, dann ist auch T'|R ganz.
(2) Sei A C R ein Teilring. Sei B :=[g(A). Es ist Ir(A) = Ir(B).

Aufgabe 6 (§1.1)
(1) Sei R ein Hauptidealbereich. Zeige, dal R ganzabgeschlossen ist.
(2) Zeige, dafl Z[i] ein Hauptidealbereich ist.

(3) Zeige, dafl Z[(3] ein Hauptidealbereich ist.
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Zeige, da Z[v/—5] kein Hauptidealbereich ist. Ist Z[v/—5] ganzabgeschlossen?

Aufgabe 7 (§1.2) Zeige.

(1)

(2)
(3)
(4)

Es ist Q(v/2,()|Q galoisch mit Gal(Q(+3/2,(3)|Q) isomorph zur symmetrischen

Gruppe S3 . Bestimme alle Zwischenkorper dieser Erweiterung.
Es ist Q(v/2, (3) Zerfillungskorper von Q(v/2)|Q.
Es ist Q(+/2, (3) nicht Zerfillungskorper von Q((3)|Q.

Berechne Trq %)IQ(\?@) und N %)‘Q(\B/ﬁ) jeweils einmal nach Definition und ein-
mal unter Verwendung von Lemma 15.

Aufgabe 8 (§1.2) Sei K perfekt. Sei L|K eine endliche Erweiterung.
Zeige, daf3 L perfekt ist.

Aufgabe 9 (§1.2) Wir betrachten U := S3 < Sy =: G.

(1)
(2)

Wieviele Teilmengen T C Sy gibt es mit G = | | ., 0U?

Finde unter den Teilmengen von (1) zwei, die zueinander nichtisomorphe Unter-
gruppen von G sind.

Aufgabe 10 (8§2.3) Sei A ein Integritatsbereich. Sei K := Quot(A). Zeige.

(1)

Sei S C A* mit 1 € S und mit st € S fiir s, t € S gegeben. Sei a C A ein Ideal. Sei
Sla={%cK . acaseS) CK
s

Es sind A C S7'A C K Inklusionen von Teilringen.

Fiir jeden kommutativen Ring B und jeden Ringmorphismus ¢ : A— B mit
©(S) C U(B) gibt es genau einen Ringmorphismus ¢ : S™'A — B mit 9|4 = ¢.
Es ist S~'a C S~ A ein Ideal.

Sei Idealeéﬂ\rﬁ (A) die Menge der Primideale von A, die leeren Schnitt mit S haben.
Es gibt eine Bijektion von Idealeg‘r;i (A) nach Idealepy, (S~ A).

Sei p C A ein Primideal. Sei S := A\ p. Fiir ein Ideal a C A setzen wir a, := S—1a.
Die Primideale von A, die in p liegen, stehen in Bijektion zu den Primidealen von A, .
Es ist p, das einzige maximale Ideal in A, .

Es ist Quot(A/p) isomorph zu A,/p, .

Ist p € A maximal, dann ist A/p isomorph zu A,/p, .
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Aufgabe 11 (§1.1) Zeige.

(1) Sei L ein Korper. Sei A—~ L die Einbettung eines Teilrings. Es gibt genau einen
Korpermorphismus Quot(A) Y+ L mit 4= p.

(2) Sei A ein Integritétsbereich. Sei A C B C Quot(A), mit B Teilring von Quot(A).
Wir haben den Isomorphismus Quot(A) — Quot(B), z/y+——x/y, wobei x € A
und y € A*.

Aufgabe 12 (81.3.3) Zeige oder widerlege.

Sei K ein perfekter Korper. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung,.

Sei A C K ein ganzabgeschlossener Teilring mit K = Quot(A). Sei B := I (A).
Fiir y € L liegt genau dann y € U(B), wenn Nk (y) € U(A) liegt.

Aufgabe 13 (§1.3.3)

(1) Sei R ein kommutativer Ring mit 1z # Og . Seien k, £ > 0 mit R®* ~ R®* gegeben.
Zeige k = /(.
Ist M ein R-Modul mit M ~ R®* fiir ein k > 0, so heiBt M endlich erzeugt frei und
tkr(M) := k der Rang von M.

(2) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei M ein endlich erzeugt freier R-Modul. Sei N C M
ein Teilmodul. Zeige, dal auch N ein endlich erzeugt freier R-Modul ist mit
I‘kR(N) < l"kR(M)

Aufgabe 14 (8§1.3.2) Zeige.
(1) Sein > 0. Sei A € Z™" mit det(A) # 0. Dann ist |Z"*! /AZ™| = | det(A)|.

(2) Sei m>0. Sei X ein endlich erzeugt freier Z-Modul mit Z-linearer Basis z =
(zi 1€ [1,n]). Sei Y C X ein Z-Teilmodul mit Z-linearer Basis y = (y; : j € [1,n]).
Sel Yy; = Zie[l,n] Qi T4 fU.I'] € [1,”], wobel A = (ai,j)m S AL
Dann ist | X/Y| = |det(A)].

(3) Sei K|Q eine endliche Kérpererweiterung. Sei y := (y; : ¢ € [1,n]) eine Q-lineare

Basis von K, die in Ok liegt. Sei Y := z(y) € K. Dann ist Y C Y# und es wird
Y#/Y| = [Akiqyl

Aufgabe 15 (8§1.3.3) Zeige oder widerlege.

Sei L| K eine endliche Kérpererweiterung mit K perfekt. Schreibe ¢ := [L : K|. Sei A C K
ein ganzabgeschlossener Teilring mit Quot(A) = K. Sei B C I,(A) ein Teilring.

Sei g :=(g; : i € [1,£]) eine K-lineare Basis von L mit B = Ag).
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(1) Ist [L : K] ungerade, dann ist det(Vandpx,) € A.
(2) Ist LIK galoisch und [L : K] ungerade, dann ist det(Vandpx,) € A.

Aufgabe 16 (8§1.3.3, §1.4.3) Berechne folgende Diskriminanten.
(1) Aqa fiir d € Z~ {0, 1} quadratirei.
(2) Bqrvav) -

Aufgabe 17 (8§4.1)

(1) Sein > 1. Zeige, daB Q((,)|Q galoisch ist, mit einem Gruppenisomorphismus

U(Z/(n)) = Gal(Q(¢)IQ)
kt(n) — (G G)-

(2) Firn > 1sei ©,(X) = pe, (X) € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom. Zeige

Xr—1=J] @ux).

d€Z>1, n=40

Aufgabe 18 (8§1.3.3, Aufgabe 14) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung.

Ein Z-Gitter in K ist ein Z-Teilmodul von K von der Form gy) fiir eine Q-lineare Basis
y von K.

Eine Z-Ordnung in K ist ein Z-Gitter in K, das zudem ein Teilring ist.
(1) Zeige. Es ist Ok eine Z-Ordnung in K. Jede Z-Ordnung in K liegt in Ok .

(2) Seien G und H zwei Z-Gitter in K mit G C H.
Zeige, daBl |H /G| endlich und gleich |G#/H#| ist.

(3) Sei R eine Z-Ordnung in K. Schreibe R = zy) fiir eine Q-lineare Basis y von K.
Sei Ag|q,, quadratirei.

Zeige R = O .

(4) Sei a@ € C eine Nullstelle des irreduziblen Polynoms X3 + X + 1 € Q[X]. Sei
K = Q(«). Zeige Ok = Z[a]. Berechne A .

Aufgabe 19 (§1.3.3) Betrachte Q(+/2)|Q. Schreibe § := /2.
(1) Bestimme Z[5]#.

(2) Zeige Oqs) = Z[6]. Bestimme Agqys) -
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Aufgabe 20 (§1.4.2) Sei K ein perfekter Korper.

Seien L'|K und L”|K linear disjunkte endliche Korpererweiterungen.

Sei L|K ein Kompositum von L'|K und L"|K, mittels ¢’ : L' — L und ¢" : L” — L.
Zeige.

(1) Ist L|K, mit ¢, ¢", ein weiteres Kompositum von L/|K und L”|K, dann gibt es
einen eindeutigen Kérpermorphismus a : L -~ L mit a0 ¢’ = ¢' und a0 ¢ = ¢",
und dieser ist ein Isomorphismus.

(2) Ist M|K eine endliche Korpererweiterung und sind Kérpermorphismen L’ M
und L" Y M mit YK = ¢"|K = idg gegeben, dann gibt es einen eindeutigen
Korpermorphismus 5 : L — M mit So ¢’ =" und o " =".

Aufgabe 21 (§1.4.3) Sei K ein Korper. Seien m, n > 0. Sei A := (a;,);,; € K™,
Sei «v @ [1,mn| =~ [1,m] x [1,n], k+—a(k) =: (¢/(k),a”(k)) eine Bijektion.

Sei B := (Gar(k),a/(0) O (k)0 (0) ) ke € KT
Zeige det(B) = det(A)™.

Aufgabe 22 (8§1.3.3) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung.
Zeige, dal A =4 0 oder Ag =4 1 ist.

Hinweis: Schreibe det(Vandgq,4) = P — N, wobei in P die Terme aus der Leibnizformel
mit positivem Vorzeichen stehen. Zeige, dal P + N und PN in Z liegen.

Aufgabe 23 (§1.2.1,8§1.4.1,81.4.2) Zeige oder widerlege.
Sei K ein perfekter Korper.
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

Seien L|L'|K und L|L"|K. Sei L|K Kompositum von L'|K und L"|K, via der Einbettun-

gen.

Sei F ein Zerfallungskorper von L|K. Sei E’ ein Zerfallungskorper von L'|K. Sei E” ein
Zerfallungskorper von L"|K.

1) Sind L'|K und L"|K linear disjunkt, dann sind auch E'| K und E”|K linear disjunkt.
2) Esist E|K ein Kompositum von £’ und E”, via geeigneter Kérpermorphismen.

(1)

(2)

(3) Sind L'|K und L”|K galoisch, dann auch L|K.

(4) Sind [L': K] und [L" : K] teilerfremd, dann sind L'|K und L"|K linear disjunkt.
()

5) Seien L'|K und L"|K galoisch. Es sind L'| K und L”|K linear disjunkt genau dann,
wenn L' N L" = K ist.
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(6) Es sind L'|K und L”|K linear disjunkt genau dann, wenn L' N L" = K ist.

Aufgabe 24 (§2.1) Sei R ein kommutativer Ring. Zeige.

(1) Die folgenden Aussagen (i) und (ii) sind dquivalent.
(i) Jedes Ideal in R ist endlich erzeugt.

(ii) Jede nichtleere Teilmenge von Ideale(R) hat ein maximales Element.
(2) Ist R noethersch, dann ist auch R[X] noethersch.
(3) Ist R noethersch und a € Ideale(R), dann ist auch R/a noethersch.

(4) Sei R noethersch. Sei m > 0.
Sei N C R?™ ein R-Teilmodul. Dann ist N ein endlich erzeugter R-Modul.

(5) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt. Sei L|K eine endliche
Korpererweiterung. Sei B := I[,(A).
Dann ist B noethersch. Ferner ist B ein endlich erzeugter A-Modul.

(6) Esist [[1cz., C, mit eintragsweiser Addition und Multiplikation, nicht noethersch.

(7) Es ist C[X,Y] noethersch. Der Teilring darin, der von den Elementen XY* mit
k > 0 erzeugt wird, ist nicht noethersch, da in diesem Teilring das Ideal, das von
ebendiesen Elementen erzeugt wird, nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 25 (§2.2) Sei A ein ganzabgeschlossener Integritiatsbereich. Sei K := Quot(A).
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Sei B := I (A). Zeige.

(1) Sei f(X) € A[X] normiert. Ist f(X) = g(X)h(X) mit g(X), h(X) € K[X], dann
liegen g(X), h(X) € A[X].

(2) Seiy € L. Es ist y € B genau dann, wenn p, x(X) € A[X] liegt.

Aufgabe 26 (§2.3.1) Zeige.

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei n > 1. Sei a; € Ideale(R) fiir ¢ € [1,n]. Sei
a;+a; = R fur ¢, j € [1,n] mit ¢ # j. Der Ringmorphismus

R > Hz‘eu,n} R/a;
A s (7" + Cli)i

ist surjektiv. Hierbei seien Addition und Multiplikation auf ]
weise erklart.

| It/a; eintrags-

i€[l,n
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(2) Sei D ein Dedekindbereich. Sei n > 1. Seien p; € Ideale); (D) mit p; # p; fir

prim

i, j € [1,n] mit ¢ # j, und seien k; > 1 fiir i € [1,n]. Der Ringmorphismus

D =~ [Ticiin D/pf

ist surjektiv.

Aufgabe 27 (§2.2)

(1) Finde a € Ideale™ (Z[v/—5]) mit a kein Hauptideal, aber a? Hauptideal.

(2) Faktorisiere in Z[y/—5] das Ideal (21) in Primideale. Faktorisiere es auf drei we-
sentlich verschiedene Weisen in ein Produkt von Hauptidealen, die von irreduziblen
Elementen erzeugt werden. Zerlege die letzteren Faktorisierungen weiter zur Prim-
idealfaktorzerlegung.

(3) Finde einen Zahlkorper K und eine Primzahl p € Z* so, dafl in der Primidealfak-
torzerlegung von (p) C O ein Faktor p mit Exponent > 2 auftritt.
(i) Hierbei soll p kein Hauptideal sein.

(ii) Hierbei soll p ein Hauptideal sein.

Aufgabe 28 (§2.2)

(1) Sei D ein Dedekindbereich. Seien g, h € Ideale™ (D).
Dann sind auch gh, gNb, g+ b, g=' € Ideale™ (D).
Ist g C D, dann ist g € Ideale™ (D).
Sind bereits g, h € Ideale™ (D), dann sind auch gh, g N b, g+ b € Ideale™ (D).
(2) Sei R ein kommutativer Ring. Sei p € Idealeyim(R). Seien a, b € Ideale(R).
Es ist ab C p genau dann, wenn a C p oder b C p ist.

Aufgabe 29 (§2.2) Sei D ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(D).
Sei p € Ideale, (D). Seien g, h € Ideale™ (D). Seien a, b € Ideale* (D). Sei S C D*

prim

mit 1 € S und mit st € S fiir s, t € S.

(1) Sei k > 0. Zeige, daB genau dann a C p* ist, wenn v, (a) > k ist.

(2) Schreibe v := v,(g) und x := v,(h). Wie hingen v,(gh), Vp(gfl), vp(gNh), vp(g+h)
von v und x ab?

(3) Seienz, y € K*. Zeige vp(zy) = vp(x)+v,(y). Zeige vp(z+y) = min{v,(z), vy (y)},
wobei Gleichheit gilt, falls vy (2) # v, (y).
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(4) Zeige, daB genau dann a 4+ b = (1) ist, wenn es kein q € Ideale’; (D) gibt, das in

prim
der Primidealfaktorzerlegung von a und von b als Faktor auftritt.

(5) Zeige, daBl es x, y € D gibt mit a = (z,v).
(6) Sei a+b=(1). Zeige, daBl ab @ D und a @ b als D-Moduln isomorph sind.

(7) Zeige, daB a® a~! und D @ D als D-Moduln isomorph sind. Ist a in eine direkte
Summe von echten D-Teilmoduln zerlegbar? Wann ist a isomorph zu D als D-
Modul?

(8) Zeige S~*(ab) = (S7'a)(S7'b), S7H(anb) = (S7ta) N (S7'b) und ST'(a+b) =
(S7ta) + (S71b) . Zeige a, = (p,)**@.

Aufgabe 30 (§2.2) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A).
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Sei B := I, (A).

(1) Sei C|A eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei a C A eine Teilmenge.
Sei ¢ € Ideale(C). Zeige a-¢:= zlac : a € a, c € ¢) € Ideale(C).

(2) Sei a € Ideale(A). Schreibe A := A/aund @ :=a+a € A fiir a € A. Sei b € B. Sei
i (X) =2 X" + Zie[o’n,l] a; X". Schreibe jip g (X) = X" + Zie[o,nfl] a; X". Zeige.
(i) Wir haben einen Ringisomorphismus ¢ : A[b]/(a - A[b]) == A[X]/(fip. (X))
mit o(a + (a- A[b])) = a+ (fpx (X)) fiir a € A und mit p(b + (a- AD)])) =
X+ (f,x (X)),
(ii) Sei a ein maximales Ideal von A. Beachte, dafl nun A ein Kérper ist.
Schreibe
fo i (X) = @y (X)) - ag(X)*2 - oo g (X)™
fiir ein k& > 1, normierte Polynome w;(X) € A[X] fiir i € [1,k], fiir welche
u;(X) € A[X] irreduzibel ist, wobei u;(X) # u;(X) fiir ¢, j € [1, k] mit ¢ # j,
und fiir gewisse a; > 1 fiir i € [1,n].
Dann sind die maximalen Ideale iiber a in A[b] gegeben durch

qi = (ui(b)) + aAlD]

fiir i € [1, k]. Desweiteren ist A[b]/q; =~ A[X]/(1;(X)), b+ q;— X + (1;(X))
und also

[Alb]/a; : A] = [A[X]/(wi(X)) - A] = deg(u)
fur i € [1, k]

(iii) Wir behalten die Bezeichnungen aus (ii) bei. Sei zudem vorausgesetzt, dafl
A[b] = B ist. Dann ist

il a2

a- Al = qi"g5® - ..qpt
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(3) Seid € Z~{0,1} quadratfrei. Sei p € Z* prim. Gib die Primidealfaktorzerlegung von
(p) € Oqya) an. Hierbei darf (F)? := {s* : s € F,*} als bekannt vorausgesetzt

werden. Was ergibt sich speziell fiir d = —1 und p € {2,3,5}7

(4) Finde jeweils die Primidealfaktorzerlegung von (2), (3), (5), (7) € Oq 4 -

Aufgabe 31 (§2.3.1) Sei A ein Dedekindbereich mit K := Quot(A) perfekt.
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Sei B := I, (A). Gebe esein b € B mit B = A[b].
Sei p € Ideale’ ;. (A). Zeige B, = A,[b].

prim

Aufgabe 32 (§2.3.1,8§2.1) Finde einen Hauptidealbereich A mit |Ideale’, (A)| = 2.

prim

Aufgabe 33 (§2.3.2) Sei D ein Dedekindbereich. Sei S C D mit 1 € S und st € S fiir
s, t € D gegeben; cf. Aufgabe 10. Seien g, h € Ideale™ (D) gegeben. Zeige.

1) Esist S7'g € Ideale* (S~ D).
2) Esist S~'(gh) = (S~'g)(S7'h) und (S~'g)"' = S (g7").

4) Sei p € Ideale’; (D). Es ist g, = (p,)**@.

prim

(1)
(2)
(3) Esist S~ (g+5h) =S g+ S hund S~H(gnh) =S lgn Sth.
(4)
(5)

5) Esist g = (Nyerdeares,,,(0) 9

Aufgabe 34 (8§2.3.3) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt.
Seien M|L|K endliche Korpererweiterungen. Sei B := I},(A) und C := I[},(A).
Zeige.

(1) Sei g € Ideale™(B). Dann ist Npjx(g™") = Nyjx(g) "

(2) Sei b € Ideale™(C). Dann ist Nyx(h) = Npjx(Nargz(h)).

(3) Sei f € Ideale* (A). Dann ist Ny x(fB) = §*, wobei ¢ := [L : K].

Aufgabe 35 (8§2.3.4) Zeige oder widerlege.

Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt.

Seien L|K eine endliche Korpererweiterung. Sei B := I, (A).
(1) Esist B#*# das Urbild von A unter Tryx .

(2) Fiir p € Ideale;, (A) ist (B#4), = (B,)#.

prim
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(3) Firz, y € L™ ist Nyg((z,y)) = (Nyx(2), Ny (y) )
(4) Fiir b € Ideale™(B) ist Nz (b) C b A.
(5) Sei L|K galoisch. Fiir b € Ideale™(B) ist Ny (b) = b A.
6 ie ildung Nk : Ideale — Ideale ist injektiv.
Die Abbild Nz Ideale™ (B Ideale™ (A k
1e 1ldun Lk - Ildeale — ldeale 1st surjektiv.
(7) Die Abbildung N ik : Ideal *(B) Ideale™(A) i jekti
)

(8) Sei L|K galoisch, mit G := Gal(L|K).
Fiir b € Ideale™ (B) ist Ny (b)B =[], 0(b).

(9) Fiir a € Ideale™(A) ist (Ba) N A = a.

(11

)

(10) Sei g € Ideale™(B). Es ist Npjx(g) = {Npx(9) : g€ 9}
) Sei g € Ideale™ (B). Es ist Nyx(g) = (1) genau dann, wenn g = (1) ist.
)

(12) Sei b € Ideale™(B). Es ist Npjx(b) = (1) genau dann, wenn b = (1) ist.

Aufgabe 36 (§2.3.3,§2.2, Aufgabe 47) Zeige.
(1) In Cl(Oq(y~33)) hat das Element [(2, 5(1 +/—23))] die Ordnung 3.

(2) In Cl(Oq(y=17)) hat das Element [(2, 5(1 + /—47))] die Ordnung 5.

Aufgabe 37 (§2.3.3) Zeige oder widerlege.

Sei A ein Dedekindbereich mit K := Quot(A) perfekt.

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Sei B := I, (A).

Fiir b € Ideale™ (B) betrachten wir Trpx(b) = { Trpx(b) : b€ b}.
(1) Fiir b € Ideale™(B) ist B(b N A) = b.
(2) Fiir b, b’ € Ideale*(B) ist AN (bb") = (ANb)(ANDY).

(3) Fiir b € Ideale™(B) ist Trpx(b) € Ideale™(A).

(5) Fiir b € b ist Trpx((b)) = (Trpx(b)).

(6) Fiir b € Ideale™(B) und p € Ideale; (A) ist Trpx(h)y = Trrx(hy).

prim

)
)
)
(4) Fiir b € Ideale™ (B) ist Tr () € Ideale* (A).
)
)
)

(7 Es ist TI‘L‘K(B#’A> = A.
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Aufgabe 38 (§2.3.4) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt.
Sei p € Ideale);,,(A).

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Sei B = I, (A).
Zeige.

(1) Es ist (©L|K,A)p = ®L|K,Ap :

(2) Es ist (DL|K,A)p = DL\K,Ap .

Aufgabe 39 (8§2.3.4,81.4.3) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K := Quot(A) perfekt.
Seien L'|K und L”|K linear disjunkte endliche Korpererweiterungen.

Sei L eine gemeinsame Korpererweiterung von L' und L”, welche ein Kompositum von
L'|K und L"|K ist.

Schreibe ¢/ := [L' : K] und ¢" := [L" : K].
Sei aL’\K,A + 0L”|K,A = (1)

. _ Z// . é/
Zelge ‘OL|K7A — OL"K,A DL”|K,A'

Aufgabe 40 (§2.3.4,8§1.4.3)

Sei K := Q, sei L := Q(v13), sei L' := Q(+v/3) und sei M := Q(+/3,v/13). Cf. Aufga-
be 16.(2).

Sei A:=17Z, sei B:=1p(A), sei B' :=I}(A) und sei C :=I(A).

1) Bestimme D,k 4 . Bestimme ;g . Bestimme damit ® 5.4 .
K, I, K,
2) Bestimme Dk 4 . Bestimme ® ;1 p. Bestimme damit ® ;x4 erneut.
K, L, |,

(3) Bestitige die Aussage von Lemma 96 fiir L| K, L’'| K und M|K durch Vergleich der
Resultate hier mit den Resultaten aus Aufgabe 16.(2).

Aufgabe 41 (83.1) Sei V ein euklidischer Raum. Zeige.
Fiir eine Teilmenge X C V sind die folgenden Aussagen (1,2) dquivalent.
Fiir eine additive Untergruppe X C V sind die folgenden Aussagen (1,2,3,4) dquivalent.

1) Es ist X eine diskrete Teilmenge von V.

(1)
(2) Fiir alle v € V gibt es ein € € Ry mit (B.(v) \ {v}) N X = 0.
(3) Es gibt ein ¢ € R mit B.(0) N X = {0}.

(4)

4) Es gibt ein r € R+ mit B,(0) N X endlich.
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Aufgabe 42 (8§3.2.1) Sei K|Q eine endliche Korpererweiterung.

Gib die Abbildungen Tr|} : Kr — R und N|®_ : Kg — R unter Verwendung von
Koeffizienten beziiglich der Orthonormalbasis aus Bemerkung 112 an.

Zeige, dal beide Abbildungen stetig sind.

Aufgabe 43 (§2.3.3,83.2.2) Sei A ein Dedekindbereich. Sei K = Quot(A) perfekt.
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Schreibe ¢ := [L : K|. Sei B := I} (A). Sei
p € Ideale’ ;. (A).

prim

(1) Sei q € Ideale ;,,(B) mit p C q. Zeige daB p = ANgq ist und daB (B/q)|(A/p) eine
endliche Korpererweiterung ist. Sei f := [B/q: A/p]. Zeige Ny x(q) = p’.

(2) Sei pB = Hle[l d q;" die Primidealfaktorzerlegung in B, wobei d > 1, wobei

q; € Idealepnm(B) und e; > 1 fir ¢ € [1,d] und wobei q; # q; fir i, j € [1,d]
mit ¢ # j; cf. Lemma 54, Satz 63. Schreibe f; := [B/q; : A/p]| fiir i € [1,d].

1€[1,d]

Zeige

Hinweis: Berechne Ny g (pB) mit (1) und alternativ mit Aufgabe 34.(3).

(3) Bestiitige die Formel aus (2) im Falle A=Z, K = Q, L = Q(v/2)
fir p € {(3), (5), (7)}. Cf. Aufgabe 30.(4).

Aufgabe 44 (§2.3.1, Aufgabe 43) Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem
Ideal erzeugt von r € R. Sei K := Quot(R). Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.
Sei s € I (R)* gegeben. Schreibe S := R[s]. Schreibe pu(X) = ps x(X) € R[X] und
m = deg u.

(1) Zeige, dal S genau dann ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal erzeugt
von s ist, wenn u(X) eisensteinsch ist, i.e. wenn pu(X) =, 0 und p(0) #,2 0 ist.
Zeige, daf diesenfalls R/(r) und S/(s) isomorphe Ringe sind und da8 (r) = (s™).
Hinweis: Betrachte (R/(r))[X]/X™ — S/(r).

(2) Verifiziere (1) am Beispiel R = Z,), r =p, s = (, — 1.

(3) Verifiziere (1) am Beispiel R = Z,)[(], 7 =( — 1, s = (2 — 1.

Aufgabe 45 (8§3.2.2,8§3.2.3)

(1) Seien m, n € Zs,. Seien u; € Ry fiir ¢ € [1,n]; schreibe w := (u;)icp1, - Seien
v; € Ry fiir ¢ € [1,m]; schreibe v := (v;)ic1,m -
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Sei
Zuw = (@1, 0y T0 Yty o YUmy 21y e e ey Zm ) € RV
;| < fiir i € [1,n], 2722 + 22)Y? < v, fiir i € [1,m] }
g Rn+2m.
Zeige

vol(Z,,) = 2"ma™( H u;) H v?

i€[1,n] i€[l,m]

Hinweis: Schreibe «' := (4;)icfi,n—1) und v’ := (v;)icf1,m—1] - Erstelle Zusammenhang
zwischen Z, ., Zy v, Zuw -

Sei R € R>g. Seien n, m € Zg. Sei

Mmm,R = {(xl) ey Ty Y1y e s Ymy By e Zm) ERnJer .
C Rnt2m (Zie[l’”] i) +217%( ZiE[Lm}(yiQ +27)'?) <R}
Zeige
Rn+2m
Vol (n + 2m)!

Hinweis: Erstelle Zusammenhang zwischen vol(M,, ,, gr) und vol(M,,—1 . r), sowie
zwischen vol(M,, m, r) und vol(M,, —1.r)-

Aufgabe 46 (83.2.2) Sei m > 1. Seien a; € R fiir i € [1,m].

Zeige

Aufgabe 47 (§3.2.2)

(1)
(2)

Zeige Cl(Oq(y=23)) ~ Cs.
Zeige Cl(Oq(y=17)) ~ Cs..

Aufgabe 48 (§3.2.2) Ist Z[v/2] ein Hauptidealbereich?

Aufgabe 49 (§3.2.2)
Sei K ein Zahlkorper, o.E. C|K|Q. Schreibe £k := [K : Q] und s := |Einbc(K)|.

(1)
(2)

Zeige |Ak| > (% )25 : (%)2

Fiir welche Zahlkorper K ist |Ag| =17
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(3) Zeige mit der Stirlingschen Formel lim,, % = /27, daB es fiir jedes C' € R+g

ein N € Z>, so gibt, da im Falle [K : Q] > N stets 5~ Q| Ag| > C ist.
Aufgabe 50 (§3.2.2,§2.3.3)
Sei A ein Dedekindbereich. Sei K = Quot(A) perfekt.
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Schreibe ¢ := [L : K]|. Sei B := I(A).
Zeige.

(1) Es gibt den Gruppenmorphismus Ny g : CI(B) — CI(A), [h] — [Ny x(h)].
(2) Es gibt den Gruppenmorphismus indyx : CI(4) — CI(B), [g] — [Bg].
(3) Ist |CI(A)| teilerfremd zu ¢, dann ist die Abbildung indyx aus (2) injektiv und die
Abbildung Ny x aus (1) surjektiv.
Aufgabe 51 (§3.2.2, Aufgabe 50)

(1) Sei A ein Dedekindbereich. Sei a € Ideale™(A).
Sei m € Z>; und a € A* mit a™ = (a) gegeben.

Sei K := Quot(A). Sei M der Zerfallungskorper von X™ —a € K[X]. Sei b € M eine
Nullstelle von X™ —a in M. Sei L := K (b) C M. Somit ist M|L|K. Sei B := I (A).

Zeige, daB Ba ein Hauptideal in B ist.

(2) Zeige, daB es fiir jeden Zahlkérper K eine endliche Korpererweiterung L|K so gibt,
daB indpx : Cl(Ok) — Cl(Op) das Bild indpx(Cl(Ok)) = {[(1)]} hat, i.e. daB
indy g trivial ist; cf. Aufgabe 50.(2).

(3) Sei K := Q(v/—5). Finde eine endliche Korpererweiterung L|K so, dafl
indpx : Cl(Og) — Cl(Oy) trivial ist.

Gib fiir ein Ideal a von Ok , das kein Hauptideal ist, ein b € O mit Opa = (b) an.

Aufgabe 52 (§3.2.3)

Sei R ein kommutativer Ring. Sei M’ e M -+ M" eine kurz exakte Sequenz von R-
Moduln und R-linearen Abbildungen, i.e. sei i injektiv, r surjektiv und sei i(M) =
Kern(r).

Zeige.
(1) Existiere eine R-lineare Abbildung M <>~ M" mit r o s = idy» . Dann gibt es eine
R-lineare Abbildung M’ <L M mit toi=idy, und es ist M ~ M’ & M".

(2) Sei M" ~ R®" fiir ein n € Z>o. Dann gibt es einen R-linearen Isomorphismus
M <~=— M@ M", der m" € M" auf i(m’) schickt.
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Aufgabe 53 (§3.2.3)
Sei d € Z>» quadratfrei.

(1) Zeige, daB es genau ein u € U(OQ(ﬂ)) N R so gibt, daf fiir alle v € U(Oq(\/g))
genau ein m € Z mit v € {—u™, +u™} existiert.

(2) Bestimme u wie in (1) fiir d € {2,3,5,17,19}.

Aufgabe 54 (§3.2.3)

Sei K ein Zahlkoérper mit [K : Q] = 3, mit K C R, mit Einbg (K) =: {¢}
und mit Einbg(K) =: {o}.

Zeige.

(1) Sei v € U(Ok) NRsq. Dann ist Ngig(v) = +1. Mit 2 := /v und einem geeigneten
t € R konnen wir o(v) = 2~ ! exp(it) schreiben.

(2) Seiv € U(Ok) NRxq. Dann ist |Ax| < [Agq, (1,002)] < 4v° +24.

(3) Sei u € U(Ok) mit 1 < u und 4u*? 4 24 < |Ag| gegeben. Dann gibt es fiir alle
v € U(Ok) genau ein m € Z mit v € {—u", +u™}.

(4) Sei K := Q(+¥/2). Es gibt genau ein u € U(Ok) mit v > 1 und derart, daf fiir alle
v € U(Ok) genau ein m € Z mit v € {—u"™, +u™} existiert. Bestimme w.

(5) Esist f(X) := X?+2X +1 € Q[X] irreduzibel. Es hat f(X) genau eine reelle
Nullstelle a.. Sei K := Q(«). Es gibt genau ein u € U(Of) mit v > 1 und derart,
daf fiir alle v € U(Ok) genau ein m € Z mit v € {—u™, +u™} existiert. Bestimme w.

Aufgabe 55 (§3.2.2,84.1)
Zeige mittels Minkowskitheorie, daf§ Z[(,] ein Hauptidealbereich ist fir n € {3,4,5,7,8}.

Fiir n € {3,4} wissen wir dies bereits aus Aufgabe 6.(3,2).

Aufgabe 56 (§3.2.3,84.1)
Bestimme alle Einheiten in Z[(5].

Hinweis: Wir haben einen Gruppenmorphismus U(Z[(5]) — U(Oq¢s)nr) ; cf. Aufga-
be 53.(2).

Aufgabe 57 (§4.1)
Sei p € Z~q eine Primzahl. Sei o € Z; .
Bestimme AQ@pa) )

Hinweis: Wie in Lemma 129.(4), nur unter Beachtung des Vorzeichens.
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Aufgabe 58 (Aufgabe 59)
Sei p € Zz3 prim. Sei a, b € Z ~ (p). Sei a* € Z mit aa* =, 1 gegeben.
Das Legendresymbol ist gegeben durch

w1 fallsat (p) € ()
(5) - —1 fallsa+ (p) € (FX)?.

Sei 7= Yo mevizsy (5)5 -
(1) Zeige (2) =, a2, (2)(2) = () und (2) = ().
(2) Zeige 7% = (%)p.

(3) Zeige, dafl Q( (%)p) ein Teilkorper von Q((,) ist.

Aufgabe 59 (§2.2,8§4.1, Aufgabe 55)

(1) Zeige, daBl Q(v/—23) ein Teilkorper von Q((z3) ist.

(2) Ist Z[(a3) ein Hauptidealbereich?

Hinweis: Aufgabe 50 verwenden, um Cl(Oq,/=3)) =~ C3 aus Aufgabe 47.(1) zum
Einsatz bringen zu konnen.

Aufgabe 60 (§4.1)

(1) Bestimme Aq(c,) -
(2) Bestimme die Primidealfaktorzerlegungen in Z[(4] von (2), (3) und (5).

(3) Fiir welche Primzahlen p ist das Bild von ®4(X) in F,[X] irreduzibel? Fiir welche
zerfallt es in Linearfaktoren?

Aufgabe 61 (8§4.2.2,84.2.1)

Sei L|Q eine endliche galoische Korpererweiterung mit nichtzyklischer Galoisgruppe.
Sei Oy, als Ring von einem Element erzeugt.

Zeige :

Es gibt nur endlich viele p € Z~, prim derart, da8 (p) beziiglich K|Q Zerlegungsbreite 1
hat.

Aufgabe 62 (§4.2.2,8§2.3.4)
Schreibe § := v/2 und ¢ := (5. Sei L := Q(,¢). Sei K := Q.
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(1) Bestimme Oy . Bestimme |A;| unter Verwendung von Satz 100.(2).
Hinweis: Nach Aufgabe 19.(2) ist Oq(sy = Z[6]. Verwende Aqc,s)Qe), 1, Mmit 1 €
Oy, geeignet. Cf. Aufgabe 18.(3).

(2) Bestimme die Primidealfaktorzerlegung von (5) in O, . Gib die Zerlegungsparameter
von (5) an. Welcher dieser Zerlegungsparameter ist bereits aus (1) bekannt?
Hinweis: Bestimme zunéchst die Primidealfaktorzerlegung von (5) in Z[0].

(3) Wéhle ein Primideal q von Op, welches (5) enthdlt. Bestimme seinen Zerle-
gungskorper Lge. und seinen Tragheitskorper Lijert -

(4) Zeige oder widerlege jeweils.

X

In der Situation von Satz 143 sei v € Ideale]; , (Bacc) \ {ddec} mit v 2 p gegeben.
Dann ist der Tréagheitsindex von t beziiglich Lge.|K gleich 1. Ferner ist die Zerle-
gungsbreite von p beziiglich Lge.|K ist gleich der Zerlegungsbreite von p beziiglich
LIK.

Aufgabe 63 (§4.2.2) Schreibe ¢ := (34 . Betrachte Q(()|Q. Schreibe B := Z[(].

(1) Sei q ein Primideal von B, das 3 enthilt. Bestimme Zerlegungskérper und
Tréagheitskorper von . Wieso hédngen beide nicht von der Wahl von q ab?

(2) Bestimme die Primidealfaktorisierung von (3) in Bge. . Vergleiche mit Satz 143.(1).
(3) Bestimme die Primidealfaktorisierung von Bipertqaec - Vergleiche mit Satz 143.(2).

(4) Bestimme die Primidealfaktorisierung von B(iyey . Vergleiche mit Satz 143.(3).

Aufgabe 64 (Aufgabe 58)

Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen in Z-3 .

p—1 -1

Zeige (ﬁ)(%) =(-1)7= "=.

Hinweis: Berechne 7 aus Aufgabe 58 modulo ¢ auf zwei Arten, einmal mittels Aufgabe 58,
einmal mittels Frobenius.

Diese Gleichung ist das Gaufische Reziprozititsgesetz.
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A.2 Losungen

Aufgabe 1

Ad (1). Betrachte den Polynomring S := Z[X, : r € R]. Dies ist ein Integritétsbereich, da jede
Ausfiihrung der Multiplikation einen endlichen Triger hat und da von Polynomringen in endlich vie-
len Variablen bekannt ist, daf} sie nullteilerfrei sind.

Setze
s - R
X, — r

Dies definiert einen Ringmorphismus; cf. [5, §1.6.2], wobei noch Polynomringe in unendlich vielen Varia-
blen zuzulassen sind.

Man kann auch die Abbildungsvorschrift von ¢ insgesamt angeben. Sei I die Menge der Tupel & = (. )rer
mit o, € Zxg, fiir die der Tréger {r € R : a, # 0} endlich ist.

f = ZZQHX;M7

acl reR

Ist

wobei {a € I : z, # 0} endlich sei, dann ist

o(f) = > =[]

ael TER
Es ist ¢ surjektiv, da fiir » € R ja X, auf r abgebildet wird.

Man kann sich auch auf freie Erzeuger X, eines Polynomrings beschrinken, fiir die » nur gewisse Ringer-
zeuger von R durchlauft.

Ad (2). Sei ¢ : S — R ein surjektiver Ringmorphismus mit S Integritétsbereich; cf. (1). Sei K = Quot(.S).
Es ist also S C K ein Teilring.
Sei n > 0. Wir schreiben die eintragsweise Anwendung von ¢ als
gnxn £, pnxn

(sii)ig = &(si)i5) = (p(si3))ij -
Es ist ¢ ein Ringmorphismus.
Sei A = (a;,;)i,; € R™™™ gegeben.
Sei A" = (ay, ,,)u,w € R™*™ definiert durch

ay,, = (=1)""det((ai, )icqt n)~{v}, je[tn]~{u})

fir u, v € [1,n]. Wir haben A’A = det(A)E,, zu zeigen.
Wihle b, ; € S mit p(b; ;) = a;,; fir i, j € [1,n]. Setze B := (b; j); ; € S™" C K™ ". Es ist also
@(B) = A. Es ist ferner

det(A) = det(¢(B)) = det(p(bi,;))i,; = @(det(bi z)i ;) = p(det(B)),

da die Determinante ein polynomialer Ausdruck in den Matrixeintrigen mit Koeffizienten in {—1,+1}
ist.
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Sei B = (b, ,)u,w € S C K™*™ definiert durch

Vyw = (1" det((bs, j)ie,n)~{o}, jelln)~fu})
fiir u, v € [1,n]. Nach Cramerscher Regel iiber K ist B'B = det(B)E,.
Es ist
e, .,) = (1) det((bs,;)icp n]~{v}, je[ln]~{u}))
1)+ det((¢(bi, j))ie(1.n)~{v}, jelln]~{u}
)"0 det((as, j)ie1,n)~{v}, je[Ln]~{u}

(—
(_
fiir u, v € [1,n].

Zusammengenommen ist also ¢(B’) = A’.

Somit wird in der Tat

A'A = §(BN@(B) = ¢(B'B) = p(det(B)E,) = o(det(B))E, = det(A)E, .

Aufgabe 2

Ad (1). Annahme, nicht. Dann konnen wir, ausgehend von einem Ideal in M, eine strikt aufsteigende
Kette von Idealen I; C Iy C ... bilden. Es ist I := Uk>1 I, einIdeal in R, da0 € [ und da fir z, 2’ € I
und 7,7 € R esein m > 1 gibt mit z, 2’ € I,,, sodal auch rz + r'z’ € I, C I liegt. Da R ein
Hauptidealbereich ist, gibt es ein @ € R mit I = (a). Nun gibt es auch ein n > 1 mit a € I,,. Folglich ist
I, CI=(a)CI,,und also I =1, C I,,41 C I, Widerspruch.

Ad (2). Sei a € R* gegeben.

Sei a € R prim. Dann folgt aus a = be, daB (b + (a))(c+ (a)) = 0 ist in R/(a), also 0.E. b+ (a) = 0 und
somit b = ad fiir ein d € R ist. Dann aber ist a = bc = adc und somit 1 = de, also ¢ € U(R). Ferner ist
R/(a) als Integritéiitsbereich nicht der Nullring, und somit (a) # R. Dies zeigt, daf a irreduzibel ist.

Sei a € R irreduzibel. Zunéchst ist (a) # R und also R/(a) nicht der Nullring.

Seien b, ¢ € R gegeben mit (b+ (a))(c+ (a)) = 0 in R/(a). Dann gibt es ein d € R mit bc = da. Ist
b+ (a) =0, so sind wir fertig. Ist b+ (a) # 0, so haben wir ¢ + (a) L0 2u zeigen. Es ist (a) C (a,b), da
b ¢ (a). Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es ein e € R mit (a,b) = (e). Also ist a = ex fiir ein x € R.
Da a irreduzibel ist, folgt (¢) = R oder (z) = R. Annahme (z) = R. Dann gibt es ein y € R mit zy = 1,
und es wird e = exy = ay € (a), also (e) = (a) C (a,b) = (e), Widerspruch. Folglich ist (¢) = R. Also ist
1€ (e) =(a,b),ie. esgibt s, t € Rmit 1= sa+tb. Es folgt ¢ = sac+tbec = sac+tda = (sc+td)a € (a),
ie.c+ (a)=0.

Ad (3). Betrachte die Menge M aller Ideale der Form (x) mit z € R* ohne Primfaktorzerlegung. Annah-
me, es ist M = (). Dank (1) gibt es ein y € R mit (y) maximal in M.

Es kann y nicht irreduzibel sein, denn sonst hitte y € R eine Primfaktorzerlegung mit einem Faktor; cf.
(2). Also gibt es b, ¢ € R mit y = bc und b, ¢ ¢ U(R).

Also ist y € (b), aber nicht b € (y), da letzteres b = dy fiir ein d € R, also y = bc = cdy, mithin 1 = ¢d
und somit ¢ € U(R) nach sich zoge.

Folglich ist (y) C (b). Genauso ist (y) C (c). Also sind (b), (¢) ¢ M. Somit haben b und ¢ je eine
Primfaktorzerlegung. Also hat auch y = bc eine Primfaktorzerlegung.

Seien nun mit (p1)(p2) - - (pn) = (P1)(Ph) - - - (P),,) zwel Primfaktorzerlegungen desselben Elements gege-
ben. Wir fithren eine Induktion nach n > 0.

Im Falle n = 0 ist auch n’ = 0, da die auf der rechten Seite auftretenden Primelemente keine Einheiten
sind.
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Sei nun n > 1. Da p, prim ist und da das Bild der rechten Seite in R/(p,) verschwindet, gibt es ein
i € [1,n'] und ein e € R mit p} = ep,. O.E. ist i = n’. Da p/, irreduzibel und p,, keine Einheit ist, ist e
eine Einheit. Es folgt aus
P12 Pn1Pn = DiPh Dy 1P = Pips - Phy_1Pne
dafl
PiP2- " Pn—1 = PPy D€
ist, mithin
(P1)(p2) -+~ (Pn—1) = (P1)(P2) - (Phr—1) -
Dank Induktion ist nun n —1 = n’ — 1, i.e. n = n/, und es gibt ein ¢ € S,,_; mit (p]) = (ps(;) fiir

i€[l,n—1].Seio €S, durchcr|1" 1

1n_1) =0 und o(n) = n festgelegt. Dann ist (p}) = (po(s)) fiir @ € [1,n].

Ad (4). Schreibe x = § mit a, b € R*. Mit (3) finden wir £ > 0 und Primelemente p; aus R* fiir i € [1, k]
so, daf} wir

a = s[lieny Pgi

b = tHiE[l,k] pi
mit s, t € U(R) und o, B; € Zx( schreiben kénnen, wobei (p;) # (p;) ist fur ¢, j € [1, k] mit ¢ # j.
Dank der Eindeutigkeitsaussage aus (3) héngen die Exponenten «; nicht von der Wahl der p; ab.

Wir setzen
(@) = a; — B; falls (p) = (p;) fur ein i € [1, k]
Vp 10 sonst
Mit e := st~! ist dann x = ellper pVr(®),
Bleibt zu zeigen, da§ v, (x) wohldefiniert ist, i.e. nicht von der Wahl von @ und b abhéngt.

. / . . .
Sei x = ¢ = % mit a, b, @', V' € R*. Wir kénnen nun

S Hie[l,k] Py

Bi
b = tHzE 1,k) Pi Ny
a = s'TlLepny pz i
o' = L Py

mit s, t, s, ¢ € U(R) und oy, Bi, a;, fi € Zxo schreiben, wobei (p;) # (p;) ist fiir 4, j € [1,k] mit
1% 7.
Es ist ab' = a’b, und also

st H pa+Bl = st H pa+’6’

1€[1,k] 1€[1,k]

Dank der Eindeutigkeitsaussage aus (3) ist nun «; + 8, = o + f; fiir ¢ € [1, k]. Es folgt a; — 8; = o} — f!
fiir ¢ € [1, k]

Ad (5). Ist = 0 oder y = 0, so folgen die Aussagen aus den Regeln fiir co aus (4).
Seinun z, y € K*.

Es ist v, (2y) = vp(x) + vp(y) wegen der definierenden Charakterisierung der Bewertungen aus (4).

!
Zur zweiten Zeile. Sei 0.E. v,(z) < v,(y). Wir haben v,(z + y) = v,(z) zu zeigen.

Nach der definierenden Charakterisierung der Bewertungen aus (4) gibt es ein z € K* mit v,(zx) = 0
und zz, zy € R*. Es folgt

Vp(r +y) —vp(z) = vp(z+y) +vp(2) = vp((z+y)2) = vp(zz+2y) 2 0.
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Ist nun v, (x) < vp(y), so ist v, (xz +y) L vp(z) zu zeigen. Diesenfalls ist in voriger Rechnung v,(zy) > 0,
also zy = pr fiir ein r € R. Wire zx + zy in R durch p teilbar, dann auch (zx + 2y) — pr = 2z, was nicht
der Fall ist. Also ist in voriger Rechnung das > eine Gleichheit.

Ad (6).
Ad (i). Es ist 1 ein p-ganzes Element, da v,(1) = 0.

Es ist das Produkt zweier p-ganzer Elemente z, y € K wiederum p-ganz, da v, (zy) = vp(z) + vp(y) =0
mit (5).

Es ist die Summe zweier p-ganzer Elemente z,y € K wiederum p-ganz, da sich vp(z + y) >
min{v,(z),v,(y)} > 0 ergibt mit (5).

Ad (ii). Sei 0.E. z € K*.
Ist z € R*, so ist z ein ¢g-ganzes Element fiir alle ¢ € R* prim dank (3).

Ist z ein ¢-ganzes Element fiir alle ¢ € R* prim, dann zeigt die definierende Charakterisierung der
Bewertungen aus (4), dafl z € R liegt.

Ad (7).
Schreibe g(X) = Zie[ok] g: X" mit k >0, g; € K fiir i € [0,k] und g = 1. Setze noch g; := 0 fiir i > k.
Schreibe h(X) = 30,0 M XJ mit £>0, h; € K fiir j € [0,€] und hy = 1. Setze noch h; := 0 fiir j > £.

Nach Voraussetzung ist fiir m > 0 der Koeffizient f,, := >
ein Element von R.

| 9iham—i von X™ in f(X) = g(X)h(X)

i€[0,m

Annahme, es ist g(X) ¢ R[X]. Dann kénnen wir ein p € R* prim so wéhlen, da8
a = min{vy(g;) : 1€ [0,k]} < 0

ist. Sei s € [0, k] maximal mit v,(gs) = a.
Sei ferner 5 :=min{vy(h;) : j €[0,4 }. Da hy =1, ist 8 < 0. Sei t € [0, ¢] maximal mit v, (h¢) = 5.

Nun ist

fopt = Z Gihsyi—i = gshs + ( Z Gihsti—i) + ( Z Gilsti—i) -

1€[0,s+t] i€[0,5s—1] 1€[s+1,5+1]
Es ist vp(gsh) = a4+ B.
Fiir i € (0,5 — 1] ist vp(gihos—s) = vp(g1) + Vplhost—s) > a+ (8 +1),
Fir i € [s+ 1,5+ t] ist vp(gihsti—i) = vp(gi) + vp(hsti—i) = (a + 1) + 5.
Gemif (5) folgt vy (fim) = vp(gsht) = o+ B < 0, im Widerspruch zu f,, € R.
Dito ist h(X) € R[X].

Aussage (7) heifit auch Lemma von Gau8.

Ad (8).
Ist py x(X) € A[X], so ist py x(X) ein normiertes Polynom in A[X] mit p, x(y) = 0. Also ist
Yy e FL(A) = B.

Ist umgekehrt y € B = T'(A), dann gibt es ein normiertes Polynom f(X) € A[X] mit f(y) = 0. Es ist
y,k (X) ein Teiler von f(X) in K[X], i.e. es gibt g(X) € K[X] mit p, x(X)g(X) = f(X); cf. [5, §2.3].
Da f(X) und gy x(X) normiert sind, ist auch g(X) normiert. Dank (7) ist also p, x(X) € A[X].
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Aufgabe 3

Zuniichst merken wir an, da vd € Og und daher Z[\/E] C Ok ist. Es stellt sich die Frage, ob es
Elemente in O gibt, die nicht bereits in Z[/d] liegen.

Es ist Gal(K|Q) erzeugt von o : vd — —/d.
Sei w =: a + bv/d € K gegeben, wobei a, b € Q.

Ist b =0, dann wird
toq(X) = X —a.

Es ist w € Ok genau dann, wenn p,, q(X) € Z[X] ist, i.e. wenn a € Z liegt. Dann aber ist auch

w € Z[Vd].
Sei von nun an b # 0. Es wird
fwq(X) = (X —a—bVd)(X —a+bVd) = X% —2aX + (a® — db?) ;
cf. Lemma 14. Es ist w € Ok genau dann, wenn p,, (X) € Z[X] ist, i.e. wenn 2a € Z und a® — db* € Z
liegen; cf. Aufgabe 2.(8).

Wir haben also nur die Elemente der Form a + bv/d mit a € %Z und b € Q daraufhin zu untersuchen,
wann sie in Ok liegen.

Schreibe a =: /2 mit x € Z.

Es ist w genau dann ganz iiber Z, wenn 4Z > 4a? — 4db? = 22 — 4db? ist. Notwendig dafiir ist also
d(2b)? € Z. Da d quadratfrei ist, folgt 2b € Z als notwendige Bedingung.

Wir haben also nur die Elemente der Form a 4+ bv/d mit a, b € %Z daraufhin zu untersuchen, wann sie in
Ok liegen.

Schreibe b =: y/2 mit y € Z.
Es sollte 4(a? — db?) € 4Z, i.e. 2% =4 dy? sein.
Fall x =5 0. Da d #4 0, folgt y =5 0. Dann ist 22 =, 0 =4 dy? erfiillt. Aber diesenfalls ist ohnehin

a+bVd € Z[Vd|.
Fall x =5 1. Dann ist 2 =4 1. Also ist y =, 1.

Unterfall d =4 1. Es ist 22 =4 1 und dy? =4 1, also in der Tat 22 =, dy?. Somit ist diesenfalls a + bv/d =
$(x+yvd) € Ok .

Unterfall d =4 2 oder d =4 3. BEs ist 22 =4 1, aber dy? =4 d #4 1. Diesenfalls ist also a + Wd =
Lz +yVd) ¢ Ok .

Fassen wir zusammen.

Falld =4 1. Esist Og = Z[Vd]U{3(z+yVd) : 2,y € 2Z+1}. Also ist 2(1 + Vd) € Og und damit
Z[HT\/E] COk.

Es ist Vd = 2(1+2\/&) —-1e€ Z[H'Q\/g}7 und also Z[vd] C Z[H'—Q\/a]. Daher ist fur z, y € 2Z + 1 auch
e+ yVd) = 11+ Vd) + 3z - 1) + (y — DVA) € Z[H579). Dies zeigt Z[14/1) D O .

Z[150).

Zusammengenommen ist diesenfalls somit O =
Falld =42 oder d =4 3. Es ist O = Z[\/a]
Speziell erhalten wird die folgenden Ringe ganzer Zahlen.

Es wird OQ(i) = OQ(\/jl) = Z[\/—l] = Z[l]
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Es wird O35 = Z[HQ‘/B].

Es wird Oq(¢y) = Oq(y=3) = Z[MY=0) = Z[-(3) = Z[(3) = Z[Gs), beachte (¢3)? = (3.

Aufgabe 4
Schreibe d = d(T).
Es ist Vd € Io(va)(Z) und also Z[Vd) C I5(va)(2); cf. Lemma 5.

!
Wir behaupten Z[v/d) D Fg(ﬂ)(Z).

Sei £ =a+bVde FQ(\/E)(Z), wobei a = a(T) und b = b(T) aus Q stammen.

A.2.(8
Ist b =0, dann hat { = ¢ Minimalpolynom pe o(X) =X —a G( ) Z[X], woraus a € Z folgt.

Ist b # 0, dann ist

pe.o(T) = (X = (a+bVd)(X — (a — bVd)) = T? = 2aT + (a* — db?) A Z[X] .

Aus 2a € Z folgt wegen p # 2, daB a € Z liegt. Aus a® —db? € Z folgt dann db? € Z, wegen d quadratfrei
somit b € Z. Dies zeigt die Behauptung.

Somit ist Iy 5,(2) = Z[V/d], mit Z-linearer Basis (1, /d).

Der Fall p = 2 sieht interessanter aus.

Aufgabe 5

!
Ad (1). Zu zeigen ist T C Ir(R). Nach Voraussetzung ist S C Is(R) und T C Ip(5). Es folgt
L.6
T C Ip(S) C Ir(Ix(R)) C Ir(Tr(R)) = Tr(R).

!
Ad (2). Zu zeigen ist Ip(B) C Ir(A). In der Tat wird

Tr(B) = Tr(Ts(A)) C Tr(Tr(4)) =° Tr(4) .

Alternativ kann unter Verwendung von (1) wie folgt argumentiert werden. Es ist Ir(B) ganz iiber B. Es
ist B ganz iiber A. Dank (1) ist also Ip(B) ganz iiber A, i.e. Ir(B) C Ir(A).

Aufgabe 6

Ad (1). Sei K := Quot(R). Sei z € Ix(R). Wir haben zu zeigen, dafl x é R liegt. Wir haben dazu
nur den Fall  # 0 zu betrachten. Es geniigt zu zeigen, dafl vj,(z) > 0 ist fiir alle Primelemente p aus
R*; cf. Aufgabe 2.(6.i1). Annahme, es gibt ein p € R* prim mit v,(x) < 0. Da 2 € Ix(R), gibt es
f(X) € R[X] normiert mit f(z) = 0. Schreibe f(X) =: X" +37,c1 1 a; X', wobei n := deg(f). Es ist
"= =3 icom-1] a;xt. Mit Aufgabe 2.(5) wird

nvp(z) = vp(a")

vp (= Zie[o,n—l] a;z’)

min{ v,(a;x") : i € [0,n—1]}
min{ivy(z) : i € [0,n—1]}
(n—1)vp(z),

VoWV
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also v,(x) > 0, und wir haben einen Widerspruch.

Ad (2,3). Sei R ein Integritétsbereich. Behauptung. Finden wir eine Abbildung e : R* — Zx¢ so, daf fiir
alle a, b € R* Elemente r, s € R mit b = sa+r und ((r # 0 und e(r) < e(a)) oder r = 0) existieren,
dann ist R ein Hauptidealbereich.

Sei dazu ein Ideal a C R mit a # (0) gegeben. Wir miissen zeigen, daf a L (y) fiir ein y € a ist. Wihle

!
dazu y € a mit y # 0 und e(y) minimal. Sei € a*. Wir haben = € (y) zu zeigen. Schreibe z = sy + r
mit r, s € R und mit (r # 0 und e(r) < e(y)) oder r = 0. Es ist r = z — sy € a. Wegen der Minimalitét
von e(y) folgt » = 0 und so x = sy € (y). Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun Z[i]* — Z>o, z — |z|*> (Betrag in C gebildet). Beachte |a + bi|* = a? + b? fiir a, b € Z.

Seien x,y € Z[i] gegeben. Wir miissen 7, s € Z[i] so finden, dal x = sy +r, ie. 2 := 7 =5+

ist, mit |§\2 < 1. In der Tat hat z in C einen Abstand < 1v/2 < 1 vom niichstgelegenen Punkt s in
Zjil = {a+bi : a,b € Z} (Abstand vom Mittelpunkt eines Quadrats mit Seitenlinge 1 zu seinen
Ecken).

Sei ferner Z[(3]* — Zso, ¥ + |z|* (Betrag in C gebildet). Beachte |a + b(3]* = (a + b(3)(a + b(3) =
a? —ab+b? fira, b € Z.

Seien x, y € Z[(3] gegeben. Wir miissen r, s € Z[(3] so finden, dal z = sy +r, i.e. z := T =s+ ist,

mit \§| < 1 oder » = 0. In der Tat hat z in C einen Abstand < %\/?j < 1 vom néchstgelegenen Punkt s
inZ[¢3] ={a+b( : a, b € Z} (Abstand vom Mittelpunkt eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlinge
1 zu seinen Ecken).

Ad (4). Es ist Z[\/—5] = Oq(+/—5) nach Aufgabe 3 und also ganzabgeschlossen nach Bemerkung 8.(2).

Wir bemerken, daf3 Nq(m”Q(a + by/—5) = a® + 5b? ist fiir a, b € Q, und daB deswegen 2 und 3 nicht
Norm eines Elementes in Z[y/—5] sein kénnen.

Wir behaupten, dafl Z[/—5] kein Hauptidealbereich ist. Wir zeigen dazu, da8 (2, 14++/—5) kein Hauptideal
ist. Annahme, doch. Dann gibt es ein x € Z[/—5] mit (2,1 + +/—5) = (z). Somit gibt es y, z € Z[V/—5]
mit zy = 2 und zz = 1 + /5. Es folgt

Naow=91e(@) Noy=5)@¥) = Now=5)q(2)
Naowv=5ie(@) Noy=5)e(2) = Nomsl+v=5) =

Folglich ist Ng(,/=5)/q(#) ein Teiler von 2. Mit der obigen Bemerkung folgt Nq (/=5 q(z) = 1. Also ist
(2,1+ v/—=5) = (x) = Z[V/—-5]; cf. Lemma 20.(4). Betrachte den Ringmorphismus

ZIX]/(X245) — F
X +— 1;

wohldefiniert dank 12 +5 = 0 in Fy; cf. [5, §1.4.3,§1.6]. Isomorphe Ersetzung entlang dem Ringisomor-
phismus Z[X]/(X? + 5) = Z[\/=5], X — /=5 gibt den Ringmorphismus

ZV5 -5 F
V-5 = 1.

Es ist ¢ surjektiv. Es ist ¢((2,1 + v/=5)) = (¥(2),9(1 + v=5)) = (0) # F» = ¥(Z[/—5]). Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung.

Alternativ kann man auch zeigen, dafl 2 € Z[v/—5] irreduzibel, aber nicht prim ist. Es ist nicht prim, da

Z[V-5]/(2) ~ (Z[X]/(X? +5))/(2) = Z[X]/(X* +5,2) ~ B[X]/(X*+5) = BIX]/(X+1)?)
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kein Integritéitsbereich ist, da in letzterem (X +1)+ ((X +1)?2) ungleich 0 ist, im Quadrat aber verschwin-

det. Es ist irreduzibel, da 2 = xy mit z, y € Z[v/—5] auf Ng(/=5)q (%) Nq(/=5)@ (%) = Nq(/=5)j@(y) =
Nq(v=5)|@(2) = 4 fiihrt, was wegen der Bemerkung eingangs entweder Ng(/=5) (%) = 1 und damit

x € U(Z[v/-5]) liefert oder dito fiir y; cf. Lemma 20.(4). Daher kann Z[/—5] nach Aufgabe 2.(2) kein
Hauptidealbereich sein.

Aufgabe 7

Schreibe § := /2 und C:=(3.

Ad (1). Esist (X3 —2) = (X — 6)(X — ¢3)(X — ¢25). Folglich ist Q(6, (5, ¢%5) ein Zerfillungskorper des
Polynoms X3 — 2 € Q[X] und damit galoisch iiber Q; cf. [5, §3.5.1.4].

Da ¢ = (¢5) - (6)71, ist

L = Q(6,¢) = Q(6,¢6,¢%0) .

Es ist us.q(X) = X3 —2. Denn um X? —2 € Q[X] als irreduzibel nachzuweisen, geniigt es, es in Z[X] als
irreduzibel nachzuweisen; cf. Aufgabe 2.(7). Nun ist es aber bereits in F;[X] mangels Nullstelle irreduzibel.

Alternativ kann man das Eisensteinkriterium heranziehen.

Es ist ¢ € Q(6) C R. Also bleibt u¢,q(X) = X?+ X + 1 mangels Nullstelle irreduzibel in Q(8)[X]. Somit
ist

[L:Q] = [Q(6,0):Q] =[Q(6,0):Q()]-[Q():Q] =2-3 =6.

Nun weifs man zwar aus Gradgriinden, dafi Gal(L|Q) ~ Ss ist, denn [L : Q] = (deg(X? — 2))!; cf. [5,
§3.4.1]. Wir miissen die Elemente von Gal(L|Q) aber kennen.

Es ist Gal(Q(O)|Q) = {ida(c) » o }, wobei o : Q(C) = Q(C), (i = ¢2.

Da [Q(¢) : Q] = 2, ist [L : Q(¢)] = 3 und also ps,q(¢)(X) = X3 — 2; ein echter Teiler von X3 — 2 wére
unmoglich.

Fiir jedes Element der Menge der Nullstellen

2
(L &0

von X2 — 2 in L erhalten wir eine Fortsetzung von idg(¢) resp. von o zu einem Automorphismus von L,
indem ¢ auf eine dieser Nullstellen geschickt wird; cf. [5, 2.3.4].
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Wir erhalten so folgende Liste von Elementen von Gal(L|Q).

L = L
e ¢
—
¢
- (S

T3 C

T3 CZ(S
e (2
LR

T5 Cz
<)
e (2
e (25

Es ist dabei 71 =idy, .

Auf der Menge der Nullstellen operieren diese Elemente wie folgt, wenn wir nur die Indizes notieren und
mit den enstandenen Permutationen identifizieren.

T1 = id
To = (1 2
T3 (1 3
T4 = (2,3
(1,2
(1,3

T5 =
T6

Zwischenkorper sind die folgenden.

=)

—

el
~
—
=
N
N
=
—~
~—~

|
LLLLLOT

Ad (2). Dank (1) ist L|Q galoisch.
Es ist 73(Q(d)) = Q(¢?0). Ein Teilkorper, der sowohl Q(8) als auch Q(¢20) enthélt, ist bereits gleich L.
Also ist Q(0,¢) Zerfillungsksrper von Q(d)|Q ; cf. Definition 9.

Ad (3). Es ist Q(¢)|Q galoisch, e.g. da Q(¢) = Fix((1,2,3),(L) ist und da ((1,2,3)) ein Normalteiler in S3
ist. Also ist Q(¢) Zerfillungskorper von Q(¢)|Q. Wegen L # Q(¢) kann L kein Zerfallungskorper von
Q(¢)|Q sein; cf. Lemma 11.(2).
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Wir erkennen auch direkt, da8 7;(Q(¢)) = Q(() ist fiir ¢ € [1, 6]. Also ist der kleinste Teilkérper, der all die-
se Bildkorper enthiilt, gleich Q(¢) und damit nicht gleich L. Auch dies zeigt, daf L kein Zerfillungskorper
von Q(¢)|Q ist.

Ad (4).

Direkt. Beziiglich der Basis (1,6,52) von Q(d) hat A5 die beschreibende Matrix (

oo
[ =]=]

(2)). Also ist
0

002 002
Trqe)e(d) = tr(g?g) =0, Nq@)q(d) = det(é?g) =2,

Nach Lemma 15. Es ist Gal(L|Q(4)) = ((2,3)). Es ist

S3 = id<(27 3)> U (17 2, 3)<(27 3)u (17 3, 2)<(27 3)> = Tl<(27 3)> U 72((2, 3)> - TB<(27 3)>

Also wird
Trq)Q(0) = Ti(6) + 72(6) +73(6) =3 +¢3+¢% = 0
und
Nq@)Q(d) = 7i(8) - 72(8) - 73(8) =6-(6-¢%0 = 2.
Aufgabe 8

Wir brauchen nur den Fall char K = p > 0 betrachten.
Wir miissen zeigen, dafl die Abbildung Froby, : L — L, x = xP surjektiv ist.

Zum einen ist L ein K-Vektorraum vermoge der Multiplikation « -1 y := oy fir v+ € K und y € L,
genannt L .

Zum anderen ist L ein K-Vektorraum vermoége der Multiplikation x .o y := 2Py fir € K und y € L,
genannt Lo .

Esist Froby (z-1y) = Frobp(xy) = (zy)P = aPy? = x-2Froby,(y). Also ist Froby, eine K-lineare Abbildung
von L; nach Ly. Um die Bijektivitdt von Froby zu zeigen, geniigt es, dimg L, L dimg Lo nachzuweisen.
Sei (y1, ..., yn) eine K-lineare Basis von L . Wir behaupten, da8 (y1, ..., y,) auch eine K-lineare Basis
von Lo ist.

Zur linearen Unabhéngigkeit. Ist Zie[l,n] x;ioy; = 0, wobei x; € K fiir i € [1,n], dann ist Zie[l,n] oy =
0, also ¥ = 0 und somit z; = 0 fiir 7 € [1,n].

Zum Erzeugendensystem. Sei z € L gegeben. Wir schreiben z = Zie[l n) Li 1 Ys mit z; € K fir i € [1,n].
Da K perfekt ist, gibt es #} € K mit 2/ = x; fiir i € [1,n]. Dann wird Die(n] Ti2Yi = Dic[in] Py =
Zie[l,n] Ti1Yi = %

Aufgabe 9

Ad (1). Es zerfillt G in eine disjunkte Vereinigung von 4 Linksnebenklassen modulo U. Aus jeder der 4
Nebenklassen, bestehend aus je 6 Elementen, darf ein beliebiger Repriisentant gewéhlt werden. Folglich
gibt es 6% Teilmengen T mit G = | |, 0oU .

Ad (2). Wir haben die folgenden Nebenklassen.

U = {id,(1,2),(2,3),(1,3),(1,2,3),(1,3,2)}
(1,4)U {(1,4),(1,2,4),(1,4)(2,3),(1,3,4),(1,2,3,4),(1,3,2,4)}
2, 4)U {(2,4),(1,4,2),(2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,2,3),(1,3,4,2)}
B, H)U = {(3,4),(1,2)(3,4),(2,4,3),(1,4,3),(1,2,4,3),(1,4,3,2)}
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Somit ist 77 := {id, (1,4)(2,3), (1,3)(2,4), (1,2)(3,4)} ein Reprisentantensystem wie in (1) verlangt, fiir
welches zugleich T7 < G gilt.

Ferner ist Ty := {id, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4, 3,2)} ein Reprisentantensystem wie in (1) verlangt, fiir
welches zugleich Tb < G gilt.

SchlieBlich ist 77 ~ Co x Cy £ Cy ~T5.

Aufgabe 10

Ad (1). Da S unter Multiplikation abgeschlossen ist und 1 € S liegt, zeigt Bruchrechnung, da S™1A C K
ein Teilring ist : es ist die 1 in S~'A enthalten; die Differenz und das Produkt zweier Elemente in S~1A
ist wieder in ST'A.

DaB die p-ganzen Elemente aus Aufgabe 2.(6) einen Teilring des Quotientenkorpers bilden, ist hiervon der
Spezialfall, bei dem S aus der Teilmenge der Elemente besteht, die bei p die Bewertung 0 haben.

Dal€ S, ist A Teilring von S—1A.

Zeigen wir, dafl es fiir jeden kommutativen Ring B und jeden Ringmorphismus ¢ : A — B mit
©(S) C U(B) genau einen Ringmorphismus v : S™1A — B mit 1|4 = ¢ gibt.

Eindeutigkeit. Ist 1|4 = ¢, so ist (%) = ¢(a) fiir a € A. Ist s € S, so folgt hieraus (1) = ¢((3)7!) =

¥(2)7! = p(a)~t. Zusammen muB also ¢(2) = p(a)p(s) ™! sein.

Egistenz. Setze (%) = ¢(a)p(s) ' fira € Aund s € S.
Das ist wohldefiniert, da zum einen ¢(s) € U(B) fiir alle s € S ist und da zum anderen fiir ¢t € S sich
p(ta)p(ts) ™! = p(t)p(a)e(s) o) ™! = p(a)p(s) " ergibt.
Es ist ¢(1) = ¢(1)p(1)~! = 1.

Es ist ¢ mit der Multiplikation vertriglich, da

ad aa’

) = v(—) = plaa)p(ss) ™" = p(a)p(s) pla)p(s) ™ = (

ss’

o(

ist fiir a, '’ € Aund s, s’ € S.

s s

Um zu zeigen, daf ¢ mit der Addition vertriiglich ist, diirfen wir wegen Wohldefiniertheit annehmen, daf3
die Summanden denselben Nenner aufweisen. Es wird
a d a+d 1 a’

Y-+ ) = ¥ ) = wlat+a)p(s)™ = pla)p(s)™" +pla)p(s) ™ = %/f(g)ﬂﬁ(;)

S S S

fira,a’ € Aund s € S.

’
a_
s

s, s € S und % und % in S~'A gegeben mit b, ¥ € Aund ¢, t € S, dann ist

Zeigen wir nun, dal S~ 'a ein Ideal in S™!A ist. Sind ¢ und in S~'a gegeben mit a, a’ € a und

ba N b'a' bat's' 4 tsb'ad c 5-1q
ts t's tst's! '
Zudem ist 0 € ST A. Also ist S~'a C S~'A ein Ideal.

Wir vereinbaren noch, daf ein Bruch ¢ € § “1A mit a € A und s € S geschrieben werde, wenn nichts
anderes gesagt wird.

Sei p € Ideale”>5(A).

prim
1. Wir behaupten, daf fiir £ € S~1A genau dann 2 e S~1p liegt, wenn a € p liegt. Liegt a € p, dann ist
c e S~1'p. Liegt umgekehrt s e S~'p, dann gibt es 7 mit x € pund ¢ € S derart, dafl £ = 7 ist. Dann
aber ist auch at = xs € p. Da t ¢ p, folgt a € p.
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! / ’
2. Wir behaupten, es ist S~1p € Idealepyim(S~1A). Seien 2 und % in S—1A gegeben mit ¢ 5 e S~1p.

s’ s’

Gemif 1. folgt aa’ € p, also 0.E. a € p und somit ¢ € S~ 1'p. Dies zeigt die Behauptung.

3. Wir behaupten, es ist p L (S71p) N A. Zunichst ist p C (S7'p) N A. Sei umgekehrt a € A mit
a=79€ S~ 'p gegeben. Dann ist gem#B 1. auch a € p. Dies zeigt die Behauptung.

Sei q € Idealepim (S~ A) gegeben.

4. Wir behaupten qN A é Idealegri\rf(A). Es ist qN A ein Ideal von A, da 0 € q und da fiir y, ¥’ € qNA und
a, o’ € Asich ay+ad'y’ € qN A ergibt. Es ist N A ein Primideal von A, da fiir a, ¢’ € A mit aa’ € qN A
sich 0.E. a € q und also a € qN A ergibt. Es ist (AN q) NS =0, da ansonsten s € (AN q) NS lidge, und
also auch 1 = % - s € q wiire, was wegen q C S~!A prim nicht der Fall ist. Dies zeigt die Behauptunyg.

Also haben wir die Bijektion

Ideale\ 37 (A) = Idealepim(S™1A)
po—= S7p
gNA ~— ¢

Ad (2). Die behauptete Bijektion ist ein Spezialfall der Bijektion aus (1).

Da diese die Teilmengenrelation respektiert, da p = A ~ (4 \ p) und da Ideale”

P iim (4) das terminale
Element p enthilt, enthélt auch Idealepyim(A,) das terminale Element py,.

Wir behaupten die Existenz des folgenden Koérperisomorphismus.

Quot(A/p)  —>  Ay/py

atp > a
s+p s TP

atp - a
s+p s TP

Wir zeigen, dafl — ein wohldefinierter Ringmorphismus ist. Ausgehend vom komponierten Ringmorphis-
mus A — Ay, = Ap/pp, a— §+— § +pp, welcher p auf 0 schickt, erhalten wir zunéchst den induzierten
Ringmorphismus A/p — Ap/pp, a +p — § + pp. Da nun alle Elemente aus (A/p)*, also alle von der
Form s + p mit s € A \ p, unter diesem Morphismus nach U(A,/p,) abgebildet werden, erhalten wir
mit der universellen Eigenschaft aus (1), angewandt auf S := (A/p)* und S~1(A/p) = Quot(A/p) den
induzierten Morphismus

Quot(A/p)  —  Ap/pp
aE o ()G )T = Sy

Wir zeigen, dafl <~ ein wohldefinierter Ringmorphismus ist. Ausgehend vom komponierten Ringmor-

phismus A — A/p — Quot(4/p), a — a+p — ‘fTﬂ;, welcher A ~ p nach U(Quot(A/p)) = (4/p)*

schickt, erhalten wir zunéchst dank der universellen Eigenschaft aus (1) den induzierten Ringmorphis-

mus A, — Quot(A/p), ¢ — (%)(ii’;)_l = Z‘Tﬂ;' Dieser schickt p, auf 0, liefert also den Morphismus

Quot(A/p)  ~—  Ay/pp

atp « a
s+p s + Py -

Die Morphismen — und < kehren sich gegenseitig um. Also liegt in beiden Richtungen ein Isomorphismus
vor.

Ist schlieBlich p C A maximal, dann A/p ein Korper, also A/p = Quot(A/p), und der eben gezeigte
Isomorphismus lduft von A/p nach A, /p, .
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Aufgabe 11
Ad (1).

Wir wenden Aufgabe 10.(1) an mit S = A* und also ST™'A = Quot(4). Da ¢ als Kérpermorphismus
injektiv ist, ist in der Tat ¢(S) = p(A*) C L* = U(L); cf. [5, Aufgabe 7.(1)]. Also gibt es einen
eindeutigen Korpermorphismus v : Quot(A) — L mit 1|4 = .

Beachte, dafl ¢ wie jeder Kérpermorphismus injektiv ist. In der Praxis identifiziert man daher oft Quot(A)
und 9 (Quot(A)) C L entlang 1.

Ad (2). Wenden wir (1) an auf die Einbettung B %> Quot(A), so erhalten wir den Morphismus v :
Quot(B) — Quot(A), ¥ — o(z)e(y) 1, letzteres zu bilden in Quot(A).

Wie jeder Kérpermorphismus ist v injektiv.

Wir behaupten, daf ¢ surjektiv ist. Seien v € A und u € A* gegeben. Wir haben zu zeigen, daf§ © im
Bild von v liegt.

Es sind u, v € B. Es wird

SN—
Il
S
—
=
5
&
I
4
<
Il
—
SN
SRS

Dies zeigt die Behauptung. Damit ist ¢ ein Isomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, daff ¢»~! : Quot(A) — Quot(B) in der Tat £ auf £ abbildet fiir v € A und u € A*.
Aber dies folgt aus ¥(2) = 2, wie eben verifiziert.

v
u

Auch hier identifiziert man oft Quot(A) = Quot(B) entlang 1.

Aufgabe 12

Die Aussage ist falsch.

Sei K := Q. Sei A:=7Z. Sei L := Q(i). Es ist B =T11(A) = Z][i] ; cf. Aufgabe 3.
Sei y := £(3 +4i). Esist Npjx(y) = £(3+4i) - (3 — 4i) =1 € U(A).

Aber es ist y & Z][i], insbesondere also nicht in U(Z[i]).

Cf. auch Lemma 20.(4).

Aufgabe 13

Ad (1). Behauptung. Jedes Ideal a C R liegt in einem maximalen solchen, i.e. in einem maximalen Ideal.
Sei dazu Ideale(R) \ {(1)} die Menge der echten Ideale von R. Eine Kette T darin hat |JT als obere
Schranke in Ideale(R) \ {(1)}, da eine A-Linearkombination zweier Elemente von | JT bereits in einem
Element t von T zu bilden ist. Also liegt geméfi Lemma von Zorn jedes Element von Ideale(R) ~ {(1)} in
einem maximalen; cf. e.g. [8, §A.1]. Dies zeigt die Behauptung.

Spéter werden wir sehen, daB im Falle R noethersch Bemerkung 51.(4) eingesetzt und der Gebrauch des
Lemmas von Zorn vermieden werden kann. Dies trifft e.g. zu, wenn R ein Hauptidealbereich ist; cf. Bemer-
kung 51.(1).
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Insbesondere liegt (0) in einem maximalen Ideal m. Wir haben einen R-linearen Isomorphismus

rek L. pet

Dieser liefert einen R/m-linearen Isomorphismus

(R%)/m(R*)
r+m(RO*) = f(z)+m(R®F),
mit Inversem f~! = f—1, analog gebildet.

Ferner ist (R®*)/m(R®*) als R/m-Vektorraum isomorph zu (R/m)®*, hat also Dimension k. Analog hat
(R®*) /m(R®") die Dimension / als Vektorraum iiber R/m.

Dank Linearer Algebra ist also k = ¢.

Ad (2). Mittels isomorpher Ersetzung diirfen wir M = R®™ annehmen fiir ein m > 0. Wir fiihren eine
Induktion iiber m > 0. Fiir m = 0 ist die Aussage richtig. Sei nun m > 1.

Betrachte das folgende Diagramm von R-Moduln und R-linearen Abbildungen.

R®Mm-1) ¢ > RO T o R

oo

N/40—>N—|—>(7‘)

Hierbei ist 7 die Projektion auf den letzten Tupeleintrag. Die horizontalen Abbildungen links sind Inklu-
sionen von Kernen. Die vertikalen Abbildungen sind Inklusionen. Das Kompositum N — R hat als Bild
einen Teilmodul von R, i.e. ein Ideal in R, welches wegen R Hauptidealbereich als (r) fiir ein geeignetes
r € R geschrieben werden kann.

Fall r = 0. Es ist N’ = N. Nach Induktion ist N’ ein endlich erzeugt freier R-Modul mit rkp(N') <
tkr(R®(™=1)) = m — 1. Insgesamt ist tkr(N) < m — 1 < m = rkg(M).

Fall r # 0. Nach Induktion ist N’ endlich erzeugt frei mit n’ := rkgr(N’) < m — 1. Betrachte folgendes
Diagramm von R-Moduln und R-linearen Abbildungen.

RO R

N —e—> N —+> (1)

Die untere Zeile sei die aus vorigem Diagramm.
Der linke vertikale Isomorphismus ¢ sei gewihlt dank N’ endlich erzeugt frei.
Der rechte vertikale Isomorphismus schicke 1 auf r.

Es schicke ¢ die 1 auf ein Element ng € N, welches horizontal auf r abgebildet wird. Wir erhalten die
R-lineare Abbildung
R" §R — N
(,y) > o) +v(y).

Diese Abbildung ist, so behaupten wir, ein Isomorphismus.

Surjektivitit. Sei n € N gegeben. Es wird n unter 7 auf yr abgebildet fiir ein y € R. Also ist m(n—yng) =
yr —yr = 0. Somit gibt es ein z € R®™ mit ¢(z) =n — yng =n — ¥(y). Somit ist n = p(z) + Y(y).
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Injektivitit. Sei (z,y) € R®" @ R mit o(x) + ¢(y) = 0 gegeben. Dann ist o(z) = —¢(y) = —yno.
Anwendung von 7 liefert 0 = —yr, also y = 0. Also ist p(x) = 0 und damit auch = = 0.

Also ist N endlich erzeugt frei. Schlieflich ist noch rkgr(N) =n' + 1 < m = rkr(M).

Aufgabe 14

Ad (1). Dank Elementarteilersatz gibt es invertierbare ganzzahlige Matrizen S, T € GL,(Z) mit SAT =
D =diag(dy, ..., dy); cf. [4, Satz 4].

Es ist |det(S)| = 1 und |det(T")| = 1. Also ist |det(A)| = |det(D)| =dy---d,, .
Zunichst folgt aus Z"*! D TZ"*!, daB T—1Z"*! D Z"*! ist. Somit ist T—1Z"*! = Z"*!. Also wird

ZnXl/Aznxl — anl/s—lDT—lznxl — anl/S—lDznxl .

Ferner haben wir den Isomorphismus abelscher Gruppen

anl/s—ll)znxl ~ anl/l)znxl
r+ S™IDZ"Y  +—— Sy + DZ™*!
Sfly_i_Sleznxl y—I—DZnXl :

wobei zu beachten ist, dal — wohldefiniert ist, da S(S~1DZ"*!) C DZ"*! und daf <+ wohldefiniert
ist, da S~1(DZ"*') = S—1DZ"*!,
Schliefllich haben wir den Isomorphismus abelscher Gruppen

2/ DZY S @iy Z/diZ

x4+ DZ™1 (x; + diZ);
x4+ DZ"1 <« (x; + diZ);

Alles in allem ist also Z"*!/AZ"*1 ~ @Dici1,n) Z/diZ als abelsche Gruppen, und somit auch

2 Az = | @D B/dZ] = |di - da| = |det(A)].

i€[l,n

Ad (2). Sei Y - X die Inklusionsabbildung.

Wir haben den Z-linearen Isomorphismus ¢, : Zml 50X, (a;); — Zie[l’n] a;r; und den Z-linearen
Isomorphismus @, : Z"*' 3V, (by); — > e 0iYi -

Wir haben ein kommutatives Viereck

A(-)

anl anl
Wyll Zl@m
Y—L>X,

denn (b;); € Z™! wird untenherum auf Yjenn bi¥i = 20 jen Tit,jb; geschickt, genauso wie
obenherum.

Also haben wir einen induzierten Z-linearen Isomorphismus
nx1 nx1 Y
7" JAZ — X/Y
a+ AZV b~ gu(a) +Y = Zie[l,n] air; +Y .

Direkt verifizieren wir diesen wie folgt.
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Wegen der Kommutativitit des obigen Vierecks wird das Bild von A(—) unter ¢, auf Y abgebildet, so
daB 1) eine wohldefinierte Z-lineare Abbildung wird.
Wegen der Kommutativitdt des obigen Vierecks wird Y unter gp;l auf das Bild von A(—) abgebildet, so
daf} auch i
anl/Aznxl -~ X/Y
ot (x) + AZ™Y Y
eine wohldefinierte Abbildung ist.

Nach Konstruktion ist 1 o ) = idy,y und 1[) 0t = idgnx1,4znx1 . Folglich ist ¢ ein Z-linearer Isomor-
phismus.

Somit ist
X/v| = 271 )az Y L | det(a)]

B.30
Ad (3). Esist Y C O C OF CY#. Sei y = (y; : i € [1,n]) die zu y duale Basis, i.e. Trg|q(yi yj) =
;,; fiir i, j € [1,n]. Dann ist ' eine Z-lineare Basis von Y# ; cf. Lemma 31.(3).

Schreibe y; =37,y @i, ;9; fidr j € [1,n], wobei A := (a;,;)i,; € Z"*".

. ! . . ! . .
Wir behaupten a;, ; = Triq(yi y;) fir 4, j € [1,n], ie. y; =31 ) Trriqwiy;)y; fiir j € [1,n]. Da die
Spurbilinearform nichtausgeartet ist, geniigt es hierfiir,

!
Triciq(u; uk) = Trq( Y Triciquivi)vi ve)
1€[1,n]

zu zeigen fiir j, k € [1,n]; cf. Lemma 22. In der Tat wird

TrriQ(Xienn TxiWi vi)vive) = Xiepn.n TrxiQWi vs) Trxi(¥i yr)
= e TrriQWi y;)0ik
= Trxiq(yry))
= TrriqQ(y) yk) -
Dies zeigt die Behauptung.

Somit wird

L.22

2
v#/v] 2 Jdet(A)] = |det((Trciqyaas))is)| = |det(Gramgq )| “22 |Axiq | -

Aufgabe 15
Ad (1). Die Aussage ist falsch.
Sei K :=Q, A:=127,6:=+/2, L:=Q(5) und g = (1,6,0?) eine Z-lineare Basis des Rings Z[d].

Dann ist in der Tat Z[d] = Oq(s) , aber das werden wir erst in Aufgabe 19 ermitteln.
Schreibe ¢ := (3. Dann ist der Zerfillungskoérper von L|K gleich E := Q(4, (). Es ist
{0(6) : o€ Gal(EIK) } = {8,¢5,C%};
cf. Losung zu Aufgabe 7.(1). Also ist

det(Vandpicq) = (G5 —8)(C26 — 8)(C2— C0) = 2(C — (= 1) —¢) = —61V3 ¢ Z
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Cf. Bemerkung 25 und Beispiel 26.(2).

Ad (2). Die Aussage ist richtig.

Schreibe d := det(VandL‘Kyg) € L; cf. Lemma 24.

Es ist d? := det(VaunduK,g)2 = Apry € AC K, cf. Lemma 36. Also ist [K(d) : K] = deg(ua,x (X)) €

{1,2}. Da
[L:K] = [L: K()][K(d): K]

ist und da [L : K] ungerade ist, folgt [K(d) : K] =1, ie. d € K.

Da die Eintrdge von Vandp g , gemaf Lemma 20.(1) in Iy (A) liegen, gilt das auch fiir ihre Determinante

d. Insgesamt ist also
d € KQFL(A) = FK(A) = A,

da A als ganzabgeschlossen vorausgesetzt wurde.

Aufgabe 16
Ad (1).
Fall d =4 2 oder d =4 3. Es ist OQ(\/E) = Z[Vd]; cf. Aufgabe 3. Also ist eine Z-lineare Basis von

O /g gegeben durch (1, V/d). Das nichttriviale Element von Gal(Q(v/d)|Q) schickt v/d auf —v/d. Nach
Bemerkung 25 ist also
Aquvay = Vd—(=Va))* = 4d.

Fall d =4 1. Schreibe o := (1 + v/d). Es ist Oq(vay = Zla]; cf. Aufgabe 3. Also ist eine Z-lineare Basis

von O, gegeben durch (1,a). Das nichttriviale Element von Gal(Q(V/d)|Q) schickt v/d auf —/d und
also o auf 1 — a. Nach Bemerkung 25 ist also

Aquvay = (a—(1-a)? =d.
Ad (2). Es ist Q(v/3,v13)|Q ein Kompositum von Q(v/3)|Q und Q(v/13)|Q; cf. Definition 39, Bei-
spiel 41.(1).

Es ist V3 ¢ Q(V13), da (a + bV/13)? = 3 mit @ € Q und b € Q mittels Koeffizientenvergleich bei 1
und V13 auf a? + 13b? = 3 und 2ab = 0 fiihrt, was weder fiir a = 0 noch fiir b = 0 losbar ist. Also ist

[Q(V3,V13) : Q(v/13)] = 2 und folglich [Q(v/3,V/13) : Q] = 4. Wegen
[Q(V3,v13): Q] = 4 = [Q(v3): Q] [Q(V13): Q]
sind Q(v/3)|Q und Q(v/13)|Q linear disjunkt.
Mit (1) sind Ag 3y = 12 und Ag 73, = 13 teilerfremd. Mittels Satz 48.(2) erhalten wir also

[Q(vV13):Q] , (A )[Q(\/g):Q] — 122.132 = 24.32.132 .

Aquavm = (Bquae) Q(VI3)

Es ist iibrigens dank Satz 48.(1) auch OQ(\/E\/E) = Z[/3, %(1 + Vv13)].

Aufgabe 17
Vorbemerkung. Sei K ein Korper. Wir haben die K-lineare Abbildung des formalen Ableitens
K[X] +— K[X]
1 — 0
X B sXs! firs>1
u(X) F— J(X)
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Fir u(X), v(X) € K[X] ist (w(X)v(X)) = o' (X)v(X) + w(X)v'(X). Denn beide Seiten sind K-linear
in u(X) und in v(X); und die Gleichung trifft zu fiir u(X) = X und v(X) = X* fiir s, ¢t > 0: o.E. ist
s, t > 1, und dann ist

(Xs+t)/ _ (S+t)Xs+t_1 —_ st—l 'Xt +X5 'tXt_l — (XS)/Xt _|_XS(Xt)/ .
Cf. [5, Aufgabe 9].
Ad (1). Wir erinnern an ¢, = exp(27i/n).
Wir kiirzen f(X) := pe, , q(X) ab. Dank Aufgabe 2.(8) liegt f(X) € Z[X]. Da ¢} —1 =0, ist f(X) ein
Teiler von X™ — 1 in Q[X]; also auch in Z[X], wie Polynomdivision zeigt.

Wir behaupten, da fiir k € Z mit k teilerfremd zu n durch ¢, + ¢* ein Automorphismus von Q((,)
definiert wird, der auf Q ohnehin identisch einschrinkt; cf. [5, §2.3.4].

Es ist dazu zu zeigen, daf f(¢¥) = 0 ist.

Zerlege k = p1pa -+ pe mit £ > 0 und p; > 0 prim fiir ¢ € [1,¢]. Es geniigt, fiir jede Nullstelle ¢ von f(X)
in Q(Cy) zu zeigen, daB auch f(CP*) = 0 ist fiir alle i € [1, £].
Als irreduzibles normiertes Polynom in Q[X] mit Nullstelle ¢ ist dann auch f(X) = p¢ q(X).

Sei p > 0 prim und kein Teiler von n. Es geniigt, f((P) L0 zeigen. Sei g(X) := per, (X). Es sind
f(X) und g(X) Teiler von X™ — 1 in Z[X], da ¢"™ =1 und (¢P)" = 1.

Es geniigt, f(X) = g(X) zu zeigen. Annahme, f(X) # g(X). Dann sind f(X) und ¢g(X) zwei verschie-
dene irreduzible Teiler von X™ — 1. Da Q[X] ein Hauptidealbereich ist, cf. [5, §1.7.4], sind f(X) und
g(X) Primelemente von Q[X], die beide in der Primfaktorzerlegung von X™ — 1 in Q[X] im Sinne von
Aufgabe 2.(3) als Faktor auftreten. Also teilt auch f(X)g(X) das Polynom X™ — 1 in Q[X]; also auch in
Z[X], wie Polynomdivision zeigt. Sei h(X) € Z[X] normiert mit f(X)g(X)h(X) = X" — 1.

Fiir ein Polynom u(X) € Z[X] schreiben wir @(X) € F,[X] fiir sein durch koeffizientenweise Anwendung
des Restklassenmorphismus Z — F, erhaltenes Bild.

Es ist £(X)g(X)h(X) = X" — 1 in F,[X]; cf. [5, §1.6.2].

Da g(¢P) = 0 ist, ist ¢ eine Nullstelle von g(XP?). Folglich ist f(X) ein Teiler von g(X?) in Z[X]. Also ist
f(X) ein Teiler von g(X)P = g(XP?) in F,[X].

Sei ein normiertes Polynom a(X) € Z[X] von Grad > 1 so gewihlt, dal a(X) ein irreduzibler Teiler
von f(X) ist. Da auch F,[X] ein Hauptidealbereich ist, cf. [5, §1.7.4], folgt aus der Tatsache, dafl das
Primelement a(X) in der Primfaktorzerlegung von g(X)? im Sinne von Aufgabe 2.(3) als Faktor auftaucht,

daB es auch in der Primfaktorzerlegung von g(X) als Faktor auftaucht. Da @(X) ein Teiler von f(X) und
von g(X) ist, teilt nun @(X)? das Polynom X" — 1 in F,[X].

Schreibe X” —1 = a(X)? b(X) mit einem geeigneten normierten Polynom b(X) € Z[X]. Formales Ableiten
beider Seiten gibt

an_l

I
—~
=
S

I

)7b(X)
= @' (X)a(X)b(X) +a(X)a' (X)b(X) + a(X)a(X)b' (X)
= a(X)(2a'(X)b(X)+ a(X)V (X)) .

Da p kein Teiler von n ist, folgt, daf$ @(X) in der Primfaktorzerlegung von X"~ ! als Faktor auftritt.

Somit folgt @(X) = X und also X" — 1 = X2b(X) in F,[X]. Der konstante Term der linken Seite ist —1,
der der rechten ist 0. Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung.

Somit existiert fiir k& € Z mit k teilerfremd zu n der Kérpermorphismus oy, : Q(¢n) — Q(Cn), G — CF;
cf. [5, §2.4.3]. Ferner ist fiir k, ¢ € Z teilerfremd zu n genau dann oy, = oy, wenn (¥ = ¢! ist, i.e. wenn
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k+ (n) = £+ (n) ist. Dies gibt die Wohldefiniertheit und die Injektivitéit der Abbildung

U(z/(n)) — Aut(Q(¢)IQ)
k+ (n) - o .

Wir behaupten die Surjektivitit dieser Abbildung. Da [{¢* : k € [0,n — 1] }| = n ist, da jede Potenz von
¢n, eine Nullstelle von X™ — 1 in Q(¢,) ist und da X™ — 1 dort nicht mehr als n verschiedene Nullstellen
haben kann, ist jede Nullstelle von X™ — 1 auch eine Potenz von ¢, , mit Exponent in [0, n — 1]. Folglich
ist

x"-1= JI x-¢) € Q)x].

ke[0,n—1]

Fiir o € Aut(Q(¢,)|Q) ist auch «(¢,) wieder eine Nullstelle von X™ — 1. Es ist also a((,) = ¢* fiir ein
k € [0,n—1]. Ware k nicht teilerfremd zu n, dann hiitten & und n einen gemeinsamen Teiler d € Z~; , und

es wire (¢F)n/d = (¢M)F/4 =1, aber a1 ((¢F)V/?) = e # 1, was nicht sein kann. Also ist k teilerfremd
zu n und a = oy, . Dies zeigt die Behauptung.

Sodann ist fiir k, £ € Z teilerfremd zu n auch

(or000)(Cn) = Gk(CfL) = fzk = ore(Cn) »

somit oy o 0y = o und also unsere Abbildung ein Gruppenmorphismus.

Schliellich ist wegen X™ — 1 = er[o,n—l] (X — ¢*) der Korper Q(¢,) bereits Zerfillungskérper von
X"—1¢€ Q[X];cf. [5, §2.5.1]. Es zerfallt X™ —1 in Q[X] in verschiedene normierte irreduzible Faktoren,
da ein normierter irreduzibler Faktor von X™ — 1 in Q[X] mit Exponent > 2 einen Linearfaktor von
X™—1in Q(¢,)[X] mit Exponent > 2 nach sich zoge, den es aber nicht gibt. Als Zerfillungskorper eines
Polynoms ist Q(¢,)|Q galoisch; cf. [5, §3.5.1.4].

Ad (2). Fiir d € Z>1 mit n =4 0 ist ®4(X) ein irreduzibler normierter Teiler von X™ — 1 falls n =4 0, da
dann (7 — 1 = (¢4 — 1 =0 ist.

Es zerfdllt X™ — 1 in Q[X] in ein Produkt paarweise verschiedener irreduzibler Faktoren, wie bereits
in (1) angemerkt.

Hierzu hitte man auch anfiihren kénnen, da X™ — 1 und (X™ — 1)) = nX""! in Q[X] teilerfremd sind.
Es bleibt zu zeigen, daf jeder normierte irreduzible Faktor a(X) von X™ —1 in Q[X] von der Form ®4(X)

ist fiir einen Teiler d € Z>1 von n, i.e. daBl a({y) = 0 ist.

Dank X" —1 = [[;cin—1(X — ¢F) aus (1) gibt es ein k € [0,n — 1] mit a(¢¥) = 0. Sei g der grofite
gemeinsame Teiler von n und k. Schreibe k = sg mit s € Z. Dann ist s teilerfremd zu n. Sei d := n/g.
Mit ¢¥ ist auch o 1(¢¥) = o71(¢3)9 = (g = (jy = Ca eine Nullstelle von a(X).

n

Aufgabe 18
Schreibe n := [K : Q].
Ad (1). Geméfl Lemma 33 ist Ok eine Z-Ordnung.
!
Sei C eine Z-Ordnung in K. Sei ¢ € C. Wir haben ¢ € Ok zu zeigen. Dies folgt aus Lemma 1.(3=-1), da
Z[c] C C liegt und C ein endlich erzeugter Z-Modul ist.

Ad (2). Sei G = zlyi, ..., yn). Esist G¥ = Zy|, ..., vy, ), mit y/ € K fiir i € [1,n] so, dal
Triiq(yi - yj) = i, fiir j € [1,n]; cf. Lemma 31.(3).

Sei H = z{(z1,...,2,). Es ist H#* = 22, ... 2, mit 2/ € K fir i € [l,n] so, daB
Tri|q(zi - 25) = 05 ; ist fiir j € [1,n].
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Schreibe y; = (1 ) %) by fiir @ € [1,n], wobei B := (b;,;);,; € Z"*".
Es ist B € GL,,(Q) und somit det(B) € Z*.
Wir behaupten, daB fiir i € [1,n]

|
G= D by

je[l,n]

ist. Fiir k € [1,n] wird auf der einen Seite

TrriQ(2i - yk) = Yjepn TrriQ(zi 2)bik = 2 jeiin 05 bik = bik

auf der anderen Seite

TrrciQ(Xjepin bid YY) = Ziepm bid Tri1QW; k) = 2jc(in bii Ok = bigk
also beidesmal dasselbe. Dies zeigt die Behauptung.
Folglich ist |H/G| = |det(B)| und |G#/H#| = |det(B)|; cf. Aufgabe 14.(2).
Insbesondere ist |H/G| = |G* /H#|.
Ad (3). Nach (1) ist R C Ok . Also ist

R C O C Of C R*;

cf. Bemerkung 30.

A.14.(3
Bs ist [Ag|q, yl 4.(3) |R# /R|, was folglich in Zx liegt; cf. Lemmata 22 und 20.(2).

Es ist die abelsche Gruppe Oﬁ /O isomorph zur abelschen Gruppe (Oﬁ /R)/(Ok/R).
Es liegt Oﬁ/R < R* /R und ist mithin endlich. Also ist \O}%/R| = |O§/OK| -0k /R].
Genauso sieht man |R# /R| = |R# /O%| - | 0% /R|.

Insgesamt ist also

@

|Axiqyl = |IR*/R| = |[R*/OF|- |0} /Ok|-|0k/R| = |0%/Ok|-|0k/RI*,

und diese Zahl ist nach Voraussetzung quadratfrei. Also ist |Ox/R| =1, i.e. R = Ok .
Ad (4).

Nach Aufgabenstellung diirfen wir als bekannt voraussetzen, daB X3 4+ X 4+ 1 € Q[X] ein irreduzibles
Polynom ist.

Wiire es reduzibel, dann wiirde es in zwei normierte Faktoren in Z[X] von Grad > 1 zerfallen; cf. Aufga-
be 2.(7). Dann aber wiirde auch X3 + X 4+ 1 € F»[X] in zwei normierte Faktoren in Z[X] von Grad > 1
zerfallen. Diese ist aber mangels Nullstelle in F» nicht moglich.

Schreibe Tr := Trg|q - Berechnen wir zunéchst beziiglich der Q-linearen Basis y := (a®, at,a?) von K

100

Tr(1) = tr(OlO) = 3
001
00-1

Tr@) = w(19-)) = 0
01 0
0-1 0

Tr(a?) = tr<0—1 71> - -9
1 0-1
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Schreibe Tr := Trg|q - Es wird

Tr(a®-a®) Tr(a®-al) Tr(a’ o
det <Tr(a1-a0) Tr(al-al) Tr(at-a?
Tr(a?-a®) Tr(a?-at) Tr(a?-a?

)

~—

AKIQ,Q =

Tr(a) Tr(ozz) Tr(—a—1)

( Tr(l) Tr(a) Tr(a?)
det
Tr(a?) Tr(—a—1) Tr(—a’®—a)

~
Il
o
)
-+
/N
|
NOW
Il
W
|1
[\SJVv] ]
N———
I
|
w
—

eine quadratfreie ganze Zahl.
Dank (3) ist also die Z-Ordnung Z[a] = z(y) gleich O .

Dies hat insbesondere zur Folge, dafl y eine Z-lineare Basis von Ox und somit Ax = A q,, = —31 ist.

Aufgabe 19
Ad (1). Beachte &% = 2.
Es ist (1,8,02) eine Z-lineare Basis von Z[6]. Es ist

1 300\ ! 1 /200
(Gramqs)|q,(1.607) " = (888) = 6(8?6) ;

cf. Beispiel 26.(2). Also ist die zu (1,4, 2) duale Basis gegeben durch (%, %62, 0). Also ist

Ad (2). Da § € Oqs) wegen psq(X) = X® —2 € Z[X], ist Z[)] C Oqe) C OF
Bemerkung 30, Lemma 31.(2).

C Z[5)*; of.

Es geniigt also, fiir « := sg 4+ 516 + $26% € Oq(s) mit sg € %Z, s1 € éZ, 89 € %Z nachzuweisen, daf3
!

x € Z[)] liegt.

Es ist auch

Z[5]* D Oqesy 3 2% = (s§+4s152) + (255 + 25051)8 + (57 + 25082)6” .

Da s? + 25089 € %Z und 2sgss € %Z liegen, ist auch s? € %Z und somit s; € %Z.

Es geniigt also, fiir « := sg + 516 + 5262 € Oq(s) mit sg € %Z, s1 € %Z, 89 € %Z nachzuweisen, daf3
z € Z[6] liegt.

Es ist

Z[5]" D Oqus) 2 2° = (s§+2s7+4s3+12505152) +3(s551+25752+25350)5+3(s582+ 5750 +25551)0° .
Es ist s% + 25‘;’ —1—453 + 125098182 € %Z, und dabei ist 88 S %Z 23? € %Z und 12sgs189 € %Z. Folglich

ist s3 € 75-Z und somit s, € 1Z.

Also ist Oq(s) € $Z[].
!
Es geniigt also, fiir  := s + $10 + 5262 € Oq(s) mit = € $Z[6] nachzuweisen, daB = € Z[4] liegt.

Schreibe 3s; =: t; € Z fiir i € {0,1,2}. Wir haben zu zeigen, daf ¢; =3 0 ist fiir i € {0,1,2}.

Es ist
0 =g tg + 2t:13 + 4t§ + 12tgt1te =3 to + 281 + 4ty =3 tg—t1 + 1o .
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Schreibe ty =: t1 — tg + 3u mit u € Z.
Aus 2% € Oq(s) C 3Z[0] folgt nun
0 =3 12+ 4ty =3 t2+4t1(t1 —to) =3 3+ 2toty +13 = (to +1t1)?

und also 0 =3 tg + t1. Schreibe t := tg und ¢t; =: —t + 3v mit v € Z. Schreibe w := u + v € Z. Dann ist
to =t1 —tg + 3u = —2t + 3w.

Es bleibt ¢ ég 0 zu zeigen.
Es ist

%Z[(ﬂ 2 Oqes) 2 xt = (sp + 24525159 + 85055 + 165055 + 245752) + (... )6 + (...)6% .
—~— ~—~—
Also ist 5 5
0 =a7 1§+ 24t3t1ts + 8tots + 16tts + 241513

= 9t* — 648t3v + 216t3w + 648202 + 19442 vw — 648t2w?
+ 216tv3 — 2592tv2w — 1296tvw? + 432tw?3 + 1944v%w?

=57 Ott.
Es folgt t* =5 0, also t =3 0.

Einfachere Losungen werden gerne entgegengenommen. Einen systematischen Zugang findet man e.g. in
[4, §4.5.4].

Schliefllich wird dank Beispiel 26.(2) nun Aqs) = Aq)|Q, (1,5,62) = —22.33,

Aufgabe 20

Aus (2) folgt (1), ausgenommen zuniéichst die Surjektivitidt von a. Aber es enthélt dann a(L) sowohl
a(' (L") = ¢'(L') als auch a(¢”(L")) = @"(L"), sodaB «(L) = L zu sein hat. Also folgt auch die
Surjektivitit von a.

Ad (2).

Zur Findeutigkeit.

Seien 8 : L — M mit o =1 und Bo¢” =" und B: L — M mit fo ¢’ =4 und fo¢” = ¢
gegeben. Wir haben 3 L B zu zeigen. Betrachte F := {yeL: By = B(y) }. Esist F ein Teilkorper von
L,da 1€ F und da fiir y, z € F auch B(y — z) = B(y) — B(2) = B(y) — B(2) = B(y — 2),ie.y —z € F,
und B(yz) = B(y) - B(z) = Bly) - B(z) = B(yz), i.e. yz € F ist. Es ist ¢'(L') C F, da fiir ' € L’ sich
Bl (y)) =¥ (') = B(¢'(y')) ergibt. Ebenso ist ¢” (L") C F. Da L|K Kompositum von L'|K und L"|K
ist via 1’, 9", ist L der einzige Teilkorper von L, der ¢’(L’) und " (L") enthilt. Somit folgt F' = L, i.e.
B =5

Zur Existenz.

Schreibe L' = K(z') mit 2z’ € L’ geeignet; cf. [5, Aufgabe 54]. Schreibe w’ := ¢/(2'). Es ist ¢'(L') =
¢'(K(z") = K(uw').

Schreibe L = K (2") mit 2 € L" geeignet; cf. [5, Aufgabe 54]. Schreibe w” := ¢"(2"). Es ist ¢" (L") =
¢"(K(2")) = K(w").

Da L'|K und L"|K linear disjunkt sind, ist p,» x(X) € L'[X] irreduzibel. Also ist auch p,» x(X) =
pw, k(X)) € @' (L')[X] = K(w')[X] irreduzibel. Mithin ist pu,, x(X) = o, g (X); cf. [5, §2.3].
Beachte noch L = K(w',w”), da ein Teilkérper von L genau dann K, w’ und w” enthilt, wenn er
K(w') = ¢(L') und K(w"”) = p(L") enthilt, i.e. wenn er gleich L ist, denn L ist ein Kompositum via ¢’
und ¢”.
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Schreibe @' := (o' |K®)) "1 K(w') = L', w' + 2/,
Wir haben den Kérpermorphismus ¢’ o ¢’ : K(w') — M.
Es ist
1 oy (X) = 05 (X) = purr k(X)) = pan k(X)) = prg ey, (X)) ;
cf. [5, §1.6.2]. Also ist
1% (" (") = o, 5 (W (2") = 0.

Folglich gibt es einen Kérpermorphismus § : L = K(w')(w”) — M mit 8|k = ¢ o @' und
Bw") ="(2"); cf. [5, §2.3.4].
Fiir y' € L' ist B(¢'(y')) = (' o @) (¢'(¥')) = ¢/ (y). Also ist B o' ='. Speziell ist B =idx .
Ferner ist B(p"(2")) = f(w") =" (2"”). Da L" = K(2"), folgt o " =4". o

Man kann auch anfithren, daf im linear disjunkten Fall fiir ein Kompositum L|K von L'|K und L”|K, mit

¢’ und ¢”, ein Isomorphismus von K-Algebren L'  x L' — L, v/ @u"" — ¢’ (u') - " (u'’) existiert, surjektiv
nach Konstruktion und dann injektiv wegen Dimension.

Aufgabe 21
O.E.ist m,n > 1.
Behauptung. Es ist det(B) unabhiingig von der Wahl von «.

Sei B : [1,mn] = [1,m] x [1,n], k — B(k) =: (8'(k),3"(k)) eine eine weitere Bijektion. Sei ¢ € S,
definiert durch ¢ := a~!of.

Fiir k € [1,mn] wird (¢/(¢(k)), o (p(k))) = alp(k)) = 8(k) = (8'(k), 87 (k)). Somit wird
det((ap (x),(0) 08 (k)57 (0 )ke) = det((@ar (k)0 (0(0)) Do (o (k)0 (o(0)) )
= sgn(p) det((aa’(k) ar(0(0))0ar (k)0 (5(0)) ) k,)
= sgn(p)? det((aas (k)0 (0)Oar (k)0 (¢) Jk.6)
= det((aa/ (k),a’ (¢ a”(k),a”(l))k,f) .
Dies zeigt die Behauptung.
Fiir k € Z sei k € [0,m — 1] und k € Z mit k = km + k. Le. Division von k durch m gibt k& mit Rest k.

Unter Verwendung unserer Behauptung koénnen wir nun o.E. die Bijektion

[1,mn] —> [1,m] x [1,n]
Eo— (E—14+1Lk—1+1)
(s—1D+(t—1m+1 ~— (s1)
wéahlen.

Dann wird B := (a5—7,1 777410 —1+1,¢-1+1)k,¢ - Mit anderen Worten, es ist B die Blockdiagonalmatrix

AA
B = < ) c Jmnxmn
A

Also ist det(B) = det(A)™.
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Aufgabe 22
Schreibe n := [K : Q]. Sei g eine Z-lineare Basis von Ok .
Da Ag =1,ist 0. E. n > 2.
Sei E ein Zerfallungskorper von K[Q. Sei U := Gal(E|K) < Gal(E|Q) =: G. Sei G = | |;¢(y ,,y iU
Es ist S,, = A, U (1,2)A,,. Seien
P = E(peAn Hie[l,n] T’i(g<p(i))
N = Yoeaman Hienn mi(9e@m) -
Also ist det(Vandgq,y) = P — N und also Ag = det(Vandg|q,4)* = (P — N)* = (P + N)* — 4PN.

Es geniigt zu zeigen, da P + N und PN in Z liegen, da dann (P + N)? =4 0 oder (P + N)2? =4 1, und
jedenfalls 4PN =4 0 ist.

Es geniigt zu zeigen, da} P + N und PN in Q liegen, da sie nach Konstruktion in O liegen, cf.
Lemma 20.(1), und da Og N Q = Oq = Z, cf. Bemerkung 8.(1).

Sei p € G. Es geniigt zu zeigen, dafl p(P + N) L P+ N und p(PN) < PN ist.

Esist G = l_lie[l,n] U = |_|j€[1’n] p7;U. Also gibt es ein ¢ € S,, mit p7;U = 7y(;)U fiir j € [1,7n]. So wird

p(P) = > en, [licpn(pom)(9ee))
> penn LLicp,n To@) (9p0))
ZchAn Hje[l,n] Tj (gwow‘l(j)) )

und genauso
p(N) = nge(l,Q)An Hje[l,n] 7j(9pou—1(j)) -
Fall 4 € A,, . Es ist p(P) = P und p(N) = N, also auch p(P+ N) = P+ N und p(PN) = PN.
Fall ¢ € (1,2)A,, . Es ist p(P) = N und p(N) = P, also auch p(P+ N) = P + N und p(PN) = PN.

Die Aussage dieser Aufgabe heifit Stickelbergscher Diskriminantensatz.

Aufgabe 23
Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei etwa K = Q, L’ = Q(+/2) und L"” = Q((3). Sei E' = Q(3/2,(3); cf. Beispiel 10.(2). Sei E” := L",
moglich, da L”|K galoisch; cf. Beispiel 10.(1) und Aufgabe 17.(1).

Es ist E'|K Kompositum von E’|K und E”|K, via der Einbettungen. Da
[E':K] =6 # 6-2 = [E': K| [E": K],

sind E'|K und E”|K nicht linear disjunkt; cf. Lemma 44.

Ad (2). Die Aussage ist richtig.

Schreibe L' = K (y') und L"” = K(y"); cf. [5, Aufgabe 54]. Dann ist L = K(y',y"). Sei E Zerfallungskor-
per von fy i (X)py k(X) € K[X]. Es ist E Zerfallungskorper von L|K; cf. Beweis zu Lemma 11.(1).
O.E. kénnen wir diesen Zerfillungskorper E betrachten; cf. Lemma 11.(2).
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Sei iy x (X) = Hie[l,n’](X —y;) € E[X], mit ¢} ==y,
Sei puy 1 (X) = [Liep (X — i) € E[X], mit y == y".
Es ist B’ := K(y, : i € [1,n]) Zerfillungskorper von g, x(X) € K[X] und also auch von L'|K ;

cf. Beweis zu Lemma 11.(2). Also gibt es einen Isomorphismus von E’ nach E', der auf L' identisch
einschriinkt; cf. Lemma 11.(2). Sei ¢’ : E' — F dessen Kompositum mit der Einbettung £’ — E.

Genauso ist B = K (yj : j €[1,n"]) Zerfillungskorper von L"[K. Also gibt es einen Isomorphismus

von E" nach E”, der auf L” identisch einschrénkt; cf. Lemma 11.(2). Sei " : E” — E dessen Kompositum
mit der Einbettung " — E.

Es ist £|K Kompositum von E'|K und E”|K via ' und ¢”, da ¢'(E') = E'=K(y, :ic1,n]), da
¢"(E") = PE" = K(yj : j€[l,n"]) und da

E = K(y;,yj :ie[l,n'],je[l,n"]).

Ad (3). Die Aussage ist richtig.

Im Beweis zu (2) erhalten wir L' = E’ wegen L'|K galoisch und L” = E” wegen L”|K galoisch.

Der kleinste Teilkérper von E, der L' = E' und L” = E” enthilt, ist zugleich L und E. Also folgt L = E.
Alternativ, es sind in (2) dann y; € L' = K(y') fiir ¢ € [1,n/] und ¢y} € L = K(y"”) fiir ¢ € [1,n”]. Also

folgt
E = K(y;,y] +ie[l,n],je,n"]) = K(y,y") = L.

Ad (4). Die Aussage ist richtig.

Es ist [L : K] L [L: L [L: K] Z [L:L"]-][L": K]. Da [L' : K] und [L” : K] teilerfremd sind, ist
[L' : K] ein Teiler von [L : L"].

Esist [L: L"]-[L" : K]=[L: K] <[L : K]-[L": K]; cf. Bemerkung 42. Also ist [L: L"] < [L' : K].
Zusammen folgt [L: L] =[L' : K], also [L: K| =[L: L"]-[L" : K] =[L': K]-[L" : K] und somit L'| K
und L”|K linear disjunkt; cf. Lemma 44.

Ad (5). Die Aussage ist richtig.

Es ist L|K galoisch; cf. (3). Sei G := Gal(L|K). Sei N := Gal(L|L") < G. Es ist Gal(L'|K) = G/N'. Sei
N := Gal(L|L") € G. Es ist Gal(L"|K) = G/N". Cf. [5, §3.5.2).

Da L Kompositum von L’ und L” ist, ist ein o € G, das in N’ und N” liegt, i.e. das L' und L elementweise

fixiert, bereits die Identitit. Denn der Teilkoérper von L, der von o elementweise fixiert wird, enthélt L’
und L”, ist also gleich L. Mit anderen Worten, es ist N’ N N” = 1. Es ist N'N” < G. Also ist die
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Abbildung

N/ X N// N/N//

(n/ , n//) n/n//
nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv. Denn ist n'n” = n'n” fir (n’,n”), (7’,7n”) € N’ x N, dann
ist #/~In/ = A/n”~'in N'NN” =1, und somit 7' = n’ und 7" = n’.

Insbesondere ist |[N'|- [N"| = |N' x N”| = |[N'N"|.

Es sind L'|K und L”|K linear disjunkt genau dann, wenn [L : K] = [L’ : K] - [L" : K], i.e. wenn
|G| = |G/N'| - |G/N"|, i.e. wenn |G| = |[N'| - |N"|; cf. Lemma 44.

Die Elemente aus L, die von allen Elementen von N’ und von N” fixiert werden, sind die in L' N L"”. Also
ist Gal(L|L' N L") = N'N".

Somit ist genau dann L'NL" = K, wenn N'N” = G, i.e. wenn |[N'N"| = |G|, i.e. wenn |[N'|-|[N"| = |G|,
i.e. wenn L'|K und L”|K linear disjunkt sind.

Ad (6). Die Aussage ist falsch.

Sei K := Q. Sei L := Q(3/2,(3). Sei L' := Q(¥/2). Sei L” := Q((3V/2). Es sind L'|K und L"|K nicht
linear disjunkt; cf. Beispiel 45.(3). Es ist L' # L”, da L' C R, aber (3V/2 ¢ R. Somit ist [L' N L" : K] ein
echter Teiler von [L’ : K| = 3, also gleich 1. Es folgt L' N L" = K.

Aufgabe 24

Ad (1).

Gelte (i). Sei § € M C Ideale(R). Annahme, es hat M kein maximales Element. Sei a; € M gewihlt,
moglich, da M # (). Da M kein maximales Element enthilt, gibt es ein ag € M mit a; C as. Da M kein
maximales Element enthélt, gibt es ein ag € M mit as C ag. Usf. Wir erhalten eine Kette

ap C apg C ag C ...

Sei a := U¢>1 a;. Es ist a ein Ideal in R, da 0 € a und da fiir r, 7 € Rund a,a’ € aesein j > 1 gibt
mit a, a’ € a;, sodaB ra +1'a’ € a; C a folgt. Schreibe a = (z; : ¢ € [1,n]) mit n > O und z; € R
geeignet. Es gibt ein k£ > 1 mit z; € a fir i € [1,n]. Also wird

ap C agy1 € a = (ml : iE[l,n]) C ag,
und wir haben einen Widerspruch.

Gelte (ii). Sei a C R ein Ideal. Annahme, es ist a nicht endlich erzeugt. Wéhle a; € a. Da a nicht endlich
erzeugt ist, ist a; := (a1 ) C a. Wihle as € a \ a;. Da a nicht endlich erzeugt ist, ist as := (a1, a2 ) C a.
Wihle ag € a \ as. Da a nicht endlich erzeugt ist, ist ag := (a1, as, az) C a. Usf.

Sei M :={a; : i € Z>1 }. Es hat M ein maximales Element. Mithin gibt es ein k > 1 mit a ¢ a; fiir

alle ¢ > 1. Aber a; C ag4+1, und wir haben einen Widerspruch.

Cf. auch Aufgabe 2.(1).

Ad (2).
Sei R noethersch. Wir haben zu zeigen, dafl R[X] noethersch ist.

Wir haben die Abbildung
R[X]* — R*
f(X) > aaeg(s)

wobei f(X) = 37, c(0.dea( ) “X -
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Wir haben fiir n > 0 die Abbildung

Ideale(R[X]) —~ Ideale(R)
b ({f(X)€b:deg(f(X))=n})u{0},

denn fiir r, # € R* und f(X), f(X) € R[X] mit deg(f) = deg(f) = n ist 7¢(f(X)) + FL(f(X)) =
Lrf(X)+7f(X)), falls r0(f(X)) + 7(f(X)) # 0.
Sei nun b € Ideale(R[X]). Wir haben zu zeigen, dafl b endlich erzeugt ist.

Fiirn > 0ist £,(b) C £,41(b), da wenn f(X) € R[X] mit deg(f(X)) = n vorliegt und also £(f(X)) € £,(b)
liegt, dann deg(X f(X)) = n 4+ 1 ist und folglich auch 4(f(X)) = (X f(X)) € £n4+1(b) liegt. Da R
noethersch ist, hat die Menge {4,(b) : n > 0} ein maximales Element ((b) fiir ein k& > 0. Da
0 (b) C £,(b) fiir n € Zxy,, ist also £(b) = £, (b) fir n € Z>y, .

Fiir n € [0, k] schreiben wir nun

ln(b) = (L(fni(X)) : i €[1,50])

fiir ein geeignetes s, > 0 und geeignete f, ;(X) € b mit deg(f, (X)) = n. Wir behaupten
b= (fus(X):ne[0,k] i€l s])=c.

!
Zu zeigen ist nur b C c.

Sei g(X) € b gegeben. Wir miissen g(X) é ¢ zeigen. O.E. ist g(X) # 0.
Wir fithren eine Induktion iiber d := deg(g).
Ist d =0, so ist g(X) = £(g(X)) € o(b) = (L(fo,i(X)) : i€ [L,50]) = (foi(X) : i€ [L,s0]) Ce
Sei nun d > 1. Sei m := min{k,d} € [0,k]. Es ist £(g(X)) € £4(b) = £,,(b). Somit finden wir r; € R fiir
i € [1, 8] mit
Ug(X)) = D il fma(X)) -

ie[l,sm]

Schreibe §(X) := g(X) = X ic1,5,. Tifm,i(X) € b. Es ist g(X) = 0 oder deg(g) < deg(g). Mit Induktion
ist g(X) € ¢. Also ist auch
9(X) = g(X) + Z rifmi(X)) € c.
—

ce 1€[1,8m)

Diese Aussage heifit Hilbertscher Basissatz.

Ad (3). Schreibe die Restklassenabbildung p: R — R/a, r — r + a.

Sei b € Ideale(R/a). Es ist p~1(b) € Ideale(R), denn fiir r, 7/ € Rund a, a’ € p~1(b) ist p(a), p(a’) € b
und folglich p(ra +r'a’) = rp(a) +1'p(a’) € b, i.e. ra +1'a’ € p~1(b).

Da R noethersch ist, schreiben wir p=1(b) = (z; : i € [1,n]) mit n > 0 und z; € R geeignet. Es wird
b = p(p~'(b)) = (p(xs) s i€[L,n]),

denn fiir } 2, cpy o, riwi mit vy € R wird p(3 ;e ) %) = Diepnn TiP(Ti)-
Ad (4).



148

Zum Beweis wiederholen wir Argumente zur Lésung von Aufgabe 13.(2), entsprechend abgeindert. Damals
kannten wir nur Hauptidealbereiche, die allgemeinere Situation iiber einem noetherschen kommutativen
Ring konnten wir da noch nicht behandeln.

Wir fiihren eine Induktion iiber m > 0. Fiir m = 0 ist die Aussage richtig. Sei nun m > 1.

Betrachte das folgende Diagramm von R-Moduln und R-linearen Abbildungen.

R®(m—1) o« L REm _| . R

o]

N’ - N j a

Hierbei ist 7 die Projektion auf den letzten Tupeleintrag. Die horizontalen Abbildungen links sind Inklu-
sionen von Kernen. Die vertikalen Abbildungen sind Inklusionen. Das Kompositum N — R hat als Bild
einen Teilmodul von R, i.e. ein Ideal a in R, welches wegen R noethersch endlich erzeugt ist, sagen wir
a=(ay, ..., a) fir ein £ > 0 und geeignete Elemente a; € a fiir ¢ € [1, /).

Es ist N’ der Kern der Abbildung N — a. Nach Induktion kénnen wir N’ = g(n}, ..., nj, ) schreiben
fiir ein & > 0 und geeignete Elemente n} € N’ fiir ¢ € [1, k].

Wiéhle n; € N mit w(n;) = a; fir i € [1, £]. Wir wollen
!

N = gnl,....n,n1,...,ng)

!
zeigen. Zu zeigen ist C. Sei n € N gegeben. Schreibe m(n) = Zie[l,f] r/'a; mit geeigneten r) € R fiir
i € [1,£]. Dann ist
7'r(n — Zie[17£]7"g/ni) = 7T(’n,) — Zie[ljé]rglai = 0 5

alson — 32,y grimi € N', und wir konnen
n— Zie[u]?";/”i = Zje[l,k]ré'n;'
schreiben mit geeigneten 77 € R fiir j € [1, k]. Somit liegt in der Tat

o= Cienning) T Cicpgrini) € mny, .o, na, ., ne)

Ad (5). Es enthiilt B eine K-lineare Basis y von L; cf. Lemma 28. Sei X := A(y}. Es ist
X C B C B* C X*;
cf. Bemerkung 30, Lemma 31.(2). Es ist X# = 4(y'), wobei ' die zu y beziiglich Spurbilinearform duale

Basis ist; cf. Lemma 31. Insbesondere ist X# ein endlich erzeugter freier A-Modul.

Sei b C B ein Ideal. Wir haben zu zeigen, dafl b ein endlich erzeugtes Ideal ist, i.e. ein endlich erzeugter
B-Teilmodul von B.

Es geniigt zu zeigen, dafl b ein endlich erzeugter A-Teilmodul von B ist, da ein A-Erzeugendensystem
a fortiori auch ein B-Erzeugendensystem ist. Nach isomorpher Ersetzung von X# durch eine direkte
Summe von Kopien von A folgt dies mit (4).

Speziell folgt fiir b = B, da8 B ein endlich erzeugter A-Modul ist.
Ad (6). Schreibe R := [];.,_, C. Schreibe fiir s > 0

as ;= {(zg)r €R : 2z, =0firk >s+1} € Ideale(R) .
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s> O} kein maximales Element. Mithin ist R nicht noethersch.

Ad (7). Es ist C als Korper ein noetherscher kommutativer Ring. Mit (2) folgt C[X] noethersch. Mit (2)
folgt C[X][Y] = C[X, Y] noethersch.

Sei

R := C[XY* : k>0] C CIX,Y].

Sei darin das Ideal

a:=(XY*:k>0) CR

betrachtet. Um zu zeigen, dafl es nicht endlich erzeugt ist, geniigt es zu zeigen, dafl fiir £ > 0 und

ap = (XY*: kel0,4)

stets ag C ag4q ist. Denn es ist a = Ue>0 ay . Hdatte also a endlich viele Erzeuger, dann wéren diese bereits
in a,, fiir ein m > 0 enthalten, was wegen a C a,, C a,,41 C a nicht geht.

!
Es geniigt also, XY**! & a, nachzuweisen. Aber jedes Element von a; ist C-Linearkombination von
Monomen, die Grad 1 in X und dabei Grad € [0,/] in Y haben, oder aber Grad > 2 in X haben. Denn
in R stehen als Monome nur 1 oder aber Monome mit Grad > 1 in X zur Verfiigung.

Anmerkung. Fir einen kommutativen Ring A folgt aus Ay noethersch fir alle p € Ideale;rim(A) nicht
unbedingt A noethersch.

Zunéchst miissen wir dazu die Definition den allgemeineren Gegebenheiten anpassen. Es besteht A, aus

Briichen % mit a € A, s € A\ p. Hierbei ist ein solcher Bruch eine Aquivalenzklasse von Paaren (a, s) mit

a € A, s € A~ p, mit der Aquivalenzrelation erzeugt von ((a,s), (at, st), wobei t € A \ p. Addition und
Multiplikation folgen den Regeln der Bruchrechnung.

Sei K ein Korper. Sei I eine unendliche Menge. Sei K := { (x;);cr : x; € K }. Schreibe kurz z = (x;); :=
(24)icr - Mit eintragsweiser Addition und Multiplikation wird K7 ein kommutativer Ring.

Schreibe ey, := (9k,;)i € K fiir k € I. Fiir eine endliche Teilmenge M von I sei e = ZkeM ek-

Schreibe u := K®!. Dies ist ein Ideal in K.

Fir M CIsei KM .= {2 € K® : z; =0firie I~ M}.

Sei A:= K -1®uC K. Dies ist ein Teilring in K.

Es ist A nicht noethersch. Denn ist Z> — I, k > i eine injektive Abbildung, dann ist

KOl - goli.i2} - g®lin, iz, i3} ~

eine nichtabbrechende echt aufsteigende Kette von Idealen von A; cf. Definition 50.

Sei ein Primideal p in A gegeben.

Fall: es gibt kein j € I mit e; ¢ p. Dann ist u C p. Da A/u ~ K, folgt u maximal und also p = u.

Sei Abtu ¢ Ap gegeben, mit u, v € u, mit A € K und mit p € K*.Sei M :={i €I : u; # 0 oder v; #0}.

p-1+v
Dann ist uep; = u und vep; = v. Ferner ist 1 —epr € A \ p. Folglich ist

Al+u  (A-1+u)(l—ep) )\(l—eM):)\

p-lto  (p-l+o)l—en)  pll—enm) n
Hieraus folgt K — A, als Ringe. Insbesondere ist A, noethersch.
Fall: es gibt ein j € I mit e; € p. Schreibe I’ := I \ {j}. Schreibe v’ := Ko,
Ist ¢ € I/, dann ist e; € p. Denn sonst wiren e;, e; & p, aber e;e; = 0 € p, im Widerspruch zu p prim.
Folglich ist v’ C p.

Esist A/u' = g(14+u,e; +1u'). Wir haben einen Isomorphismus

K[X]/(X?2-X) 5 AN
X+(X2-X) — ei+u.

Da K[X]/(X?-X) = K[X]/(X(X —1)) genau die beiden Primideale (X)/(X?—X) und (X —1)/(X%2-X)
hat, hat A genau die beiden Primideale (e; —1) +u’ = (e; —1) und (e;) +u’ = u, die 1’ enthalten. Da e; & p
liegt, folgt p = (e; — 1) =u' @ g(1 — e;).
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Sei l’\tiiz € Ap gegeben, mit u, v € u, mit A\, p € K, wobei v; + p # 0 ist. Es ist e; € A \ p. Also folgt

Aldu  (A-14uwe;  (Atujle; A4y

pel+v  (p-1+v)e (b +vj)e; ptvj

Hieraus folgt K = Ay als Ringe. Insbesondere ist A, noethersch.

Gibt es auch einen Integritédtsbereich A, den man als Gegenbeispiel anfithren kann?

Aufgabe 25

Ad (1). Sei E|K ein Zerfallungskorper von f(X) € K[X]; cf. [5, §2.5.2]. Sei n := deg(f). Schreibe
F(X) = Tliep (X — wi) mit u; € E fiir i € [1,n]. Da E[X] ein Hauptidealbereich ist, gilt darin die
bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren; cf. [5, §1.7.4], Aufgabe 2.(2,3). Sei
k := deg(g). Somit ist 0.E. g(X) = [,y (X — wi).

Nun ist u; € Ix(A) als Nullstelle von f(X) in E fir ¢ € [1,n]. Also ist g(X) € Ig(A)[X] N K[X] =
Tk (A)[X] = A[X], letzteres, da A ganzabgeschlossen ist.

Ad (2). Ist py x(X) € A[X], dann ist y als Nullstelle von p, x(X) in B.
Ist umgekehrt y € B, dann gibt es ein f(X) € A[X] normiert mit f(y) = 0. Also ist puy x(X) ein Teiler
von f(X) in K[X]. GemiB (1) folgt uy x(X) € A[X].

Cf. Aufgabe 2.(8).

Aufgabe 26
Ad (1). O.E. ist n > 2.
Es gentigt zu zeigen, daf (0;;); im Bild von x liegt fiir alle j € [1,n].

Es geniigt dazu zu zeigen, daf} fiir vorgegebene j, k € [1,n] ein Element (z;); mit z; = 1 und z; = 0
im Bild von x liegt. Denn das Produkt solcher Elemente, fiir ein gegebenes j € [1,n] genommen iiber
k € [1,n], ist dann von der gewiinschten Form.

Esist a;4+a; = R. Also konnen wir a; € a; und ai € a; mit a;+aj = 1 wihlen. Nun hat x(ax) = (ar+a;);
die Eintrdge ay +a; =1 —a; +a; = 1+ a; = 1 an Position j und ay + a; = 0 + a; = 0 an Position k.

Die Aussage heifit auch Chinesischer Restsatz.

Ad (2). Dank (1) bleibt uns p* + q° L Do zeigen fiir p, q € Ideale’, (D) mit p # q und fiir k, £ > 1.

prim

Es ist p* + q° € Ideale(D). Da jedes Ideal ungleich (1) von D in einem maximalen Ideal liegt, geniigt es
zu zeigen, daB p* + q° in keinem maximalen Ideal liegt; cf. Bemerkung 51.(4).

Dafiir geniigt es zu zeigen, daf p* in keinem anderen maximalen Ideal als p liegt. Denn genauso liegt
dann ¢ in keinem anderen maximalen Ideal als q. Lige das Ideal p* + q°, das p* und g° enthilt, in einem
maximalen Ideal, so miifite dies demnach sowohl gleich p als auch gleich q sein, was nicht geht.

Annahme, es ist p*¥ C v mit v € Ideale, (D)~ {p}. Dann ist p¥t=! C D. Esist v.(pFt™1) = —1 < 0 gemf}

prim
Lemma 65. Dies steht im Widerspruch zu Bemerkung 66.(1), wonach Ideale in D iiberall Bewertung > 0
haben.

Aufgabe 27

Schreibe o := /=5. Es ist Oq(a) = Z[a]; cf. Aufgabe 3. Es ist Gal(Q(a)|Q) = {id, o'}, wobei o(a) = —«
ist.
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Ad (1). Sei a:= (2,1 + ). Esist a? = (2,2 + 2a, (1 + @)?) = (2,2 + 20, —4 + 2a) = (2).
Wir haben zu zeigen, dafl a kein Hauptideal ist.

Ist a = () fiir ein @ € Z[a], dann ist |R/(z)| die Determinante der Z-linearen Multiplikationsabbildung
Ae : R = R, y — xy; cf. Aufgabe 14.(2). Le. es ist |[R/(z)| = | Nq(a)|q(2)]; cf. Definition 12.

Nun ist fiir a + ba € Z[o] mit a, b € Z bekanntlich |Nq(a)q(a + ba)| = a? + 5b?. Es geniigt also zu
zeigen, daf |Z[«]/a| nicht von dieser Form ist.

Es ist
a=(2,14+a) = z2,20,14+a,(1+a)a) = z2,2a,1+a,-5+a) = z2,1+a).
Also ist |Z[a]/a] = |det (§1) | = 2; cf. Aufgabe 14.(2). Es sind nun in der Tat
—2,2 ¢ {a®+5b” 1 a,b € Z} = Ngaa(Z[a]) .

Folglich ist a kein Hauptideal.

Ad (2). Es ist
(3,1+2a)(3,1—2a) = (9,3+6a,3 —6a,21) = (3)

und
(7T, 4+ a)(7,4—a) = (49,28 + 7,28 — T, 21) = (7).

30
Bs ist (3,1 4+ 2a) = z3,3a,1+2a,-10+a) = z(1 — a,3a). Hierfir kann man mit A = ( 0 g)
~10 1
Matrizen S € GL4(Z) und T' € GL2(Z) so suchen, da D := SAT diagonal ist und dann die Koeffizienten
der Basis den Zeilen von SA = DT~! entnehmen. Inbesondere ist |Z[a]/(3,1 + 2a)| = |det (53) | = 3,
mithin Z/(3) — Z[a]/(3,1 + 2a), z + (3) — z + (3,1 4 2a) ein Isomorphismus und also (3,1 + 2a) ein
Primideal.

(63
[e%

Da (3,1 4 2«) ein Primideal ist, trifft dies auch auf o((3,1 + 2a)) = (3,1 — 2a) zu, denn U@
Ringautomorphismus von Z[a].

% ist ein

Es ist (7,4 4+ a) = Z7,7a,44+ a,—5+4a) = z{1+ 2«,7a). Inbesondere ist |Z[a]/(7,4 + a)| =
|det (§7) | = 7, mithin Z/(7) — Z[a]/(7,4+ «), 2+ (7) = 2+ (7,4 + ) ein Isomorphismus und al-
so (7,4 + «) ein Primideal.

Da (7,4 + «) ein Primideal ist, trifft dies auch auf o((7,4 + a)) = (7,4 — a) zu.

Somit wird
(21) = 3)- (1) = (3,1 +2a)(3,1 —2a)(7,4+ a)(7,4 — )

die Zerlegung von (21) in Primideale.

Es ist
21) = 3)-(7) = (14+2a)(1 —2a) = 4+a)(d—a).

Da 3, 7 ¢ NQ(a)|Q(Z[aD liegen und da NQ(a)|Q(7) = 49, NQ(a)\Q(3) = 9, NQ(Q)‘Q(l + 204) = 21 und
NQ(a)|@(4 £ a) = 21 ist, sind alle angefiihrten Idealerzeuger irreduzibel.

Dafl es sich um drei wesentlich verschiedene Faktorisierungen handelt, die nicht durch Faktorenvertau-
schung und Multiplikation der Erzeuger mit Einheiten auseinander hervorgehen, wird sich aus der Ver-
feinerung in Produkte von Primidealen ergeben.

Es ist, wie oben schon bemerkt,

(3,14 20)(3,1 — 2a)
(7,4+ a)(7,4—a) .

(3)
(7)
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Also konnen wir verfeinern zu

21) = (3)-(7) = ((3,1+2a)(3,1—2a))- (7.4 +a)(7,4 — a)).

Unter Beachtung von (1 + 2a)(1 — 2a) = 21 wird

(3,14+2a)(T,4+0a) = (21,12+ 30, 7(1+ 20), (1 + 2a)(4 + a))
= (21,(1+20)(2 — @), 7(1 +2a), (1 + 2a)(4 + )
= (142a).

Anwendung von ¢ gibt hieraus
(3,1-2a)(7,4—a) = (1 —-2a).
Also kénnen wir verfeinern zu

21) = (14+2a)- (1—2a) = ((3,1+2a)(7,4+a))- (3,1 - 2a)(7,4 — a)) .

Unter Beachtung von (4 — a)(4 + «) = 21 wird

3,1+2a)(7,4—a) = (21,3(4—«a),7+ lda, (1 +20)(4 — a))
= (21,34 -a),d —a)(-2+3a),(1+2a)(4 - o))
= (4-aqa).

Anwendung von o gibt hieraus
(3,1-2a)(7,44+a) = (4+a).

Also kénnen wir verfeinern zu
(21) = d+a)-@—a) = (3,1 —=20)(7, 4+ a)) - ((38,1 +2a)(7,4 — ) .

Dieses Phdnomen der “unterschiedlichen Klammerungen” einer Primidealfaktorzerlegung kann als Erklarung
fiir die nicht mehr eindeutigen Faktorisierungen in von irreduziblen Elementen erzeugte Ideale dienen.

Ad (3.). Sei K = Q(a). Sei p = 2. Sei, wie in (1), a := (2,1 + «). Es ist a> = (2). Das allein zeigt schon,
daf} in der Primidealfaktorzerlegung von (2) alle Exponenten der auftretenden Primidealfaktoren durch
2 teilbar sind. Und es mufl mindestens ein solcher Faktor auftreten, da (2) # (1).

Genauer, es ist Z/(2) — Z[a]/a, z + (2) — 2z + a als Ringmorphismus von einem Kérper zu einem Ring
ungleich 0 eine injektive Abbildung. Da, wie in (1) festgestellt, |Z[a]/a| = 2 ist, ist dieser Ringmorphismus
ein Isomorphismus. Insbesondere ist auch Z[a]/a ein Koérper, also a C Z[a] ein maximales Ideal, also ein
Primideal.

Ad (3.ii). Sei K = Q(i). Es ist Oq(;) = Z[i]; cf. Aufgabe 3. Sei p = 2. Es ist (14 1)% = ((1+1)?) = (2).

Wie in (i) wollen wir es noch etwas genauer wissen. Es ist |Z[i]/(1 + i)| = |Nq)q(1 +i)| = 2, also
Z/(2) = Z[i]/(1 + i) und folglich (1 + i) ein Primideal in Z[i].

Aufgabe 28

Ad (1). Schreibe g = zap und h = wbp mit z, w € K* und ag, by € Ideale™ (D). Sei s € D* mit
sz € D* und sw € D*.

Folglich kénnen wir g = Lszap = 1a und h = Lswby = 1b schreiben, wobei a := (s2)ag und b = (bw)bg
in Ideale™ (D) liegen.

Zeigen wir, dafi ab, aNb und a+ b in Ideale™ (D) liegen. Das erledigt im Falle z = y = s = 1 auch
gleich die letzte Frage.
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Zu ab. Esist 0 € ab. Sind d, d € D und z, ' € ab, dann kénnen wir z = Zie[l’n] a;b; schreiben mit
n>0,a; €aund b; € b fiir i € [1,n], und wir kénnen 2’ = Zie[l,n’] a;b} schreiben mit n’ > 0, a; € a
und b € b fiir ¢ € [1,n']. Es wird

de+da = > (dap)tj+ Y (daj)b; € ab.
i€[l,n’] i€[l,n’]
Ferner ist (0) C ab, da fiir a € a* und b € b* dann ab € (ab)* liegt.

Zu anb.Esist 0€anb. Sindd,d € Dund z, 2’ € anb, dann ist auch dr + d’'z’ € aN b. Ferner ist
(0) CabCant.

Zu a+b.Esist 0 € a+b.Sindd,d € Dund z, ' € a+ b, dann kénnen wir z =a+b und 2’ = o’ + ¥
mit a, @’ € aund b, ¥ € b schreiben. Es wird

dr+d'z’ = (da+d'd)+ (db+db) € a+b.

Ferner ist (0) Ca Ca+b.

Zeigen wir, daf gh, gN'h und g+ b in Ideale™ (D) liegen.
Esist gh = z(2-2:a€a beb) = %(ab) € Ideale™ (D).
Esist gnh=lanib=1(anb) e Ideale* (D).
Esistg+bh={%+%:a€cabeb}="1L(a+b)cldeale” (D).
Zeigen wir g é Ideale™ (D), falls g C D.

Esist 0=1-0€g.

Seien d, d’ € D und g, ¢’ € g. Dann koénnen wir g = ¢ und ¢’ = %/ mit a, ' € a schreiben. Es wird

1 1
dr+dz = —(da+d'd) € —a = g.
s s

!
Zeigen wir g~! € Ideale™ (D).

1 1

Sei g € g*. Esist g=! = g 'gg~!, wobei gg~! C D liegt.
!
Bleibt gg~! € Ideale™ (D) zu zeigen. Es ist 0 = g-0 € gg~!. Seien x, 2/ € g~' und d, d’ € D gegeben. Zu

! !
zeigen ist d(gx) +d'(gz') € gg—!. Zu zeigen ist dx +d'z’ € g~1. Sei h € g. Zu zeigen ist (dz + d'z')h € D.
In der Tat liegen zh, ’h € D und also liegt auch (dx + dz')h € D.

Ad (2).
Ad <. Sei 0.E. a C p. Es ist dann ab C a C p, da a ein Ideal in D ist.

Ad =. Annahme, nicht. Dann gibt es ein ¢ € a . p und ein b € b \ p. Es ist ab € ab C p. Da p prim ist,
folgt a € p oder b € p. Wir haben einen Widerspruch.

Aufgabe 29
Schreibe P := Ideale

prim

(D).

Ad (1). Falls a C p* ist, dann ist ap~ C D ein Ideal. Wir konnen also ap =% = [ p a7 schreiben, wobei
stets 74 > 0 ist und {p € P : v, > 0} endlich ist; cf. Satz 63.(1).

Folglich ist a = ap~*pk = ph+ . [epqpy a7 Somit ist vy(a) =k 4+, > k; cf. Lemma 65.
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Sei umgekehrt vy (a) > k. Es ist

a = H qVq(a) — pk .pVP(a)fk- H qv“'(“) - Pk-
GEP a€P~{p}

Alternativ kann man auch Bemerkung 66.(1) auf ap—* anwenden.

Ad (2). Seien (aq)q, (Bq)q € ZPF. Merken wir zunéichst an, daf§ genau dann [Tiepa® S Ilyep q%a liegt,
wenn [ cp q®~Fa C D liegt, i.e. wenn ay, > 3, ist fiir p € P; cf. Bemerkung 66.(1).

Esist gh =][,cp qva(@+va(0) TFolglich ist v,(gh) = vp(g) + vp(h) =7+ x-

Da gg~! = (1), folgt hieraus v, (g) + vp(g7!) =0, i.e. vp(g™!) = —.

Es ist gNh das terminale gebrochene Ideal, das in g und h enthalten ist. Dies trifft nach der Anmerkung
eingangs und nach Lemma 65 auch auf [], . p graxiva(e).va(0} zu. Also ist gNh = [licp grax{va(e).va(h)}
Insbesondere ist v, (g N h) = max{v,(g), vp(h)} = max{y, x}.

Es ist g+b das initiale gebrochene Ideal, das g und h enthélt. Dies trifft nach der Anmerkung eingangs und
pach Lemma 65 a'uch auf [],cp qmin{vf{(g),vq(h)} zu. Also ist g+ b =[[,cp gmin{va(e)va(M} Insbesondere
ist vp(g +b) = min{v,(g), vp(h)} = min{y, x}.

Ad (3). Bs ist vy(zy) = vo((29)) = vo(@)(1) 2 vp((@)) + Vol (1) = vp(a) + vp(v).

Daraus folgt iibrigens auch 0 = v, (1) = vy (zz™!) = vy(2) + vp(z71), Le. vp(z7h) = —vy(z).

@
Esist x4y € (z,y), also (z+y) C (2,y) = (z)+(y) und somit vy (r+y) = vy ((z+y)) = vp((2)+(y)) =

min{vy((2) ), vp((y))} = min{vy (), vp(y)}.

Sei nun 0.E. v, (z) > vy(y). Es ist vp(z 4+ y) = vy (y). Wir haben vy (z +y) = vp(y) zu zeigen. Annahme,
es ist vp(z +y) > vp(y). Dann ist

—
~

vp(y) = vp(z+y+ (=) > min{vy(z+y),vp(—2)} = min{vy(z+y),vp(x)} > vp(y),
und wir haben einen Widerspruch.

Ad (4). Dank (2) und Lemma 65 ist genau dann a + b = (1), wenn vy (a + b) = min{v,(a), v,(b)} gleich
vp((1)) =0 ist fiir p € P. Da alle Bewertungen von a und b in Z> liegen nach Bemerkung 66.(1), folgt
(vp(a) = 0 oder v,(b) = 0) fiir p € P. Dies ist genau dann der Fall, wenn kein p € P sowohl in der
Primidealfaktorzerlegung von a als auch in der von b als Faktor auftritt.

Ad (5). Sei Py :=={q € P : vq(a) > 1}. Es ist P, eine endliche Menge. Sei mit Lemma 71 ein Element
x € D mit vq(z) = vq(a) fiir ¢ € P; gefunden.

Sei P, :={q € P : vq(a) =0 und vq(z) > 1}. Es ist P, eine endliche Menge mit P N P, = (). Sei mit
Lemma 71 ein Element y € D mit vq(y) = vq(a) fiir g € P, und v4(y) = 0 fir g € P> gefunden.

Wir wollen a = (x,y) zeigen. Dank Lemma 65 geniigt es, vq(a) L ve((z,y)) =vq((z) + (y)) fir g€ P
zu zeigen. Dank (2) bedeutet das, vq(a) L min{vq(x),vq(y)} zu zeigen.

Fall q € Py . Es ist min{v,(z),vq(y)} = min{vq(a), vq(a)} = v4(a).

Fall g € P, . Es ist min{vq(z),vq(y)} = min{v,(z),0} = 0= v4(a).

Fall q € P~ (P1 UP,). Es ist min{v,(z), vq(y)} = min{0,v4(y)} = 0 = v4(a).

Ad (6). GeméB (2) und (4) ist ab = anN b, denn fiir g € P folgt aus vq(a) = 0 oder vq4(b) = 0, dal
vq(a) 4+ vq(b) = max{vq(a),vq(b)} ist.
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Betrachte die exakte Sequenz D-linearer Abbildungen

0— ab — a®b > D —0
x +F—  (z,—x)
(a,) +— a+d

Hierbei ist ¢ surjektiv wegen a + b = D. Ist ¢((a,b)) = 0, dann ist a = —b =: x € aN b = ab, also
(a,b) = (z,—x) = t(z). Umgekehrt ist fir z € ab auch ¢(1(z)) = ¢((z, —x)) =z + (—z) = 0.

Daa+b = (1), gbtesa; € aund by € bmit a; +b; = 1. Sei D % a@® b, d — (day, dby). Es ist
p oo =1idp . Definiere die D-linecare Abbildung a & b v, ab, (a,b) — x mit «(z) = (a,b) — o(p((a,d))) =
(a — (a+b)ar,b— (a+b)b1), i.e. ¥((a,b)) =a— (a+b)ay = —b+ (a+b)by .

Definiere die D-lineare Abbildung a @ b = D @ ab, (a,b) — (p((a, b)), ((a,b))).

Definiere die D-lineare Abbildung D @ ab LN b, (d,z) — o(d) + t(x).
Fiir (d,z) € D @ ab ist

a(B((d,z))) = alo(d)+(z))

(p(o(d) + u(z)), ¥(o(d) + 1(z)))

(p((dar + z,dby — x)),((dar + z,dby — z)))

= (day+z+dby —x,da; + x — (day + ¢ + dby — x)ay)
(d,z) .

Fiir (a,b) € a® b ist

Bla((a,b))) = B((e((a,b)),¥((a,b))))
(a,b))) + t(¥((a,0)))
)+ t(a — (a + b)ay)
Jai, (a+b)b1) + (a—(a+b)a;, —a+ (a+b)ay)

Il
Q
5

Il
)
TN AN /N A/~

Also sind « und S sich invertierende Isomorphismen von D-Moduln.

Ad (7). Zeigen wir a®a~! ~ D@ D. Fiir + € K* ist a~! isomorph zu xa~!. Also geniigt es zu zeigen,
daf es ein x € K* gibt mit a ® za~! isomorph zu D & D.

Mit Lemma 71 kénnen wir ein o € D* so wihlen, dafl v,(z) = vp(a) ist fir p € P mit v,(a) > 1. Dann
ist vp(za=!) >0 fiir p € P, also za~! € Ideale™ (D). Ferner ist v,(za~!) = 0, wann immer v, (a) > 1 ist.
Also ist a +za~! = (1); cf. (4). Folglich ist

6
a®aza ! (:) Do®a-za™! = Do (x) ~ DaD.
Annahme, es ist a in eine direkte Summe von echten D-Teilmoduln zerlegbar, sagen wir, a = ¢ & ) mit
r # (0) und y # (0). Wihle z € t* und y € p*. Es wird zy € r Ny = (0), also zy = 0, im Widerspruch

zu D Integritdtsbereich. Man sagt, a ist unzerlegbar.

Auch alle gebrochenen Ideale von D sind unzerlegbar als D-Moduln, da jedes gebrochene Ideal isomorph zu
einem Ideal ist.

Ist a ein Hauptideal, sagen wir a = (a) mit @ € D*, dann ist D isomorph zu a, indem d auf da geschickt
wird.
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Ist umgekehrt ein Isomorphismus D = a gegeben, dann sei 1 — a € D*. Folglich ist das Bild gleich (a).
Wegen Surjektivitét ist also (a) = a.

Somit ist a ~ D genau dann, wenn a ein Hauptideal ist.

Tst a kein Hauptideal, dann ist mithin die Zerlegung von D®?2 in unzerlegbare Summanden nicht auf bis auf
Reihenfolge eindeutige Weise gegeben. Man sagt, die Krull-Schmidt-Eigenschaft ist in den endlich erzeugten
D-Moduln verletzt, falls D kein Hauptidealbereich ist.

Ad (8).

|
Zeigen wir S~1(ab) = (S~'a)(S~'b). Die linke Seite ist Z-linear erzeugt von Elementen der Form s~!ab
mit s € S, a € a, b € b. Diese liegen in der rechten Seite. Die rechte Seite ist Z-linear erzeugt von
Elementen der Form s~ !'at™'bmit s, ¢t € S, a € a, b € b. Diese liegen in der linken Seite.

Zeigen wir S~1(aNb) < (S~ta)N(S~!b). Ein Element x € K liegt genau dann in der linken Seite, wenn
es ein s € S mit sx € aNb gibt. Dann liegt es aber in der rechten Seite. Ein Element y € K liegt in der
rechten Seite, wenn es ein s € S mit sy € a und ein ¢t € S mit ty € b gibt. Dann aber ist sty € aN b und
somit y in der linken Seite enthalten.

Zeigen wir S™'(a + b) = (S7'a) + (S7'b). Ein Element der linken Seite ist von der Form s~1(a + b) =
sla+s 'bmit s €S, a€a,be b, liegt also in der rechten Seite. Ein Element der rechten Seite ist von
der Form s™ta+t71b = (s7' ')(ta + sb) mit s, t € S, a € a, b € b, liegt also in der linken Seite.

!

Zeigen wir ay (pp)¥»(™. Es ist a = [Ther qv1( und also a, = qup(qq)"ﬂ(“). Somit miissen wir

ap L (1) fiir g € P~ {p} zeigen. Da q ein von p verschiedenes maximales Ideal von D ist, ist q Z p. Also
gibt es ein ¢ € g\ p. Esist ¢ € U(D,) N qp . Folglich ist (1) = (¢) C qp € (1) in D, , i.e. q, = (1).
Aufgabe 30

Ad (1). Es ist 0 € ac. Es ist ac unter Summen abgeschlossen. Sei © € ac, sei ¢ € C. Schreibe x =
Zie[l’k] ziaic; mit k =2 0 und z; € Z, a; € a, ¢; € ¢ fiir i € [1,k]. Es wird cz = Zie[l,k] zia;(ce;) € ac.

Ad (2).
Ad (i). Sei n = deg(, x (X)).
Schreibe
b= (mk(X))+a- A[X] C A[X].

1. Betrachte den surjektiven Ringmorphismus

AlX] - Ap)/(a- Apb)
a > a+ (a-Afd)])
X — b+ (a-Afb));

of. [5, §1.6.2).

Es liegt € im Kern von 7.

Werde umgekehrt f(X) € A[X] unter 7 auf 0 abgebildet, i.e. liege f(b) € a - A[b].

Es ist das K-linear unabhéngige Tupel (b° : i € [0,n — 1]) eine A-lineare Basis von A[b].

Schreibe mit Polynomdivision f(X) = pp g (X)-q(X)+7(X) mit ¢(X), r(X) € A[X] und mit (r(X) =0
oder (r(X) # 0 und deg(r) € [0,n — 1])). Schreibe r(X) =: > ¢}y 1] u; X" mit u; € A fiir i € [0,n — 1].

Esist a- A] = {>cp, @b’ : a; €a}.
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Esist 3 ci0.n-1] u;b' = r(b) = f(b) € a- A[b]. Also ist > ic0n-1] u;bt = > icon—1) i bt fiir gewisse a; € a
fiir ¢ € [0,n — 1]. Koeffizientenvergleich gibt u; € a fiir i € [0,n — 1].

Folglich st f(X) = i (X) - q(X) + 1(X) € (up(X)) +a - A[X] =
Insgesamt ist € = Kern(7}). Wir erhalten mit [5, §1.4.3] den Ringisomorphismus

AX]/e 2 AP)/(a- A))
fX)+¢ — f(b)+(a Alb])

2. Betrachte den surjektiven Ringmorphismus

AX] Lo AX) (i (X))
a > a+ (fx(X))
X +— X+ (pr(X));

of. [5, §1.6.2].
Es liegt € im Kern von 1[)
Werde umgekehrt f(X) € A[X] unter ¢ auf 0 abgebildet, i.e. liege f(X) € (i, x (X))

)
Dann kénnen wir f(X) = fip x (X) - 5(X) schreiben fiir ein s(X) € A[X]. Dann wird f(X) = pp x(X) -
$(X) + t(X) fiir ein ¢(X) € a- A[X].

)
Also ist f(X) € (upp(X))+a- A[X] =¢.
Insgesamt ist € = Kern(¢)). Wir erhalten mit [5, §1.4.3] den Ringisomorphismus

AX)E S ALX) (i, (X))

fX)+e — f(X) + (,x (X)) -

1

3. Setzen wir ¢ := 1 on~ ", so erhalten wir den Ringisomorphismus

AR/ (a- A)  ——  ALX]/ (5,5 (X))
FO) +(a-AD)  —  F(X) + (f,x (X)) -

Die Ideale von A[b], die a enthalten, stehen in Bijektion zu den Idealen von A[b]/(a - A[b]) via Restklas-
senmorphismus.
Diese stehen in Bijektion zu den Idealen von A[X]/(fis,x (X)) via .

Ad (ii). Wir wollen Aufgabe 26 verwenden. Dazu bemerken wir, daf§ (z;(X)**)+(u; (X)) = (1) fur ¢, j €
[1,k] mit 7 # j gemdf Aufgabe 29.(4). Ferner ist (fo,x (X)) = ;e p (@ (X)® ) gemif Aufgabe 29.(2)
und Lemma 65.

Mit Aufgabe 26 und [5, §1.4.3] erhalten wir so den Ringisomorphismus

- ¢

AX]/(nx (X)) = TLiepn AX]/(@(X)*)
FX) + (e (X)) = (FX) + (@(X)™))iep.p -
Es hat R; := A[X]/(@;(X)%) nur das maximale Ideal m; := (@;(X))/(u;(X)), fiir i € [1, k).
Fiir f(X) € A[X] ist genau dann f(X) + (@;(X)%) € m;, wenn f(X) € (4;(X)) liegt.
Also hat die rechte Seite Ry X - -+ X Ry genau die maximalen Ideale

‘I:(:li = R1X-~-XRZ'_1 xmixRi+1><~--><Rk
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fiir ¢ € [1,%]. Denn ein maximales Ideal n in diesem direkten Produkt kann nicht alle Tupel enthalten,
die an einer Stelle eine 1 und ansonsten Nullen aufweisen. Sei 0.E. (1,0,...,0) € n. Dann ist

n Cn+(0XxRyx---XRg) C Ry x---XRy,

da auch (1,0,...,0) € n+ (0 x Ry X --- X Ry), denn liige ein Element der Form (1,x,...,%) in n, dann
wegen n Ideal auch (1,0,...,0). Wegen Maximalitét von n folgt (0 x Rz X -+ X Ry) C n. Bezeichnet m
das Bild der Projektion von n auf R;, dann ist deswegen n =m X Ry X --- X Ry . Da

(R1><R2><~-~><Rk)/(m><R2><-~-><Rk) ~ Rl/m

ein Korper ist, ist m C R; maximal und also m =m; .

Sei i € [1, k] gegeben. Es ist (71 (m;) = (4;(X))/ (i, x (X)).

Sodann ist ¢~ 1(¢7H(m;)) = (ui(b) + (a- Ab])).

Schlielich ist das Urbild dieses Ideals in A[b] gegeben durch (u;(b)) + aA[b].

Somit sind die maximalen Ideale iiber a in A[b] gegeben durch q; := (u;(b)) + aA[b] fiir i € [L,k].

Desweiteren ist A[b]/q; = A[X]/(w;(X)), b+ q; — X + (©;(X)) dank (i) und also
[A[b]/qi : A] = [A[X]/(;(X)) : A] = deg(ii;)

fiir ¢ € [1, k).

Ad (iii). Nun ist A[b] = B vorausgesetzt. Insbesondere ist A[b] ein Dedekindbereich.

Dann ist a - B = q}"q5” - --qf’“ mit §; = vg,(a) > 1 fiir i € [1,k]; cf. Aufgabe 29.(1).

Sei i € [1, k] gegeben. Wir wollen den Exponenten ; bestimmen. Sei 0.E. ¢ = 1.

Sei s > 0. Das Bild g von ¢ in B/(a- B) ist gleich (q§ + (a- B))/(a- B), mit Aufgabe 29.(2) also gleich
qrinlBroskgfz g% /(q. B). Somit haben wir

—B1—1

=0 —B1+1
g; O ...D0q] o

S =) = ...
Das iibersetzt sich via ( o ¢ zu

e R e .

Auf der anderen Seite ist nach Konstruktion aber
m o omP T omyt = mptt =

Also ist oy = 37 .

Im Ergebnis ist mithin
a- A = qitax® gt

Ad (3). Bs ist p 5q(X) = X? —d. Schreibe z := 2z + pZ € F, fiir z € Z; analog fiir Polynome mit
Koeffizienten in Z.

Fall d =42 oder d =4 3. Es ist Oq /g = Z[Vd]; cf. Aufgabe 3. Es ist p1/7 o(X) = X* - d.
Unterfall p = 2. Es ist X2 —d = (X — d)? € F;[X]. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung
(2) = 2Z[Vd) = (2,Vd—d)*.

Speziell ergibt sich fiir d = —1 die Primidealfaktorzerlegung (2) = (2,1 + 1) = (1 + i)
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Unterfall p # 2 und d € (F))?. Wéhle s € Z mit s> =, d. Es ist X? —d = (X — 5)(X + 5) € F,[X]. Wir
erhalten die Primidealfaktorzerlegung

(p) = PZIVA] = (p.Vd—9)'(p,Vd+s)".
Speziell ergibt sich fiir d = —1 die Primidealfaktorzerlegung (5) = (5,i+ 2)'(5,i—2)! = (i+2)*(i —2)".

Unterfall p # 2 und d & (F))?. Es ist X? — d € F,[X] irreduzibel. Wir erhalten die triviale Primideal-
faktorzerlegung

(p) = pZ[Vd] = ()"
Speziell ergibt sich fiir d = —1 die triviale Primidealfaktorzerlegung (3) = (3)!.

Fall d =4 1. Bs ist Og /g = Z[o] mit o := (1 + Vd); cf. Aufgabe 3. Schreibe t := 91, Es ist
feo(X)= X2~ X —t.

Unterfall p = 2.

Unterunterfallt = 1. Esist X2 - X —t e F [X] mangels Nullstelle in Fy irreduzibel. Wir erhalten die
triviale Primidealfaktorzerlegung
(2) = 2Z[a] = (2)".

Unterunterfall t =5 0. Es ist X2 — X —t = X(X — 1) € F;[X]. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung

(2) = 2Z[a] = (2,0)'(2,a—1)'.

Unterfall p # 2. Wihle ein v € Z mit 2u =, 1.

Unterunterfall d € (F)X)?. Wilhle ein s € Z mit s> =, d. Es ist X* =X —t = (X —u+u5)(X —u—us) €
F,[X]. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung

(p) = pZ[a] = (pa—u+us) (pa—u—us)".

Unterunterfall d ¢ (F))?. Es ist X? — X — € F,[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Denn gdbe es ein
z€Zmit 0=z —t=(z—u)?— (a®+1), dann wire (F))? 3 4(a? 4 t) = 1 + 4f = d, was nicht so
ist. Wir erhalten die triviale Primidealfaktorzerlegung

(p) = pZla) = (p)".

Ad (4). Schreibe § := V/2. Es ist Oq(s) = Z[8]; cf. Aufgabe 19. Es ist p5q(X) = X* — 2.
Wir suchen die Primidealfaktorzerlegung von (p) = pZ[d] fiir p € {2,3,5,7}.
Fall p=2. Es ist X? — 2 = X3 € F,[X]. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung

(2) = 2Z[5] = (2,0)° = (5)*.

Fallp=3. Esist X3 — 2= (X +1)® € F3[X]. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung
(3) = 3Z[0] = (3,0+1)° = (6+1)%,

beachte hierzu noch 3 = (§ + 1) —35(5§ +1) € (6 + 1).

Fallp = 5. Es ist X3 —2 = (X 4+ 2)(X? — 2X — 1) € F5[X], wobei der quadratische Faktor mangels
Nullstelle irreduzibel ist. Wir erhalten die Primidealfaktorzerlegung

(5) = 5Z[6] = (5,0 +2)'(5,67 —26 — 1)*.
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Beachte noch, daf als Elemente (62 — 2§ — 1)(—62 — 1) = 5 ist und folglich als Ideale
(5,02 =25 —1) = (62 —25—1).

Also ist als Ideale auch (5) = (62 +1)(6% —26 —1). Wegen der Eindeutigkeit der Primidealfaktorzerlegung
folgt (5,0 +2) = (62 + 1). Folglich kénnen wir unsere Primidealfaktorzerlegung auch schreiben als

(5) = 5Z[6] = (2 +1)'(0* —25 —1)*

Fall p = 7. Es ist X3 — 2 € F;[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Wir erhalten die triviale Primidealfak-
torzerlegung
(1) = 7Z[5] = (7)".

Oft verzichtet man auch auf eine Kennzeichnung der Restklassen und schreibt mifbrauchlicherweise nur
2 := 2 etc.

Aufgabe 31

!
Sei x € By, . Zu zeigen ist x € A,[b].

Schreibe z = s~'b mit b € Bund s € A~ p. Da B = A[b], gibt es k > 0 und a; € A fiir i € [0, k] mit
b= apb® + -+ aoh®. Folglich ist

z = s = s aph® 4+ -+ aph®) = sTlapb® + -+ s7lagh® € Ap[D] .

Aufgabe 32

Sei S=Z~((2)U(3)). Esist 1 € S. Fiir s,t € 5, i.e. s und ¢ teilerfremd zu 6, ist auch st teilerfremd
zu 6, i.e. st € S.

Geméif Lemma 70.(3) ist auch A := S™'Z ein Hauptidealbereich.

GemiB Aufgabe 10.(1) ist Ideale s, (S~'Z) in Bijektion mit { p € Ideale}; (Z) : pNS =0 }. Ist p € Zg
eine Primzahl mit p ¢ {2,3}, dann ist p € (p) N S und somit (p) NS # 0. Dagegen ist (2) NS = () und
(3) NS = 0. Also ist | Ideale S71Z)| = 2. Genauer, es ist Ideale S=1Z) = {(2),(3)}, gelesen als
Ideale in S™1Z.

prlm( prlrn(

Aufgabe 33

Vorbemerkunyg. Wir kénnen t € D* und a, b € Ideale” (D) withlen mit g = %a und h = %b. Denn ist
t,, bo mit d’, d”, t’ t” € D> und setzen wir ¢t := t't”, a := d't"ag, b := d"t'by, dann
Aod't"ag = taund b = 74rd"t'by = Lb.

Ad (1). Es ist S~'a € Ideale™ (S7'D); cf. Aufgabe 10.(1). Es ist + € Quot(S~'D)* = Quot(D)*. Also
ist S7'g = 157 a € Ideale);, . (S7' D).

(2) Es ist S7l(gh) = S7(%ab)z = FS57ab) = H(S7'a)(S7'b) = (S7'ia)(S7'1b)

t

( 'p); cf. Aufgabe 29.(8). Wegen (S~ 1(g71))(S~lg) = S~ '(g7t'g) = S7'D ist S~ (g7 !) =

g= %ao und h =
wird g =

t/t”

( 'g)

( g)!
d (3). Bsist STg+b) = S (3a+1b) = S (4(a+b)) = 1S (a+b) = 1(S7la+ S57tp) =

15 la+ 15 lp=5— l%aJrS*l%b = S71g+ S 1h; cf. Aufgabe 29.(8).

Esist S7'(gNb) =S~ (7an1b) = S71($(anb)) = 157 (anb) = (S~ tanS7'b) = 1S tan 15716 =

S‘l%uﬁ S‘l%b = S57tgNn S71h; cf. Aufgabe 29.(8).



Ad (4). Es ist vp(g) = vp(3a) = —vu(t) + vp(a); cf. Lemma 65. Es wird g, = (+a), = ((¢t)'a), =
(D) ap = () > D) ()72 () = (py) = V> D2 () = (p,)7»(0) cf. Aufgabe 29.(8).
7

L.77 D. 80
Ad (5). Bsist g = fa = %mpeldeale;ﬂm(D) ap = mpeldealesﬁm(D) 0= mpeldeale;“m(D) Gp -
Aufgabe 34
. _ L.88 _ B.86.(3 _
Ad (1). Es ist Npj(9~" )Ny (s) = Nyx(g7'e9) = Npjx((1)) 2 (Npjg(1)) = (1). Also ist

Npig(g™") =N (o)

Ad (2). Bs geniigt, Ny (Nar2.(6))p = Nasie(B)p fiir p € IdealeX;,, (A) zu zeigen; of. Bemerkung 81.(5).
Dank Lemma 87 bedeutet dies Ny x (N z(hp)) L Nk (bp). Nun sind A, B, und C, Hauptidealberei-
che, es ist K = Quot(Ay), L = Quot(By,), M = Quot(Cy), und es ist B, = I(Ay), Cp = In(Ay); cf.
Bemerkung 82.(1, 2, 3).

Somit diirfen wir 0.E. A, B und C als Hauptidealbereiche voraussetzen. Ist nun § = (h) mit h € M*,
dann wird in der Tat

Nz (Nar((h))) B.86.(3)

B.86.(3) (Nage(h)) =" Nagr((h)) -

(Npx(Nagp())) = 2@

|

Ad (3). Es geniigt, Nz (FB)p = (), fiir p € Ideale);, (4) zu zeigen; cf. Bemerkung 81.(5).

prim

Dank Lemma 87 und Bemerkung 81.(2) bedeutet dies Ny (f, By) = (fp)¢. Nun sind A, und B, Haupt-
idealbereiche und es ist K = Quot(A,) sowie L = Quot(B,), und es ist B, = I;(Ap); cf. Bemer-
kung 82.(1,2,3).

Somit diirfen wir 0.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Ist nun f = (f) mit f € K*, dann
wird in der Tat

B.86.(3)

Npg((f)B) = Npx((f)) =" (Ngx(f))

FE® gy = gy

Aufgabe 35

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei K =Q, L=Q(i), A=17Z, B=17]i]; cf. Aufgabe 3.

Esist Z[i{]# = z($) & z{1i); cf. Beispiel 32.(1).

Fiir a, b € Q ist dagegen Trq(i)q(a + bi) = 2a genau dann in Z, wenn a + bi € z( 1) @ qfi) liegt.
Also ist hier Z[i]# im Urbild von Z unter Trqi)q echt enthalten.

Ad (2). Die Aussage ist richtig.

! !
Zeigen wir (B#), C (B,)*. Dazu geniigt B¥ C (By,)#. Ist aber y € L gegeben mit Trpx (yB) C A, dann
ist auch Trp |k (yBy) C Ay, da fiir b € B und s € A\ p sich dann TrL|K(yg) = %TruK(yb) € A, ergibt.

!
Zeigen wir (B#), D (By)*. Sei y € K gegeben mit Trpx(yBy) C Ap. Wir haben zu zeigen, daf es ein
s € A~ p gibt mit sy € B¥, i.e. mit Trp x(syB) C A.

Dank Aufgabe 24.(5) ist B ein endlich erzeugter A-Modul. Schreibe demgemé B = a(by, ..., by,,) mit
m > 0und b; € B fiir i € [1,m]. Schreibe Trp|x (yb;) = % mit s € A~ p und a; € A fiir i € [1,m]. Es ist
Trp g (sybi) = a; € A fiir i € [1,m]. Also ist Trp g (syB) C A.

Ad (3). Die Aussage ist falsch.
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Sei K :=Q, L:=Q(i), A=1Z, B =7Z]i]; cf. Aufgabe 3.. Sei z :== 2+ i und y := 2 — i. Dann ist

Nrjg((z,y)) 2 16 = Nyg(z+y) = Nyx(4) = 16,
aber
(N (@), N (y)) = (5,5) = (5) 2 16.
Ad (4). Die Aussage ist richtig.
Sei E ein Zerfillungskérper von L|K. Sei G := Gal(L|K). Sei U := Gal(E|L). Sei G = [ ;¢4 4 0:U, wobei
¢:=[L: K] und o; € G fur i € [1,£]. Hierbei sei 0.E. 01 =idg.

Sei b € b%. Schreibe b’ := [T,  04(b). Es ist Ny x (b) “=° bt/ Folglich ist b’ = YO ¢ [ By st aber
i€[2,0] \ b
auch b = [J. 0i(b) €Tg(A); cf. Lemma 20.(1). Zusammen ist b’ € LNIg(A) = I} (A) = B. Also ist
i€[2,0]
Ny x(b) = bV’ € b. Insgesamt ist Ny (b) € ANb; cf. Lemma 20.(3).

Cf. auch Beweis zu Lemma 120.

Ad (5). Die Aussage ist falsch.
Sei K =Q, L =Q(i), A=1Z, B=1Z][i]; cf. Aufgabe 3. Sei b := (2) € Ideale™ (Zli]).

Es ist Noqyja((2)) 2@ (No@ia(2)) = (4).

Esist (2)NZ = (2).

Also ist in diesem Fall Ny, (b) C b N A.

Ad (6). Die Aussage ist falsch.

Sei K =Q, L=Q(i), A=17Z, B=17]i]; cf. Aufgabe 3.
Es ist (2+1) # (2 — 1), da 25 = (3 +4i) ¢ Z[i].

9]
(=)

. . . B. 86.(3) . . B.
Dahingegen ist Nq)q((2 + 1)) = (Nq@q2 +1i)) = (5) und Nqgq((2 — 1))

(Nami(2—1)) = (5)-
Ad (7). Die Aussage ist falsch.
Sei K =Q, L=Q(), A=Z, B="Z[i]; cf. Aufgabe 3.

Wir behaupten, daB (3) € Ideale™(Z) nicht im Bild von Nq(q liegt. Annahme, doch. Sei g €
Ideale™ (Z[i]) mit Ngyq(g) = (3)-

[0¢}
1R=
=
w
)

Da ZJi] ein Hauptidealbereich ist, kénnen wir g = (a + bi) schreiben, mit a, b € Q; cf. Aufgabe 6.(2).
Gemif Bemerkung 86.(3) ist also (Nqeyq(a +bi)) = (3), i.e. a®> +b* € {—=3,+3}, i.e. a® +b* = 3.
Schreibe a = % und b = ¢, mit v, v € Z und s € Z* derart, daf} es keine Primzahl gibt, die a, b und s
teilt. Dann ist u? +v? = 3s2. Folglich ist u? +v? =3 0. Da in F; nur die Quadrate 0 und 1 liegen, erzwingt
dies © =3 0 und v =3 0. Dann aber ist 0 =g 4% 4+ v? = 352, und somit 0 =3 s. Widerspruch.

Ad (8). Die Aussage ist richtig.
Wir benétigen folgende allgemeine Aussage, die eine Variante von Lemma 77 darstellt.

Sei b € Ideale* (B). Wir behaupten b = Ny A by . Sei z € L in der rechten Seite enthalten. Wir

€ldeale™

prim

!
haben x € B zu zeigen. Sei a:= {a € A : ax € b}. Es ist a € Ideale(A). Wir haben 1 € a zu zeigen. Es
geniigt zu zeigen, daB es fiir alle p € Ideale];, (A) ein s € A\ p gibt, da dann a in keinem maximalen

Ideal enthalten ist und also a = A folgt; cf. Bemerkung 51.(4). Aber es ist « € Bp und also z = g flir ein
bebundein s € A\ p, was sx € b nach sich zieht. Dies zeigt die Behauptung.
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Es geniigt, (Nzx(b)B)y = ([I,eq o(b)), fiir p € Ideale];, (A) zu zeigen; cf. Behauptung.

Dank Lemma 87 und Aufgabe 29.(8) bedeutet dies Ny (by)B, L [I,cco(by). Nun sind A, und B,
Hauptidealbereiche und es ist K = Quot(A,) sowie L = Quot(B,), und es ist B, = I} (Ap); cf. Bemer-
kung 82.(1,2, 3).

Somit diirfen wir 0.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Ist nun b = (b) mit b € B*, dann
wird in der Tat

PR Nk )B = (Nu) 2P ([T o®) = [[ot®).

ceG ceG

Nzix((0))B

Ad (9). Die Aussage ist richtig.

Es gentigt, ((Ba) N A), L ap fiir p € Ideale’;  (A) zu zeigen; cf. Lemma 77.

prim

Dank Aufgabe 29.(8) bedeutet dies (Bpay) N A, = a, . Nun sind A, und B, Hauptidealbereiche und es
ist K = Quot(A,) sowie L = Quot(By), und es ist B, = I (Ap); cf. Bemerkung 82.(1,2, 3).

Somit diirfen wir 0.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Ist nun a = (a) mit a € A*, dann
!
haben wir B(a)N A L (a) zu zeigen. Dabei ist nur B(a) N A C (a) zu zeigen. Sei also b € B* und a € A*
!
gegeben mit ba € A. Es geniigt, b € A zu zeigen. Es ist b = %“ e K. Alsoistbe BNK =I,(A)NK =
Tk (A) = A; cf. Definition 52.

Der Versuch, es direkt, also ohne Lokalisierung, zu zeigen, fithrt wegen der Tatsache, dal Ba aus Elementen
der Form ), b;a; mit b; € B und a; € a besteht, wohl zu Problemen.

Ad (10). Die Aussage ist falsch.
Sei K :=Q, L:=Q(i), A:=Z, B:=1Z]i]; cf. Aufgabe 3. Sei g := Z[i] = (1).

Es ist Nz x(g) = Npjx((1)) 5549 (Npjk(1))=(Q1) =2

Dagegen ist { Ny x(g9) : g€ g} ={Nyx(a+bi) :a,beZ}={a*>+b*:a,be Z}

Es ist e.g. 3 in ersterer Menge, nicht aber in letzterer enthalten. Somit ist hier
Nrx(9) O {Npk(9) :9€0}.

Ad (11). Die Aussage ist falsch.

Sei K := Q. Sei A :=7Z. Sei L := Q(i). Es ist B =1I1(A) = Z][i]; cf. Aufgabe 3.

Sei y := £(3+4i). Es ist Nk (y) = £(3+4i) - £(3 —4i) =1 € U(A); Cf. Aufgabe 12.

Sei g = (y). Es'ist g # (1), da y ¢ B. Aber es ist Npjx(g9) = Npjx((y)) = (Nyx(y)) = (1); cf.
Bemerkung 86.(3).

Cf. Aufgabe 12.

Ad (12). Die Aussage ist richtig.
Ist b= (1), dann ist Npjx(b) = Nk ((1)) = (Ngjx(1)) = (1); cf. Bemerkung 86.(3).

Sei umgekehrt Nz (b) = (1). Insbesondere ist b # (0). Wir haben b L (1) zu zeigen. Es geniigt, b, = (1)
zu zeigen fiir p € Ideale) ;. (A). Es ist Np g (bp) = Npjx(b), = (1); cf. Lemma 87. Nun sind A, und

prim
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B, Hauptidealbereiche und es ist K = Quot(A,) sowie L = Quot(By), und es ist B, = I (A,); cf.
Bemerkung 82.(1,2, 3).

Somit diirfen wir 0.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Sei b = (b) mit b € B*. Es ist
(1) = Npjg(b) = N ((b) ) = (N x (b)) ; cf. Bemerkung 86.(3). Also ist Nz x(b) € U(A); cf. Bemer-
kung 66.(3). Somit ist b € U(B); cf. Lemma 20.

Aufgabe 36
Ad (1). Schreibe o := (1 + /=23). Beachte o = a — 6. Es ist Q(a) = Q(v/—23).
Es ist Oq(a) = Z[a] = z(1, ) ; cf. Aufgabe 3.
Schreibe p := (2, ).
Gemif Losung zu Aufgabe 30.(3) ist p iibrigens ein Primideal.
Es ist p = (2,20, a,0?) = 22,0, —6) = z(2,a). Also ist Nqa)q(p) = (det ((2)(1))) = (2); cf. Lem-
ma 90.

Annahme, es ist p ein Hauptideal. Dann ist p = (u + va) fiir gewisse u, v € Z und also Ng(a)q(p) =

B.86.(3) w —6v
NQ(aq( (u+va)) (NQayq(u+va)) = (det (4 £7)) = (u? +uv + 6v%) = ((u+ 3v)* + F?).
Es folgt (u+ 1v)2+ 220% = 2, ie. (2u+0v)? +23v? = 8, was zu v = 0 und u? = 2 fithrt. Wir haben einen
Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dafl p3 ein Hauptideal ist. Denn dann ist die Ordnung von [p], von der wir schon
wissen, daf sie nicht 1 ist, ein Teiler von 3 und somit gleich 3.

Esist p? = (87404,2(12,043) = (8,4a,200—12, —5a—6) = (8,4, 20— 12, —a+2) = (8,4a,2—a) = (8,2—a).

Wir behaupten, daf§ p3 (2 — ) ist. In der Tat ist Nq(a) (2 — @) = 22 +2- (=1) +6(—1)> = 8 ein
Z[a]-Vielfaches von 2 — «; cf. Lemma 15.(2).

Alternativ hitte man auch mittels (2 — a) C p und (|Oq(a ‘Q/p ) =Nq(a ‘Q(p ) = (Nq(a)|qla—2)) =
|
(|0q(a)|q/(2—a)|) verwenden kénnen, um auf p3 = (2 —a) zu schliefen; cf. Lemma 91, Bemerkung 86.(3).

Ad (2). Schreibe o := 11 + /—47. Beachte a? = a — 12. Es ist Q(a) = Q(v/—47).
Es ist Oq(a) = Z[a] = z(1, ) ; cf. Aufgabe 3.
Schreibe p := (2, ).

GeméB Losung zu Aufgabe 30.(3) ist p iibrigens ein Primideal.

Es ist p = 2(2,20,0,0%) = z2,a,a—12) = z2,a). Also ist Ng(a) () = (det (59)) = (2); cf.
Lemma 90.

Annahme, es ist p ein Hauptideal. Dann ist p = (u + va) fiir gewisse u, v € Z und also Ng(a)q(p) =

Na)q( (@+va)) > (3)(NQ(Q)IQ(u+m)) (det(;f;lfz))z(u2+w+12v2)=((u+gv) +472),

Es folgt (u+ 1v)?+4lv? = 2, ie. (2u+0v)? +47v? = 8, was zu v = 0 und u? = 2 fithrt. Wir haben einen
Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dafl p° ein Hauptideal ist. Denn dann ist die Ordnung von [p], von der wir schon
wissen, daf} sie nicht 1 ist, ein Teiler von 5 und somit gleich 5.

Es ist p° = (32,16a,8a2,4a3,2a%, a%) = (32,16a,8a — 96, —44a — 48, —46a + 264,109 + 276) =
(32,16c, 8ar, 4o + 16, 2 + 8, —3a — 12) = (32,8, 2 + 8, —av — 4) = (32,8, 4 + ) = (32,4 + ).
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Wir behaupten, daf p° = (44 «) ist. In der Tat ist Nqa)q(4 +a) = 42 +4-1+12-1% = 32 ein
Z[a]-Vielfaches von 4 + «; cf. Lemma 15.(2).

Alternativ héitte man auch mittels (4 + o) C p und (|OQ(Q)‘Q/p5|) = NQ(Q)‘Q(pS) = (NQ(a)j@qd +a)) =

!
(10qQ(a)|q/(4+a)|) verwenden kénnen, um auf p® = (44 a) zu schlieBen; cf. Lemma 91, Bemerkung 86.(3).

Aufgabe 37
Ad (1). Die Aussage ist falsch.
Sei K =Q, L =Q(i), A=1Z, B=17][i]; cf. Aufgabe 3. Sei b := (1 + i) € Ideale™

Esist bNA=(14+1i)NZ=(2). Denn 2 = (1 —-1i)(141i) € (1+1), und also (
Nq)(l+1i) =2, also (1+1) C Z[i], also 1 € (1+1), also (1+i)NZ C Z. Da (2
2)=010+i)NZ

Nun ist B(bN A) = Z[i](2) = (2). Aber Nqeq((1+1)) = (2) # (4) = Nquq((2)) = (4), sodaB
b+~ B(bN A) ist.

Ad (2). Die Aussage ist falsch.
Sei K =Q, L=Q(i), A=2Z, B =1Z][i; cf. Aufgabe 3. Sei b:= (1+1i) und b’ = (1 — i) in Ideale™ (Z[i]).

Esist ANb = (2); cf. Losung zu (1). Sei o : Q(i) = Q(i), i = —i. Es ist b’ = o(b) und also AN
b= ANno(b) =c(ANb) =0c((2)) = (2). Also ist (ANbB)(ANb') = (4). Auf der anderen Seite ist
ANEY)=AN((1-i)(14+1))=AN(2) =(2), letzteres, da2 € AN(2) und 1 € AN (2).

Ad (3). Die Aussage ist richtig.

Es ist Trz|x (b) ein Ideal in A. Denn es ist 0 = Tr|x(0) € Trp |k (b). Und sind b, " € bund a, o’ € A,
dann ist a Trp| g (b) + @’ Trp g (V) = Try x (ab+ a'b') € Tryk(b).

Wihle » € L mit Trp g (x) # 0; cf. Lemma 18. Es ist 2 # 0. Sei a € A* mit ax € B> ; cf. Lemma 27.

Sei b € b*. Sei @’ € AX mit a’b~! € B*; cf. Lemma 27. Es ist ’ = (/b=1)b € b*. Also ist a’axz € b. Es
wird Trz g (b) 3 Trp g (a'ax) = a’a Trp g (z) # 0.

Ad (4). Die Aussage ist richtig.

Schreibe h = ¢t~1b mit t € AX und b € Ideale*(B); cf. Lemma 88. Dann ist Trrx(h) = ’ITL|K(t_1b) =
t~1 Trpx (b) € Ideale™ (A) nach (3).

Ad (5). Die Aussage ist falsch.
Sei K =Q, L=Q(i), A=2Z, B=17]i]; cf. Aufgabe 3.

u, v € Z}:{4u—211 tu, v € }=( ) ohingegen(’HQ()‘Q( +i

Z[i).

(
2) C(14+1i)NZ. Esist
) C Z maximal ist, folgt

((2u —v) +i(u+ 2v)) :
ist.

Ad (6). Die Aussage ist richtig.

Bs ist Trz g (h) € Trp k(bp). Letzteres ist ein gebrochenes Ideal von Ay ; cf. (4). Also ist Trpx(h), C
Tr ik (bp) -

Ist umgekehrt = € Trp|x (by) , so kénnen wir x = TrL‘K(LSL) schreiben mit A € h und s € A \ p. Es wird
T = TrL‘K(%) =s ' Trp k(h) € Trr ik (h)p, da 5! € K liegt und da Tryx eine K-lineare Abbildung ist.

Insgesamt ist also Trpx(h)y = Trrx(h)p -
Ad (7). Die Aussage ist richtig.

!
Zu zeigen ist nur A C TrL‘K(B#’A) ; cf. Bemerkung 94.(3).
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!
Es geniigt, 1 € Trp x (B#*) zu zeigen; cf. Bemerkung 94.(1) und (4).

. ! Ay (6 oAy | A35.2) 4.4 .
Bs geniigt, 1 € Trp g (B74), = Trpx((B™%),) = Trpx((By)™ %) zu zeigen; cf. (4), Bemer-
kung 81.(5).
Es ist A, ein diskreter Bewertungsring, insbesondere also ein Hauptidealbereich; cf. Bemerkung 74. Es
ist By, =1IL(Ap); cf. Bemerkung 82.(2).

!

Also ist 0.E. A ein Hauptidealbereich und wir haben 1 € TrL|K(B#’A) zu zeigen.

Sei (g1,...,9¢) eine A-lineare Basis von B; cf. Lemma 33. Sei (gi,...,g;) die zugehorige duale Basis
beziiglich Spurbilinearform; cf. Lemma 22. Es ist B#4 = 4(g1,...,g,); cf. Lemma 31.(3).

Es ist g} € B#4. Also ist auch g,g; € B#*; cf. Bemerkung 94.(1). Somit wird

Trp g (B#4) 5 Trpr(gig)) = 1.

Aufgabe 38

Ad (1). Es ist D ap D-95.1) (B#A)™1),.

Es ist O cn, D.95.(1), L. 70.(4) ()1 A.35.(2) (B#A),) 1 = (BFAY), |

Ad (2). Bs ist dp k.4 p D) Nuk@rim,a)e -2 Nojk (Drix,a0) e Npik(®rik,a,) P2 OpiK A, -
Aufgabe 39

Schreibe B :=T1p/(A), B” :=Tp»(A) und B =Ty (A).

| 1" /
Es geniigt, 0zx,4,p = (0€’|K7A ~Di,,|K)A)p fiir p € Ideale;rim(A) zu zeigen; cf. Lemma 77.

| "

Dank Aufgaben 38.(2) und 29.(8) bedeutet dies dp|x, 4, = DEL,“{’AF ~D‘Z,,‘K’Ap . Nun sind Ay, By, B) und
Bp.Hauptidealbereiche; es ist K = Quot(A,) sowie L’ = Quot(By), L" = Quot(By) und L = Quot(By);
es 1st B{J = FL(A;J), Bg = FL(A;)') und B, = FL(AP); es ist Op/ |k A, + 007K A, =01/ |K,Ap T 0L/ K Ap =
(O, + 00 K,.4)p = (1) in Ay geméB Aufgaben 38.(2) und 29.(8).

Somit diirfen wir 0.E. A, B’, B” und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Wihle eine A-lineare Basis
g = (g; : i €[1,{]) von B’ und eine A-lineare Basis g” = (g : j € [1,£"]) von B"; cf. Lemma 33.
Dann ist g := (g;g; : i € [1,£], j € [1,£"]) eine A-lineare Basis von B; cf. Satz 48.(1). Es wird

L.96 ) Z r L.96 g /
ks = (Apkg) = Arikg)  Brix,g)" ™= ik a-ik.a -

Aufgabe 40
Vorbemerkung. Es ist B = Z[o] mit o := (1 4+ v/13). Es ist B := Z[o/] mit o/ := v/3. Cf. Aufgabe 3.
Mit der Losung zu Aufgabe 16.(2) folgt Ap = 13, Ap, = 22 -3 und Ay = 2% - 32 - 132,

Diese Diskriminanten sind teilerfremd und es sind L|K und L'|K linear disjunkt; cf. Losung zu Aufga-
be 16.(2). Dank Satz 48 ist also C = Z[a, o]

Ad (1). Bs ist pia,x(X) = X? = X — 3. Also ist p], ;(X) = 2X — 1. Folglich ist p], z(ar) = 2a — 1. Dank
Lemma 97 ist also Dy x4 = (2o — 1) = (/13) € Ideale™ (B).

Es ist plor,xk(X) = X? — 3. Da L|K und L'|K linear disjunkt sind, ist auch pn (X) = X2 — 3; cf.
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Definition 43. Also ist u;, (X) = 2X. Folglich ist [, ; (') = 2a/. Dank Lemma 97 ist also Dy 1,5 =
(2a’) € Ideale™ (C).

Dank Satz 100 folgt D arix,4 = (200 — 1) - 20/) = (2V/13 - V/3) € Ideale™ (C).

Ad (2). Es ist po k(X) = X? — X — 3. Da L|K und L'|K linear disjunkt sind, ist auch 4 1/ (X) =
X?— X —3; cf. Definition 43. Also ist p], ;,(X) = 2X — 1. Folglich ist y], ;, (@) = 2 —1. Dank Lemma 97
ist also D ppjra = (200 — 1) = (V13) € Ideale™ (C).

Es ist puar 5 (X) = X? — 3. Also ist pl,, ;(X) = 2X. Folglich ist pl, x(a’) = 2a’. Dank Lemma 97 ist
also D/ |k, p = (20/) = (2V/13) € Ideale™ (B’).

Dank Satz 100 folgt D pjx,.a = (20 — 1) - 2¢') € Ideale™ (C).

Ad (3). Bs ist 0px,4 = Npjr (20— 1)) = Ny ((V13)) = (V13- (—V13)) = (—13) = (13), in Uberein-
stimmung mit Ay = 13 von oben.

BEsist 0r/ x4 = Npg((22))) = (22 -2(—a’)) = (—4-3) = (22-3), in Ubereinstimmung mit Ay, = 22-3
von oben.

Esist 0a71x,4 = Narjr (((2a—1)-20") ) = N g (Nagp((2a—1)-2a") ) = N g ( ((20{_—1)2'20/‘2(—0/))) =
Nz (((2a — 1)2-22.3) = (((2a—1)2(2(1 —a) — 1)2-(22-3)?) = (132-2*.32), in Ubereinstimmung mit
A =2%.32.132 yon oben.

Aufgabe 41

Fiir w € V und r € Rx¢ schreiben wir noch B,.(w) :={v eV : |lv —w| <r}.

Ad (1) = (2). In By (z) gibt es nur endlich viele Elemente aus X. Also gibt es ein ¢ € R~ mit € < 1 und
e < ||y — z|| fiir alle y € B1(v) \ {v}. Daher ist dann auch B.(v) N X = {v}.

Ad (2) = (1). Seien r € R+o und w € V gegeben. Es geniigt zu zeigen, daf8 X N B,.(w) endlich ist.
Annahme, dem ist nicht so. Wir bilden eine Folge (z;);>1 mit z; € X NB,.(w) und x; # z; fiir i # j stets.
Es ist B,(w) folgenkompakt; cf. [9, §4.2.5, §4.2.6]. Also konvergiert diese Folge gegen ein v € B, (w).
Dann ist fiir alle ¢ € Ry die Menge (B.(v) \ {v}) N X nichtleer, da in ihr unendlich viele Folgenglieder
liegen. Wir haben einen Widerspruch.

Sei nun X eine Untergruppe.
Ad (2) = (3). Wende (2) mit v =0 an.
Ad (3) = (2). O.E. ist {0} C X.

Annahme, fiir alle ¢ € Ry ist (Bc(v) \ {v}) N X # 0. Wahle 21 € X \ {v}. Fiir ¢ > 1 wiihle rekursiv
ein x; € (Bumin{|la;_1—v|,1/i3(v) ~ {v}) N X. Dann ist (2;);>1 eine Folge mit x; € X, x; # x; fiir i # j und
lz; — v|| < 1/i stets. Sei @, := x; — x;4q fiir i > 1. Es ist 2} € X ~ {0} und

27l = llzi =zl < [z =l + v =z l| < 2/

stets. Also ist fiir alle e € R~ die Menge (B.(0) ~ {0}) N X nichtleer. Wir haben einen Widerspruch.
Ad (1) = (4). Dies folgt durch Anwendung von Definition 105 mit w = 0.
Ad (4) = (3). Sei ¢ :=min{ ||z] : z € (B;(0) ~{0}) N X }. Dann ist B.(0) N X = {0}.

Aufgabe 42

Sei z € Kr gegeben. Schreiben wir z € Kgr als R-Linearkombination in der Orthonormalbasis aus
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Bemerkung 112.(1, 2), i.e. als

z = ( Z ar(0r0)e) + ( Z ur (27205 + 07.0))0) + ( Z v, (271%(10;,5 — 107.0)) )

7€Einbg (K) r€Einbe (K) 7€Einbe (K)

mit ar, ur, v € R stets, dann wird

Tr(z) = ( Z a7)+21/2( Z ur)

7€Einbg (K) r€Einbe (K)

und

Ne) = (I a2 JT 2+ed).

TEEinbgr (K) TEBinbc (K)

Beides sind Polynome in den Koordinaten beziiglich unserer Orthonormalbasis. Also sind Tr und N stetig.

Ausfithrlicher. Sei R*, gesehen als euklidischer Raum mit dem Standardskalarprodukt. Die Abbildung
¢ : Kr — RF, die jedem Element aus Kgr seinen Koordinatenvektor beziiglich unserer Orthonormalbasis
zuordnet, ist ein Isomorphismus von euklidischen Rdumen, insbesondere also eine bijektive stetige Abbildung
mit stetiger Umkehrabbildung ¢~ : RF — Kg . Wir haben gezeigt, da Tr o o~! und N o~ als Poly-
nome auf dem euklidischen Standardraum R* stetige Abbildungen sind. Also sind auch Tr = Tr o=l 0 ¢
und N = N oo~ ! o ¢ stetig.

Aufgabe 43

Ad (1). Esist p C ANg. Dap C A ein maximales Ideal ist und da 1 € q, also auch 1 € AN q liegt, folgt
p = AnNq; cf. Definition 52.

Es sind B/q und A/p Kérper. Ferner haben wir den Kérpermorphismus A/p — B/q, a +p — a+ q, den
wir als Einbettung ansehen wollen.

Dank Aufgabe 32.(1) ist B ein endlich erzeugter A-Modul. Schreibe demgemi B = a(by, ..., by,) mit
m > 0 und b; € B fiir i € [I,m]. Dann ist B/q = 4,,(b1 +4q, ..., by, +q), da sich jedes Element
b+ q € B/q schreiben 148t als

b+q = (Zie[l,m] a;b;) +q
= Yiepm(@i+a)(bi +aq)
= Zie[l,m] (a; +p) - (bi +q)

mit a; € A fiir ¢ € [1,m].

Zeigen wir nun Ny, g (q) L p/. Es geniigt, N7 (q)¢ L (p7)¢ fiir t € Ideale” . (A) zu zeigen; cf. Lemma 77.

prim
Dank Lemma 88 und Aufgabe 29.(8) geniigt es, Nk (q¢) = (po)f zu zeigen.

Fall t # p. Es ist p € t, da es sich um zwei verschiedene maximale Ideale handelt; cf. Definition 52. Sei
s € p . t. Dann ist s eine Einheit von A¢, die in p¢ liegt. Folglich ist p¢ = (1). Ferner ist s eine Einheit
in By, die in q¢ liegt; cf. Bemerkung 82. Also ist auch Ny g (q¢) = Npjx((1)) = (N (1)) = (1); cf.
Bemerkung 86.(3).

Fall t = p. Nun sind A, und B, Hauptidealbereiche und es ist K = Quot(A4,) sowie L = Quot(B,),
und es ist By = I,(A); cf. Bemerkung 82.(1,2,3). Desweiteren ist A/p = Ap/pp, a +p = a + py; cf.
Aufgabe 10.(2).

Ferner ist B/q = By, /qp, b+q — b+q, . Es ist ein Ringmorphismus. Zeigen wir die Injektivitét. Sei b € qy,
i.e. sei b= 4 fiir ein ¢ € g und ein s € A~ p. Dann wird bs = g € q. Esist s € ANp = AN (ANgq) € B\g.
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Wegen ¢ prim ist also b € q. (Wegen B/q Korper hétte die Injektivitét auch nur im Falle q, = B, verletzt
sein kénnen.) Zeigen wir die Surjektivitéit. Sei g +qp gegeben, wobei b € B und s € A\ p sei. Wir suchen
einb € Bmit 8 +q=10+gq,ie mit b=sb' +q¢fireingeq Esists€c ANp=A~(ANqg) CB\q.
Wegen q C B maximal folgt aber (s) +q= B

Somit diirfen wir 0o.E. A und B als Hauptidealbereiche voraussetzen. Es ist B ein freier A-Modul von
Rang ¢; cf. Lemma 33. Schreibe p = (p) mit p € A und q = (¢) mit ¢ € B. Betrachten wir die A-lineare
Abbildung A, : B — B, y — qy. Nach Elementarteilersatz gibt es eine A-lineare Basen von B so, daf3
dererbeziiglich diese Abbildung durch eine Matrix der Form D = diag(dy , ..., d¢) gegeben ist mit d; € A
fir ¢ € [1,4].

Es ist B/(q) = B/ (B) = @;ep1,q A/(di). Wegen p € (q) ist p(B/(g)) = 0 und also p(4/(d;)) =0, i.e.
(p) C (d;) fiir i € [1,£]. Also ist (d;) = (p) oder (d;) = (1) stets. Es folgt f = dimy ;) B/(q) = [{i €
[1,€] : (d;) = (p) }| und somit

B.86.(3)

Nyg((@) =" (Nyk(@) = (det(D)) = [] (di) = (»').

(o]

Cf. auch Beweis zu Lemma 54.

Ad (2). Zum einen ist Npx (pB) = p*; cf. Aufgabe 34.(3). Zum anderen ist

A.34.(3
p £ Nz ik (pB)
= NL\K(Hie[l,d] a;’)
L.88 .
= Hie[l,d] Npjk(q:)*
€]

= Hie[l,d] (pfi)e
— pZiE[l,d] eifi

und folglich

0= > eifi;

1€[1,d]

cf. Satz 63.(2).

Aufgabe 44

Ad (1). Schreibe pu(X) = X™ + 37,10, m—1) a; X" mit a; € R stets. Schreibe i(X) € (R/(r))[X] fiir sein
Bild unter der koeffizientenweise angewandten Restklassenabbildung.

Ad =. Sei S ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal erzeugt von s. In S schreiben wir
(r) = (s°) fiir ein e € Z>;. Gemif Aufgabe 43.(2) ist m = ef, wobei f := dimpg/(,)(S/(s)) ist.

Insbesondere ist s™ =,. 0. Somit erhalten wir einen wohldefinierten Ringmorphismus

o+ (R/(r)[X]/(X™) 2= S/(r)

mit @(z + (r)) = ¢+ (r) fiir € R und mit @(X) = s+ (r). Es ist @ surjektiv, da S = R[s]. Es ist
¢ eine R/(r)-lineare Abbildung. Es ist dimg,(.)(R/(r))[X]/(X™) = m. Da (s 1 i € [0,m — 1]) eine
R-lineare Basis von S ist, ist (s* + (1) : ¢ € [0,m — 1]) eine R/(r)-lineare Basis von S/(r). Insbesondere
ist dimpg,(;y S/(r) = m. Folglich ist ¢ ein Ringisomorphismus.

Somit ist s¥ + (1) # 0+ (r) fiir k € [0,m — 1]. Damit muB e = m sein und f = 1. Letzteres hat den
Kérperisomorphismus R/(r) = S/(s), x + (r) +— z + (s) zur Folge.
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Da fa(X) + (X™) unter @ auf u(s) + (r) = 0 kommt, ist bereits f(X)+ X™ =0, i.e. es ist X™ ein Teiler
von fi(X). Da fi(X) ein normiertes Polynom von Grad m ist, folgt i(X) = X™, i.e. u(X) =, X™. Ferner
ist vg(x) = mv,(x) fiir © € R.

!

Es bleibt zu zeigen, daf ag = p(0) #,.2 0 ist. Es ist s™ = =3, 10 a;st, also m = vy(s™) =
V(= X ie[0,m—1) @is')- Da die Bewertungen der Koeffizienten bei s Vielfache von m sind, sind die Bewer-
tungen bei s der auftretenden Summanden paarweise verschieden. Es folgt m = min{vs(a;) +¢ : i €
[0,m — 1] }; cf. Aufgabe 2.(5). Dies ist nur moglich, wenn dieses Minimum bei ¢ = 0 angenommen wird.
Dies zieht m = vs(ag) und also 1 = v,-(ag) nach sich, i.e. ag =, 0, aber ag #%,2 0.

Dieses Minimumsargument zeigt abermals, dafl vs(a;) > m, i.e. vi(a;) > 1 ist fiir 4 € [0,m — 1].

Ad <. Sei nun umgekehrt p(X) eisensteinsch. Wir behaupten, dafl S ein diskreter Bewertungsring mit
maximalem Ideal erzeugt von s ist.

Es ist S kein Korper, da ansonsten s~! = Zie[o,mﬂ] b;s' fiir gewisse b; € R wire, was nach sich zoge, dafl
1+ 3 iciomn bis"t = 0 und also u(X) ein Teiler von 1 — 37, 1 ,, 1 b: X" wiire. Aus Gradgriinden
wire 1 — Y
moglich.

i€[0,m—1] b; Xt = b,,u(X) und insbesondere 1 = b,,aq . Dies aber ist wegen ag € (r) nicht
Sei m C S ein maximales Ideal. Da S kein Kérper ist, ist m # (0). Wihle y € m. Day € S C I (R), ist
ty k(X) € R[X]. Der konstante Term von g, x(X) liegt wegen 1, x(y) = 0 in (y) € m C S und somit
auch in m N R. Da dieser konstante Term nicht gleich 0 ist, folgt m N R # (0). Da m N R ein Primideal
von R ist und da Ideales; (R) = {(r)} ist, folgt mN R = (r).

prim

Wir haben einen Ringisomorphismus (R/(r))[X]/(X™) = (R/(r))[X]/(2(X)) = S/(r), X + (u(X))
s+ (r); cf. Aufgabe 30.(2.i). Die maximalen Ideale von S sind die Urbilder der maximalen Ideale von
S/(r). Es hat (R/(r))[X]/(X™) nur das maximale Ideal (X 4 (X™)), da im Hauptidealbereich (R/(r))[X]
ein maximales Ideal, das X™ enthélt, von einem irreduziblen Teiler von X™ erzeugt werden mufl und
also gleich (X) ist. Somit hat S/(r) nur das maximale Ideal (s+ (r)). Also hat S nur das maximale Ideal
(s,r) C S.

Wegen u(s) =0 ist ag € (s), wegen (r) = (ag) also auch r € (s) und somit (s) = (s,r).
Insgesamt ist (s) das einzige maximale Ideal in S.
Esist S\ (s) = U(S), da fiir z € S\ (s) das Ideal () in keinem maximalen Ideal enthalten ist, also gleich

S sein muf; cf. Bemerkung 51.(4), beachte R noethersch, also R[X] noethersch nach Aufgabe 24.(2), also
R]s] noethersch nach Aufgabe 24.(3).

| )
Wir behaupten s™r—! U (5). Wegen s™ = =3, ,,_q s’ ist s™ € (r) C S, ie smrl e S.
Da Zie[l’m_”(airﬂ)sl € (s) und apr=! € UR) C U(S) = S~ (s), ist s™r7 1 = qor~! +
Diefm—1] (a;r~1)s' € S\ (s) = U(S). Dies zeigt die Behauptung.
Seiw =3 ic0,m—1] b;s® € S gegeben, wobei b; € R fiiri € [0,m—1]. Sei v := min{ v,.(b;) : i € [0,m—1] }.
Sei j := min{i € [0,m — 1] : v,(b;) = v}. Esist b; # 0. Es ist r~?b; € U(R) C U(S), insbesondere
r7Vb; & (s). Fiir i € [0, — 1] ist r=Vb;s"™9 = (r=071b;)(rs™™)s"9T™ € (s). Fiir i € [j 4+ 1,m — 1] ist
rT;st T = (rb;s' =77 1)s € (s). Also ist

sTIre = (Ciep o b ) 1700+ (Ciciamonr bis™?) € SN (s) = U(S).
Da r~?s"™ € U(S), ist damit auch _

s e U(S).

Somit ist 4
(1) = (s7m).
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Fiir k > 2 ist (s*) nicht prim, da s - s*~! € (s¥), aber s ¢ (s*) und s*~! ¢ (s¥).

Folglich ist S ein Hauptidealbereich mit Ideale;,, = {(s)}, i.e. ein diskreter Bewertungsring mit maxi-
malem Ideal erzeugt von s.

Ad (2). Im Falle R = Z,), r = p, s = (, — 1 ist sowohl R[s] = Z(;)[(;] ein diskreter Bewertungsring mit
maximalem Ideal erzeugt von s = ¢, — 1, da

(X+1)P -1 ,
pe,—1,Q(X) = @p(X +1) = X+l—1 > ()X
jG[O,p*l]

eisensteinsch ist.
Cf. auch das spatere Lemma 129.(3) im Falle oo = 1.

Ad (3). Beachte zunéchst, daf u<p2,Q(CP)(X) = XP — (, ist, da dies ein normiertes Polynom in Q((,)[X]
mit Nullstelle 2 ist und da [Q((p)((p2) @ Q(Cp)] = p ist; cf. Aufgabe 17.(1).

Im Falle R = Z,)[Cp], 7 = ¢ — 1, s = (2 — 1 ist R[s] = Z,[(,2] ein diskreter Bewertungsring mit
maximalem Ideal erzeugt von s = (> — 1, da

Hea-1.a6)(X) = Heaqe) (X +1) = (X+1)P =G = [ > (5 X | (G -1
J€llp]

eisensteinsch ist.

Aufgabe 45

Ad (1). Falls m > 1, dann schreibe v' := (v;)ic[1,m—1] - Es ist

91/2,,

vol(Zy.) = / VOl(Zy ) - 2mtdt = vol(Zy.) - m207 .

0
Falls n > 1, dann schreibe v’ := (u;)ie[1,n—1] - Es ist
Usg
vol(Zy,,) = / vol(Zy »)dt = vol(Zyr o) - 2u; .
Unter Verwendung von vol(Z(y,y) = 1 liefert dies aufmultipliziert also
vol(Zyw) = 27 I w)( [ 7).
Z‘E[Ln] ie[lrm]

Ad (2). Firn > 1 und m > 0 ist

+R

R
vol(Mpm,r) = / vol(M,, 1, r—|¢))dt = 2/ vol(Mp—_1,m,)dt
0

-R

Firm > 1 ist

2-1/2p 2-1/2p
vol(Mo m.r) = / Vol(Mp o1 i) - 27t = 2m / Vol(My 1 1/2¢) - (27 V2R — )dt
0 0
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Wir zeigen vol(Mo . g) = 7" (1; 3 bei festem R € R3¢ durch Induktion iiber m > 0. Fiir m = 0 sind

beide Seiten gleich 1. Sei m > 1. Es wird

(M, — o 2 PRl 9-1/2R _ t)d
vol(Mo,m,r) In VOl(Mg py—1,91/2¢) - (2 t)ydt

—1/2 m
= ol Mm@ TOT 9712k —p)dt

—1/2
—  gmtlpm+l (271n)! fOQ Rt2m(2—1/2R _ t)dt

_  om+lom+1_1 2m+1 , 9—1/2 2m+21t=2"1/2R
= 2t ol [2m+1t 2R — g A5t?mT2]i=3

_ m+1lm+1 1 2m—+2 m—1 2m—+2 —m—1
= 2 T 2m)! ( 2'm+1 R "2 2m+2R "2 )
_ erl R2(7n+1) ( 1 . 1 )

- (2m)! 2m+1 2m+2

o+l B2 (2m+42)— (2m+1)
2m)!  (2m+1)(2m+2)

m41 R2(m+D

= T Emn) -

Wir zeigen vol(M,, m.r) = 2" ’”% bei festem R € R>o und festen m > 0 durch Induktion {iber

> 0. Fiir n = 0 ist dies eben gezeigt worden. Sei n > 1. Es wird

vol(Momg) = 2[5 vol(My1m)dt

— nopm_t"T2m
= 2 fO 2" (n+2m)! dt
R tn+27n

(n+2m)! d t

— 2n+17.[m f

_ n+1 m t(n+l)+2m
2 Gy rann o

— ontlgm R(+1D+2m
((n+1)+2m)! *

Aufgabe 46

Beachte zuniichst, daf exp(z) > 1+ z ist fiir © € R, da fiir z = 0 die beiden Seiten gleich 1 sind und da
fiir x > 0 die Ableitungen exp(z) > 1, fiir x < 0 dagegen exp(z) < 1 erfiillen.

Sei @ := L D ic(i,m) @ - s ist exp(a; a ! —1)>a;a ! fiiri € [1,m]. Es folgt

-1

L= exp(Xiep,m@)a —m) = [l m exp(a;a~! —1) > [Licp m(a: a’l) = (ILicp,maida™™,

und somit @™ = [;¢(y @i, 1e. a2 (Higp,m]ai)l/m

Dieses Argument stammt von George Polya.

Aufgabe 47
Ad (1). Wir haben, in Standardbezeichnungen, die Minkowskischranke

k! 4V A 1/2 1 4 1/2 . .
fQ(\/T%):ﬁ' = 1Aqy=23)] 25';|_23| ~ 305315

cf. Definition 115, Aufgabe 16.(1).
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Sei a:= $(1 +/—23). Es ist Oq(v=23) = Z[o]; cf. Aufgabe 3. Wir haben also Cl(Z[a]) 4 C3 zu zeigen.
|

Dank Aufgabe 36.(1) gibt es ein Element der Ordnung 3 in Cl(Z[c]). Also geniigt es, |C1(Z[o])| < 3 zu
!
zeigen. Da 3 ein Teiler von |Cl(Z]a])| ist, geniigt es hierfiir, |C1(Z[a])| < 5 zu zeigen.

Es ist
Cl(Z[o]) = {[a] : a € Ideale™ (Z[a]) mit |Z[a]/a

/
= {[a] : a € Ideale™ (Z[a]) mit |Z[a]/a

NN

| < éqiv=m) }
<3}

)

cf. Satz 118.(1).

X

Fiir p € Ideale] ;,,(Z[a]) mit p N Z = (p), wobei p € Zs¢ prim, ist Z[a]/p eine Korpererweiterung von
Z/(p) = F, und also |Z[a]/p| > p; cf. Aufgabe 43.(1). Fiir die Entscheidung, welche p € Ideale},;,, (Z[])
die Bedingung |Z[a]/p| < 3 erfiillen, miissen also nur die in der Primidealfaktorzerlegung von (2) und
von (3) in Z[a] auftretenden Primideale herangezogen werden.

Es ist pta,q(X) = X? — X + 6. Wir verwenden die Methode aus der Lésung zu Aufgabe 30.(2).

Es ist X? — X 4+ 6 =5 X(X — 1) die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in Fy[X]. Das gibt in
Z[a] die Primidealfaktorzerlegung

Es folgt |Z[a]/p1,1] = 2 und |Z[a]/p12| = 2! dank Aufgabe 43.(2).

Es ist X2 — X + 6 =3 X(X — 1) die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in F3[X]. Das gibt in
Z[a] die Primidealfaktorzerlegung

B) = (o,3)(a—1,3) .
S~ —

=:1Pp2.1 =:ip22
Es folgt |Z[a]/p2,1] = 3' und |Z[a]/p22| = 3! dank Aufgabe 43.(2).

Unter Verwendung von Bemerkung 92 wird demnach

CUZ[a]) = {[(D)], [p1.1]; [Pr.2], [P2.1] [P2.2]}

und somit in der Tat |Cl(Z[a])| < 5; cf. Satz 63.(1).
Ad (2). Wir haben, in Standardbezeichnungen, die Minkowskischranke

Kl (4N A 12 14 2 .
Sav=mm = 7%\ o JAquu=m T = 5'%'|_47| ~ 4,3644 ;
cf. Definition 115, Aufgabe 16.(1).

Sei v := 3(1 + /—47). Es ist Oq(y=m7) = Zla]; cf. Aufgabe 3. Wir haben also Cl(Z[a]) < Cs zu zeigen.
!

Dank Aufgabe 36.(2) gibt es ein Element der Ordnung 5 in Cl(Z[]). Also geniigt es, |C1(Z[o])| < 5 zu
!
zeigen. Da 5 ein Teiler von |Cl(Z]a])| ist, geniigt es hierfiir, |C1(Z[a])| < 9 zu zeigen.
Es ist
Cl(Z[a]) = {la] : a € Ideale™(Z[a]) mit |Z[a]/a| < {q(y=a7) }
= {[a] : a € Ideale” (Z[a]) mit |Z[a]/a] <4} ;

cf. Satz 118.(1).

X

Fiir p € Idealey;,,(Z[a]) mit p N Z = (p), wobei p € Z~¢ prim, ist Z[a]/p eine Korpererweiterung von
Z/(p) = F, und also |Z[a]/p| > p; cf. Aufgabe 43.(1). Fiir die Entscheidung, welche p € Ideale’s; (Z[a])

prim
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die Bedingung |Z[a]/p| < 4 erfiillen, miissen also nur die in der Primidealfaktorzerlegung von (2) und
von (3) in Z[a] auftretenden Primideale herangezogen werden.

Es ist pa,q(X) = X% — X + 12. Wir verwenden die Methode aus der Losung zu Aufgabe 30.(2).

Es ist X2 — X + 12 = X(X — 1) die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in Fy[X]. Das gibt in
Z[a] die Primidealfaktorzerlegung
2) = (0, 2) («—1,2) .

Es folgt |Z[a]/p1.1] = 2! und |Z[a]/p12| = 2! dank Aufgabe 43.(2).

Es ist X2 — X + 12 =3 X (X — 1) die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in F3[X]. Das gibt in
Z[a] die Primidealfaktorzerlegung
3) = (a,3)(«—1,3) .
=ip2,1 =ip2z2

Es folgt |Z[a]/p2.1]| = 3' und |Z[a]/p22| = 3! dank Aufgabe 43.(2).

Unter Verwendung von Bemerkung 92 wird demnach

CI(Z[O‘D = {[(1)]7 [pl,l]ﬂ [pl,Z}v [p2,1]7 [p2,2]7 [p%,l]ﬂ [p?,2]v [pl,lpl,ﬂ}

und somit in der Tat |Cl(Z[])| < 8 < 9; cf. Satz 63.(1).

Aufgabe 48
Wir wollen zeigen, daB Z[/2] ein Hauptidealbereich ist. Es ist k = 3, »r = 1 und s = 1; cf. Aufgabe 7.
Schreibe § := /2. Wir haben, in Standardbezeichnungen, die Minkowskischranke
kK'o4y 2 4
fat) = - (n> g = 5 — | =108/ ~2,9404;
cf. Definition 115, Aufgabe 16.(1).

Es ist Oqs)y = Z[0]; cf. Aufgabe 19.(2). Wir haben |C1(Z[0])| L1z zeigen; cf. Bemerkung 69.(1).

Es ist
CIZ[6]) = {la] : a € Ideale™(Z[5]) mit |Z[J]

= {[a] : a € Ideale™ (Z[6]) mit |Z[d]

al <
<2

a

/a] < €qe) }
Ja| <2}

cf. Satz 118.(1).
Dank Bemerkung 92 geniigt es zu zeigen, daf} alle p € Ideale’. (Z[d]) mit |Z[6]/p| < 2 Hauptideale sind.

prim

X

Fiir p € Ideale) ; (Z[0]) mit pNZ = (p), wobei p € Zx prim, ist Z[d]/p eine Korpererweiterung von
Z/(p) = F, und also |Z[d]/p| > p; cf. Aufgabe 43.(1). Fiir die Entscheidung, welche p € Ideale ;. (Z[d])
die Bedingung |Z[0]/p| < 2 erfiillen, miissen also nur die in der Primidealfaktorzerlegung von (2) in Z[d]
auftretenden Primideale herangezogen und als Hauptideale nachgewiesen werden.

Es ist ps.q(X) = X? — 2; cf. Losung zu Aufgabe 7. Wir verwenden die Methode aus der Losung zu
Aufgabe 30.(2).

Es ist X3 — 2 =5 X? die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in Fy[X]. Das gibt in Z[§] die
Primidealfaktorzerlegung

(2) = (6,2)* = (6)°;
beachte 2 = § - §2.
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Das einzige zu betrachtende Primideal ist also ein Hauptideal, namentlich (9).

Aufgabe 49

Ad (1). Nach Satz 118.(1) kénnen wir ein a € Ideale™ (Of) mit |Ok /a| < £x so withlen, da§ [(1)] = [d]
ist. Es folgt

ke \m

2y (‘;;’jf < 1Ak

Ad (2). Wir wollen zeigen, dafl |Ax| = 1 nur fiir K = Q gilt. Wegen 2s < k geniigt es dazu zu zeigen,
daf} fiir £ > 2 sich ,
S LA
Fk) = <Z> : <H> > 1
ergibt.

Fiir k = 2 trifft dies zu, da f(2) = (§)*- 22 = (5)* > 1.

k! 4\°
1< |Ox/a] < &k = ( ) RIS

und also

Ferner ist fiir k£ > 2
R4
1

Es wachst (1 + E) monoton mit k > 1; dies ist aus der Analysis bekannt, wir erinnern unten an ein

Argument. Also ist

LSS N(CATa N N

— 1 _
TENEG T

. Cfe o a\'tz) Tw o

Also ist f(k) monoton wachsend mit k > 2, und daher f(k) > f(2) > 1 fiir k > 2.

flk+1) _ f3) 7'(( 1)4 35

. . k .. .
Wir erinnern nun noch an das monotone Wachstum von (1 + +)". Fiir 2 € Ry wird

(1 + i) = exp(In(l + é) cz) = exp((In(z +1) — In(x)) - x) .

Wir haben fiir z € Rx;

! 1 1 1
0 < (In(x+1)—1In(z))-2)" = (z 1 E) cz+In(z+1) —In(z) = 2T +In(z +1) — In(z)
zZu zeigen.
Nun ist zum einen lim,_, —w—_lH +In(z+1) —In(z) = —limge r-l-1 + limg 0o In(1 + %) = 0, zum

anderen ist —ﬁ +In(z + 1) — In(z) streng monoton fallend in = € R>1 wegen

1 1 1 T+ (x+ 1)z — (z+1)? 1
1 1)-1 s 4 ——— - = = = — 0.
x+1+ n(@+1)=In() (z+1)2+m+1 x (x+1)%x (x+1)%x <

(_

Somit kann fiir kein € R der Wert *%-H +In(z +1) — In(x) < 0 sein.

2
Ad (3). Wegen 2s < k ist stets 57 |Ag| > 57F (%) (%)k ; cf. (1). Mit Stirling ergibt sich weiter, dafl es

fiir jedes e € R mit 0 < e < 1ein M € Z>; so gibt, da§ fir n > M

2

5 <7::)2 (g)n >(1—¢) (%t)n @2mn)~' > (1 - &)(10/9)"(2mn) !
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ist. Wir wihlen uns e.g. € = 1/2. Die rechte Seite geht mit n — oo gegen +00, also auch die linke. Durch
Einsetzen der Definition der bestimmten Divergenz folgt das Ergebnis.
Aufgabe 50

Ad (1). Zeigen wir die Wohldefiniertheit. Seien b, h e Ideale™ (B) mit [h] = [6] gegeben. Dann gibt es
ein y € L* mit (y)h = h. Es folgt

Nere(®) = Nopre( @)8) "2 Noe (@) Noe(h) © 2 (o) )N (0)
und damit [NL|K(6)] = [NL\K(h)]'
Sodann ist fiir b, ' € Ideale™ (B) auch
Npx(Blb]) = Npx(hh'])

= [Ngx(bb')]

2SN (0) Ny (0)]

= [Npx(®)][Ngx ()]

[b]

[
= Npx(b)INLx(b]),
und daher Ny, i auf den Klassengruppen ein Gruppenmorphismus.
Ad (2). Zeigen wir die Wohldefiniertheit. Seien g, § € Ideale™ (A) mit [g] = [§] gegeben. Dann gibt es ein
x € K* mit (z)g = g. Es folgt
Bxg = BxBg = (x)Bg,

und damit [Bg] = [Byg].
Sodann ist fiir g, g’ € Ideale™ (A) auch

indpx ([g])indr x ([9']) = [Bgl[Bg] = [BgBg'] = [Bgg'] = indpx([gg']) -
indy g auf den Klassengruppen also ein Gruppenmorphismus.
Ad (3). Fiir g € Ideale™ (A) ist

A.34.(3)

Npk(indrx([g])) = Npx([Bg]) = [Nz (Bg)] 0] = [o]" .

Fiir m € Z betrachten wir den Gruppenmorphismus &, : Cl(4) — Cl(A4), [g] — [g]™, welcher
auf jeder multiplikativ geschriebenen abelschen Gruppe in dieser Weise definiert werden kann. Es ist
NL|K oindL|K =¢y.

Schreibe ¢ := |C1(A4)|. Fiir [g] € CI(4) ist [g]® = [(1)]; cf. [5, Aufgabe 11.(1.c)].

Seien ¢ und ¢ als teilerfremd vorausgesetzt. Wahle s, t € Z so, da3 sc+tf = 1 ist. Dann wird e,(g¢([g])) =
[g]"* = [g]*“T"* = [g] fiir [g] € C1(A) und also &, 0 &g = idcy(a) . Genauso ist auch ¢ 0 &, = idcy(a) . Somit
ist &¢ ein Isomorphismus.

Aus gy bijektiv und aus Nk oindy g = &¢ folgt nun indpx injektiv und Ny g surjektiv auf den Klas-
sengruppen.

Aufgabe 51

Ad (1). Wegen b™ —a =0ist b € B.
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Es geniigt, Ba < (b) € B zu zeigen. Es geniigt, vy (D) L vp(a) fiir p € Ideale);, (B) zu zeigen; cf.
Lemmata 54 und 65. Es gentigt, m v, (b) < mvy(a) zu zeigen.

In der Tat ist m vy (b) = v, (b™) = vp(a) = vp(a™) = mvy(a).
Man sagt, a kapituliert in B.

Ad (2). Es ist C1(Ok) eine endliche Gruppe; cf. Satz 118. Wihle n > 0 und a; € Ideale™ (O ) fiir i € [1, n]
so, daBl CI(K) = ([a;] : ¢ € [1,n] ) ist. Schreibe m; := [{[a;]}] fiir ¢ € [1,n].

Es geniigt, eine Zahlkorpererweiterung L|K so zu finden, da8 indp x ([a;]) = [(1)] ist fiir @ € [1,n], da
indy g ein Gruppenmorphismus ist; cf. Aufgabe 50.(2).

Sei nun M ein Zerfillungskoérper von Hz’e[l,n] (X™i—q;) € K[X]. Wihle b; € M mit b;" = a, furi € [1,n].
Sei L := K(b1,...,b,). Es ist L|K eine endliche Kérpererweiterung. Da fiir ¢ € [1,n] nach Konstruktion

1
indL‘K = indL|K(bi) o indK(bi)|K und indK(me([ai]) (Z) [(1)] iSt, ist in der Tat stets indL|K([ai]) = [(1)]
Ad (3). Es ist [(2,1 + v/=5)] ein Erzeuger der Gruppe Cl(Oq(,/=5)) von Ordnung 2 und es ist (2,1 +
V—5)% = (2); cf. Beispiel 119. Dank (2) ist also
ndq(/=5.valaws)

trivial und wir kénnen L = Q(v/=5,+/2) wiihlen.

Betrachte a = (2,1 + v/=5), welches in O kein Hauptideal ist; cf. Aufgabe 6.(4). Wihle b := /2 € Oy, .
Wir wollen in Op = Oq/=5,/3) die Idealgleichheit (2,14 v/=5) = (v/2) zeigen.

Hierbei gilt C, da
2 = V2.2
1+V=5 = V2-L2(1+v/-5),
ist und da letzterer Faktor Minimalpolynom X? + (2 — v/=5) iiber Z[/—5] hat, sich also in Oq(v=5.v3)
befindet.

Nun gilt
Now=s.v2)((21+V=5)) = No=5eNquv=svaqv=s((21+V=5)))

Now=5)((2,1+v=5))?
(4);

cf. Aufgabe 34.(2,3), Beispiel 93.

Analog gilt
Naw=vai((V2) = NowsiaMawavaiaw=((V2))
= Nowae((v2)?
Nowvz)l(2)
= (4);
cf. Aufgabe 34.(2,3), Lemma 88, Bemerkung 86.(3).

Dabher ist die Norm des Ideals (2,1 + v/=5)(v/2)~! gleich (1), i.e. es ist (2,1 +v/=5)(v/2)"' = (1); cf.
Lemma 91. Somit ist die Gleichheit der fraglichen Ideale vollends nachgewiesen.

Aufgabe 52
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Ad (1). Esist (sor—idps)(m) im Kern von r, da r(s(r(m)) —m = 0 ist. Setze t(m) := m/, wobei m’ € M’
das eindeutige Element mit i(m') = (s or —idps)(m) ist.

Es ist ¢ eine R-lineare Abbildung. Denn fiir m, m € M und z, & € R ist i(xt(m)+ Zt(m)) = xi ( (m)) +
Zi(t(m)) = z(sor —idpy)(m) + E(sor —idpy)(m) = (sor —idy)(xzm + &m) und also xt(m) + Tt(m) =
t(xm + Tm).
Fiir m’ € M’ ist i(t(i(m”))) = (sor —idp)(i(m')) = i(m’) und also t(i(m')) = m’. Mithin ist toi = idpy.
Merken wir noch an, da8 fiir m” € M" sich i(t(s(m”))) = (sor—ida)(s(m”)) = s(m”) —s(m”) = 0 und
also t(s(m’)) = 0 ergibt. Mithin ist t o s = 0.
Wir haben daraus die R-linearen Abbildungen

M —— M’ D M

m e (tm) . r(m))
i(m') + s(m”) B (m" , m').

Insbesondere ist g( (m’,0)) = i(m’) fiir m’ € M’.

Fiir m € M ist g(f(m)) = i(t(m)) + s(r(m)) = (sor —idps)(m) + s(r(m)) = m.

Fir (m',m") € M"& M" ist f(g((m',m"))) = (t(i(m") + s(m")),r(i(m’) + s(m"))) = (¢(i(m")) +
t(s(m")),r(i(m")) +r(s(m"))) = (m', m").

Also sind f und g sich gegenseitig invertierende Isomorphismen von R-Moduln.

Ad (2). Gem#B (1) geniigt es zu zeigen, daB es eine R-lineare Abbildung M” 2 M mit r o s = idy
existiert.

Sei e; € R®™ der i-te Standardbasisvektor, der im i-ten Tupeleintrag eine 1 und sonst 0 stehen hat; sei
pi : R®" — R die Projektionsabbildung auf den i-ten Tupeleintrag; beides fiir i € [1,n]. Wihle einen
Isomorphismus h : R®" 5 M.

Wihle fiir alle m” € M"” ein o(m’") € M mit r(o(m’)), moglich, da r surjektiv ist.

Beachte, dafl o nicht notwendig R-linear ist.

Setze
S

M// — M
m’ ) e pi(h=t(m"))a(h(e;)) -
Da h und p; fiir ¢ € [1,n] alle R-linear sind, ist auch s eine R-lineare Abbildung.

Fiir m"” € M" ist ferner
r(s(m”)) = r(Ziepmpilh~H(m"))o(h(es)))
= Yicpn PilhHm"))r(o(h(e:)))
Dieqi,m Pilh™H(m"))h(e;)
= M Cicpmpi(h™H(m"))e:)
= h((pi(h="(m"))):)
= h(h™H(m"))

= m

Mithin ist 7 o s = idps» .

Aufgabe 53
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Ad (1). Es ist w(Q(Vd)) = {~1,+1}, da Q(v/d) C R, da alle Elemente von u(Q(v/d)) Betrag 1 in C
haben miissen und da in R nur die beiden Elemente —1 und +1 Betrag 1 haben.

Es ist r := |Einbr (Q(v/d))| = 2 und s := |Einbe(Q(v/d))| = 0, folglich » + s — 1 = 1. Nach Dirichlet gibt
es also einen Gruppenmorphismus

U(OQ(\/E)) ~— {-1,+1} xZ,

der (z,0) auf x schickt fiir x € {—1,41}; cf. Satz 126.

Beachte, da8 fiir (z,a), (2’,a’) € {—1,+1} x Z die Multiplikation durch (x,a)(Z,a) = (%, a+a) gegeben
ist.

In {—1,+1} x Z gibt es genau 4 Elemente (y,b) mit der Eigenschaft, daf fiir alle (z,a) € {—1,+1} x Z
genau ein m € Z existiert mit (z,a) € {(—1,0)(y,b)™, (+1,0)(y,b)™}, némlich (1,1), (1,-1), (—1,1) und
(—1,-1). Ist (yo, bo) eines dieser Elemente, dann wird

{ (1a 1) ) (17 _1) ) (_17 1) ) (_17 _1) }
= {(o,bo), (Yo, —bo), (=yo, bo), (=yo, —bo) }
= {(o,b0), (o, bo)™", (=1,0)(y0, bo), (=1,0)(o, bo) } -

Isomorph {iibertragen auf U(Ogq /) bedeutet dies, da es in U((’)Q( va)) genau 4 Elemente u gibt mit
der Eigenschaft, daf fiir alle v € U(Oq,z)) genau ein m € Z mit v € {—u™, +u™} existiert. Sei ug ein
solches Element. Dann sind alle diese Elemente gegeben durch

{uo, ugt, —ug, —ug'} € R~{0,—1,+1}.
Das maximale Element dieser Menge ist zugleich das einzige Element dieser Menge > 1.
Ad (2).
Fall d = 2. Es ist Oq (5 = Z[\/2]; cf. Aufgabe 3.

Ist u=a+bv2 € U(Z[V2]) NRs1 mit a, b € Z gegeben wie in (1), dann ist Nqwa)qw) = a? -2 €
{-=1,41}. Ferner ist b # 0, denn b = 0 hiee u = a € U(Z) = {1, +1}, was nicht der Fall ist.

Es ist

{u,u™, —u, —u '} = {a+bV2,a—bV2, —a+bV2, —a—D0V2, }.
Da u das maximale Element dieser Menge ist, folgt ¢ > 0 und b > 1.
Es gibt in U(Z[v/2]) "R~ kein kleineres Element als u, da jedes dieser Elemente eine Potenz von u ist.

Nun ist a? = £1 + 2b%, was fiir jedes dieser Vorzeichen separat monoton in b wichst. Wir suchen also die
erste Quadratzahl a? in der Folge

—1+4+2-1%, +14+2-1%, —14+2-22, +1+2-2% ...
Dies fithrt uns auf a2 = —1+2-12 =1 und auf u =1 + V2.
Fall d = 3. Es ist Oq (5 = Z[\/3]; cf. Aufgabe 3.

Ist u = a+ bv3 € U(Z[V3]) "R mit a, b € Z gegeben wie in (1), dann ist Nqa)qw) = a’?—3b% e
{—1,+1}. Ferner ist b # 0, denn b = 0 hiele u = a € U(Z) = {—1,+1}, was nicht der Fall ist.

Es ist

{u, v, —u, —ut} = {a—l—b\/g, a—bV3, —a+bV/3, —a—bV3, }.
Da u das maximale Element dieser Menge ist, folgt a > 0 und b > 1.

Es gibt in U(Z[v/3]) "R~ kein kleineres Element als u, da jedes dieser Elemente eine Potenz von u ist.
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Nun ist a® = £1 + 3b2, was fiir jedes dieser Vorzeichen separat monoton in b wichst. Wir suchen also die
erste Quadratzahl a? in der Folge

—1+43-1%, 4+1+3-12, —1+3-2%2, +1+3-22,
Dies fithrt uns auf a2 =1+ 3-12 = 4 und auf v = 2 + /3.
Fall d =5. Es ist Oq( 5 = Z[3(1+ V/5)]; cf. Aufgabe 3. Schreibe a := £ (1 + V/5).
Le. es ist Og 5, = {i(a+bV5) :a,b € Z, a=2b}.

Ist u = %(a+bv5) € U(Z[a]) NR>1 mit a, b € Z und a =3 b gegeben wie in (1), dann ist No(aq(u) =
1(a® — 5b?) € {—1,+1}. Ferner ist b # 0, denn b = 0 hieBe u = 2a € U(Z) = {—1,+1}, was nicht der
Fall ist.

Es ist
1
fu ™ —u, —u ) = (5(at0VE), Sla—bvE), S(-a—bVE), (~a+bVE)} .
Da u das maximale Element dieser Menge ist, folgt ¢ > 0 und b > 1

Es gibt in U(Z[a]) "Rs1 kein kleineres Element als u, da jedes dieser Elemente eine Potenz von u ist.

Nun ist a? = +4 + 5b%, was fiir jedes dieser Vorzeichen separat monoton in b wichst. Wir suchen also die
erste Quadratzahl a? in der Folge

—4+4+5-1%, 44+45-1%, —4+5-22, +4+5.22,
Dies fiihrt uns auf > = —4+5-1> =1 und auf u = 1 (1 +V5) = a.
Fall d =17. Es ist Oq/17) = Z[3(1+ V17)]; cf. Aufgabe 3. Schreibe 8 := (1 + V/17).
Ie. esist OQ(ﬁ) z{%(a—l—b\/ﬁ) ca,beZ,a=20b}.

Ist u= 1(a+bv17) € U(Z[B])NR>; mit a, b € Z und a =, b gegeben wie in (1), dann ist Ng(g)q(u) =
1(a® = 17v%) € {—1,+1}. Ferner ist b # 0, denn b = 0 hieBe u = $a € U(Z) = {—1,+1}, was nicht der
Fall ist.

Es ist
fu ™, —u ) = (5(atWVIT), la—bVIT)., %( 0= WTT), 5(~a+ 0T}

Da u das maximale Element dieser Menge ist, folgt a > 0 und b > 1
Es gibt in U(Z[8]) N R>1 kein kleineres Element als u, da jedes dieser Elemente eine Potenz von u ist.

Nun ist a® = 44 + 17b2, was fiir jedes dieser Vorzeichen separat monoton in b wichst. Wir suchen also
die erste Quadratzahl a? in der Folge

—4 41712, 4441712, —4+17-2%, 4441722,
Dies fiihrt uns auf a? = —4 41722 = 64 und auf u = (8 + 2V/17) =4 + V1T.
Fall d =19. Es ist Oq 15, = Z[V19]; cf. Aufgabe 3.

Ist u = a+bv/19 € U(Z[V19]))NRs; mit a, b € Z gegeben wie in (1), dann ist Nqm)q) = a?—19p? €
{—1,+1}. Ferner ist b # 0, denn b = 0 hiele u = a € U(Z) = {—1,+1}, was nicht der Fall ist.

Es ist

{u, v, —u, —u '} = {a—i—b\/E,a—b\/E,—a—i—b\/ﬁ,—a—b\/ﬁ, .
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Da u das maximale Element dieser Menge ist, folgt a > 0 und b >
Es gibt in U(Z[v19]) NR~; kein kleineres Element als u, da jedes dieser Elemente eine Potenz von v ist.

Nun ist a? = 41 + 1952, was fiir jedes dieser Vorzeichen separat monoton in b wichst. Wir suchen also
die erste Quadratzahl a? in der Folge

—1419-1%, 414+19-1%, —1+19-2% +1+19-22,

Dies fithrt uns auf a® = 1 4+ 19 - 392 = 28900 = 1702 und auf v = 170 + 39+/19.

Aufgabe 54
Ad (1). Da v € U(Ok) liegt, ist Ng|q(v) € U(Z) = {—1,+1}; cf. Lemma 20.(4). Nach Lemma 15.(2) ist

Niiq(v) = v-o() -o(v) = v-|o()]*.

Da v > 1 und da |o(v)]* > 0, folgt N|q(v) > 0.

Zusammen erhalten wir Ng|q(v) = 1.

Somit ist v - |o(v)]? = 1, i.e. |o(v)| = v~ /2 = 2~ und also o(v) = ' exp(it) fiir ein ¢ € [0, 27).
Ad (2). Es ist Z[v] C Ok . Dank der Aufgaben 14.(3) und 18.(2) wird

Akiq aoen| = |Z01#/2[0]] = |Z[]* /O 0% /Ok| - |0k /Z]| = |Ak|- Ok /Z[v]?

und also

‘AKIQ,(I,’U,’UQ)l p |AK| .

Schreiben wir ¢ := cos(t), so wird

B.25
Ag =

(v— 0( ))(v —a(v))(o(v) - 5(v)))®

(22 — 2~ leit) (a2 — 2~ le~ ) (z Lo — zTe1t))2
(x* — 2w cos(t) + %) (2ix "L sin(t)))?

xt —2we+ 272)%(—4)27%(1 — )

4) (23 = 2c+273)2(1 = 2) ;.

(
(
=
=
(=

Schreibe a := 2% + 273. Da x > 1 ist, ist 2 # 0 und also 2 — 24+ 273 = (232 — 273/2)2 > 0, i.e. a > 2.
Wir erhalten

1
Z|AK| = (1- 02)(a — 20)2
Hierbei ist —1 < e¢ < +1.
Wir suchen den maximalen Wert von
fly) == (1=v*)(a—2y)?

auf —1 <y < +1. Da f(—=1) = 0 und f(+1) = 0 sind und da f(y) > 0 ist fiir —1 < y < 41, wird der
maximale Wert im Inneren dieses Intervalls angenommen. Es ist

fly) = =2y-(a—2y)* + (1 —9%)-2(=2)(a—2y) = 2(4y* —ay —2)(a—2y) ,

es ist f/(y) = 0 dort genau dann, wenn y = & (a £ v/a? + 32) ist fiir eines der beiden Vorzeichen. Wegen
a > 2ist a++v/a? + 32 > 8. Also nimmt f sein Maximum bei yo := §(a—+/a® + 32) an. Unter Verwendung
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von ayop = 4yt — 2 wird
Akl = (1-¢*)(a—2¢)?
f(yo)
(1 —y3)(a — 2y0)?
(1 —y3)(a® — dayo + 4y5)
(1 —y5)(a® + 8 — 12y5)
a? +8 — 20y2 + 12y — a’y?
a? +8 — 20y2 + 12y4 — 16y3 + 16y2 — 4
= a®+4— 4y} -4y}
= 204275 +6— 4y —4yg .

1 T | (/AN

Um, wie gewiinscht, zu zeigen, daf dies kleiner als v3 + 6 = 25 + 6 ist, geniigt es

nachweisen. I.e. wir wollen

zeigen.

Aus 22 + 273 = a folgt (2%)? —az® +1 = 0 und also 23 =

+ va? — 4) fiir eines der beiden
Vorzeichen. Wiire dieses Vorzeichen negativ, dann wire 1 < 2% = —va?—4),ie vVa?—4<a-—2,
ie a? —4<a®—4a+4, ie a <2 was nicht der Fall ist. Also ist 2® = (a + v/a®> —4). Wir erhalten

H(—a+ Va2 +32)(a+ Va2 — 4)
a+ Va2 +32)7 (—a® + a® + 32)(a + Va2 — 1)
414+ V1 +32a2)"1(1 +V1—4a72).

2(a
2(a

2|yo|$3 =

I.e. es bleibt ‘
14++v1+432a2 < 444v/1 —4a~2

zu zeigen. Es ist a=? < 1. Betrachten wir auf 0 < z < § die Funktionen g und h, die durch g(z) :=
14 1+ 32z und h(z) := 4 4 4y/1 — 4z gegeben sind, so ist g(1) = 4 = h(}), es ist g streng monoton
wachsend und & streng monoton fallend. Damit ist die gewiinschte Aussage gezeigt.

Ad (3). Da K C R liegt, ist {£1} < u(K) < p(R) = {£1}, i.e. {£1} = n(K)

Wir wihlen einen Gruppenisomorphismus {£1} x Z®+s=1) = [+1} x Z £ U(Ok) , der (—1,0) auf —1
schickt; cf. Satz 126. ~

In {£1} X Z sind genau die Elemente (+1, 1), (+1,—-1), (—1,1), (=1, —1) mit der Eigenschaft ausgestattet,
daf sich jedes Element (e,m) € {£1} x Z eindeutig schreiben 148t als Potenz von diesem Element,
multipliziert mit (+1,0) oder mit (—1,0).

Entsprechendes gilt daher in U(Of), wenn wir die vier Elemente ¢( (+1,1)), o((+1,-1)), ¢((=1,1)),

¢((—=1,—1)) betrachten. Sei @ := ¢( (+1,1) ). Dann sind diese vier Elemente gegeben durch @, @1, —,
—a~ 1. Da @ & {—1,+1} liegt, ist genau eines dieser Elemente grofier als 1. Wir nennen es v’

Somit ist 1 < v/, und es gibt fir alle v € U(Ok) genau ein m € Z mit v € {—u'™, +u"}.
Sei u € U(Ok) mit 1 < u und 4u/? 4 24 < |Ak| gegeben. Wir haben u L zeigen.

Angenommen nicht. Sei m € Z mit u € {—u™,+u™}. Dau > 1 und v’ > 1, ist m > 1 und u = ™.
Nach Annahme ist nun m > 2. Also ist

2)
Ag| < 4u®+24 < ™% 424 = 43?424 < |Ag],
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und wir haben einen Widerspruch.

Ad (4). Schreibe § := /2. Die eingangs gemachten Voraussetzungen an K sind im Falle K = Q(9) erfiillt;
cf. Aufgabe 7.

Wie in der Losung zu (3) gesehen, gibt es genau ein u € U(Of) so, dafi 1 < w ist und dafB es fiir alle
v € U(Ok) genau ein m € Z gibt mit v € {—u™, +u™}.

Ebenfalls in der Losung zu (3) gesehen, ist ein v € U(Of) mit 1 < v und 4032 + 24 < |Ag], sofern
existent, notwendigerweise gleich wu.

Wir suchen also ein v € U(Og) mit 1 < v und 403/ + 24 < 108, i.e. v < 21%/3; cf. Aufgabe 19.(2).
Seiv:i=1+0+0% Esist 1 <w.

Esist (6 — 1)(1+0+06%) = 6% — 1 = 1. Also ist v € U(Ok).

Es ist v &~ 3,8473. Es ist 212/3 ~ 7,6117. Also ist in der Tat v < 212/3.

Somit folgt u=v =140+ 0% =1+ /2 + V4.

Ad (5). Bsist f(X) = X% +2X +1. Esist f/(X) =3X2+2. Esist f/(X) =6X.

Es ist f(X) irreduzibel, da sein Bild in F5[X] mangels Nullstelle in F; irreduzibel ist.

Es hat f(X) genau eine reelle Nullstelle, genannt o, da f”(X) die Nullstelle 0 hat und f/(X) = 3X2 +2
dort positiv ist.

Seien 3 und 3 die weiteren Nullstellen von f(X) in C. Diese liegen nicht in R.. Folglich sind die eingangs
gemachten Voraussetzungen im Falle K := Q(«) erfiillt; cf. [5, §2.3.4].
Esist o® = —2a — 1 und o* = —2a2 — a.

. o . B B B o 0-1 0y
Schreibe Tr := Trq(a)|q. Es wird Tr(1) = 3, Tr(a) = ) = 0 und Tr(o®) = tr <(1) 3_%) = —4.

00—1

tr (1 0-2

0L 0

Daraus folgt auch Tr(a?®) = Tr(—2a — 1) = =3 und Tr(a?) = Tr(-2a? — a) = 8. Somit wird

A 4 Tr(1) Tr(ozZ) Tr(ozz) _d (3) g—g _ 5
KIQ, (Lava?) = det{ Trle) Mo e | = et (§=4-1) = -

Ergo ist Ag|qQ, (1,a,a?) quadratfrei, somit also Ox = Z[a]; cf. Aufgabe 18.(3).

Wie in der Losung zu (3) gesehen, gibt es genau ein u € U(Ok) so, daB 1 < w ist und daf es fiir alle
v € U(Ok) genau ein m € Z gibt mit v € {—u™, +u™}.

Ebenfalls in der Losung zu (3) gesehen, ist ein v € U(Of) mit 1 < v und 4032 + 24 < |Ag], sofern
existent, notwendigerweise gleich u.

Wir suchen also ein v € U(Of) mit 1 < v und 4v%/2 + 24 < 59, i.e. v < (35/4)%/%; cf. Aufgabe 19.(2).
Sei v:=a?+2. Esist 1 <.

Es ist a(a? 4+2) = 1. Also ist v € U(Ok).

Esist f(—3) =—% <0 und f(0) =1>0. Also ist —% < a < 0. Also ist in der Tat

v =24+a% < 225 < (35/4)%3 ~ 4,2462 .
Somit folgt u = v = 2 + 2.

Aufgabe 55

Wir machen Gebrauch von Oq(c,) = Z[(,]; cf. Satz 130.(1). Ferner werden wir Gebrauch machen von
der Methode aus der Losung zu Aufgabe 30.(2), um Primidealfaktorisierungen zu berechnen.
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Um in den zu bearbeitenden Féllen zu zeigen, daf Z[(,] ein Hauptidealbereich ist, werden wir nachweisen,
dafl dort |CI(Z[¢,])] = 1 gilt; cf. Bemerkung 69.

Ad n = 3. In der Notation von Definition 115 ist & = 2 und s = 1. Ferner ist [Aq,)| = 3; cf.
Lemma 129.(4). Somit wird die Minkowskischranke zu

AN 1 4
fQ) = <7T> Aqeen ' = 5-?31/2 ~ 1,1027 ;

cf. Definition 115. Nach Satz 118.(1) miissen fiir Elemente von Cl(Z[(3]) nur Repriisentanten
a € Ideale™ (Z[¢s]) mit |Z[¢s]/a] < £q(¢y) in Betracht gezogen werden, also nur solche mit |Z[¢s]/a] = 1,
i.e. nur a = (1). Folglich ist |Cl(Z[(3])] = 1 und also Z[(3] ein Hauptidealbereich.

Ad n = 4. In der Notation von Definition 115 ist & = 2 und s = 1. Ferner ist [Aq(c,)| = 4; cf.
Lemma 129.(4); cf. auch 23. Somit wird die Minkowskischranke zu

ko [4Y 1
fac) = 7 () g |? = 5

Al

4?2~ 12732

T
cf. Definition 115. Nach Satz 118.(1) missen fiir Elemente von CIl(Z[(4]) nur Représentanten
a € Ideale™ (Z[¢4]) mit |Z[¢4]/a] < €q(c,) in Betracht gezogen werden, also nur solche mit |Z[¢4]/al =1,
i.e. nur a = (1). Folglich ist |Cl(Z[¢4])] = 1 und also Z[{4] = Z][i] ein Hauptidealbereich.

Ad n = 5. In der Notation von Definition 115 ist k¥ = 4 und s = 2. Ferner ist [Aq)| = 5°; cf.
Lemma 129.(4). Somit wird die Minkowskischranke zu

k! 4\° Lo 3 4\ 5/
fae) = kk(ﬂ) 1Aqe|'? = 32(71) (592 & 1,6992;

cf. Definition 115. Nach Satz 118.(1) miissen fiir Elemente von CIl(Z[(5]) nur Repriisentanten
a € Ideale™ (Z[¢5]) mit Z[(5]/a] < &q(c,) in Betracht gezogen werden, also nur solche mit |Z[(5]/a] = 1,
i.e. nur a = (1). Folglich ist |Cl(Z[¢5])| = 1 und also Z[(5] ein Hauptidealbereich.

Ad n = 7. In der Notation von Definition 115 ist ¥ = 6 und s = 3. Ferner ist [Aq(,)| = 7°; cf.
Lemma 129.(4). Somit wird die Minkowskischranke zu

k! 4\ Lo 5 4N3 o/
fQier) = T <7T> NAqent? = 1 (n) 752 41295 ;

cf. Definition 115. Nach Satz 118.(1) miissen fiir Elemente von CIl(Z[¢7]) nur Repriisentanten
a € Ideale™ (Z[¢7]) mit |Z[¢7]/a| < £q(¢y) in Betracht gezogen werden, also nur solche mit |Z[(7]/a| < 4.

Bestimmen wir die Primideale p € Ideale’; (Z[(7]) mit |Z[(7]/p| < 4. Wegen Primidealfaktorzerlegung

prim
und wegen Bemerkung 92 geniigt es, diese Primideale als Hauptideale nachzuweisen; cf. Satz 63.(1).

Da Z/(p NZ) in Z[¢7]/p einbettet, muB dazu p NZ = (2) oder pNZ = (3) sein.
FallpNZ = (2). Von ®7(X) = X0+ X5+ X* + X3 + X2 + X + 1 zerfillt das Bild ®7(X) in Fy[X] als

(X)) = (XPH+X+D)IXP+ X2+t

in normierte irreduzible Faktoren; cf. auch Satz 131. Folglich ergibt sich in Z[(7] die Primidealfaktorzer-
legung

(2) = (F+G+LDNGF+E+1,2)" .
Da2/(3+(r+1)=—(2 — (3 — (2 —(rist und da 2/(¢3 + (2 + 1) = (2 + ¢4 + 1 ist, schreibt sich diese
die Primidealfaktorzerlegung als

2 = @E+a+DH(E+G+1).



185

FallpNZ = (3). Von ®7(X) = X0+ X5+ X* + X3 + X2 + X + 1 zerfillt das Bild ®(X) in F3[X] als
(X)) = (X + X+ X+ X34 X2+ X+ 1),

ist also irreduzibel; cf. auch Satz 131. Folglich ergibt sich in Z[(7] die Primidealfaktorzerlegung

Somit sind alle fraglichen Primideale als Hauptideale nachgewiesen; cf. Aufgabe 29.(1). Es ist also in der
Tat |CI(Z[¢7])] = 1 und somit Z[(7] ein Hauptidealbereich.

Ad n = 8. In der Notation von Definition 115 ist & = 4 und s = 2. Ferner ist [Aqc,)| = 28 cf.
Lemma 129.(4). Somit wird die Minkowskischranke zu

El 4V 3 4V,
fQs) = 35 <7T> NAquen |V = R <7T> 2% &~ 24317 ;

cf. Definition 115. Nach Satz 118.(1) miissen fiir Elemente von Cl(Z[(s]) nur Repriisentanten
a € Ideale™ (Z[(s]) mit |Z[(s]/a] < &q(cy) in Betracht gezogen werden, also nur solche mit |Z[(s]/a| < 2.

Bestimmen wir die Primideale p € Ideale’; (Z[(s]) mit |Z[Cs]/p| < 2. Wegen Primidealfaktorzerlegung

prim
und wegen der Bemerkung 92 geniigt es, diese Primideale als Hauptideale nachzuweisen; cf. Satz 63.(1).

Da Z/(p N Z) in Z[Cg]/p einbettet, muB dazu p N Z = (2) sein. Das Bild ®g(X) von ®g(X) = X* + 1 in
F>[X] zerfillt als
D3(X) = (X +1)*

in normierte irreduzible Faktoren; cf. auch Satz 131. Folglich ergibt sich in Z[(g] die Primidealfaktorzer-
legung
(2) = (G+1.2)" = 1-¢,2)°".

Da2/(1—(s) = (1—¢8)/(1—C(s) = (3 + (2 + (s + 1 ist, schreibt sich diese die Primidealfaktorzerlegung
als

(2) = (1-¢o)* .

Somit sind alle fraglichen Primideale als Hauptideale nachgewiesen; cf. Aufgabe 29.(1). Es ist also in der
Tat |CL(Z[¢s])| = 1 und somit Z[(g] ein Hauptidealbereich.

Aufgabe 56

Schreibe ( := (5.

Es ist Z[¢] = Oq(¢); cf. Lemma 129.(2).

Es ist n(Q(¢)) eine zyklische endliche Gruppe; cf. Lemma 124.(2).

Wir behaupten, dal u(Q(()) = (—¢) ist. Dazu haben wir p(Q(¢)) é {(—¢) zu zeigen. Es ist [{—()| = 10.
Also ist (—() gleich der Menge der Nullstellen von X'° — 1 in C.

Sei n € w(Q(()). Sei n := |{n)|. Wir haben zu zeigen, da 7 eine Nullstelle von X0 — 1 ist, i.e. daB n
ein Teiler von 10 ist. Dank der Ordnungen von n und —(¢ gibt es in n(Q(¢)) ein Element ¢ von Ordnung

m :=kgV(n, 10); cf. [5, Aufgabe 27.(3)]. Wir haben m 210 2u zeigen.
Esist Q(&) C Q(() ein Teilkorper. Also ist [Q(€) : Q] ein Teiler von [Q(() : Q] = 4. Es ist £ eine Nullstelle

von X™ — 1. In C ist also ¢ = (¥ fiir ein k € [0,m — 1]. Da [(£)| = m, ist k teilerfremd zu m; cf. [5,
Aufgabe 27.(2)]. Wihle a, b € Z mit ak + bm = 1. Dann ist (,,, = (4™ = ¢, Also ist Q(¢) = Q((m)-

Somit ist @(m) AWM [Q(Gr) = Q] ein Teiler von [Q(C) : Q] = 4. Schreibe m := 10 -m’ - m” - m" mit
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"

m', m", m'" € Z derart, dal m’ eine Potenz von 2 ist, m” eine Potenz von 5 und m'” teilerfremd zu 10.

Es wird
o(m) = @(10-m )
B.128.(3
2O p@-m) - o m) - o(m™)
= e2m)-m" 4. g(m").

Da @(2-m') > 1 falls m’ # 1 und da @(m'”) > 1 falls m"” # 1, folgt m' =1, m"” =1 und m"” =1, i.e.
m = 10. Das zeigt die Behauptung.

In der Notation von Satz 126 ist » = 0 und s = 2, und somit r +s—1 = 1. Wir haben diesem Satz zufolge
einen Isomorphismus ¢ : w(Q(¢)) x Z = U(Z[(]), der (&,0) nach & abbildet. Sei % := ¢((0,1)). Dann ist
jedes Element von U(Z[¢]) von der Form (—¢)%a® mit eindeutig bestimmten a € [0,9] und b € Z.

Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir @ ersetzen durch (—¢)*@ fiir ein a € Z. Sie bleibt auch
erhalten, wenn wir @ durch @' ersetzen.

Schreibe & : =+ (L. Esist a? +a—1=+2+(2+(+¢ 1 —1=0. Also ist & = %(—1i\/5) fiir
eines der beiden Vorzeichen. Da Re(¢) > 0, folgt & = (=1 + v/5). Also ist Q(&) C Q(¢).

Schreibe a := 2(14++v5) =a+1=(+ (' + 1. Es ist Qo) = Q(&) und Oq(a) = Z[o] ; cf. Aufgabe 3.
Esist a® —a—1=0, also a(a — 1) = 1 und somit a € U(Z[a]) < U(Z[¢]).

Esist Q(()NR = Q(«), da Q(a) € Q(¢) "R C Q(¢) und da es keine Teilkérper von Q(() gibt, die echt
zwischen Q(a) und Q(¢) liegen; cf. [5, §3.5.2].

Also ist auch Z[(]NR = Oqc) "R = Oq(¢) N Q(¢) NR = Og¢) N Q(a) = Oq(a) = Z|a]. Insbesondere
ist auch U(Z[¢]) NR = U(Z[q]).

Es besteht Gal(Q(¢)|Q(«)) aus der Identitéit und dem Automorphismus ¢ — ¢!, da letzterer o festhélt;
cf. Aufgabe 17.(1). Dieser Automorphismus ist die auf Q(¢) eingeschriinkte komplexe Konjugation, da
letztere ebenfalls ¢ + ¢(~! abbildet. Folglich bildet die Normabbildung Nq()|Q(a) €in Element w aus
Q(¢) auf ww = |w|? ab; cf. Korollar 16.(2). Diese schriinkt ein auf den Gruppenmorphismus

U(z[¢]) — U(Z[a])
v > wv.

Es ist jedes Element von U(Z[a]) von der Form a¢ oder —a* fiir ein ¢ € Z; cf. Aufgabe 53.(2). Da a > 0
und da @ - @ = |@|? > 0, folgt

an = o™
fiir ein m € Z. Nach eventueller Ersetzung von @ durch @~! diirfen wir m € Z>; annehmen.

Da «a € U(Z[¢]), ist auch umgekehrt
o = (=¢*u’
fiir ein k € [0,9] und ein ¢ € Z.

Einsetzen gibt
o™ = (@n)" = (=) Fa(-0)fa = o?.

Also ist m¢ = 2. Somit ist (m, £) = (1,2) oder (m, ) = (2,1).
Wir setzen noch u := (—¢)*@ mit noch zu spezifizierendem ¢ € Z. Damit wird

77 m

uun = o
(_Okft@ué.

Falls (m,£) = (2,1) ist, setzen wir ¢t = k. Es folgt o = w.
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Falls (m, £) = (1,2) ist, unterscheiden wir folgende Unterfille.

Unterfall k =2 0. Wir setzen ¢t = k/2. Es folgt « LyaZ u?, also u = @ reell, also |u| eine ganzzahlige
Potenz von a, was wegen |u| = a!/2 nicht geht. Dieser Unterfall tritt somit nicht ein.

Unterfall k =2 1. Wir finden ¢ € Z mit ¢t = (5 — k)/2. Es folgt « Ly a2 -2 alsou=—q, ie
u € iR Unter Verwendung der Z-linearen Basis ((~2,(~1, ¢!, ¢?) von Z[(], die sich aus der Z-linearen
Basis (¢Y, ¢!, ¢?,¢?) von Z[¢] durch Multiplikation mit ¢ und Umsortieren ergibt, schreiben wir u =
224y ¢t + 2¢2 mit y, i, 2, 2 € Z und erhalten

ZIC_Q'HZ/IC_l _’_ycl +Z<2 =y = -7 = _Z/CZ_y/Cl_yc—l_ZC—Q
ie.
u = y(¢' =T+ -
Nun gilt

—(C+¢T) = —a
u2
= (W' = ¢ +2(C-¢?))7?
(P =24+ 292(C - =+ + 22 -24+¢7Y)

= PRICHCTH+3(C+C?) +2y2((C+ ) = (C+ ) + 26+ +2(C + ¢

und also, durch Koeffizientenvergleich,

-1 = 2y%>—2yz+322
—1 = 3y?+2yz+222.

Aus letzterer Gleichung erhalten wir
—3 = 2 Hyz+ 3y’ = (2439 + 57,
was nicht geht fiir y, z € Z. Dieser Unterfall tritt somit auch nicht ein.

Somit ist o = u gezeigt.

Wie das urspriingliche @ hat nun auch v = « die Eigenschaft, daf jedes Element von U(Z[¢]) von der
Form (—()%a® ist mit eindeutig bestimmten a € [0,9] und b € Z. Insbesondere ist, setzen wir wieder
a=(+¢ M+,

UZIG]) = {(=G)" (G + G +1)" : a€0,9], beZ}

eine Beschreibung von U(Z[(5]) wie gesucht.

Aufgabe 57
Schreibe ¢ := p®~!. Schreibe ¢ := (,, . Schreibe z := (¢* : i € [0, (p — 1)g — 1]).

Wir wiederholen einiges aus dem Beweis zu Lemma 129, manches in etwas préziserer Form.

o,X) = (JJx -y => ] x-=¢h,

keU €U keU~{£}

Es ist

fiir m € U also

o™ = JI =M.

keU~{m}

)
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Schreibe ¢ := (p — 1)g((p — 1)g — 1)/2. Wir erhalten

Aq(o) be121:2) AqulQ.z
=8 I cco, k<€(€£ —(M)?
= (=D ILner [revfmp @™ —¢M
= (_1)theU pq(Cm)
K.16.(2)

(=1)'Nq(¢)|(®,(C)) -

Aus $,,(X)(X9—1) = XP? — 1 folgt durch formales Ableiten
(I);)q(X)(Xq — 1) 4 ©pe(X) 'qu_l = qupq_l

und also .
pgC "

(I)/pq(g) = Cq_la

cf. [5, Aufgabe 11].
Es ist Gal(Q(¢?)|Q) ~ U(Z/(p)) und pea,q(X) = ®p(X) = )){;’:11 ; of. Aufgabe 17. Also wird

i L.14 X+1)P-1 ;
i€[l,p—1] i€[0,p—1]

Vergleich der konstanten Terme gibt
K.16.(2) ; _
No(oq(¢?—1) = II € =1 =(1"p.

Gemés Korollar 16.(2) und Lemma 19.(2) ist

Noq(¢? = 1) = NoenieNg@aen (€ —1)) = Naeag((¢! —=1)9) = (=1)#~Hps.

Analog ist der konstante Term von ®,,(X) gleich 1 und also

Nqa(¢) = (1),

Es folgt
Aqry = (=1)'Nqa(®p(<))
= (-1)'Nogq (%)
— (=)t (pg) V7. (—1)P=Da. (—1)@-Dap=a
( ]_)tpq(ap a— 1) .
Fall p = 2. Es wird
1
= EQ(q_l) =2 6a,1-
und also
AQ(CQ(—Y) — (_1)3a,1pq(0¢p7a71) _ (_1)3%12201—1(&71).

Fall p > 3. Es wird

t 3((pg —q)(p qqul))
= 30 —pi® —pi® +¢* —pg+q)
= @ -p@+(—p+1)(+0)
= 3(*-p)
=2 %(p 1).
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Wir erhalten .
1)(p—1)/2pq(cw—a—1) - (_1)(p—1)/2ppa (ap—a—1)

Aqge) = (=
Aufgabe 58

Ad (1). Der Gruppenmorphismus
pr _r, pr
z+(p) = 2%+ (p)

hat den Kern (—1+ (p)) = {1 + (p),—1 + (p)}, da das Polynom X2 —1 = 0 in F, genau diese beiden
Nullstellen hat.

Sein Bild ¢(F,*) = (F))? ist also isomorph zu F)*/{—1+ (p)). Daher ist |(F)})?| = (p —1)/2.
Es ist F) >~ Cp,_1; cf. [5, Aufgabe 27.(5)]. Wihle g € Z \ (p) mit

F = (g9+(p) -

Unter dem Gruppenmorphismus
B - B
w4 (p) = 224 (p)

wird g 4 (p) abgebildet auf ein Element der Ordnung 2; jedes Element wird abgebildet auf ein Element
der Ordnung 1 oder 2; cf. [5, Aufgabe 27.(2)]. Also ist

O(ES) = {1+ (p)) = Kern(p).

Es bildet 1 o ¢ alle Elemente auf 1+ (p) ab; cf. [5, Aufgabe 11.(1.c)]. Folglich ist ¢(F,) € Kern(¢). Da
(B3] = (p— 1)/2 und anch | Kern()| = [Ex /I4(F)| = (p — 1)/2, folgt

(F,)? = @(F)) = Kern(y).

Sei a € Z \ (p). Es ist ¢(a) = 1+ (p) genau dann, wenn a € (F;)* liegt, i.e. wenn () =1 ist. Es ist

¥(a) = =1+ (p) genau dann, wenn a & (F)*)? liegt, i.c. wenn (£) = —1 ist. Jedenfalls ist somit

Bl

a? V24 (p) = Pla) = (5) + (1)

Seien a, b € Z \ (p). Es wird

(B +@ = (& +ENE)+®
= (ap 1)/2 +(p ))(b(P 1)/2 +(p))
(ab (r—1)/2 + (p)
= (@) + O,

und also auch

da {-1,4+1} = Z/(p), x — x + (p) injektiv ist.
Wiihle fiir jedes a € Z \ (p) ein a* € Z \ (p) mit a* + (p) = (a + (p))~', i.e. mit aa* =, 1. Es wird
(£)(3) = (57) = (3) = 1, und somit () = (3)-

»/\p P p P P

Ad (2). Schreibe @ := a + (p) fiir a € Z. Schreibe U := U(Z/(p)) und U#! := U(Z/(p)) ~ {1}.
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Sei wieder F = (g + (p)) fiir ein geeignetes g € Z . (p). Es ist

- Zc-‘r(P)EU (%) = (%) Zc+(p)eU (fa)

und also -\ ) v (%) =0,1e > | pevn (%) = 7(%) =-1.

Damit wird

ceU#1 (;) ZBEU CIE(C_D) + (ZBGU (%)CO))
ceU#1 (;) Z(ieU Cg) +(p— 1))
Yeeva (5)) (0 —1)

1 17

[
—~

Ad (3). Dank (2) gibt es in Q((,) eine Nullstelle des Polynoms X? — (%)p

Also liegen beide komplexe Nullstellen dieses Polynoms in Q((,), namentlich +, / (_71) pund —,/ (_71) P,

welche Wurzel man in C dazu auch immer gewéhlt hat.

Somit ist Q( (%)p) ein Teilkdrper von Q(¢p).

Aufgabe 59

Ad (1). Esist (33) = (—1)®371/2 = —1; cf. Aufgabe 58.(1).

Gemif Aufgabe 58.(3) ist Q(4/(53)23) = Q(v/—23) ein Teilkérper von Q((z3).
L.129.(2

Ad (2). Esist Oq(cyy) = ) Z[(23). Es ist ferner

A.5.

&

2)
0Q(cas) = TQ(cas) () I9(cas) Tq(v=23)(Z)) = IQ(ces)(Oq(y=23)) -
Geméfl Aufgabe 47.(1) ist Cl(Oq(,/=23)) =~ Cs..

Insbesondere ist 3 = |Cl(Oq(,/=23))| teilerfremd zu [Q((23) : Q(v/—23)] = 11.
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Wir kénnen also Aufgabe 50.(3) zum Einsatz bringen und erhalten den surjektiven Gruppenmorphismus

N —23
CUZ[C]) 22000 CUOgy=s3)

b No@saw==) ")

Sei [g] ein Urbild eines Elements der Ordnung 3 unter diesem Gruppenmorphismus. Dann ist 3 ein Teiler
der Ordnung von [g]. Folglich ist 3 ein Teiler der Ordnung von C1(Z[(s3]).

Insbesondere ist |Cl(Z[¢23])| > 1 und folglich Z[(23] kein Hauptidealbereich; cf. Bemerkung 69.(1).

Aufgabe 60

Ad (1). Zunéchst ist Agc,,) = A‘é -Aa(<5) ; cf. Satz 130.(2).

(¢s)

Das Vorzeichen von Aq(¢,) und von Aq¢,) spielt also keine Rolle, es geniigt also, mittels Lemma 129.(4)
festzustellen, daBl |[Aq¢y)| = 2% und [Aq(c,)| = 57 ist.

So erhalten wir Aq(c,,) = 2°2 - 5'2.
Ad (2). Wir schreiben ¢ := (40 -
Es ist ®40(X) = X106 — X124+ X8 — X4 4+ 1.

Das Bild von ®40(X) in F»[X] zerfallt gem&f Satz 131 in d = 1 normierten irreduziblen Faktor von Grad
f = 4 mit Exponent e = 4. In der Tat wird

X0 X2 Xx8 X141 = (X' + X3+ X2+ X +1) € BRX]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in F»[X]. Das liefert die Primidealfaktorzerlegung

2) = ("+3+C+¢+1,2)".

Das Bild von ®40(X) in F3[X] zerfallt geméB Satz 131 in d = 4 normierte irreduziblen Faktoren von Grad
f =4 mit Exponent e = 1. In der Tat wird

X0 x2px8 X441 = (XX XD (XXX H1) (XX X211 (X - X34 X2 41) € Fy[X]
die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in F3[X]. Das liefert die Primidealfaktorzerlegung

(B) = ((*+C+HCHLCH+E-C+L3CHE+EHLNC -C+E+1,3).

Das Bild von ®40(X) in F5[X] zerféllt geméf Satz 131 in d = 2 normierte irreduziblen Faktoren von Grad
f = 2 mit Exponent e = 4. In der Tat wird
X160 x12 4 x8 X141 = (X2 4+2)4X%2-2) € F5[X]

die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren in F5[X]. Das liefert die Primidealfaktorzerlegung

(5) = (C*+2,5)%(¢*—2,5)".

Ad (3).

1. Damit das Bild von ®40(X) in F,[X] irreduzibel ist, sollte, in der Notation von Satz 131, d = 1 und
e =1 sein.

Fiir e = 1 brauchen wir p & {2, 5}.
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Fiir d = 1 brauchen wir dann f = 16. Die Restklasse von p in Z/(40) sollte also in U(Z/(40)) von
Ordnung 16 sein.

Nun ist aber U(Z/(40)) ~ U(Z/(8)) x U(Z/(5)) ; cf. Bemerkung 128.(3). Nun ist aber U(Z/(8)) =~ C3 x C;
und U(Z/(5)) ~ Cy4. Jedes Element in U(Z/(40)) hat also eine Ordnung, die 4 teilt.

Somit gibt es keine Primzahl p, fiir welche das Bild von ®49(X) in F,[X] irreduzibel ist.

2. Damit das Bild von ®40(X) in F,[X] in Linearfaktoren zerfillt, sollte, in der Notation von Satz 131,
f =1 sein.

Die Restklasse von p in Z/(40) sollte also in U(Z/(40)) von Ordnung 1 sein. Dies ist genau dann der Fall,
wenn p =49 1 ist.

Somit zerféllt das Bild von ®40(X) in F,[X] genau dann in Linearfaktoren, wenn p =40 1 ist.

Dies ist e.g. fiir p € {41,241,281, 401,521, 601, 641,761,881} der Fall.

Aufgabe 61

Schreibe O, = Z[y] fiir ein geeignetes y € Or, , was nach Voraussetzung moglich ist.
Sei p € Z~( prim.

Wir verwenden die Bezeichnungen von §4.2.2 im Falle A =7Z, K = Q und p = (p).

Es ist Gq/1q ~ Gal(B|A) ; cf. Satz 143.(2). Da A ~ F, ist und B|A eine endliche Kérpererweiterung nach
Aufgabe 43.(1), ist Gal(B|A) zyklisch; cf. [5, §3.6].

Damit (p) beziiglich K|Q Zerlegungsbreite d = 1 hat, sollte Lgec = K, i.e. Gq = G sein; cf. Satz 143.(1),
Definition 137.(1), [5, §3.5.2].

Da G nichtzyklisch ist, sollte wegen G /I, zyklisch dazu I # 1 sein, i.e. e > 1; cf. Satz 143.(3).
Letzteres kann aber nur der Fall sein, wenn p ein Teiler von Ay g o, pe-1) ist.

Nun hat aber Ay g (0,... p¢-1) nur endlich viele Primteiler.

Aufgabe 62
Wir schreiben auch L := Q(4,¢), M := Q(d) und K := Q. Also L|M|K.

Ad (1). Es ist ps x(X) = X® — 2; cf. Losung zu Aufgabe 7.(1). Also ist psi1,x(X) = (X —1)3 —2 =
X3 -3X2+3X -3.

Insbesondere ist (6§ +1)((6+1)2=3(6+1)+3(6+1))=3,ie. (§+ 1)L =L1((6+1)2-3(0+1)+3) =
(62 —6+1).

Esist pe g (X) = P3(X) = X2+ X + 1. Also ist pre—1,x(X) = (X +1)2+ (X +1)+1=X2+3X +3.

Es sind Q(¢)|Q und Q(6)|Q linear disjunkt. Denn es ist Q(d, ¢) ein Kompositum von Q(¢)|Q und Q(4)|Q
vermége der Einbettungen, und es ist [Q((,d) : Q] =6=2-3=[Q(¢) : Q] - [Q(Y) : Q]; cf. Lemma 44.

Also ist auch pe—1, 0 (X) = pe—1,qs)(X) = X% 43X + 3; cf. Definition 43.
Sei

3
I
Sh |y
+ 1 |
= =

Es ist
pr (X)) = py.qes)(X)
(+DX)2+3((6+1)X)+3)(6+1)2
= X2+ (2 -6+1D)X+L(2-0+1)2% = X2+ (2 -0+ D)X+ (02-1).
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Schreibe A := Z, C := Op und B := Op; cf. Aufgabe 19.(2). Es ist C = Z[d], und dies ist ein
Hauptidealbereich ; cf. Aufgaben 19.(2) und 48.

/L
B /M
C /K
A
. A.5.(2)
Somit ist n € IL(C) =Ty (T (4)) = "Ip.(Z)=0L =B.
Esist S = (C+1) 52 = (¢ + L.
Also wird
_1)2
Anpra "2 (G4 D= = (@ = G = G2+ D0 ) = 182,
Es ist
Nar(1—8%) "2® q_ e - o)) - (202 = 1-65 = —3.

Also ist 1 — 62 € C irreduzibel. Da C ein Hauptidealbereich ist, folgt 1 — 62 prim; cf. Aufgabe 2.(2).
Es wird

Cly) € B € B*C C Cy*c;
cf. Bemerkung 30, Lemma 31, §2.3.4.

Esist y = (91, y2 ) := (1,7n) eine C-lineare Basis von C[n]. Sei g = (g1, g2 ) eine C-lineare Basis von B
cf. Lemma 33.

Sei y' = (91, y3) die zu y und ¢’ = (g7, g5 ) die zu g duale Basis beziiglich der Spurbilinearform von
L|M ; cf. Lemma 22.

Schreibe y; = 3 ¢y 91 95 85, fiir @ € [1, 2], wobei S = (s;,5)i,; € C?**2. Le. S ist die beschreibende Matrix
der C-linearen Einbettungsabbildung C[n] < B beziiglich y und g.

Wir behaupten, daf fir i € [1,2]

!
92 = Z Suyé

j€llin]
ist. Fiir k € [1,2] wird auf der einen Seite
Trrn(9i-yk) = iz Trome(9i- 95085k = 2 jepno i Sik = Sik s
auf der anderen Seite
Trone (X jepno 865 Y5 Uk) = 2jeing Sid DoY) yn) = Dieng 5 Ok = Sik s

also beidesmal dasselbe. Dies zeigt die Behauptung, da die Spurbilinearform nichtausgeartet ist ; cf. Lem-
ma 22. Le. S' ist die beschreibende Matrix der C-linearen Einbettungsabbildung B#¢ < C[n]*¢
beziiglich g’ und y'.
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Schreibe g; = 32199 dj fir @ € [1,2], wobei D := (d; ;);,; € C***. Le. D ist die beschreibende
Matrix der C-linearen Einbettungsabbildung B < B#¢ beziiglich gund ¢

Wir behaupten, daf fiir i € [1,2] sich d; j = Trzja(gs - g5) ergibt, mithin also ALIM,g = det(D). Fiir
i, k€ [1,2] wird
Trom (e, 95 Trom (96 - 9))gk) = 2jep,o Troim(gi - 95) Trrine (g5 - gx)
Zje[l,Q] Trra(gi - 95)05.k
= Trrn(gi - 9x) -

Da die Spurbilinearform nichtausgeartet ist, folgt >_.c(y o) 95 Trrja(gi - g;) = gi fiir @ € [1,2]; cf. Lem-
ma 22. Dies zeigt die Behauptung.

Da die Einbettung C[n] < C[n]#:C die beschreibende Matrix S*DS besitzt beziiglich y und y’', wird
genauso Ap(yy,, = det(S*DS) = det(S)? det(D).

Da aber Apjp,y =1 — 62 prim ist, folgt, daB det(S) € U(C) liegt; cf. Aufgabe 2. Also ist die Einbet-
tungsabbildung C[n] < B bijektiv, i.e. C[n] = B. Mit anderen Worten, es ist

Oqu¢) = O = B = Cn] = Z[§,n] .
Insbesondere ist b := (1°0°,n°6*,7°6%, 6%, n'é", 7' 6?) eine Z-lineare Basis von Ogqs.c) -
Cf. Aufgaben 18 und 14.

Beachte auch Z[5,¢] C B, dan € B, aber n = (§ + 1) — (6 + 1)~ ¢ Z[5,(], da 6 +1 ¢ U(C), da
Nasg (8 +1) = 3 ¢ U(A), wie wir 541,k (X) entnehmen; cf. Lemma 14.

Nach Satz 100.(2) und Lemma 96 wird, als Ideale in Z,

L.96
(ALik,n) = dL|K,A
S.100.(2)
= Nourix (Oriae) - 0?\4\1@4
L.96

= Nonx ((Ariae,am)) - (Aar,a,662))
A.19.(2), B. 86.(3

OB Nac (D)) - (—22 332
(=3) - (—22-3%)?
(24.37).

@
°

In anderen Worten, es ist
Aqu.o)| = |Ar] = 2*-37.

Beachte, dal wir wegen Aq(¢) = —3 und Ags) = —108 nicht teilerfremd den Satz 48 nicht zur Anwendung
bringen kénnen. Und in der Tat ist sowohl

Z[5,¢] € Oqs,0)
als auch
|AQ(5,n)‘ — 37 .94 £ 39 .04 — (33.22)2 .33 — |AQ(5)|[Q(C):Q] . |AQ(O‘[Q(5):Q] ,
so dafl die Aussagen des Satzes hier in der Tat nicht zutreffen.

Ad (2). Wir gehen in zwei Schritten vor, zerlegen zunichst (5) in Z[§] = O und dann das Resultat
weiter in Z[0, 7] = Op, , unter Verwendung der Losung zu Aufgabe 30.(2).
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In Fs[X] ist
X3 -2 = (X+2)'(x?2-2x —1)!

die Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren. In Z[d] erhalten wir also die Primidealfaktorzerlegung
(5) = (642,5)(62 —25 —1,5) .
Wir haben Kérperisomorphismen

Z[o]/(6+2,5) —= F[X]/(srx(X),X+2) —> Fs
§ — X — -2

In (Z[6]/(6 + 2,5))[X] haben wir das Bild von p,a(X) = X2 + (0> — 5 + 1)X + (62 — 1) unter der
koeffizientenweisen Restklassenabbildung in normierte irreduzible Faktoren zu zerlegen. Unter dem koef-
fizientenweise angewandten ebengenannten Isomorphismus wird dieses Bild zu

X2+ (-2 = (-2)+ DX +((-2)*-1) = X*+2X —2.
In F5[X] haben wir die Faktorisierung
X2 42X -2 = (X2 42X —2)!
in normierte irreduzible Faktoren. Also erhalten in Z[d, 5] die Primidealfaktorzerlegung
(6+2,5) = (6+2,5)".

Schreibe q := (6 + 2,5). Damit ist der Verzweigungsindex von (5) beziiglich L|K gleich 1, denn die
Zerlegung des anderen Faktors (62 — 2§ — 1,5) in Z[d, 7] kann nicht das Primideal (§ + 2,5) enthalten,
wie der Schnitt mit Z[d] zeigt.

Wir erinnern an Gal(L|K) = {7; : i € [1,6] } = S (nach Identifikation) aus der Losung zur Aufgabe 7.(1).
Es beldBt 74 die Erzeuger von (6 + 2,5) C Z[d,n] und bildet damit dieses Ideal auf sich ab. Also ist
74 € Gq4. Es kann aber nicht G4 = S3 sein, da diesenfalls dank Lemma 138.(1) das Ideal (5) in Z[0, n]
Zerlegungsbreite 1 haben miifite, was schon in Z[6] nicht der Fall war. Also mu8 G4 = (74) sein.

Da S3 = Gq UGy U 3Gy ist, haben wir dank Lemma 138.(1) in Z[6, ] die Primidealfaktorzerlegung
(5) = a" (@) (@) = (042,5)(C6+2,5)"(C*0+2,5)".

Somit ergibt sich die Zerlegungsbreite von (5) zu

d =3
Da der Verzweigungsindex

e =1
ist und da def = [L : K] = 6 sein mu$, folgt

f=2;

cf. Lemma 138.(4).

In der Tat ergibt auch eine direkte Rechnung in Z[4, )

(¢64+2,5)(¢%6+2,5) = (82—20+4,5¢5+10,5¢%5+ 10, 25)

(

(62 —26+4, (62 —20+4)(+2), 5¢(5 + 10, 5¢25 + 10, 25)
= (82-25+4,10,5¢5 +10, 525 +10, 25)

(

(

82 —25+4,10, 5¢6 + 10, 5¢26 + 10, 5)
§2-26-1,5),

und wir haben so in der Tat den anderen Primidealfaktor der obengenannten Zerlegung von (5) in Z[4] dann
im Ring Z[§, ] weiter in zwei Primidealfaktoren zerlegt.
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Aus (1) wissen wir bereits, dafl (5) teilerfremd zu |Aps| = 108 ist, der Verzweigungsindex aller Primide-
alfaktoren von (5) beziiglich M|K also gleich 1 ist; cf. Lemma 136.

Ferner ist (Apja, (1,7) = (1 — 02) teilerfremd zu (6 4 2,5) und zu (6% — 26 — 1,5), da ansonsten die
Idealnormen beziiglich M |K einen gemeinsamen Primidealfaktor in Z héitten, diese sind aber auf der einen
Seite gleich (3), auf der anderen Seite jeweils eine Potenz von (5) ; cf. Aufgabe 34.(3) oder Aufgabe 43.(1)
(genauer, (5') resp. (52)). Also haben beide Faktoren (§ + 2,5) und (62 — 2§ — 1,5) beziiglich L|M den
Verzweigungsindex 1; cf. Lemma 136.

Insgesamt hat (5) beziiglich L| K den Verzweigungsindex 1 — wie unsere direkte Rechnung ja auch bestétigt
hat.

Ad (3). Sei, wie in (2), das Primideal q = (6 + 2,5) C Z[d,n] betrachtet. Es ist, wie dort ermittelt,
G4 = (14). Also ist der Zerlegungskérper von q beziiglich L|K gegeben durch
Lgec = FiXGq(L) =M = Q(5)7

cf. Aufgabe 7.(1).
Ferner ist [L : Lipert] = € = 1; cf. Satz 143.(3). Also ist

Linet = L = Q(57 C) :

Ad (4). Die Aussagen sind falsch. Wir haben mit (1,2, 3) unter Beibehaltung der dortigen Notation nun
folgendes Gegenbeispiel.

Esist K=Q, A=7Z, L=Q(5,¢) =Q(d,n), B="2Z[0,n], Lacc = Q(6) und Bygec = Z[d].
Sei p = (5) € Ideale A). Wir haben q = (0 + 2,5) gewéhlt.

prlm(
Sei t = (62 — 26 — 1,5). Es ist der Triigheitsindex von t beziiglich Lqec|K gleich 2.

Die Zerlegungsbreite von (5) beziiglich L|K ist gleich d = 3. Die Zerlegungsbreite von (5) beziiglich
Lyec|K ist dagegen gleich 2.

Aufgabe 63
Ad (1).
Schreibe G := Gal(Q(¢)|Q). Schreibe K := Q und L := Q(().

Unabhdngigkeiten von der Wahl. Seien q und q Primideale von B, die 3 enthalten, die also in der Prim-
idealfaktorzerlegung von (3) auftreten; cf. Aufgabe 29.(1).

Geméfl Lemma 138.(1) gibt es ein 0 € G mit o(q) = q. Dann gilt fiir die Zerlegungsgruppen

Gy = Go

(peG : pola) = o)}
(peG o pola)=a}
{peG:o07tpoe Gy}
{peG:pecgoGqoot}
0Gqo™!

Da aber G abelsch ist, folgt Gg =00 Gqo0™' = Gy.

Fiir die Zerlegungskorper gilt entsprechend Lgec,q = Fixg,(L) = Fixg,(L) = Lgcc,z; cf. Definiti-
on 137.(1).
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Nun gilt ferner fiir die Trigheitsgruppen

i = L

{peGoq) : p(b) =5(q) bfiirbe B}

= {p€Goq : pb)—beco(q) firbe B}

{peGoyq : o7 (p(b) —b) cqfirbe B}
{pEUoG 00_1:0_1(p(b))5q _(b)furbGB}
{1€Gq: 0 (ocoToa 1)(b)=q0 ) firbe B}
{TEG : (_1(b))qu ()furbEB}
{r€Gy:7()=qbfirbe B}

I,

=
[\~

(R
=
=
=

selbst ohne G abelsch verwendet zu haben.
Fiir die Trégheitskorper gilt entsprechend Linert,q = Fixr, (L) = Fixy, (L) = Linet,q ; cf. Definition 137.(1).

Berechnung von Zerlegungs- und Trigheitskorper. Es ist ®o4(X) = X8 — X%+ 1 € Z[X]. Die Zerlegungs-
parameter sind, in den Bezeichnungen von Satz 131, Verzweigungsindex e = 2, Trigheitsgrad f = 2
und Zerlegungsbreite d = 2. Damit im Einklang hat sein Bild ®54(X) in F3[X] folgende Zerlegung in
normierte irreduzible Faktoren.

Poy(X) = XP - X441 = X3 42X +1 = (X*+1)? = (X2+X - 1)2(X? - X - 1)? € F[X]
Folglich erhalten wir die Primidealfaktorzerlegung in B
(3) = ((*+(-1,3)*(¢*~¢~1,3)°
cf. Losung zu Aufgabe 30.(2). Wihle q := ({2 + ¢ — 1, 3).
Wir haben den Isomorphismus
Blg = BIX)/(X*+X-1)
(+q — X+(X2+X-1)
cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).
Schreibe U := {1,5,7,11,13,17,19,23}. Schreiben wir o; : L = L, ¢ + ¢* fiir i € U. Dann ist
G ={o;,:1€U};
cf. Aufgabe 17.(1). Die Zerlegungsgruppe wird
Gq = {oeG:0o(q)=qa}

T oG o(q) Ca)

= {oeG:0(C*+(¢(-1)€eq}

= {o;€G:ieU,(*+(—1€q}
¥ Isom

{o;€G:ielU, X*"+X"—1€(X?*+X —1)in F3[X]}
= {o1,011,017, 019 } .
A priori ist [Lgec : K] = d = 2; cf. Satz 143.(1). Ferner ist Lqec = Fixg, (L) 3 01(¢) + 011(¢) 4+ 017(¢) +

019(¢) = —¢% — (3 +¢ von Minimalpolynom p_¢s_¢s4¢(X) = X2 +2. Folglich ist bereits Lgec = Q(v—2),
wobei wir v/—2 mit —¢° — ¢ + ¢ identifizieren wollen.

In den Bezeichnungen von Definition 137 ist also Bgec = Z[v/—2]; cf. Aufgabe 3.
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Schreibe Ugee = {1,11,17,19}. Die Trégheitsgruppe wird

I, = {oeGy:0(b)=qbfirbe B}
= {oeGq:0(Q)=(}
= {0:i€G :i€Ugec, ("=}
{0, €G :i€Ujec, (" —CE€q}
{0:€G i€ Ugec, X' — X € (X2 + X —1) in F3[X]}

= {017017}'

¥ Isom.

A priori ist [L : Linert] = € = 2; cf. Satz 143.(3). Ferner ist Liners = Fixy, (L) ¢3,da3-17 =51 =94 3.
Es ist [Q(¢?) : Q] = [Q(() : Q] = 4; cf. Aufgabe 17.(1). Folglich ist [L : Q(¢3)] = 2. Also ist bereits
Liners = Q(CS)

In den Bezeichnungen von Definition 137 ist also Binert = Z[C?’] ; cf. Lemma 129.(2).
Ad (2). In F3[X] haben wir die folgende Zerlegung in normierte irreduzible Faktoren.
X242 = (X -1)(X+1) € F[X].
Folglich haben wir in Bge. = Z[v/—2] die Primidealfaktorisierung
B) = V-—2-1,3)(V-2+1,3).
cf. Losung zu Aufgabe 30.(2). Dabei ist /—2—1 = —(°—(3+(—-1 € q,da —X°—- X3+ X -1 € (X2+X 1)

in F3[X]. Folglich ist

Jdec = (V_2_17 3) = (V_2_1)7
wobei letzteres wegen (v/—2 — 1)(—v/—2 — 1) = 3 gilt.
In der Tat ist vq,..((3)) = 1, wie in Satz 143.(1) behauptet.

Ferner ist Byee = Baec/(vV—2—1, 3) = F3[X]/(X —1) = F3, wobei v/—2 auf X und dann auf 1 abgebildet
wird; cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).

Ad (3). Esist pes (X) = X*+1. In Q(v/—2)[X] haben wir dann X*+1 = (X2—-X/-2-1)(X?+X/—2—
1). Esist ((*)?24+vV=2-1=("+3(-¢"-¢3+¢)—1=0, und also Hes qy=2)(X) = X2+ XV/-2-1.
Sein Bild fi¢s q(,/=5)(X) in F5[X] zerfillt wie folgt in ein Produkt normierter irreduzibler Faktoren.

s qv=2)(X) = (X2+ X -1)! € R[X].
Folglich haben wir Biyers = Z[¢?] die Primidealfaktorisierung
Binertddec = (V=2 1) = Ginert ;
cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).

In der Tat wird dies von Satz 143.(2) so ausgesagt.

Ferner ist Binert = Binert/(V—2—1) 5 B[T]/(T?*+T—1), C+(V/=2-1) = T+ (T?*+T —1); cf. Losung
zu Aufgabe 30.(2). Schreibe darin t :== T + (T? + T — 1). Es wird also (3 + (v/—2 — 1) ~ t abgebildet.
Ferner ist F3[T]/(T? + T — 1) = F3(t) ~ Fy. Darin gilt t> =1 —¢.

Ad (4). Bs ist ¢® —¢*+1 = 0 und also ¢*° — (% + ¢? = 0. Folglich ist p¢ q(¢s)(X) = X% +¢°X — (%, Sein
Bild fi¢c,q(¢s)(X) in Fs(t)[X] zerfillt wie folgt in ein Produkt normierter irreduzibler Faktoren.

ficqesy(X) = X248X —12 = X242+ DX +(t—1) = (X + (t+1))?
Folglich haben wir B = Z[(] die Primidealfaktorisierung
qunert = (\/j2_ 1) = (C—f— CS + 1, 3)2 ;
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cf. Losung zu Aufgabe 30.(2).
Somit muB ({2 + ¢ —1,3) =q= (¢ + 3+ 1, 3) sein. Zur Probe verifizieren wir zum einen

C+C+1 = -1+ (-1)+3C € (C+¢-1,3),
zum andern

CHe-1=((-C-C-NEHEFD 3T +CHEH -1 € (+P+1,3).
Ferner ist nun Biners = q° = q° erkannt, wie von Satz 143.(3) ausgesagt.

Aufgabe 64
Schreibe @ := a + (p) fiir a € Z. Sei, wie in Aufgabe 58, 7:= 3", 12/, (%)Cg.
Nach Aufgabe 58.(1) ist fiir b € Z ~ (¢)

Zum einen wird also o
Tt = (3=
B C O
p—1 £—
= =)= (R).
Zum anderen wird, unter Verwendung dessen, dafl Potenzieren mit ¢ den Frobenius-Ringmorphismus auf
dem Ring Z[(,]/(¢) liefert, cf. [5, A.24.(1)],

a\?
™ = ZaEU(Z/(p)) (5) ng
Z&EU(Z/(p)) (%)Cgé
(5) Zacvz/on (9)6°

o (;%)Zéeu(z/(p)) (%)Cg
= G

Multiplikation mit 7 liefert

) = ().

A.58.(2
8.(2) (=1)p #¢ 0, repriisentiert 72 ein invertierbares Element von Z/(¢) und damit auch ein

Da 72
invertierbares Element von Z[(,]/(¢). Somit wird

DT = (5)
Wegen ¢ > 3 folgt

und also
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