G. Nebe, M. Kiinzer
Algebra I, WS 04/05
Losung 6

Aufgabe 25.

Sei zunéchst angemerkt, dafl Aut G auf (Aut G)x U (Aut G)y in der Tat treu operiert, da ein Automorphismus, der z und
y festlalt, notwendig die Identitét ist. In anderen Worten, es ist Aut G —> S(aut @)zu(Aut @)y injektiv.

Sei ferner angemerkt, daf aus G T@> G folgt, daB Aut G =+ Aut G vermoge o —» poaoph

(1) (a) Wir erstellen zur Durchfithrung des Bahnenalgorithmus fiir die Operation von F' = (g, h) auf G folgenden

Baum. Redundante Normalteilererzeuger (also z.B. ein Konjugierter eines bereits aufgetretenen Erzeugers)
werden mit ‘red.” gekennzeichnet.

Relator g2

(1,2,3,4)
red.

(1,3)(2,4)
Relator (gh)*

Relator h?

So war das eigentlich gedacht. Die in Text gefaflten Losungen zu den Aufgaben 9 und 13 sollten die Prozedur des
Erstellens eines solchen Baumes (oder wahlweise eines Graphen) darlegen — was mancherorts zu Miverstindnissen
fiihrte.

Es folgt der Isomorphismus

G = (g.h : g2 0% (gh)") = ((1,2)(3.4), (1,3)) = G
g (1’2)(374)
h +— (1,3)

(b) Es ist o
G/G" ~ G|G" ~ (g,h : g*,B* (gh)*[g,h]) =~ (g,h : g% h* g*h* [g,h]) .
Damit kénnen wir G/G’ auch als Cokern (i.e. als Bildbereich modulo Bild) der Z-linearen Abbildung

—

4 (388)

schreiben. Die erste Spalte von ( %83) stammt aus der Relation g2, die zweite aus der Relation A%, und die
dritte schlieBlich aus g*h?.

Die Elementarteilerform (auch als Invariantenteilerform bekannt) der Matrix ((2) 9 i) ist (% 9 8). Damit wird

G/G ~ Z)2L&Z)2Z ~ Cox Cy.



(¢) Berechnen wir die Aut G, was wir nach eingangs gemachter Bemerkung diirfen.

Fiir einen Automorphismus ¢ von G, i.e. einen Gruppenmorphismus G £, G, konnen wir g und h auf je-
weils ein Element der Ordnung 2 schicken, d.h. auf je ein Element von {g, "g, h, %, (gh)?}. Die Relation
(o(g)p(h))* = 1ist fiir alle Paare von Bildelementen (¢(g), ¢(h)) erfiillt, stellt also keine weitere Einschriinkung
dar.

Es ist G wie folgt von 2 Elementen der Ordnung 2 erzeugbar.

G = (g9;h) = (9,%) = ("g,h) = ("9, *n)
= <h>g> = <gh’g> = <h> hg> = <gh7 hg>'

Alle anderen Paare von Elementen der Ordnung 2 erzeugen G nicht. Dies iiberpriift man am einfachsten
stattdessen im isomorphen Bild G.

Damit haben wir 4 Moglichkeiten, g abzubilden. Fiir jede dieser 4 Moglichkeiten gibt es noch 2 Moglichkeiten,
h abzubilden. Es ist folglich | Aut G| = |Aut G| = 8.

Erzeugt wird Aut G von

G — @

g > g

h +——> 9%
und

¢ - a

g +— h

h +— g,

wie wir nun rechtfertigen wollen.
Numeriert man die Vereinigung der Orbits von g und h unter Aut G, i.e. den Orbit von g, in folgender Rei-

henfolge

1] 2 4
ghghgh

w

)

so erhélt man den injektiven Gruppenmorphismus

AtG . S,
a (3,4
B (1,3)(2,4)

Man priift nach, daf die Bilder von o und 3 in der Tat eine Untergruppe von Ordnung 8 in Sy erzeugen. Damit
ist Aut G = («, 8) und der Morphismus so vollstindig angegeben.

o Die hier gewihlten Erzeuger von G = Dy sind etwas unkonventionell. Ublicherweise verwendet man =’ = (1,2, 3,4) und
y = (1,3), womit wir

Dg ~ (a,b:a*, b%, abab)

erhalten, wenn wir a = 2’ und b > y schicken.

e Aus der Einbettung in Ss aus (c) folgt Aut Dg ~ Dsg.

(2) (a) Wir erstellen zur Durchfithrung des Bahnenalgorithmus fiir die Operation von F = (g, h) auf G folgenden
Baum.



(01)

I Relator I*

J red.
o N
i0
, ; I red.
' o
J () red.

(]

(?76)

Relator IJIJ~1!

B

(6-%)
J"¢""Relator JIJI!

BN

J 5-1)

Relator 1—2J2

Unter Verwendung von IJI = J, I* =1 und I? = J? wird
JIJITY = JIJLI? = J*I* =1
~—
=J

und somit ist auch der Relator JIJI~! redundant.
Beachte noch, dafl modulo diesen Relatoren J* = (J?)? = (12)? =1 ist.
Es folgt der Isomorphismus

Es ist
G/G' ~ G/G" ~ (I,J : I*I?J* IJLJ3[1,J)) ~ (I,J : I* I?J% I?J%[1,J)) .

Damit kénnen wir G/G’ auch als Cokern (i.e. als Bildbereich modulo Bild) der Z-linearen Abbildung

Z3 (33421) Z2

—

schreiben. Die erste Spalte von (61 2 i) stammt aus der Relation I*, die zweite aus der Relation I2J?, und die
dritte schlieBlich aus I2J%.



Die Elementarteilerform der Matrix (3 2 421) ist (3 9 8). Damit wird
GG ~ Z)2Z®Z/2Z ~ Cy x Oy .

Berechnen wir die Aut G, was wir nach eingangs gemachter Bemerkung diirfen.

Ein Automorphismus von G schickt I auf I’ € G und J auf J' € G derart, daB I'* = 1, I'> = J? und
JT" = I7'. Es sind I’ und J’ wieder von Ordnung 4.

Die Menge der Elemente der Ordnung 4 in G ist {I,.J,I.J,1-1,J~ (IJ)~'}.

Fiir I’ haben wir also 6 Moglichkeiten. Fiir J’' haben wir nach erfolgter Wahl von I’ noch 4 Moglichkeiten,
néimlich allen aufier I’ und I’~!, um sowohl die Relationen zu erfiillen als auch sicherzustellen, da§ G = (I’, J').
Es ist folglich | Aut G'| = |Aut G| = 24.

Erzeugt wird Aut G von

« ~

G — G
I — IJ
J — J
und 3 5 5
G — G
I — J
J I

wie wir nun rechtfertigen wollen.

Numeriert man die Vereinigung der Orbits von I und J unter AutG, i.e. den Orbit von I, in folgender
Reihenfolge

12345 ] 6
|| ant

so erhélt man den injektiven Gruppenmorphismus

)

AutG . S
a +F—— (1,3,4,6)
B (1,2)(3,6)(4,5)

Man priift nach, dafl die Bilder von « und 8 in der Tat eine Untergruppe von Ordnung 24 in Sg erzeugen.
Damit ist Aut G = (¢, 8) und der Morphismus so vollstindig angegeben.

e Mittels 26 (4) sicht man vollends, da8
Aut Qg =~ <(19 3,4, 6)7 (1» 2)(37 6)(4’ 5)> ~ S,

indem man wie in 26 (5) nachrechnet, dal man (1,2,3,4) auf (1,3,4,6) und (1,2) auf (1,2)(3,6)(4,5) schicken darf.
e Eine etwas redundante, aber schon symmetrische Form ergibt sich, wenn man zusétzlich K = IJ einfithrt. Man erhalt

Qs ~ (I,JJK : I*, J* K* IJK~' JKI™!, KIJ™1).

Der Bahnenalgorithmus kann hier umgangen werden, indem man ad hoc behauptet, dafl

G = {(g,h : g4, % [g,h]) —> ((1,2,3,4),(5,6,7,8)) = G
g H— (1,2,3,4)
h +—— (5,6,7,8),
und dies im Nachhinein rechtfertigt.
Dieser Gruppenmorphismus ist wohldefiniert, wie wir durch Nachrechnen der Relationen auf den Bildern er-
kennen: z* = 1, y* = 1 und [z,y] = 1.
Er ist auch surjektiv, da die Bilder x und y der Erzeuger g und h der linken Seite die rechte Seite erzeugen.
Wir halten fest, dal |G| = 16.
Da nun auf der linken Seite gh = hg sowie g* = 1 und h* = 1 gelten, kann dort jedes Element in der Form
g*h? mit i, j € [0, 3] geschrieben werden. Damit enthilt die linke Seite hdchstens 16 Elemente.

Somit ist der angegebene Morphismus auch injektiv, und somit ein Isomorphismus. Insbesondere enthilt die
linke Seite genau 16 Elemente.

Eine solche ad-hoc-Methode ist immer dann anwendbar, wenn man in der Lage ist, Relatoren in G zu sehen
(wie hier 2%, y*, [z,v]), aus welchen |G| < |G| folgt.

Es ist hier natiirlich G ~ C4 x C4.



(b) Es ist G abelsch, mithin G’ =1 und G/G’ ~ G ~ Cy x Cy.

(¢) Ein Endomorphismus von G, i.e. ein Gruppenmorphismus G — G, ist gegeben durch die Angabe von zwei

Elementen ¢’ und 4/ in G, fiir die dieselben Relationen gelten wie fiir g und h, i.e. fiir die ¢* = 1, /’* =1 und
[¢',h'] = 1. Dies definiert dann den Endomorphismus g —— ¢’, ht+—1’.

Nun kénnen wir dafiir ¢’ und h/ véllig beliebig aus G wihlen. Ist ¢’ = g%k, h' = g*h?, so schreiben wir diesen
Endomorphismus in Matrixform (‘; 2) € (Z/AZ)**2.

Die Komposition von zwei Endomorphismen ist gegeben durch die Matrixmultiplikation. In der Tat bildet die
Komposition von (‘cl/, Zl/) verkettet mit (‘; Z) die Elemente wie folgt ab.

g gahc (ga’hc’)a(gb/ hd’)c — ga’a—&-b’chc’a—i-d’c
h , gbhd (ga’hc’)b(gb’ hd')d — ga’b+b'dhc’b+d'd

Das Resultat ist also dasselbe, wie bei Matrixmultiplikation und nachfolgender Ausfithrung des Produktes als
Endomorphismus.

Nun ist ein Automorphismus ein invertierbarer Endomorphismus. Es folgt Aut G ~ Aut G ~ GLy(Z/4Z). Mit
dem Elementarteilersatz sieht man, daf3

GL2(z/42) = ((31), (19). (5 9)).

Wie in Aufgabe 23 sieht man, dal | Aut G | = | GLo(Z/4Z)| = 2* - (22 — 1)(22 — 2) = 253! = 96.
Numeriert man die Vereinigung der Orbits von ¢ und k unter Aut G, i.e. den Orbit von g, in folgender Rei-
henfolge
1| 2| 3] 4] 5 |6 | 7| 8| 9 ]1w]|1u]|1
gOht ‘ gOh3 ‘ gLho ‘ glhl ‘glh2 ‘ gLh3 ‘ g2ht ‘ g2h3 ‘ g3h0 ‘ g3ht ‘ g3h2 ‘ g3h3 )

so erhélt man den injektiven Gruppenmorphismus

(&)

Aut

(
(

. Sp

- (3,4,5,6)(7,8)(9,12,11,10)
- (1,4,7,10)(2,12,8,6)(5,11)
> (1,2)(4,6)(7,8)(10,12)

O ==
O R~ =0

~— — —

(

Aufgabe 26.

(1) Dadie Relatoren fiir die Erzeuger von Sn,l eine Teilmenge der Relfmtoren fiir Sn ist, verschwinden die Relatoren unter
dem Gruppenmorphismus Fr(sy,...,s,-1) = (s1,...,80-1) — Sn, 8; — s;. Damit wird ein Gruppenmorphismus

Y 5 . . .
Sp,—1 — S, wie angegeben induziert.

- [
Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, da8 S,,—1 — Sy, injektiv ist. Dies kann man aber als Konsequenz von (4) zeigen.

(2) Sei z ein beliebiges Element von S,,. Wir wollen

zelU U U St8t+1"'8n,1U
te[l,n—1]

zeigen. Sei hierzu

I = {f:[lka]ﬁ[lvn_l] : kuL f(j)?éf(j"'l) ﬁirje[l’kf_u}7

und ferner

= {felspsse srw = k-

Gibt es ein f € I, mit f(j) #n — 1 fir alle j € [1,ky], so ist € U, und wir sind fertig.

Wir kénnen also annehmen, es gibt fiir alle f € I ein j € [1,kf] mit f(j) =n— 1.

Sei die Leitposition Iy von f € I, das maximale Element j € [1,ky] mit f(j) = n — 1. Also f(ly) = n — 1, und
f(7) #n—1firje[ly+1, kg
Sei nun eine Abbildung f € I, mit minimaler Leitposition gewihlt.



Sei nun angenommen, es gebe ein j € [1,1; — 1] mit f(j) + 1 # f(j + 1). Wihle j damit maximal.
Falls f(j) < f(5+1) — 2, so ist

z = (sp) - $5G-0)85G) (SpG+1) 7 8pan) = (S5)85G-0)(S5G+1)  8500))85G)
im Widerspruch zur minimalen Leitposition von f.

Falls f(j) > f(j + 1) + 1, so ist wegen der Maximalitit von j

x (spy-- Sf G=)87G) (SFG+1SFG+2) S Fp))

(5501) -+ 57G-1))5 () (Sntyt58ntytji1 - Sn_1)

= (sr)- "Sf G- 1))(5n Lits  SEG)S TG =15 F(G)SFG)+1 " Sn—1) o
(51)* 87G-1) Sty =+ SFGH=1SF(G)SFG) =15 (1" Sn1)
($p)+ $7G-1) (Sn—tyts = Sg(H=15F()SFG)+1 " Sn=1)Sp()—1" "

im Widerspruch zur minimalen Leitposition von f.

In beiden Fillen erhalten wir einen Widerspruch, und also ist f(j) +1 = f(j + 1) fiir alle j € [1,1; — 1]. Damit ist
@ = (sp) 8500 (Spape1) S5 ep)) = (SntpSn—tpr1Sn—1) Spap41) S 5(ky) -
—_—
eU
wie gewiinscht.

Wir fiithren eine Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist durch die Gruppe S, = (s1 : 82) ~ Cy von Ordnung
2 gesichert.

Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir |5n_1| < (n —1)! annehmen. Als Bild von Sn_1 unter ¢ ist damit auch
|U| < |Sp-1] < (n— 1)L Mit (3) ist [Sy, : U] < n. Somit kénnen wir auf

ISal < n-U < n-(n—-1)! = nl
schlieflen.
Es liegt ein Gruppenmorphismus vor, da (i,i+ 1) = 1 stets, da [(i,i + 1), (4,7 +1)] = 1 fiir |i — j| > 2, und da stets
(i+1D)GE+1,i+2)(¢,i4+1) = (4,i4+2) = (i+1,i+2)(¢i+1D)E+1,i+2).

Mittels Konjugation sieht man zunéchst, daf§ sdmtliche Transpositionen in ((1,2),(2,3),...,(n —1,n)) liegen. Also
ist ((1,2),(2,3),...,(n —1,n)) =&,, und der angegebene Morphismus mithin surjektiv.
Da nun |S,| < |S,| mit (3), folgt auch seine Bijektivitéit. In anderen Worten, es liegt ein Isomorphismus

'~§n — Sn

S; (’L', i+1)
vor.
Wir konstruieren den gewiinschten Automorphismus als Isomorphismus S, —» S, mittels einer Komposition mit
dem Isomorphismus aus (4), welchen wir etwas mibrauchlich als Identifikation verwenden. Beachte, dafl «((2,3)) =

a 123:45.6)(1 2)) = a((1,2:3456))q((1,2)) = (2,3)(1,5)(4, 6) sein sollte, etc. Wir erhalten so, daB notwendigerweise
folgende Bilder auftreten miissen.

a(s1) (1,2)(3,4)(5,6)
a(sz2) = (2,3)(1,5)(4,6)
a(ss) = (1,3)(2,4)(5,6)
a(ss) = (1,2)(3,5)(4,6)
a(ss) = (2,3)(1,4)(5,6)

Nachrechnen der Relationen zeigt, dafi dies méglich ist. In der Tat ist a(s;)? = 1 stets, [a(s;), a(s;)] = 1 falls
|i — 4| > 2, sowie

°Ga(sy) = (LA26)3.5) = °Ca(s)
oGoafsy) = (L4)(25)(3,6) = °C2a(sy)
“Gafsy) = (LE)(25)(3.4) = Ca(sy)
“Gia(ss) = (L5)(26)(3.4) = °Cola(sy)



Mit 19 (5) enthélt Sg mit Aufgabe 19 (5) nur die Normalteiler 1, Ag und Sg. In der Tat, ist N <Sq, so ist NN.Ag <IAg,
und somit N = Ag oder N N Ag = 1. Letzterenfalls ist N = 1 oder N ~ C5. Schliefen wir noch N ~ C5 aus. Das
Element z € N ~\ {1} wiire dann in Z(Sg), was mit der Losung zu Aufgabe 6 nicht geht.

Nun enthilt das Bild von « die drei verschiedenen Elemente 1, (1,2)(3,4)(5,6) und (1,2,3)(4,5), folgt mit dem
Homomorphiesatz, dal Kern o = 1 gelten muf}, und o damit ein Automorphismus ist.

Da « von der Konjugiertenklasse von (1,2) in eine andere abbildet, ist a ¢ Inn Sg.

Wir bestimmen hierzu die Elementarteiler der Matrix

2000300
0200330
0020033
0002003

deren Zeilen den Erzeugern sy, ..., s,_1 entsprechen, und deren Spalten den angefiihrten Relatoren. Beachte, dafl
die in den Relationen angefiithrten Kommutatoren unterschlagen werden diirfen, da sie Nullspalten lieferten.

1 0
0 0
0 0] -
0 0

Das hédtte man auch wie folgt sehen kénnen. Die Kommutatoruntergruppe von S ist wegen der Signumabbildung auf

Die Elementarteilerform ergibt sich zu

00000
10000
01000
00200

Somit ist S5 /St ~ Z/27Z ~ Cs.

{—1,+1} enthalten in As, und darin a fortiori normal. Nun enthilt A5 nach Vorlesung oder nach 19 (7) keine nichttrivialen
Normalteiler. Die Kommutatoruntergruppe kann aber nicht gleich 1 sein, da S5 nicht abelsch ist. Es folgt S, = As, und
somit S5 /Sf ~ Co.
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