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Losung 3

Aufgabe 13.

(1) Im folgenden beschreiben wir die Schritte des Bahnenalgorithmus. In der Praxis empfiehlt es sich, sich den Graphen
schrittweise aufzubauen.

(a) Die folgende Losung ist nicht eindeutig. Zur Unterscheidung schreiben wir die auftretenden Urbildfunktionen
w; mit ¢ dem jeweiligen Element der base.
Schritt I. Betrachte die Bahn G - 3. Schreibe a := (1,2, 3) und b := (3,4, 5).
Schritt 1. Kandidaten K = {3} mit w3(3) = 1.
Schritt 2. Kandidaten K = {1,4} mit w3(1) = a und ws(4) = b. Dem Erzeugendensystem S5 von Stabg(3)
wird nichts hinzugefiigt.
Schritt 3. Kandidaten K = {2,5} mit w3(2) = a® und ws3(5) = b%. Wegen ba3 = 1 = a3 wird a~1ba = (2,4, 5)
zu Ss hinzugefiigt. Wegen ab3 = b3 wird b~tab = (1,2,5) zu S3 hinzugefiigt.
Schritt 4. Kandidaten K = (). Wegen a®3 = 3 wird a® = 1 zu S3 hinzugefiigt. Wegen ba?3 = 2 = 4?2 wird
a~tba®? = (1,4,5) zu S hinzugefiigt. Wegen ab?3 = 5 = b3 wird b~2ab? = (1,2,4) zu Ss hinzugefiigt.
Nun ist (1,4,5) = ((125)(2,4,5)) "  und (1,2,4) = (>%5)(1,2,5))~!, und so Stabe(3) = (S) = ((2,4,5), (2,1,5)).
Schritt II. Betrachte die Bahn Stabg(3) - 2. Schreibe ¢ := a?ba = (2,4,5) und d := b%a?b = (2,1,5).
Schritt 1. Kandidaten K = {2} mit wy(2) = 1.
Schritt 2. Kandidaten K = {4,1} mit w2(4) = ¢ und ws(1) = d. Dem Erzeugendensystem S3 von Stabg(3,2)
wird nichts hinzugefiigt.
Schritt 3. Kandidaten K = {5} mit w(5) = ¢?. Wegen dc2 = 4 = ¢2 wird ¢~ !'dc = (5,1,4) zu S> hinzugefiigt.
Wegen cd2 = 1 = d2 wird d~'ed = (5,4,1) zu Sy hinzugefiigt. Wegen d?2 = 22 wird ¢=2d? = (1,4,5) zu S
hinzugefiigt.
Schritt 4. Kandidaten K = (). Wegen ¢32 = 2 wird ¢® = 1 zu S, hinzugefiigt. Wegen dc?2 = 2 wird dc? = (1,5,4)
zu S5 hinzugefiigt.
Insgesamt wird Stabg(3,2) = (S2) = ((1,4,5)).
Schritt III. Betrachte die Bahn Stabg(3,2) - 1. Schreibe e := c¢?dc = aba® = (1,4, 5). Hier miifite man auf die
Produktdarstellung von ¢ und d in a und b zuriickgreifen, wenn nicht die einfachere Darstellung aba® = (1,4, 5)
bereits in Schritt I aufgetaucht wire.
Schritt 1. Kandidaten K = {1} mit wy(1) = 1.
Schritt 2. Kandidaten K = {4} mit w;(4) = e. Dem Erzeugendensystem S; von Stabg(3,2,1) wird nichts
hinzugefiigt.
Schritt 3. Kandidaten K = {5} mit w;(5) = €?. Dem Erzeugendensystem S; wird nichts hinzugefiigt.
Schritt 4. Kandidaten K = (). Wegen €31 = 1 wird e = 1 zu S; hinzugefiigt.
Insgesamt wird Stabg(3,2,1) = (S1) = 1.
Wir erhalten als base das Tupel (3,2,1) und als strong generators die folgende Tafel.

ws(l) = a = (1,2,3) we(l) = b%a* = (1,5,2) wi(l) = 1 = id
wy(2) = a* = (1,3,2) we(2) = 1 = id wi(4) = aba® = (1,4,5)
w3(3) = 1 = id we(4) = a®ba = (2,4,5) wi(5) = ab*a® = (1,5,4)
ws(4) = b = (3,4,5) we(5) = a*b?’a = (2,5,4)

w3 (5) B = (3,5,4)

5 4 3
(b) Wegen der Indizes G > Stabg(3) > Stabg(3,2) > Stabg(3,2,1) = 1ist |G| =5-4 -3 = 60.
(c) Esist (1,3,5)3 =5, also (1,3,5) in G genau dann, wenn w3(5)~1(1,3,5) = (1,4,5) in Stabg(3).
Nun ist 2(1,4,5) = 2, also (1,4,5) in Stabg(3) genau dann, wenn wo(2)~1(1,4,5) = (1,4,5) in Stabg(3,2). In
der Tat ist (1,4,5) = e = aba®. Riickwirts gerechnet erhalten wir

(1,3,5) = ws(5)(1,4,5) = baba® .

An dieser Stelle empfiehlt sich als Probe ein direktes Nachrechnen.



(2) Sei G = ((1,2,3,4,5,6), (1,4)) < Ss.

(a)

(b)
()

(d)

Schritt I. Betrachte die Bahn G - 1. Schreibe a := (1,2,3,4,5,6) und b := (1,4). Sei S; das zu bildende
Erzeugendensystem des Stabilisators. Wirkungslose Ergédnzungen zu S7 unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {1} mit wy(1) = 1.

Schritt 2. Kandidaten K = {2,4} mit w;(2) = @ und w;(4) = b.

Schritt 3. Kandidaten K = {3,5} mit w;(3) = a?, w1(5) = ab. Erginze S; um a~ba = (3,6).

Schritt 4. Kandidaten K = {6} mit w;(6) = a?b. Erginze S; um a~2ba® = (2,5).

Wir erhalten Stabg (1) = (S1) = (a~'ba,a2ba®) = ((2,5), (3,6)).

Schritt II. Betrachte die Bahn Stabg(1) - 2. Sei Sz das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators.
Wirkungslose Ergénzungen zu Ss unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {2} mit wy(2) = 1.

Schritt 2. Kandidaten K = {5} mit w(5) = a=?ba?. Ergénze So um a~ba.

Schritt 3. Kandidaten K = 0.

Wir erhalten Stabg(1,2) = (Sa) = (a~1ba) = ((3,6)).

Schritt III. Betrachte die Bahn Stabg(1) - 3. Sei Sy das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators.
Wirkungslose Ergénzungen zu S unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {3} mit w3(3) = 1.

Schritt 2. Kandidaten K = {6} mit w3(6) = a~'ba.

Schritt 3. Kandidaten K = 0.

Wir erhalten Stabg(1,2,3) = (S3) = (0) = 1.

Wir erhalten als base das Tupel (1,2,3), und als strong generators die folgende Tafel.

wi (1) 1 id w(2) = 1 = id wi(3) = 1 =
w1(2) = a = (1,2,3,4,5,6) we(5) = a"2ba® = (2,5) w3(6) = a“lba =
wi(3) = o = (1,3,5)(2,4,6)

w4 = b = (1 )

wi(6) = ab = (1,5,6)(2,3,4)

w1 (6) a’h = (162435)

6 2 2
Wegen der Indizes G > Stabg(1) > Stabg(1,2) > Stabg(1,2,3) =1ist |G| =6-2-2 = 24.
Es ist (1,2)1 = 2, und also (1,2) in G genau dann, wenn w1(2)~1(1,2) = (1,6,5,4,3,2)(1,2) = (2,6,5,4,3)
in Stabg(1). Nun ist (2,6,5,4,3)2 = 6, und also wegen Stabg(1) -2 = {2,5} in der Tat (2,6,5,4,3) nicht in
Stabg(1). Folglich ist (1,2) ¢ G.
Zur Berechnung des Zentrums wenden wir den verfeinerten Bahnenalgorithmus auf die Operation von G auf

sich selbst via Konjugation an. Beachte, dafl Stabg(a,b) = Z(G), da ein Element, das mit a und b vertauscht,
auch mit jedem Element von (a,b) = G vertauscht.

Schritt I. Betrachte die Bahn “(1,4). Sei S(1,4) das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators. Wir-
kungslose Ergiinzungen zu S(; 4) unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {(1,4)}.

Schritt 2. Kandidaten K = {(2,5)}. Ergénze S 4) um b.

Schritt 3. Kandidaten K = {3,6}. Ergiinze S(1,4) um a™'ba.

Schritt 4. Kandidaten K = (). Ergénze S(; 4) um a’.

Wir erhalten Stabg((1,4)) = <S(1,4)> = <(17 4)7 (27 5)7 (17 4)(27 5)(3’ 6)> = <(17 4)7 (27 5)’ (3, 6)>

Schritt IT. Betrachte die Bahn “(1,2,3,4,5,6). Sei S(1,2,3,4,5,6) das zu bildende Erzeugendensystem des Sta-
bilisators. Wirkungslose Ergéinzungen zu 51 2 34 5,6) unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {(1,2,3,4,5,6)}.

Schritt 2. Kandidaten K = {(1,5,6,4,2,3),(1,5,3,4,2,6),(1,2,6,4,5,3)}.

Schritt 3. Kandidaten K = ().

Schritt 3. Kandidaten K = {3,6}. Ergéinze S(1 4) um a™'ba.

Schritt 4. Kandidaten K = . Ergéinze S(1,2,3.4,5,6) um a’.

11111

Wir erhalten Z(G) = Stabe (1, ),(1,2,3,4,5,6)) = (S23456) = (1,4)(2,5)(3,6)).

id
(3,6)



Beachte, dal das Verfahren an dieser Stelle nicht fortgesetzt werden kann - iiber den Kern der Operation,
welcher hier das Zentrum der Gruppe darstellt, sagt der verfeinerte Bahnenalgorithmus nichts. Nur sind wir
hier in der gliicklichen Lage, als Zentrum eine zyklische Gruppe vorzufinden, welche von einem Element der
Ordnung 2 erzeugt wird, und haben somit |Z(G)| = 2.

Wir bemerken mnoch, dafl die vorstehende Berechnung des Zentrums wegen der Indizes
3 4 2

G > Stabg((1,4)) > Stabg((1,4),(1,2,3,4,5,6)) > 1 auch nochmals |G| =3 -4 -2 = 24 liefert.

Eine base und strong generators erhalten wir mit dieser Rechnung allerdings nicht.

Auch zur Feststellung, ob und wie ein gegebenes Element von Sg sich in G befindet, taugt diese Rechnung
nur bedingt - man mufl dazu alle Elemente des Zentrums kennen. Dies ist hier zwar der Fall, im allgemeinen
erfordert dies aber eine weitere Untersuchung.

Loésungsweg 1. Wir betrachten die Operation auf F2.
Schritt I. Betrachte die Bahn G - ((1)) Sei S (1) das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators. Wir-
0

Schritt 1. Kandidaten K = {
Schritt 2. Kandidaten K = {
Schritt 3. Kandidaten K = {

(
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(- i

Schritt 4. Kandidaten K = {(Z (9),(8)}- Ergéinze S(é) um ba*bab = (5 _9).
("
(-
(=

Schritt 5. Kandidaten K = {
Schritt 6. Kandidaten K = {
Schritt 7. Kandidaten K = {

Damit bekommen wir Stabg((()) und die Indizes G > Stabg((5)) > 1, also |G| =16 -2 = 32.

Loésungsweg 2. Da nach dem Zentrum gefragt ist, kann man auch die Operation von G auf sich via Konjugation
zu betrachten.

Schritt I. Betrachte die Bahn G((l) (1)) Sei S (0 1) das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators. Wir-
10

kungslose Ergénzungen zu S ( unterschlagen wir.

Schritt 1. Kandidaten K = {

(
Schritt 2. Kandidaten K = {( _})}. Ergéinze S( ) um b = (?(1))
(-1

Schritt 3. Kandidaten K = {(_97¢),(7¢9)}-
)

Schritt 4. Kandidaten K = ). Ergénze S( um aba = (93).

1
0
Damit bekommen wir Stabg(((l)(l))) = (((1) ), (8%)}
Schritt II. Betrachte die Bahn G(,% %) Sei S ( 1 1) das zu bildende Erzeugendensystem des Stabilisators.
-11

Wirkungslose Ergénzungen zu S ( 1 1) unterschlagen wir.
11

)}-

)}. Ergéinze S(7H> um be = (28).

Schritt 1. Kandidaten K = {(_11
Schritt 2. Kandidaten K = {(;11 1

Schritt 3. Kandidaten K = 0.

Damit bekommen wir Z(G) = Stabg((16) . (_11)) = ((3%)). Es handelt sich um ein Element der Ordnung 4,
so dafi sich |Z(G)| = 4 ergibt.

4
Ferner wird auch auf diesem Wege G > Stabe ((96)) > Stabg((96),(-11)) > 1, also |G| =4-2-4 = 32.

(b) Siehe Losungsweg 2 unter (a).



Aufgabe 14.

(1) Folgendes sind die Konjugiertenklassen von GG, wie man mit dem Bahnenalgorithmus bestétigt.

}
2,

(1

(1,6)
(1,3,5)(2,4,6), (1
(1, )( 5)(3,6) }
(2,6)(3,5), (1,5)(2,4), (1,3)(4,6) }

Beobachte hierbei, dal Konjugiertenklassen von Sg, geschnitten mit G, im allgemeinen in eine disjunkte Vereinigung von

3,4,5,6), (1,6,5,4,3,2) }
(2, 5

5)(3,:4), (1,2)(3,6)(4,

): (1,4)(2,3)(5,6) }
+5,3)(2,6,4) }

{id
{
{
{
{
{

Konjugiertenklassen von G zerfallen. Man hétte sich auch auf die erstgenannte Einteilung von G beziehen konnen, das hitte

aber eventuell zu Mifiverstdndnissen Anlafl gegeben.

Die Fixpunkte sind diejenigen Abbildungen f, die auf einem Zykel konstant sind. So lafit z.B. (2,6)(3,
(1)(2,6)(3,5)(4) gerade m* Abbildungen konstant, niimlich diejenigen mit f(2) = f(6) und f(3) = f(5). De
Exponent ist durch die Anzahl der Zykel bestimmt, so man die Zykel der Léinge 1 mitz&hlt.

1

Mit Burnsides Lemma wird also die Anzahl a(m) der Bahnen, d.h. der Perlenkettenfirbungen, zu

1
alm) = 12(m +3m* +4m? + 2m? + 2m?') .

Wie folgt hieraus, dafl a(m) fiir alle m € Z einen ganzzahligen Wert annimmt?
Also z.B. a(0) =0, a(1) =1, a(2) = 13, a(3) = 92, a(4) = 430, a(5) = 1505, a(6) = 4291, ...

Seien n, m > 0. Von der Menge [1,n] in die Menge [1, m] gibt es gerade

Flnam) = 0 (=)™ () K

ke[0,m]

surjektive Abbildungen, wie man mit Induktion nach m folgendermafen sieht. Die Anzahl der Surjektionen von [1,n]
nach [1,m] ist gleich der Anzahl der Abbildungen von [1,7n] nach [1,m], also m™, minus der Summe der surjektiven
Abbildungen in eine echte Teilmenge von [1,m], summiert iiber diese Teilmengen. Das ergibt

f(n’m) - ZIEOm 1] ( )f(n’l)
— Y ieiom—1) 2kejo (D (
(

m
m
= m" ZlE[O,m—l] Zke[o,z](—l)kk
m
m

ZkE[Om 1] (m) Zle[Om -1\
= W= Yy ()R = 0™+ 3 (1 (7T ))

le[0,m—k]

m" + zzke[o,m—l](_l)m_lC (71?) k"

Zuriick zum eigentlichen Problem. Die Konjugiertenklassen von H sind die folgenden, wie man mit dem Bahnenal-
gorithmus bestétigt.

§(1;;, 6,4), (2,3,5,4), (1,4,6,3), (1,2,6,5), (2,4,5,3), (1,5,6,2) }
{(1,6)(3,4), (2,5)(3,4), (1,6)(2,5) }
{(1,2,4)(3,6,5), (1,3,5)(2,6,4), (1,2,3)(4,6,5), (1,4,5)(2,6,3),
(1, 4,2)(3,5,6),(1,5,3)(2,4,6),(1,3,2)(4,5,6),(1,5,4)(2,3,6)}
{(1,2)(3,4)(5,6), (1,6)(2,4)(3,5), (1,5)(2,6)(3,4), (1,6)(2,3)(4,5), (1,4)(2,5)(3,6), (1,3)(2,5)(4,6) }



Eine Element aus H fixiert eine Abbildung, falls diese auf seinen Zykeln konstant ist. Mit obiger Formel fiir die
Anzahl der Surjektionen und Burnsides Lemma erhalten wir somit fiir die Anzahl a’(m) der Bahnen, d.h. der
Wiirfelfarbungen,

1

F(6,m)+6f(3,m)+3f(4,m)+8f(2,m)+6f(3,m)) = SO0 () (K 43K+ 1255 4 8K%) .

ke[0,m]

a'(m) = ﬂ(

Also a’(0) =0,d' (1) =1, d'(2) =8, a'(3) =30, a’(4) =68, a’(5) = 75, ’(6) = 30, d/(7) =0, ...
Aufgabe 15.

(1) Aussage ist richtig. In der Tat ist Fixps(9%) = g Fixps(z), da ein Element m € M in der linken Seite enthalten ist
genau dann, wenn grg~'m = m, d.h. genau dann, wenn zg~!'m = g~'m, d.h. genau dann, wenn g~'m € Fixy/(g),
d.h. genau dann, wenn m € g¢Fixp(x), d.h. genau dann, wenn m in der rechten Seite enthalten ist. Und die
Multiplikation mit g ist eine Bijektion von M in sich, &ndert also die Elementzahl nicht.

(2) Die Aussage ist richtig. Denn mit Burnsides Lemma und mit (1) wird

IG\M| = G X e | Fixu(y)|
= ﬁ Ezeconjcuc) Zye o | Fixar(y)|
= ﬁ ZacEConjCI(G) Zye & | Fixy ()]
= ﬁ ZzEConjCl(G) | G| Fixas ()]

| Fixas (z)]
- ZIGConjCl(G) [Ca(z)]

(3) Die Aussage ist richtig. Denn da die Anzahl der G-Bahnen der G-Menge G/U gleich 1 ist, wird mit Burnsides
Lemma
1 = & Xsec | Fixgu(@)]
— & Yeo HoU : agU = gUY
= &1 Leec H9U ¢ g7 tagU = U}|
= G Xecc oV : T weUY.

(4) Die Aussage ist falsch. Sind z.B. G = 83, U = ((1,2)) und M = G/U = {U, (1,2,3)U, (1,3,2)U} mit |M| = 3, so
zerfallt M x M nur in die 2 Bahnen

{(U,0),((1,2,3)U,(1,2,3)U), ((1,3,2)U,(1,3,2)U)},
{(U,(1,2,3)U), (U,(1,3,2)U), ((1,2,3)U,(1,3,2)U), ((1,2,3)U,U), ((1,3,2)U,U), ((1,3,2)U,(1,2,3)U)},
wie man mit dem Bahnenalgorithmus bestétigt.

(5) Aussage ist richtig. In der Tat ist Fixpxa(z) = Fixar(z) X Fixp(z), und dementsprechend | Fixpryxar(x)] =
| Fixps (z)]. Burnsides Lemma gibt nun

IG\(M x M)| = ﬁmemM(xn = ﬁZ\FiXM(x)P.
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