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Algebra I, WS 04/05
L6sung 1

Aufgabe 5.

(1) Wir wollen zeigen, da8 (p(a1,...,ax)p™ 1) (b) = (p(a1), ..., plax))(d) fiir alle b € [1,n].

Falls b & {p(a;),...,p(ax)}, dann ist auch p=1(b) & {a1,...,ar}, und auf beiden Seiten steht einfach b.
Falls b = p(a;) mit ¢ € [1,k — 1], so erhalten wir auf beiden Seiten p(a;1).
Falls b = p(ay), so erhalten wir auf beiden Seiten p(a1).

(2) Die Elemente von [1,n] in die Zykeln vorgegebener Linge zu verteilen, dafiir gibt es n! Moglichkeiten. Jeden Zykel
kann man zyklisch vertauschen, ohne die Permutation zu &ndern, also miissen wir Hme[l n] mYm abdividieren. Ferner
kann man noch die Zykel gleicher Lénge untereinander vertauschen, ohne die Permutation zu &ndern, und somit
miissen wir noch einen Faktor Hme[l,n] Up,! abdividieren. Die Liange der Konjugiertenklasse ergibt sich somit zu

n!

Hme[l,n] mim um'

(3) Wir listen die Konjugiertenklassen mit Reprisentant und Léinge auf.

(1,2,3,4,5) | =25 = 24
(1,2,3,4)05) | gy = 30
(1,2,3)4,5) | gapEa = 20
(1,2,3)(4)(5) | @raazay 20
(1,2)3,4)(5) | ayar = 15
(1,2)B)4)6) | @assy = 10

(HE)EB)E6) | P75 = 1

Sei nochmals erwéhnt, da8 unter normalen Umsténden die Zykel der Liange 1 nicht notiert werden.
(4) Wir geben jeweils ein Beispiel. Fiir Ordnung 4 und 8 gibt es noch weitere (isomorphe) Beispiele.
(Ordnung 4) Sei
Vi = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} (die Kleinsche Vierergruppe) .
Wir erhalten Ng, (Vi) = Ss (die Gruppe ist Vereinigung zweier Konjugiertenklassen!), Cs, (Vi) = V4 (wegen V4

abelsch ist hier D klar), und Z(Vy) = V4 (wegen Vj abelsch).
(Ordnung 8) Sei

Ds = ((1,3),(1,2,3,4)) = {id, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,3), (1,4)(2,3), (2,4), (1,2)(3,4)}
(die Diedergruppe der Ordnung 8) .

Wir erhalten Ng,(Dg) = Dg (da z.B. (1,2) die Gruppe Dg nicht normalisiert, da also Dg < Ng,(Dg) < S4),
Cs,(Dg) = ((1,3)(2,4)) (da Cs,(Dg) < Ng,(Ds) und da ein Element eine Untergruppe zentralisiert genau
dann, wenn es gewihlte Erzeuger zentralisiert), sowie Z(Ds) = Cs,(Ds) N Ds = ((1,3)(2,4)).

(Ordnung 12) Sei

A4 = <(17273)’(17274)>
{id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4), (1,4,2), (1,4,3)}
(die alternierende Gruppe auf [1,4])
Wir erhalten Ng, (A4) = Sy (die Gruppe ist Vereinigung dreier Konjugiertenklassen!), Cs,(A4) = 1 (da ein

Element eine Untergruppe zentralisiert genau dann, wenn es gewédhlte Erzeuger zentralisiert, und da etwa
(1,2,3) nur von ((1,2,3)) zentralisiert wird), und Z(A4) = Cs,(A4) N1 = 1.



Aufgabe 6.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5,6, 7)

Sei ¢ € G. Wir wollen zeigen, dafl ¢(g) : G — G, x+— 9%, ein Automorphismus von G ist. Zunichst wird
(c(9))(zy) = %wy = g~ "wyg = g~ 'wgg 'yg = % = (c(9))(z)(c(9))(y) fix @,y € G, was zeigt, dab c(g) ein
Morphismus von Gruppen ist. Ferner ist (c(g~!) oc(g))(x) = 9 (%) = g tgrgg~! = z, also c(g7!) o c(g) = idg.
Genauso folgt c¢(g) o ¢(¢g7!) = idg. Mithin ist ¢(g) invertierbar, und insgesamt also ein Automorphismus.

Wir wollen zeigen, daf ¢(gh) = ¢(g) o ¢(h) fiir g, h € G. In der Tat erhalten wir bei z € G
(c(gh))(@) = 9" = ghah™'g™" = Y"z) = (e(g) o c(h))(2) -
Wir wollen zeigen, dal Kernc = Z(G). In der Tat ist

ge€Kernc < ¢(g) = ddg <= % =zfirallex e G < g€ Z(G).

Wir behaupten, da Nay e (InnG) = Aut G, i.e. daB fiir alle a € Aut G gilt, dal a o (InnG) o a™! = Inn G.

Zu C. Sei € InnG, i.e. sei ein g € G gegeben mit 3 = ¢(g). Wir behaupten, dafl a o ¢(g) o a™?

so insbesondere a0 ¢(g) o ™! € Inn G folgt. Tatsichlich wird fiir z € G

(@oc(g)oa)(@) = alga™ (2)g7") = alg)zalg)™ = (c(alg))(z) .

= c(a(g)) ist, und

Zu D. Da auch a=! € AutG, folgt mit dem eben Gezeigten, daB o' o (InnG) o a C Inn G, und also Inn G C

ao(InnG)oa™t.

Zeigen wir zunéchst die Injektivitit, und zwar gleich fiir alle S, mit n > 3.
Wir schreiben [a,b] := {2 € Z : a < z < b} fiir a,b € Z.

I
Allgemein gilt fiir einen Morphismus von Gruppen K — H, daf er injektiv ist genau dann, wenn Kern f = {1} =: 1.
Denn ist er injektiv, soist |f~!(1)| = 1. Und umgekehrt, ist Kern f = 1, und sind g, ¢’ € G gegeben mit f(g) = f(g'),
dann ist f(gg’~!) = f(g)f(¢’)~* = 1, und also g¢’~! € Kern f = 1, und somit g = ¢'.
Wir haben zu zeigen, daf§ Z(S,,) = 1. Sei 0 € Sy, und sei 0 (i) = j, mit 4, j € [1,n], und i # j. Wir haben zu zeigen,
da8 o nicht im Zentrum von S, liegt. Sei k € [1,n] \ {7, j}, was wegen n > 3 gefunden werden kann. Es wird

(FR0)(i) = (k) ooo (GR)G) = (.R)eW) = k # (i),

und somit UKo £ 0.
Zeigen wir nun die Surjektivitdt von ¢ in den einzelnen Fillen.

Wir machen dazu Gebrauch von folgenden beiden Tatsachen. Ist G eine endliche Gruppe, G Ta> G ein Automor-
phismus und g € G, so haben g und «a(g) dieselbe Ordnung, o(g) = o(a(g)). Ferner sind die Konjugiertenklassen
gleich lang, genauer, es gibt eine Bijektion

(5) Fall G = S5. Es ist S3 = ((1,2),(1,2,3)). Ein Automorphismus ist also durch die Bilder von (1,2) und von
(1,2, 3) bestimmt. Mogliche Bilder von (1,2) sind, wegen Ordnung 2, aus {(1,2), (1,3), (2,3)}. Mogliche Bilder
von (1,2, 3) sind, wegen Ordnung 3, aus {(1,2,3), (1,3,2)}. Nun folgt aus

6 = |InnS;3| < |AutS;| < 2-3 =6,

dafl Inn S3 = Aut Ss.

(6) Fall G = Sy4. Esist S4 = ((1,2),(1,2,3,4)).
Konjugiertenklassen der Ordnung 2 in S, haben wir die von (1,2), welche 6 Elemente umfaft, und die von
(1,2)(3,4), welche 3 Elemente umfafit. Somit bildet ein Automorphismus das Element (1,2) auf ein Element
von ©1(1,2) ab.
Konjugiertenklassen der Ordnung 4 in S4 haben wir die von (1, 2, 3,4), welche 6 Elemente umfafit. Somit bildet
ein Automorphismus das Element (1,2, 3,4) auf ein Element von S%(1,2,3,4) ab.
Damit haben wir maximal 36 Automorphismen. Da aber | Inn 4| ein Teiler von | Aut Sy ist, ist Inn Sy = Aut Sy.



(7) Fall G = Ss. Es ist S5 = ((1,2), (1,2,3,4,5)).
Konjugiertenklassen der Ordnung 2 in S haben wir die von (1,2), welche 10 Elemente umfaft, und die von
(1,2)(3,4), welche 15 Elemente umfafit. Somit bildet ein Automorphismus das Element (1,2) auf ein Element
von 4(1,2) ab.
Konjugiertenklassen der Ordnung 5 in S5 haben wir die von (1,2, 3,4,5), welche 24 Elemente umfafit. Somit
bildet ein Automorphismus das Element (1,2,3,4,5) auf ein Element von 5(1,2,3,4,5) ab.
An dieser Stelle wissen wir | Aut S5| < 240. Wir miissen also noch gewisse Wahlen fiir die Bilder von (1, 2) und
von (1,2,3,4,5) ausschlieflen.
Sei o € Aut S5, und sei «((1,2)) = (a,b) mit a, b € [1,5], |{a,b}| = 2, sowie a((1,2,3,4,5)) = (a,d,e, f,9g)
mit d, e, f, g € [1,5], {d,e, f,g}| = 4. Esist b € {d,e, f,g}. Das liefert 4 Fille, von denen wir nun ein paar
ausschlieen wollen.

Es ist (123451 2) = (3,4), welches mit (1,2) vertauscht, und daher muf auch “((1:2:345)°((1,2)) mit
a((1,2)) vertauschen. Nun ist aber

a((1,2,3,4,5))2a((172)) _ (a,e,g,d,f)(a7b) _ (e,h),

mit noch zu spezifizierendem h € [1,5]. Dieses Element (e, h) vertauscht nun mit «((1,2)) = (a,b) genau dann,
wenn {a,b} N {e,h} = (. Dies schlieBt nun aus, daB8 h € {a,b}, d.h. daB b = f. Ferner schlieBt es aus, daB
e € {a,b}, d.h. daB b = e. Bei beliebiger Wahl von (a,b), wofiir wir 10 Moglichkeiten haben, verbleiben also
noch 2-3-2 = 12 Méglichkeiten fiir das Bild von (1,2, 3,4), wobei der erste Faktor 2 die beiden Moglichkeiten
aufzahlt, b in den Zykel einzusortieren, ndmlich an dritter oder an vierter Stelle.

Also
120 = |InnS5| < |AutSs| < 10-12 = 120,

und somit Inn S5 = Aut Ss.

Und fiir Sg ? Und fiir S;, mit n > 7 7

(8) Wir kénnen etwa G = C3 = (a) nehmen. Wegen Z(C3) = C5 # 1 ist ¢ nicht injektiv. Da Cs Ta> Cs, x— 22 ein
Automorphismus ist, welcher wegen C'3 abelsch nicht inner ist, ist ¢ auch nicht surjektiv.

Aufgabe 7.
(1) Aussage ist falsch. Z.B. ist in S5 auf der einen Seite |((1,2), (2, 3))| = 6, aber auf der anderen Seite |{(1, 2))|-[((2, 3))| =
4, und 6 ist kein Teiler von 4.

(2) Aussage ist richtig. In der Tat ist ein Automorphismus einer endlichen Gruppe G eine spezielle Bijektion von G in
sich, und solche Bijektionen gibt es nur endlich viele, viz. |G|! Stiick.

(3) Aussage ist richtig. Ist ndmlich g € G ein Element, fiir welches % = v fiir alle v € V' gilt, so gilt dies a fortiori auch
fir allev e U < V.

(4) Aussage ist falsch. Z.B. ist in S5 fiir U := ((1,2)) < S5 =: V der Normalisator von U gleich U, und der Normalisator
von V gleich V', und somit ist letzterer keiner Untergruppe von ersterem.

(5) Aussage ist falsch. Betrachte etwa den Morphismus p von Cy = (a) auf Cy = (b), welcher a™ auf b™ schickt fiir
m € [0,3]. Ein Morphismus i wie verlangt miifite also b entweder auf a oder aber auf a® schicken. Dies hitte aber
in beiden Fillen zur Folge, daf8 b? von i auf a? = a® # 1 geschickt wiirde, was wegen b? = 1 nicht moglich ist.
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