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Aufgabe 53 ((34+2+1)-3 Punkte).

(i) Bestimme Erzeuger fiir die Galoisgruppe Gal(F|K), eingebettet in eine geeignete symmetrische Gruppe.
(ii) Bestimme Erzeuger fiir alle echten Zwischenkérper K C F C E.
(iii) Entscheide, welche der Zwischenkorper aus (ii) galoisch iiber K sind.
Entscheide, iiber welchen der Zwischenkorper aus (ii) die Erweiterung E galoisch ist.
(1) E:= L und K wie in Aufgabe 49 (2).
(2) E und K wie in Aufgabe 50 (1).
(3) F und K wie in Aufgabe 50 (2).

Aufgabe 54 (2424642 Punkte).
Sei n > 1, und sei ' := Q(X1,..., Xn). Es operiert S, auf Q(Xy, ..., X,) vermége 0(X;) := X, ;) fiir o € Sp.
Sei K :=Fixs, (E) ={{ € E|o(§) =¢ fiir alle 0 € S,,} der Fixkorper dieser Operation. Sei

(T = X\)(T = Xp)- (T = X,) = T+ 3 (—1)is; T = f(T)

1€[1,n]

mit dem i-ten elementarsymmetrischen Polynom s; € Z[ X, ..., X,]. Schreibe K = Q(s1,-.-,8,) C K.
Sei Ly, := K, und sei L; := Li;1(X;41) fiir i € [0,n — 1]. Sei f,,(T) := f(T), und sei
fl(T) = fi_:,_l(T)/(T — Xi—l—l) € Lz[T] fiir i € [0, n— 1].

(1) Zeige, dal [L; : Lit1] < i+ 1 fiir i € [0,n — 1]. (Hinweis: fi1(Xi1) = 0.) Folgere, dafl [E : K] <n!.
Folgere, dal K = K.

(2) Zeige, daB (X' X3%--- X8 | a; € [0,i — 1]) eine Basis von E iiber K ist. Zeige, daf die Koeffizienten
eines Elements in Z[ X7, ..., X,] beziiglich dieser Basis in Z[s,...,s,] liegen. Folgere insbesondere, dafl
jedes Polynom in Z[X7, ..., X,], welches fix unter S,, ist, bereits in Z[sq, ..., s,| liegt.

(3) Sei n = 3. Schreibe (X; — X2)%(X; — X3)?(X2 — X3)? als Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen s1, so und s3 mit Koeffizienten in Z.

(4) Sei K ein Korper, und sei f(T) = T3 +uT +v € K|[T). Zeige mit (3), daB f(7T') in seinem Zerfillungskorper
genau dann keine mehrfachen Nullstellen enthélt, wenn 4u? + 2702 # 0.

Aufgabe 55 (24+2+4242+4 Punkte).

Sei @1(X) :=X — 1. Fiir m > 1 sei ¢,,,(X) := Hi_() € Q(X) , wobei d | m die Kurzschreibweise sei fiir
Dy(X
dE{CEZZl‘mECO}. d|m
d#m

(1) Zeige, daBl @,,,(X) € Z[X] liegt und normiert ist fiir m > 1.
(Hinweis: Verwende Zerfillungskoérper von X™ — 1.)

(2) Sei (, eine Nullstelle von ®,,,(X) im Zerfiallungskorper E von ®@,,(X). Zeige, dafl E = Q((,). Zeige, daf
(™ =1, aber ¢¢ # 1 fiir alle d | m mit d # m (i.e. &, ist eine primitive m-te Binheitswurzel).

(3) Sei p eine Primzahl teilerfremd zu m, und sei i € [0,m — 1] teilerfremd zu m. Sei ¥(X) der normierte
irreduzible Faktor von ®,,(X), der in E die Nullstelle ¢!, hat. Zeige, da8 ¥(¢;5) = 0. (Hinweis: Rechne
modulo p, dort ist g(X?) = g(X )P fir g(X) € Fp[X].)

(4) Zeige mit (3), daB @,,(X) € Q[X] irreduzibel ist fiir m > 1. Folgere, daf} ®,,(X) das Minimalpolynom
von (,,, wie auch von exp(27i/m) € C ist.

(5) Bestimme ®,,,(X) fiir m € [1,10].
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