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Aufgabe 1 (24241242 Punkte).

Sei K ein Korper, sei A eine endlichdimensionale K-Algebra.

(1) Ein Ideal N C A heift nilpotent, wenn es ein m > 1 gibt mit N™ = 0. Zeige: es gibt
ein nilpotentes Ideal, welches alle nilpotenten Ideale von A enthélt. Dieses werde als
Jacobson-Radikal bezeichnet und Jac(A) C A geschrieben.

(2) Zeige, da8 Jac(A) minimal mit der Eigenschaft ist, dal A/Jac(A) halbeinfach ist.
Speziell ist A halbeinfach genau dann, wenn Jac(A) = 0.

(3) Bestimme Jac(A). (Hinweis: verwende (1) und (2).) Gib eine Pierce-Zerlegung von
A und von A/Jac(A) an

(i) A=Q[X]/(X®—2X"*+1).

(ii) A = Q**°. Sind alle nilpotenten Elemente von A in Jac(A) enthalten?

(i) A= {(16353) € Q™ | ags = gz = 0},
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(4) Um den Zusammenhang zu Blatt 4, Aufgabe 1 (f) herzustellen: zeige, dafi Jac(A)
gleich dem Schnitt aller maximalen Linksideale in A ist (und wegen seiner symme-
trischen Definition dann auch gleich dem Schnitt aller maximalen Rechtsideale).

A=
A={(aij)i; € Q7 | ag,1 = az1 = az2 =0, a,1 = asz}-
A= {(aij)ij € Q¥ | az1 = az2 =0, a1 = az, 91 = —a;2}.

Wie (v), nur tensoriert mit Q(¢) iiber Q.
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Aufgabe 2 (24+104+545+2 Punkte).

Sei K ein Korper von Charakteristik p > 0, sei K ein algebraischer Abschluff von K. Sei
K?" :={zx € K : 2P € K}, dies definiert einen Teilkérper von K.

Eine (mcht notwendig endliche) Korpererweiterung L|K heifle separabel, falls fiir jedes
iiber K linear unabhingige Tupel (z1,...,2,) von Elementen von L auch das Tupel
(«f,...,2P ) iiber K linear unabhiingig ist.

Erinnerung.
e Der Korper K heif3t perfekt, falls K — K, x +—— P surjektiv ist.

e Ein irreduzibles Polynom in K[X] heifit separabel, wenn es in K[X] in paarweise
verschiedene Linearfaktoren zerfallt.



e Viaz:(a®b) :==axbfirz € Lund a®b € LQk L wird L zu einem L ® x L-Modul.

(1) Zeige: K ist perfekt genau dann, wenn jede Korpererweiterung L|K separabel ist.
(2) Sei [L : K] endlich, insbesondere K|L|K. Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen.
(i) L|K ist separabel.

(i) L ®x KP~ — L' © @ y+— xy, ist injektiv.

(iii) L ®x KP ' ist ein Korper.

(iv) L ®x K? ' ist halbeinfach.

(v) L ®k F ist halbeinfach fiir jeden Zwischenkérper K|F|K.
(vi) L ist projektiv als L @ L-Modul.
(vii) L ®x L — L, x ® y+— xy, spaltet auf als L-L-Bimodulepimorphismus.
(viii) L ®x K? ' enthilt kein nilpotentes Element ungleich 0.

(ix) Jedes Element von L hat ein separables Minimalpolynom iiber K (d.i. die
Definition Separabilitéit fiir endliche Erweiterungen).

(x) Als K-Algebren ist L ®x K ~ [[;.; K, mit #I = [L : K].
(xi) Trpx : L — K ist surjektiv.

Als vollsténdige Losung wird (i) <= (vi) <= (ix) <= (x) <= (xi) akzeptiert, die
anderen Aussagen sollen dabei helfen.

(3) Untersuche (2 i, vi, ix, x, xi) im Beispiel K = Fy, L = F,.

(
(4) Untersuche (2 i, Vl ix, x, xi) im Beispiel K = F,(X), L = F,(X)?"". Zeige dazu
zuniichst F,(X)?™ (Xp .
)

(5) Zeige: K(X)|K ist separabel.



