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Aufgabe 1 (24+2+42+2+4+2+44+4 Punkte).

Sei K ein Kérper von Charakteristik 0. Bezeichne K({((i,j)) die freie K-Algebra auf i
und j, die als K-Basis simtliche Wérter in 7 und j hat (einschlieBlich dem leeren), mit
Multiplikation induziert vom Aneinandersetzen dieser Worter, e.g. jjij - jji = jjijjji =
i7%1731. Seien

Hi = K{(i,7)/(j+7ji,@#+1,72+1)

O = K{(4,w))/(®>+1,w? +w+1,wi —iw?) .

Die Menge der Primstellen sei bezeichnet als V :={p € Z : p > 0, p prim} U {oco}, und es
sei Q. = R.

(1) Gib einen einfachen He-Modul und einen einfachen Q¢-Modul an, beide von Di-
mension 2 iiber C. Zeige: He ~ C?*? ~ )¢ als C-Algebren.

(2) Zeige: Hx hat die K-lineare Basis (1,4,7,4j), und Qx hat die K-lineare Basis
(1,4,w, iw) (Hinweis: es geniigt, K = Q zu betrachten, der Rest folgt mit K ®q —;
dann kann man wegen Q C C fiir Lu. auf (1) zuriickgreifen).

(3) Zeige, daf die Norm von a + bi + ¢j + dij € H := Hgq iiber Q gleich
(a® + b* + ¢ + d?)? ist. Zeige, daB die Norm von a + bw + ¢i + diw € Q = Qq
iiber Q gleich (a® — ab + b* + ¢* — cd + d?)? ist. (Hinweis: man kann die C-lineare
Norm unter Verwendung von (1) berechnen).

(4) Zeige, daB H und Q Schiefkérper sind. Finde je 2 nicht isomorphe maximale kom-
mutative Teilkorper.

(5) Fiir welche Primstellen v € V ist H, := Hq, ein Schiefkérper? Fiir welche Prim-
stellen v € V ist €, := Qg  ein Schiefkdérper? Fiir die Primstellen # oo, fiir die dies
zutrifft, bestimme man jeweils Verzweigungsindex, Tragheitsindex, die Maximalord-
nung und darin einen Erzeuger des maximalen Ideals.

(6) Zeige, dal H und € nicht isomorph sind.

(7) Fiir welche d € Z quadratfrei kann man einen Isomorphismus von Q(v/d)-Algebren
Hq/a) = {q(va) angeben, der i — i schickt? (Wir werden noch sehen, daf letztere
Bedingung dank Skolem-Noether keine Einschrinkung darstellt).

(8) Ist Z(1,1,4,4j) eine Maximalordnung in H? Ist Z(1,,w, iw) eine Maximalordnung
in Q7 Gib je zwei Maximalordnungen in H und in Q an. (Hinweis: Betrachte die
Spurbilinearform von H resp. 2 eingeschriankt auf eine Ordnung.)



Aufgabe 2 (4+2+42+42+2+2 Punkte).

(1)

Sei L|K eine Galoiserweiterung mit G := Gal(L|K). Gib einen Isomorphismus

Log L =~ HL

ceG

als L-Algebren an.

Zeige unter Verwendung von (1) erneut, da8 fiir z € L

Npg(z) = Iliegro
Trog(z) = Y ,eq20,

wobei die Norm als K-lineare Determinante und die Spur als K-lineare Spur der
Multiplikation mit z auf L zu verstehen sei.

Sei d € Z quadratfrei, und d # 1. Sei K = Q, sei L = Q(v/d). Gib eine orthogonale
Zerlegung der 1 in primitive Idempotente in L ®x L an. Beschreibe das Bild der
eingeschriinkten Abblldung ZL Rz ZL (G ZL X ZL.

Sei R ein kommutativer Ring, seien R-Algebren A, B gegeben. Ein A-B-Bimodul M
heifle A-B-Bimodul iiber R, falls fiir alle » € R und alle m € M gilt, dafl rm = mr.
Sei A° (A opposite) der Ring, der als abelsche Gruppe mit A iibereinstimmt, nur
als Multiplikation a -4 o' := a' -4 a trigt. Zeige: Der Begriff eines A-B-Bimoduls
iiber R kann mit dem eines A° ® p B-Rechtsmoduls identifiziert werden (formaler,
man hat eine ‘Aquivalenz von Kategorien’, wer mochte).

Sei o € (G gegeben. Sei L, als abelsche Gruppe gleich L, mit der L- L-Bimoduloperation
iiber K ausgestattet, die durch x -1 -y := zl(yo) erkldrt ist. Zeige: jeder als K-
Vektorraum endlichdimensionale L-L-Bimodul iiber K ist isomorph zu einer direk-
ten Summe von Bimoduln der Form L, mit ¢ € G.

Seien p, 0 € G. Berechne den L-L-Bimodul L, ®, L, im Sinne von (5), i.e. schreibe
ihn bis auf Isomorphie als direkte Summe von Bimoduln der Form L, mit 7 € G.



