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Aufgabe 37 Wir betrachten die Diedergruppe D15 .

(1) Man bestimme Z(Ds).
(2) Man gebe alle 2-Sylowgruppen von Djy an.
(3) Wir betrachten die Djo-Menge X := Syl,(D1s), mit der Operation durch Konjugation.

Man zeige: Der Operationsmorphismus ¢ : Do — Sx ist surjektiv.
Es ist Kern(y) = Z(D12).

Lésung. Es ist D1g = {a* 0 b7 : i €[0,5], j €[0,1] }, wobei |(a)| = 6 und |(b)| = 2 und ba =a~!.
Mit anderen Worten, es ist Dis = {1,a,a?,a®,a*,a% b,a 0 b,a® o b,a® o b,a* o b, a’® o b}.

Zu (1). Esist D =aoboa™! =a?ob. Also ist

a(ai Ob) _ ai+2 ob

und '
a(az) — aZ
und ‘ ‘ . ‘
Yalob?) = a"tob?
firi, j € Z.

Die einzigen Elemente, die unter Konjugation mit ¢ und mit b fix bleiben, sind 1 und a®. Also ist

Z(D12) = {id, a®*} = (a®).

Zu (2). Esist V := Z(D12)(b) = {id, a®,b,a® o b} = (a3,b) eine abelsche Untergruppe von D13 von Ordnung 4.
Es ist also V € Syly(Di2).
Es ist V stabil unter Konjugation mit b. Ferner ist

V= ((a®), *b) = {a®,a®ob)

und
2

Vo= (*(d®), ) = (a*,a o)
Somit ist o _ ‘
a obJV — ady — <a3’a2z ° b>

fiir i, j € Z. Da Syly(D12) eine transitive Dia-Menge unter Konjugation ist, folgt

Syly(Diz) = (V. “V, “V} = {{a®,b), (a*,a®0b), (a®,a* o)} .

Zu (3). Wir schreiben V; :=V, V5 := *V und V3 := @®V/ . Es ist also

X = Sy].z(D12) = {Vh V27 ‘/'3} .
Wir haben den Gruppenisomorphismus v : S3 = Sx : f + (V; Vi@iy), vgl. Aufgabe 36.(1).
Esist 2V; = Vo, %V = V3 und *V3 = V; . Also ist p(a) = 9((1,2, 3)).

Esist °V; = V4. Es ist
by, = (b(a?’), b(a20b)> = (a®,a7?0b) = V.

Folglich ist *V5 = "V, = Vj . Insgesamt ist w(b) = ¥((2,3)).
Da S; = ((1,2,3), (2,3)), ist auch
Sx = (¥((1,2,3)), ¥((2,3))) = (p(a),¢(b)) = ¢((a,)) = ¢(D12) .

Somit ist der Gruppenmorphismus ¢ : D15 — Sx surjektiv.



Es ist iibrigens D12 o~ Dg x Ca: Es ist U := (a?,b) < D13 als Untergruppe von Index 2. Es ist Z(D12) < D12. Diese
beiden Normalteiler haben Schnitt 1. Das Produkt ihrer Ordnungen ist 12. Also ist Djs isomorph zum direkten
Produkt dieser beiden Normalteiler und damit auch D2 ~ Dg x C2 .

Aufgabe 38 Sei U:=((5-9),(76)) < GLa2(Fs) =: G.

(1) Man bestimme einen Gruppenisomorphismus ¢ : Dg — U.

(2) Es operiert U auf X := F2*! durch Matrixmultiplikation.
Man finde ein Element € X mit | Staby(z)| = 2.

(3) Sei D:=={(§q) : a,d € F} <G.
Man zeige: Es ist U < Ng(D). Es ist [DNU| = 4. Es ist UD € Syl,(G).

Lésung.
Zu (1). Mit a := (1,2,3,4) und b:= (2,4) ist Dg = {a’ob’ : i €0,3],j €[0,1]} = {a’cb? : i, j € Z}.
Die Abbildung
Ds & U

dobi o (39) (1)
ist wohldefiniert, da @ von Ordnung 4 und b von Ordnung 2 ist und da (8 ,3)4 = Es und (? (1))2 = Es ist.
Wir zeigen, dafl ¢ ein Gruppenmorphismus ist. Seien 4, ' € [0,3] und j, j/ € [0, 1] gegeben.
Wir haben zu zeigen, daB ¢(a’ o b7) - p(a’ o b") L olatobd -ai’ o b7") ist.
Fall j = 0. Es wird

plaiobi) pla’ obT) = ola)-pla’ ob?) = (3.9 (39 - (08)
B0 = et ent)

@(ai obioa’ o bj/) .

Fall j = 1. Es wird

plaiobl) - pla’ obl) = p(a’ob)-p(a’ ob7) = (2900 Gy -0
| | o

= 39 -0 = gl o)
— (@i (a ) obob) — plaioboat ob?)
= go(aiObjoai/Obj').

Es ist ¢ surjektiv, da beide angegebenen Erzeuger im Bild von ¢ liegen.

Bleibt zu zeigen, dafi ¢ injektiv ist. Dazu zeigen wir Kern(y) L1 Seiie [0,3] und j € [0,1] derart gegeben,
dab p(atob7) = (3_3)' - (1) = B st

Der Eintrag an Position (1,2) in dieser Matrix zeigt, dal j = 0 sein muf.

Dann ist (20 (702)1‘) =E,. Da 2 € U(F;) aber die Ordnung 4 hat, folgt auch ¢ = 0.
Insgesamt ist ¢ : Dg = U ein Gruppenisomorphismus.
Zu (2). Dank (1) ist

U = {e(1), p(a), p(a®), p(a®), p(b), p(aob), p(a®ob), o
{o(1), (a), p(a)?, v(a)?, ©(b), p(a) - p(b), w(a)*- @(b), p(a)® - ©(b)}
= {(69), (6-2),(To-1), (782), (F0)» (=25), (-270)» (270) } -

Wir bestimmen die Bahnen von X unter der Operation von U.

» P
» P



Es wird

vE) = {6)}
Uo) = {6). ). (7o), (75), (), (-3), (1) (3))
i) = £, (3), (1), (7))
v = 16). () (). ()}
U(2) = £(2), (), (73), ()
U(-1) = L), (), (1), (3)}
Es ist
X=U@QuU@)uul)uU(G)uU(z) uU(_1).
Dank Bahnenlemma hat jedes Element z € X, das sich in einer Bahn von Lénge |Uz| = 4 befindet, einen

Stabilisator von Ordnung |U|/|Uz| = 8/4 = 2.
Somit kénnen wir z.B. z = (%) heranziehen. In der Tat ist

Stabu((1)) = {(07). (Y0)} = ((Y0))

von Ordnung 2.

|
Zu (3). Um zu zeigen, da U < Ng(D), geniigt es zu zeigen, dafl die Erzeuger ((2) _(2)) und ((1) (1)) von U in Ng(D)
liegen.

Zunéichst ist (5 _9) € D < Ng(D).

Seien dann s, t € F.* gegeben. Es ist

(98)-(69)- (20" = (26)- (%) = (89 e D

und also ((1)(1)) € Ng(D).
Insbesondere ist UD < G.
Aus obiger Auflistung der Elemente von U erhalten wir

DU = {(61). (5-2),(To-1), (752)}

und also |DNU| = 4.
Nun folgt |UD| = l\g‘r%lg\l = S‘f — 95

Es ist |G| = (52 — 1)(5% — 5) = 480 = 2° - 15, mit 15 %5 0. Wegen |UD| = 25 ist also UD € Syl,(G).

Aufgabe 39

(1) Sei A= (i93) € Z**%.

Man bestimme eine Matrix D € Z?*3 in Elementarteilerform, fiir welche es S € GLy(Z)
und 7" € GL3(Z) gibt mit SAT = D. Man gebe nur D an.

154
(2) Sei A = (31208) € 743,
3118
Man bestimme eine Matrix D € Z**3 in Elementarteilerform, fiir welche es S € GL4(Z)
und 7' € GL3(Z) gibt mit SAT = D. Man gebe nur D an.

Lésung.
Zu (1). Wir formen um.
(1%2) ~ (i8%) ~ (3id)
- ) - G = D



Zu (2). Wir formen um.
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Die Diagonaleintréige miissen nicht unbedingt positiv sein, aber man kann das erreichen.
Aufgabe 40
(1) Sei A = <§§§> Man finde S, T" € GL3(Z) mit SAT = D in Elementarteilerform.
Man gebe S, T und D an.

(2) Sei A= (§2). Man finde S, T € GLy(Z) mit SAT = D in Elementarteilerform.
Man gebe S, T' und D an.

Lésung.

Zu (1). Wir formen um.
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Wir machen eine Probe:
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Zu (2). Wir formen um.

(é*?)'(_) 10

~ (0 10) =:D
Dabei haben wir insgesamt folgende Matrizen verwendet.
S o= (D (AD-0D-(4D = 39T = (3

o= (1) 67D = (9
Wir machen eine Probe:

SAT = (53)-(55)- (171 = (Z1010) - (173) = (610) = D
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