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Losung 9

Aufgabe 33 Sei G eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl. Sei |G| =, 0.
Wir wollen zeigen: Sylow (Satz 154) impliziert Cauchy (Lemma 151). In der Losung sollte also
kein direkter Gebrauch von Lemma 151 gemacht werden.

(1) Man zeige: In G gibt es eine p-Untergruppe U mit U # 1.

(2) Man folgere aus (1): Es gibt in G ein Element z von Ordnung p° fiir ein ¢ > 1.
(3) Man folgere aus (2): Es gibt in G ein Element y von Ordnung p.
(4)

4) Man zeige oder widerlege: Sei H eine endliche Gruppe. Sei s € Zs, . Sei |H| =; 0.
Es gibt in H ein Element von Ordnung s.

Lésung.

Zu (1). Wir schreiben |G| = p® - m mit a > 0 und m %, 0. Wegen |G| =, 0 ist a > 1.

Wir wihlen U € Syl,(G). Es ist |U| = p®. Da a > 1 ist, ist U eine p-Untergruppe von G mit U # 1.

Zu (2). Wir wihlen « € U \ {1}. Es ist |(x)| ein Teiler von |U| = p®, der ungleich 1 ist. Also ist |(z)| = p° fur
ein c > 1.

Zu (3). Sei y := 2P .

Dann ist y? = 2P" P = 27" = 1.

Und fiir d € [1,p — 1] ist y? = 2P £ 1, dapelod e [1,p° —1].

Also ist [(y)| = p.

Die Existenz eines Elements von Ordnung p in G ist die Aussage des Satzes von Cauchy.

Zu (4). Die Aussage ist falsch.
Sei z.B. H := S3. Sei s := 6. Dann ist |H| =, 0.
Aber es gibt in H = S3 nur Elemente der Ordnungen 1, 2 und 3, und kein Element der Ordnung 6.

Alternativ kann man anfiihren, daf§ die Existenz eines Elements von Ordnung 6 in H zur Folge hiitte, daf die

Gruppe H isomorph zu Cg und somit abelsch wire, was sie nicht ist.

Aufgabe 34 Seien p und ¢ Primzahlen mit p < ¢. Sei ¢ — 1 #, 0.
Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| =p-q.

(1) Man zeige: Es gibt in G eine normale ¢-Sylowgruppe.
(2) Man zeige: Es gibt in G eine normale p-Sylowgruppe.
(3) Sei H:={(0}) : x €Fr, y e F, 4 =1} C GLy(Fy).

(a) Man zeige: H ist eine Untergruppe von GLy(IF7) mit |[H|=3-7.
(b) Man zeige: In H gibt es eine 3-Sylowgruppe, die kein Normalteiler in H ist.

Lésunyg.

Zu (1). Es ist [Syl,(G)| = 1 und es ist | Syl (G)| ein Teiler von |G|/q = p. Also ist | Syl (G)] € {1, p}.

Wire | Syl,(G)| = p, dann wire p =, 1, also (p — 1) =, 0. Wegen p — 1 € [0,¢q — 1] hat das aber p — 1 = 0 zur
Folge, also p = 1, was nicht stimmit.

Also ist | Syl (G)| = 1. Folglich gibt es eine normale ¢-Sylowgruppe in G.

Zu (2). Es ist [Syl,(G)| =p 1 und es ist | Syl (G)| ein Teiler von |G|/p = ¢. Also ist | Syl,(G)| € {1,q}.
Wire | Syl,(G)| = ¢, dann wiire ¢ =, 1, also (¢ — 1) =, 0. Das ist aber nicht der Fall.
Also ist | Syl,(G)| = 1. Folglich gibt es eine normale p-Sylowgruppe in G.



Sei noch angemerkt, dafl p # 2 ist, da wegen p < ¢ die Primzahl q ungerade und also ¢ — 1 =2 0 ist.

Zu (3).
Zu (a). Seien x, ¥ € F; gegeben. Seien y, § € F; mit y® = 7> = 1 gegeben. Dann wird
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(35)- (60" = () (L) = (P enrt)

wobei (yg—')* = y3 )=

Folglich ist H < 2(F7).

Ferner ist {y € F* : y> =1} ={1,2,4} und also |H| = |F;|- {y € F* : > =1} =7-3 =21.
u(b). Sei U:={(gy) : yeF*, y>=1} C H.

Seien y, § € F; mit y> = 7> = 1 gegeben. Dann wird

(596907 = 69 (5%) = (5s7) -

wobei (yg~1)* =y* - (5°) ' =1

Folglich ist U < H

Esist Ul =[{yeF* : y> =1} =3. Also ist U € Syl;(H).
Esist (45) € U. Esist (1) € H. Aber es ist

GHEDGH =) EH =Gy ¢vU.
Also ist U kein Normalteiler in H.

Sei noch angemerkt, da8 dies nicht im Widerspruch zu (2) steht, da hier 7 — 1 =3 0 ist.

Aufgabe 35

(1) Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 40, die keine normale 2-Sylowgruppe enthélt.
Man bestimme | Syl,(G)| und | Syl;(G)|.

(2) Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 225, die keine normale 3-Sylowgruppe enthélt.
Man bestimme | Syl;(G)| und | Syl;(G)|.

Lésung.

Zu (1).

Es ist | Syl,(G)| =2 1 und | Syly(G)| | 5 und, da in G keine normale 2-Sylowgruppe enthalten ist, | Syl,(G)| # 1.
Also ist | Syl,(G)| = 5.

Es ist | Syl;(G)| =5 1 und | Syl;(G)| | 8, d.h. | Syl;(G)| € {1,2,4,8}. Also ist | Syl,(G)| = 1.

Zu (2).
Es ist | Syl3(G)| =3 1 und | Syl3(G)| | 25 und, da in G keine normale 3-Sylowgruppe enthalten ist, | Syl (G)| # 1.
Also ist | Syl3(GQ)| = 25.

Es ist | Syl;(G)| =5 1 und | Syl;(G)| | 9, d.h. | Syl5(G)| € {1,3,9}. Also ist | Syl;(G)| = 1.

Aufgabe 36 Wir betrachten die Elemente ¢; := (1,2)(3,4), g2 := (1, 3)(2,4), g3 := (1,4)(2, 3)
in S, . Esist X := {¢1, g2, g3} eine Konjugationsklasse in S, . Es ist V' := {id} U X eine abelsche
Untergruppe von Sy .

(1) Sei v :S3— Sx : f = (g; = gsu)). Man zeige: Es ist ¢ ein Gruppenisomorphismus.

(2) Wir haben die Operation von S, auf der Konjugationsklasse X. Dies liefert einen Opera-
tionsmorphismus ¢ : S; — Sx .

Sei o : =1 top:S; — Ss. Man zeige: Es ist « ein surjektiver Gruppenmorphismus.



(3) Man zeige: Es ist Kern(a) = V.

Lésunyg.
Zu (1). Wir zeigen, dafl ¢ ein Gruppenmorphismus ist. Seien f, f € S3. Wir haben Y(fo f) =(f) o(f) zu
zeigen. Sei i € [1, 3]. Dann wird in der Tat

W) o (FN(g:) = WENWWDG) = @GN G50) = 9wy = Jyepin = @F o D)a)-

Wir zeigen, daf ¢ injektiv ist. In der Tat ist f € S3 im Kern von v, wenn g; = (¢(f))(g:) = g5 ist fiir i € [1, 3],
d.h. wenn ¢ = f(i) ist fiir ¢ € [1, 3], d.h. wenn f = id ist. Folglich ist Kern(¢)) = 1. Damit ist ¢ injektiv.

Da nun [S3| = 6 = [Sx]| ist, folgt, dal ¢ bijektiv ist.

Insgesamt ist ¢ ein Gruppenisomorphismus.

u (2). Sei f = (1,2). Esist fg; = (2,1)(3 ) =g1. Bsist fgo = (2,3)(1,4) = g3. Esist g3 = (2,4)(1,3) = g.
Also ist (f) = 1((2,3)). Also ist a(f) = ¢~ (¢( ))f (2,3).
Sei f = (2,3). Es ist fg, = (1,3)(2,4) = g2. Es ist Jgo = (1,2)(3,4) = g1 . Es ist fgy = (1,4)(3,2) = g3 . Also
ist (/) = ¥((1,2)). Also ist a(f) = ¥~ ( (f)) = (1,2).
Somit ist Sg = ((2,3),(1,2)) = (a(f),a(f)) < a(S4) < S3 und folglich «(S4) = S3. D.h. der Gruppenmorphis-

mus « ist surjektiv.

Zu (3). Nach Homomorphiesatz ist S4/ Kern(a) ~ S3 .

Insbesondere ist |S4|/| Kern(a)| = |S3|. Es folgt | Kern(«)| = |S4|/|S3| = 24/6 = 4.

Seii € [1,3]. Esist 9ig; = g; fiir j € [1, 3], da V abelsch ist. Also ist ¢(g;) = ¥(id). Also ist a(g;) = ¥~ (p(g:)) =
id. Somit ist g; € Kern(«).

Da sowieso id € Kern(a), ist damit V < Kern(a).

Da |V| = 4 = | Kern(a)|, folgt V = Kern(«).
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