M. Truong, M. Kiinzer

Algebra fiir Lehramt, SoSe 22
Losung 8

Aufgabe 29

(1) Sein > 1. Sei K ein Korper. Sei G = GL,(K). Sei X = K"*1.
Man zeige: Vermittels herkémmlicher Multiplikation von Matrizen mit Vektoren wird X
zu einer G-Menge.

(2) Man bestimme die Bahnen der G-Menge X.

(3) Seinun n =2 und K = Fs. Es ist also G = GLy(F;) und X = F2*'.

(a) Man bestimme U := Stabg(()).

(b) Wir betrachten die U-Menge F2*!. Man bestimme die Bahnen von F2*! unter der
Operation von U.

Lésunyg.

Zu (1). Wir haben in der Tat die Abbildung (-) : G x X — X : (g9, z) — g - x mittels Matrixmultiplikation.
Sei z € X = K™, Seien g, § € G = GL,(K).

Dannist 1 -2 =Eq -z = x.

Ferner ist (¢- g) -« = g - (§ - z), da Matrixmultiplikation assoziativ ist.

Zu (2). Die Bahn von 0 € X ist {0}, da g-0=0 fir g € G.

Wir behaupten, dafi die Bahn des Standardbasisvektors e; gleich X ~ {0} ist. Sei x € X ~ {0}. Wir miissen
zeigen, dafl es ein g € G gibt mit g - e; L x.

Sei 1 = z. Es ist &1 # 0, also das Tupel (x7) linear unabhéngig. Wir ergénzen z; zu einer Basis (z1, z2,...,2Zp).
Sei g die Matrix mit dieser Basis als Spaltenvektortupel. Dann ist g € GL,,(I,). Ferner ist g - e; = 21 = x.

Ergebnis: Die Zerlegung von X in Bahnen ist X = {0} U (X ~ {0}).

Zu (3).
Zu (a). Es ist

U= {(25) eGLa®) < (28) - (8) = ()} = () :veh, der ).
Zu (b). Fiir jedes a € F ist {(8)} eine Bahn unter U, da u - (8) = (8) firuelU.
Wir berechnen die Bahn von ([1)) Es ist ((1)3) . ((1)) = (g), wobei b € F5 und d € F.. Somit ist
(%) em a0}

eine Bahn unter U.
Wir erhalten die folgende disjunkte Zerlegung in Bahnen unter U.

F2 = () @)Iu{G)Iud@rud@rud(h) e B a0}
Aufgabe 30 Seia:=(1,2,3,4) € Sy. Sei b:= (2,4). Sei Dg := (a,b) < S4.

b

(1) Man verifiziere: *a = a~'. Man verwende dies, um

Dg = {a'ob :ic[0,3], j€]0,1]}

zu begriinden. Man gebe alle Elemente von Dg in Zykelschreibweise an.



(2) Esist [1,4] eine Dg-Menge, wobei Multiplikation durch Anwendung gegeben ist.
Man bestimme dafiir den Stabilisator Stabp,(2).

(3) Man bestimme die Konjugationsklassen von Dg. Man bestimme das Zentrum Z(Dsg).

Lésung.
Zu (1). Esist ba = (b(1),b(2),b(3),b(4)) = (1,4,3,2) = (1,2,3,4) ! =a~ L.
Also ist auch *(a*) = a™* fiir z € Z.
Es ist also boa® =a~*ob.
Somit kann jedes Produkt in den Faktoren a und b durch Tauschen der Faktoren b nach rechts auf diese Weise
in die Form a* o ¥ gebracht werden, mit ¢, j € Z.
Da [{a)| = 4 und [{b)| = 2, kann man sich hierbei auf Exponenten i € [0, 3] und j € [0, 1] beschrinken.
Es wird
Ds = {1,a,a? a3 b,aob,a’ob, a®>ob}

{id, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (2,4), (1,2)(3,4), (1,3), (1,4)(2,3)} .

Zu (2). Wir haben fiir diesen Stabilisator die Elemente auszuwéhlen, in deren Zykeldarstellung 2 nicht auftritt
(d.h. in einem Zykel der Lénge 1 auftritt, der nicht geschrieben wird). Also ist

Stabp, (2) = {id, (1,3)} = ((1,3)) .

Zu (3). Nebenrechnung: Es ist b =aoboa™! = a?b.
Wir haben die folgenden Konjugationsklassen.

Ds1 = {1} = {id}

Dsg = {a, ba} = {(1,2,3,4), (1,4,3,2)}
Pi(a?) = {a’} = {(1,3)(2,4)}

Psp = {b, ab} = {(274)7 (173)}
Pe(ab) = {ab, “ab)} = {(1,2)(2,3), (1,4)(2,3)}

Das Zentrum ist nun die Vereinigung der einelementigen Konjugationsklassen :

Z(Ds) = {1,a’} = (a®) = ((1,3)(2,4)) .

Aufgabe 31 Seien G und H Gruppen. Sei ¢ : G — H ein Gruppenmorphismus.
Sei k > 1 und seien gy, ... ,gx € G.Sei U :=(g1,...,9x) < G.

(1) Man zeige: o(U) = {(p(g1); - -, 9 (gr))-
(2) Sei x € G. Man zeige: *U = (“g1,. .., "gr).

(3) In der S;-Menge U(S,4) liegt U = ((1,2,3,4)) < Sy4.
Man zeige: Stabg, (U) = Dg; vgl. Aufgabe 30.

Lésunyg.
Zu (1). Esist U = {¢1,. .., 9gk) die Teilmenge von G aller Elemente der Form

gil gl gil s
wobei ¢ > 0, i; € [1,k] und ¢; € {—1,+1} fir j € [1,4].
Also ist p(U) die Teilmenge von H aller Elemente der Form
0(g5) -9y - 95,) = 0(9i)7 - (9in) - 0(96)
wobei ¢ > 0, 4; € [1,k] und ¢; € {—1,+1} fir j € [1,4].



Diese Teilmenge ist also gleich (¢(g1),...,p(gx))-

Zu (2). Wir betrachten den Gruppenautomorphismus ¢ : G — G : g — %g. Es wird

—~
N

U = ¢U) = (elg1),--,0(gr)) = (g1, -, k) -

Zu (3). Es ist

Stabg, (U) {feSs: TU=U}

{f€S4 : <f(1327374)> = <(1727374)>}
= {feS;: f(1,2,3,4) € {(1,2,3,4), (1,4,3,2)} } .

—
N
~

Mit a := (1,2,3,4) und b := (2,4) wird % = a und also a € Stabg, (U), sowie % = a~! und also b € Stabg, (U).
Somit ist
DS = (a7b> < Stabs4(U) g S4 .

Insbesondere wird
3 = [84 : Ds] = [84 : Stabs4(U)] . [Stabs4(U) : Dg] .

Nun ist (M2)(1,2,3,4) = (2,1,3,4) = (1,3,4,2) und also (1,2) ¢ Stabg, (U). Somit ist Stabg, (U) < S .
Also ist [Sy : Stabg, (U)] = 3 und [Stabg, (U) : Dg] = 1. Somit ist

Stabs, (U) = Ds .

Aufgabe 32
(1) Sei n > 3. Man zeige: Z(S,,) = 1.
(2) Sein > 2. Sei K ein Korper. Man zeige: Z(GL,(K)) ={c-E, : c€ K* }.

Lésunyg.
Zu (1). Esist 1 =1id € Z(S,).

!
Sei f € Sq ~\ {id}. Zu zeigen ist f & Z(Sy,).
Wir wihlen ein ¢ € [1,n] mit f(:) =: j # i. Wir wéhlen ein k € [1,n] mit |{i, 7, k}| = 3, moglich, da n > 3 ist.

!

Es geniigt zu zeigen, daf f o (j, k) 7& (j, k) o f ist. In der Tat wird
(fo(k)E) = fi) = J,

aber
((G, k) o N)(@) = (4, k)(J) = k.
Und es ist j # k.
Zu (2). Es ist ¢- E,, € Z(GL,,(K)) fiir c € K*.
Sei umgekehrt g =: (a;;)i,; € Z(GL,(E,)) .
Seien k, £ € [1,n] mit k # £ gegeben.
Sei b :=E, +e¢. Es wird gh = hg. Also ist in K"*"

0 = gh—hg = g(E,+ere) — (En+ere)g = gere—ereg-

Der Eintrag an Position (k,¢) dieser Matrix ist 0 = ag, — are -
Der Eintrag an Position (¢, ¢) dieser Matrix ist 0 = ag,j .
Also ist g = ¢- E,, fiirein c € K*.
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