M. Truong, M. Kiinzer
Algebra fiir Lehramt, SoSe 22
Losung 3

Aufgabe 9 Sei ¢ := (3 := exp(27i/3) € C.

(1) Man bestimme (¢ — 1)(¢* + ¢ + 1). Man folgere: ¢* +( + 1 = 0.
Man berechne |z + y¢|? fiir z, y € R.

(2) Man zeige: Es ist Z[(] :=={a+b( : a, b € Z} C C ein Teilring.

(3) Seien z, y € R. Seien a, b € Z gewihlt mit |z — a| < § und |y — b| < 1. Man zeige:

(2 +y¢) — (a+bQ)* <

oo

(4) Sei d: Z[()* = Zso : 2 — d(2) = |z~
Man zeige: d ist eine Gradfunktion und folglich Z[(] ein euklidischer Ring.

Lésunyg.
Zu(1). Eswird (( —1)(C2+¢+1)=C+C+(¢-C—-(-1=3-1=0.
Da ¢ # 1, folgt (2 +(+1=0.
Zu (2). Esist 1=1-1+0-¢ € Z[C].
Seien z = a + b, ' = o' + V' € Z|(] gegeben, wobei a, b, o', ' € Z.
Esist e —2' =(a—d') + (b= V)¢ € Z[C].
Es ist
x-x' = (a+b) - (a +V()
= ad + (ab' + ba’)¢ + bb'(?
= aa + (ab +ba’ )¢ + bV (-1 — ()
= (aad’ —bb') + (ab + ba’ — bV’ )
e 7).

Also ist Z[¢] C C ein Teilring.
Zu (3). Kiirzen wir s :== 2 —a und t := y — b ab, so ist |s| < § und [¢| < . Dann ist auch |s — 3t| < 3.
Ferner erinnern wir an ¢ = exp(27i/3) = exp(—27i/3) = exp(4wi/3) = (%

Damit wird
[(z+y0) = (a+ 00> = |5+

= (s+t0)(s+ )

= (s+t)(s+t?)

= s2+ st + stC? + 23

= 24 st(+st(—1—-C¢)+t2
s24+t2 — st
(s — 5t)* + 212
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Zu (4). Sei u € Z[¢]. Sei v € Z[¢]*. Wir bilden ¢ in C. Wir schreiben ¥ = x 4+ y( mit x, y € R.
Wir wéhlen ¢ € Z mit |x — a| <
ganzen Zahl erreichbar.

Sei ¢ := a+ b¢ € Z[¢]. GemiB (3) ist |% — ¢| < 3.
Sei r :=u — vq € Z[(]. Es wird

2. Wir wéhlen b € Z mit |y — b| < . Dies ist mit einer Rundung zu einer

u = vq+r,
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Somit ist Z[¢], mit der Gradfunktion d, ein euklidischer Ring.

Aufgabe 10
(1) Man finde ¢, r € Z[i] mit 2 — 3i = (1 + 2i)qg + r, wobei |r|? < |1 + 2i|2.
(2) Man zeige: Fiir u € U(Z[i]) ist |u|* € U(Z). Man bestimme U(Z[i]).

(3) Sei ¢ := (3 := exp(27i/3) € C.
Man finde ¢, r € Z[¢] mit 2 — 3¢ = (1 + 2¢)q + r, wobei |r|? < |1+ 2¢|2.

Lésung.

; 2-3i _ (2-3i)(1-2i) _ —4-7i _ 4 7
Zu (1). Wir berechnen i = i) = s =5 — &l
Runden des Real- und des Imaginérteils gibt ¢ := —1 — i.

Dann wird r:= (2—-3i) — (1+2i)(-1—-1)=2-3i+1+i+2i—2=1.
Alles in allem ist

(2-3i) = (1+2i)(~1—1)+1,
wobei 1|2 =1 <5 =1+ 2i|%

u (2). Sei u € U(Z[i]). Dann ist auch v := u~! € Z[i], und insbesondere |v|*> = v -v € Z.
Aus 1 =wu-u~! folgt 1 =12 = |ul?- |[v]?. Da |[v|? € Z ist, folgt |u|?> € U(Z) = {—1,+1}.
Es folgt wegen |u|? > 0 auch noch |u|? = 1.

Schreiben wir u = a + bi, so ist also |u|? = a? +b®> = 1. Da a, b, € Z sind, folgt

(a7 b) € {(17 0)’ (_17 0)’ (Oa 1)7 (0, _1>} .
Diese 4 Paare liefern alle auch eine Einheit. Somit ist
Zu (3). Wir berechnen, unter Beriicksichtigung von ¢ = (2,

2-30 _ (2-3Q(1+2%) _ 2443060 _ —A+4(-1-(-3¢ _ 8-7C _ 8 7T,
1+2¢  (1+20)(1+2¢2)  1+2¢2+20+4¢2  1+2(-1-¢Q)+20+4 3 3 3

Runden der Koeffizienten gibt ¢ := —3 — 2(.
Dann wird 7 := (2 —3¢) — (1 4+20)(=3-2¢) =2—3C+3+6¢+2C+4¢?=5+5( +4(-1-¢) =1+
Alles in allem ist

(2-30)=01+20)(-3-20)+(1+¢),
wobei [1+¢2 = (1+ )1 +¢) = (=) () =1<3=[1+2¢

Aufgabe 11

(1) Wir betrachten das Ideal (8,20,36) C Z. Man finde ein z € Z mit (z) = (8,20, 36).

(2) Man finde zwei Elemente f(X), g(X) € Z[X] mit
(f(X)) € (f(X),9(X)) und (9(X)) C (f(X), g(X)).

(3) Man zeige folgende Gleichheit von Idealen in Q[X, Y.
(X21Y, X +Y?) = (Y - XY2 X - YX2 X%+ XY?).



Lésung.

Zu (1). Wir behaupten, dafl (4) = (8,20, 36) ist.

Zu D. Es ist 8ay + 20as + 36a3 durch 4 teilbar fiir alle ay, as, ag € Z.

Zu C.Esist 4=(-2)-84+1-20+0-36 € (8,20,36), und also auch (4) C (8,20, 36).
Alternativ kann man mit Bemerkung 66 auch (8,20,36) = (ggT (8,20, 36)) = (4) anfiihren.
Zu (2). Wir behaupten, daf (2) C (2,X) und (X) C (2, X) ist.

Ersteres gilt, da X ¢ (2) liegt, denn das Polynom X in Z[X] nicht durch 2 teilbar ist.

Zweiteres gilt, da 2 ¢ (X) liegt, denn 2 hat Grad 0, und die Polynome in (X) haben Grad > 1, als Vielfache
von X.

Zu (3). Sei I := (X24Y, X +Y2).Sei J:= (Y — XY2, X ~Y X2, X2+ XY?).

!
ZulCJ.Esist X24+Y = (Y—XY2)+(X2+XY2) eJ.

Esist zudem X + Y2 = (X —YX?)+ V(Y - XY?)+ Y(X?+ XY?) € J.
Also ist auch I C J.

ZulDJ. EsistY — XV2 = (X24Y)— X(X +Y?) e I.
Esist zudem X —Y X% = (X +Y?) -Y(X?+Y)€ L
Es ist schlieflich X2 + XY? = X(X +Y?) € I.

Also ist auch J C I.

Aufgabe 12

(1) Sei R ein Integritétsbereich.
Man verifiziere: In K := Quot(R) gilt (Ring2), also das Assoziativgesetz der Addition.

(2) Man finde a, b, ¢ € F5 mit
b c

1 a
Yiiox? X x2 T X2

Sind die Elemente a, b und c in F; dadurch eindeutig bestimmt?

€ F(X).

Lésung.
Zu (1). Seien u, v', v’ € Rund v, v', v" € R* gegeben.
Zum einen wird
/ 1 / / " / / 1 " /
U o u U uv' +uv o u uv’ +u'v)v" +u’(vv
+— = —+— = ( )/ . (ve') = fracuv'v” + u'vv” + v vv'vv'v" .
v (vv')v

,_i_i/
v v

Zum anderen wird

U u/ UH m UIIUH+U”'U/ ,u(,U/,U//) +(U/'UH+'U,H'U/)'U '
-+ = —+
v v

!/ ,U//

— = — = fracuv’v" +u'vv” +u" v v’V .
v v'v v(v'v")
Das ist dasselbe.

Zu (2). Wir multiplizieren mit X3 + 2X? = X?(X + 2) auf beiden Seiten und haben dann folgende Gleichung
zu erfiillen.

1= a(X?4+2X)+b(X +2)+cX? = (a+c)X* 4+ (2a+b)X +2b.

Koffizientenvergleich gibt das folgende lineare Gleichungssystem iiber F5 .
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0
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Es ist also
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