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Algebra fiir Lehramt, SoSe 22
Losung 2

Aufgabe 5 Sei K ein Korper. Sei S ein Ring, in welchem Og # 1g ist.
Sei ¢ : K — S ein Ringmorphismus. Man zeige folgende Aussagen.

(1) Es gibt in K nur die Ideale 0 und K.

(a) Man zeige dies ohne Verwendung einer Aussage iiber maximale Ideale.

(b) Man zeige dies unter Verwendung einer Aussage iiber maximale Ideale.
(2) Es ist Kern(yp) = 0.

(3) Es ist ¢ injektiv.

Lésung.

Zu (1).

Zu (a). Es sind 0 und K Ideale von K.

Sei umgekehrt I ein Ideal von K. Sei I # 0. Wir haben [ L K zu zeigen.

Wir withlen x € I \ {0}. Sei y € K gegeben. Dann ist y = (y -2~ ') -2 € I.

Alsoist I = K.

Zu (b). Es sind 0 und K Ideale von K.

Es ist K/0 = K : x + 0~ x, mit dem inversen Isomorphismus K — K/0: x ~ = + 0.
Da K ein Korper ist, ist also auch K/0 ein Korper.

Folglich ist 0 < K ein maximales Ideal. Also gibt es kein Ideal I in K mit 0 C I < K. Folglich sind 0 und K die
einzigen Ideale in K.

Zu (2). Es ist Kern(y) < K. Also ist Kern(¢) = 0 oder Kern(y) = K, dank (1).

Nun ist ¢(1g) = 1g # 0g. Also ist 1x ¢ Kern(y). Folglich ist Kern(p) # K.

Also ist Kern(y) = 0.

Zu (3). Da Kern(y) = 0 ist dank (2), ist ¢ injektiv.
Aufgabe 6
(1) Man zeige: Es ist
o  Z/21Z — ZJ/3Z x ZJTZ

a+21Z — (a+3Z , a+7Z)
ein Ringisomorphismus.

Man bestimme Urbilder von (1 + 3Z,0+ 7Z) und von (0 + 3Z,1 + 7Z).
Man bestimme eine Abbildungsvorschrift fiir die Umkehrabbildung ¢~

(2) Man bestimme einen Ringisomorphismus ¢ von Z/120Z nach Z/87Z x Z/37Z x 7Z/5Z.

Man bestimme eine Abbildungsvorschrift fiir ¢!

(3) Man bestimme einen Ringisomorphismus ¢ von Q[X]/(X? — X)Q[X] nach
Q[X]/XQ[X] x Q[X]/(X - 1)Q[X].

(4) Man bestimme einen Ringisomorphismus ¢ von Q[X]/(X? — X)Q[X] nach Q x Q.

Man bestimme eine Abbildungsvorschrift fiir 1)1,



Lésung.

Zu (1). Esist 72432 =72,da1=1-74(-2)-3 € TZ + 3Z.

Es ist 7Z N 3Z = 21Z, da eine ganze Zahl genau dann durch 7 und durch 3 teilbar ist, wenn sie durch 21 teilbar
ist.

Also ergibt sich der behauptete Isomorphismus aus dem Chinesischen Restsatz.

Gesucht ist das Urbild « + 217Z von (1 + 3Z,0 + 7Z), wobei « € Z. Es soll also x =3 1 und = =7 0 gelten. Dies
ist fiir = 7 erfiillt. Also ist 7+ 21Z das gesuchte Urbild.

Gesucht ist das Urbild y 4+ 21Z von (0 + 3Z,1 + 7Z), wobei y € Z. Es soll also x =3 0 und = =7 1 gelten. Dies
ist fiir « = 15 erfiillt. Also ist 15 4 217Z das gesuchte Urbild.

Zu (2). Esist 82+43Z =7Z,dal=(-1)-84+3-3€ 8Z+3Z. Esist 8Z+5Z=7,da1=2-84(-3) -5 € 8Z+5Z.
Esist 3Z +5Z=7,da1=2-3+ (—1)-5 € 3Z+ 5Z.

Es ist 82 N 3Z N 5Z = 1207, da eine ganze Zahl genau dann durch 8, durch 3 und durch 5 teilbar ist, wenn sie
durch 120 teilbar ist.

Also liefert der Chinesische Restsatz den Ringisomorphismus

o : Z/)120Z = Z/8Z x Z/3Z x ZJ5Z
a+120Z — (a+8Z , a+3Z , a+5Z).

Dieser bildet insbesondere wie folgt ab.

—15+120Z & (1+48Z, 0+ 3Z, 0+ 52)
40 +120Z % (0+8Z, 1+ 3%, 0+ 52)
—24+120Z & (1+48Z, 0+ 3Z, 1+ 52)

Fir z, y, z € Z wird also
—152+40y—24z V5 (24+8Z, 04+3Z, 0+5Z)+(0+8Z, y+37Z, 04+5Z)+(148Z, 0+3Z, 2+5Z) = (x+8Z, y+37Z, 2+57Z) .
Mit anderen Worten, es ist

¢ ' ((x+8Z, y+3Z, z+5Z)) = —15z+ 40y — 24z .

Zu (3). Esist XQ[X]+ (X - 1)Q[X]=Q[X],dal=1-X+(-1)- (X —1) € XQ[X] + (X — 1)Q[X].

Es ist XQ[X] N (X — 1)Q[X] = (X? — X)Q[X], da ein Polynom in Q[X] genau dann durch X und durch X — 1
teilbar ist, wenn es durch X - (X — 1) = X? — X teilbar ist.

Der Chinesische Restsatz gibt also den Ringisomorphismus

¢ ¢ QX)/(X*-X)QX] — QX]/XQ[X] x Q[X]/(X-1)Q[X]
fX)+ (X2 -X)QX] = (f(X)+XQX] , [f(X)+(X-1QX]).
Zu (4).
Wir haben den surjektiven Ringmorphismus
Qx] = Q
fX) = f(0).

Dieser hat Kern XQ[X], da ein Polynom f(X) € Q[X] genau dann durch X teilbar ist, wenn f(0) = 0 gilt.
Der Homomorphiesatz liefert also den Ringisomorphismus

QIX]/XQX] & Q
FX)+XQX] ~  f(0).

Wir haben den surjektiven Ringmorphismus

8,
g(X) = g(1).
Q

Dieser hat Kern (X —1)Q[X], da ein Polynom ¢(X) € Q[X] genau dann durch X — 1 teilbar ist, wenn g(1) =0

gilt.



Der Homomorphiesatz liefert also den Ringisomorphismus

Qx)/xQx] & @
g(X)+ (X —1QIX] — (1)

Zusammen erhalten wir den Ringisomorphismus ¢’ := @ x 8 mit

QIX)/XQX] x QX)/(X-1Qx) £ Q@ x Q
(FOO+ (X -DQX] , g(X)+(X-1DQX]) — (f0) , g(1)).

Komponieren wir mit dem Ringisomorphismus ¢ aus (3), so erhalten wir den Ringisomorphismus ) := ¢’ o ¢
mit
oo QIX/(X?-X)QIX] = Q@ x Q
fX) + (X2 =X)QX] = (f(0) , f(1).

Dieser bildet fiir (p, ¢) € Q x Q wie folgt ab.

X 414 (X2-X)QIX] 4 (1,0)
X +(X2-X)Q[x] % (0,1)
P=X +1)+ X + (X2 - X)Q[X] 5 (p,0)

Mit anderen Worten, es ist

v (p.q) = p(—X +1) +¢X + (X* - X)Q[X] .

Aufgabe 7 Man finde jeweils ein a € Zs, fir welches die Gleichung gilt (unter (3): beide
Gleichungen gelten).

(1) 12Z N 30Z = aZ (3) 6ZNaZ =18Z und 6Z+ aZ = 37Z
(2) 127 + 30Z = aZ (4) 108Z + (F4Z N 12Z) = aZ
Lésunyg.

Zu (1). Es ist
12Z. N 30Z = (2%-3)Z N (2-3-5)Z = (2°-3-5)Z = 60Z ,

da eine ganze Zahl genau dann durch 22 -3 und durch 2 - 3 - 5 teilbar ist, wenn sie durch 22 - 3 - 5 teilbar ist.
Also ist a = 60.

Zu (2). Wir behaupten 12Z + 30Z L 62.

Zu C. Es ist 12u 4 30v durch 6 teilbar fiir u, v € Z.

ZuD.Esist 6 =—-2-12+5-6 € 12Z + 30Z. Also ist auch 6Z C 127 + 307Z.

Somit ist a = 6.

Zu (3). Wir behaupten 6Z N 9Z L 18Z und 67+ 9Z = 3Z.

Ersteres gilt, da eine ganze Zahl genau dann durch 6 = 2 -3 und durch 9 = 3? teilbar ist, wenn sie durch
18 = 2 - 32 teilbar ist.

Zweiteres:

Zu C. Es ist 6u + 9v durch 3 teilbar fiir u, v € Z.

ZuD.Esist3=—-1-6+1-9 € 6Z + 9Z. Also ist auch 3Z C 6Z + 9Z.

Also ist a = 9.

Zu (4). Es ist 54Z N 12Z = 108Z, da eine ganze Zahl genau dann durch 54 = 2 - 3% und durch 12 = 22 - 3 teilbar
ist, wenn sie duch 108 = 22 - 33 teilbar ist.

Ferner ist 108Z + 108Z = 108Z.

Somit ist a = 108.



Aufgabe 8 Wir betrachten den Ringmorphismus

v  Z — ZJAZ x Z/6Z
a — (a+4Z , a+6Z)

(1) Man bestimme ein Element in (Z/4Z x Z/6Z) ~ ¢(Z).
(2) Man bestimme ein k € Z¢ mit kZ = Kern(p).

(3) Man gebe die Charakteristik char(Z/47Z x Z/6Z) an.
(4)

4) Unter Verwendung des Homomorphiesatzes bestimme man |p(Z)|, d.h. die Anzahl der
Elemente im Bild von .

Lisung.

|

Zu (1). Wir behaupten (1 4+ 47,0+ 6Z) € (Z/4Z x Z]/6Z) ~ ©(Z).

Dazu nehmen wir an, es gibt ein a € |Z mit p(a) = (a+4Z,a+6Z) = (1+4Z,0+6Z). Dann ist a+4Z = 1+ 4Z
und a + 6Z = 0 + 6Z. Mit anderen Worten, es ist a =4 1 und a =¢ 0. Es folgt a =5 1 und a =, 0. Wir haben
einen Widerspruch.

Zu (2). Es ist a € Z genau dann im Kern von ¢ enthalten, wenn 0 = ¢(a) = (a + 4Z,a + 6Z) ist, d.h. wenn
a=40und a =6 0, d.h. wenn a € 4Z N 6Z ist. Nun ist 4Z N 6Z = 127, da eine ganze Zahl genau dann durch 4
und durch 6 teilbar ist, wenn sie durch 12 teilbar ist.

Zusammen ist also Kern(p) = 12Z. Wir konnen also k = 12 wihlen.
Zu (3). Nach Definition der Charakteristik wurde diese in (2) zu char(Z/4Z x Z/67) = k = 12 berechnet.

Zu (4). Nach Homomorphiesatz ist ¢(Z) ~ Z/ Kern(p) @ Z/127. Also ist |p(Z)| = |Z/12Z] = 12.
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