M. Truong, M. Kiinzer

Algebra fiir Lehramt, SoSe 22
Losung 1

Aufgabe 1 Wir betrachten den Teilring R := (%%%) C (%%%) = Q33,
Wir betrachten dazuhin den Ring S := Q%*? x Q.

(1) Man finde ein Linksideal in R, das kein Ideal in R ist.
(2) Man bestimme einen Ringmorphismus ¢ : R — S, fiir welchen gilt: U(R) = o1 (U(9)).

Lésung.
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Um zu zeigen, dafl I kein Ideal in R ist, zeigen wir, dafl es kein Rechtsideal ist.
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zum anderen

Also ist ¢ ein Ringmorphismus.

Es blelbt U(R) = <p_1(U(S)) zu zeigen.

Zu g Ist » € R invertierbar, dann ist wegen ¢(r) - o(r=1) = o(r-r71) = p(1) = 1 und p(r=1) - ¢(r) =
o(r=t-r) = ¢(1) = 1 auch (r) invertierbar.



!

Zu DO. Wir betrachten r = (6‘ ;) € R, geschrieben in Blockmatrixschreibweise, wobei A € Q2*2, € Q?*! und

g€Q.

Sei ¢(r) = (A, g) invertierbar. Dann ist A invertierbar und g # 0. Es wird r—* = (‘8‘;)_1 = (Agl _A;lfffl) €
?

R, dasowohl (5)- (4," 4,149 ) = (% 9) als aueh (4" 4 1) (§5) = (%

) ist. Also ist r invertier-
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bar.

Aufgabe 2
(1) Man erstelle die Multiplikationstafel von Z/8Z.
(2) Man bestimme {z € Z/8Z : 2> —1=0}.

(3) Ist Z/8Z ein Korper? Man entscheide anhand (1).

Lésung.
Zu (1). Die Multiplikationstafel von

kurz

Z/87 = {0+ 8Z,1+8Z,2+8Z,3 + 8Z,4+ 8Z,5 + 8Z,6 + 8Z,7+ 8Z} “=* {0,1,2,3,4,5,6,7}

ergibt sich wie folgt.
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Zu (2). Der Diagonale der Multiplikationstafel kann man entnehmen, daf
{2e€Z/8Z : 2> -1=0} = {1,3,5,7}

ist.
Zu (3). Nein, es ist Z/8Z kein Kérper. Denn es ist z.B. 2 € (Z/8Z)*, wohingegen 2 ¢ U(Z/8Z) liegt. Denn in
der Multiplikationstafel taucht in der Zeile zur 2 das Element 1 nicht auf.

Insgesamt ist hier
U(z/82) = {1,3,5,7} C {1,2,3,4,5,6,7} = (Z/8Z)* .

In (2) haben wir also gesehen: Ein normiertes Polynom kann also in Z/8Z mehr Nullstellen haben,
als sein Grad anzeigt.

Aber, wie in (3) gesehen, es ist ja Z/8Z auch kein Korper.

Aufgabe 3
(1) Sei f(X):=X*+2X3-0X?-2X +1e€Q[X].
Man bestimme alle Nullstellen von f(X), die in Q liegen.

(2) Man zeige unter Verwendung des Satzes von Descartes: v/2 & Q.

Lésung.
Zu (1). Wir wollen alle Nullstellen von

3-f(X) = 3X*+2X® -~ 10X? - 6X +3 € Z[X]



bestimmen, die in Q liegen. Jede solche Nullstelle ist von der Form +%, mit u, v € Z* teilerfremd und mit
u ein Teiler des konstanten Terms 3 und v ein Teiler des Leitterms 3. Also ist jede Nullstelle, die in Q liegt,

enthalten in
3 ) 3 ) 5 Ly ) .

Es wird
3-f(-3) = %
375 = 0
3-f(-1) = 0
3-f(1) = -8
3-f(=3) = 120
3-f(3) 192

Also sind die Nullstellen von f(X), die in Q liegen, gegeben durch % und —1.

Zu (2). Annahme, es ist v/2 € Q. Dann hat g(X) := X2 — 2 € Z[X] wenigstens eine Nullstelle, die in Q liegt,
nimlich /2.

Eine solche Nullstelle ist laut Descartes von der Form =, mit u, v € Z* teilerfremd und mit u Teiler von —2
und v Teiler von 1. Somit sind alle solchen Nullstellen von X2 — 2 enthalten in

{-1,1,-2,2}
Aber es ist

g(=1) -1

g(1) -1

g(=2) = 3

9(2) =

Also hat g(X) keine Nullstelle, die in Q liegt. Widerspruch.

Aufgabe 4
(1) Man zeige: U(Z) C U(Z)) C U(Q).
Hierbei heile (M C N) < (M C N AM # N).

(2) Man zeige unter Verwendung der Multiplikationstafel von Z/5Z:
Fiir jedes v € Z mit v #5 0 gibt es ein w € Z mit wv =5 1.

(3) Wir betrachten den injektiven Ringmorphismus
P Z/5Z — Z(5)/5Z(5) C 2497 — Z+5Z(5) .
Man zeige unter Verwendung von (2): Es ist ¢ ein Ringisomorphismus.

(4) Seien R und S Ringe.
Sei p : R — S ein Ringisomorphismus, d.h. ein bijektiver Ringmorphismus.

Man zeige: ¢! : S — R ist ein Ringisomorphismus.

Lésung.
Zu (1). Da Z C Z5y € Q, ist auch U(Z) C U(Z5)) € U(Q).
Wir haben zu zeigen, daf die Inklusionen echt sind.

!
Zu U(Z) C U(Zz)). Es ist 2 € U(Zs)), mit inversem Element 1 € Z).
Aber es ist 2 € U(Z) = {—1,+1}.

!

Zu U(Z5) C U(Q). Es 5 € U(Q), mit inversem Element 1 € Q.
Aber esist 5 ¢ U(Z5)) ={ ¢ :u,v € Z*, u#s50, v#;50}.



Zu (2). Die Multiplikationstafel von

7/8Z = {0+ 52,1+ 52,2+ 52,3 + 52,4 + 525} "% [0,1,2,3,4}

ergibt sich wie folgt.

()lo 1 2 3 4
0[o 0o 00 o0
101 2 3 4
210 2 4 1 3
310 31 4 2
410 4 3 2 1

Da in jeder Zeile, die nicht zu 0 gehort, eine 1 auftritt, gilt: Fiir jedes 2 € Z/5 mit z # 0 gibt es ein y € Z mit
zy = 1.

Fiir jedes v € Z mit v #5 0 ist « := v + 5Z # 0. Also gibt es ein y € Z mit zy = 1. Schreiben wir y = w + 5Z
fiir ein w € Z, so folgt vw + 5Z = zy = 1 = 1 + 5Z, also vw =5 1.

Zu (3). Nach Aufgabenstellung diirfen wir als bekannt voraussetzen, dafl ¢ ein injektiver Ringmorphismus ist.
Zu zeigen bleibt die Surjektivitdt von ¢. Sei ¢ € Z5) gegeben, wobei u, v € Z* mit v Z5 0.

!
Gesucht ist ein z € Z mit z + 5Zs) L =+ 5Z5), also mit 5Z5) > z — & = 4.

v

Es geniigt, ein z € Z mit zv — u é5 0 zu finden.
Da v #5 0, finden wir gemif (2) ein w € Z mit vw =5 1, also mit vw — 1 =5 0.
Sei z := ww. Dann wird

zv—u = vwv—u = ulvw—1) =5 0.

Zu (4). Zu zeigen ist, da auch die Umkehrabbildung ¢! ein Ringmorphismus ist.
Es ist
¢~ (1s) = ¢ (¢(1r)) = 1r .

Fir z, y € S wird

e @ty) = o Hele T (@) el W) = ¢ ele (@) + e W) = ¢ (@) + 9 (Y)

und
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