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Algebra fiir Lehramt, SoSe 21
Lo6sung 6

Aufgabe 21 Man zeige oder widerlege.
(1) In Aj sind die Elemente (1,2,3,4,5) und (1,2,3,5,4) konjugiert zueinander.
(2) In Aj sind die Elemente (1,2, 3) und (1, 3,2) konjugiert zueinander.

(3) Seien G und H endliche Gruppen. Sei ¢ : G — H ein Gruppenmorphismus.
Es ist |¢(G)] ein Teiler von ggT (|G|, |H]).

(4) Wir betrachten die multiplikativ geschriebene Gruppe R.g = (Rsg,-) und die additiv
geschriebene Gruppe R = (R, +).

Die Logarithmus-Abbildung In : R.y — R ist ein Gruppenisomorphismus.

Losung zu Aufgabe 20:

(1) Falsch. Wir suchen zunéchst alle ¢ € S5 so, dass 9(1,2,3,4,5) = (1,2,3,5,4) ist. Bei
Konjugation mit g werden die Zykeleintrége mit g abgebildet.
Beachte, es ist (1,2,3,5,4) = (4,1,2,3,5) = (5,4,1,2,3) = (3,5,4,1,2) = (2,3,5,4,1).
Wir erhalten daher folgende 5 mogliche bijektive Abbildungen ¢g; € S5, um den Zykel
(1,2,3,4,5) in den Zykel (1,2,3,5,4) durch Konjugation zu tiberfiithren.

g1: [L,5] — [L,5] g2 [1,5] — [L,5] ¢gs3: [1,5] — [L,5]
1 — 1 1 — 4 1 — 5
2 — 2 2 — 1 2 — 4
3 — 3 3 — 2 3 — 1
4 — 5 4 — 3 4 — 2
5 — 4 5 — O 5 — 3
gs: [1,5] — [L,5] g5: [1,5] — [L,5]
1 — 3 1 — 2
2 — 5 2 — 3
3 — 4 3 — 5
4 — 1 4 — 4
5 — 2 5 — 1



Essind g1 = (4,5), 92 = (1,4,3,2), 93 = (1,5,3)(2,4), 94 = (1,3,4)(2,5) und g5 = (1,2,3,5)
keine Elemente von As da

sen(gr) = (1)1 =-1
sgn(ge) = (=)t =-1
sen(gz) = (17" (=1)*' =1
sen(gs) = (171 (=1)*' =1
sen(gs) = (D) =-1

Folglich sind die Elemente (1,2, 3,4,5) und (1, 2,3, 5,4) in A5 nicht konjugiert zueinander.

(2) Richtig. Dasgn((2,3)(4,5)) = (—=1)-(—1) = 1, ist (2,3)(4,5) € As. Esist ®3®2)(1,2,3) =
(1,3,2).

(3) Richtig. Es ist ¢(G) < H eine Untergruppe, vgl. Bemerkung 108 (3). Nach dem Satz von
Lagrange (Satz 97) ist |¢(G)| ein Teiler von |H|.

Nach dem Homomorphisatz (Satz 118) ist ¢(G) = G/ Kern(y).

G ‘ H
]
G/ Kern(y) o(G)

Nun folgt, mit dem Satz von Lagrange, dass |G| = |p(G)| - | Kern(yp)| ist, und folglich ist
|o(G)] ein Teiler von |G|.

Somit ist |¢(G)| ein Teiler von ggT(|G|, |H]).
(4) Richtig. Fiir x,y € Ry ist
In(z - y) = In(z) + In(y) ,
also ist In ein Gruppenmorphismus.
Das Inverse zu In ist gegeben durch In"! = exp : R — R.,.

Nun ist fir x € R
(Inoexp)(x) = In(exp(x)) = =
und fiir y € Ry
(expoln)(y) = exp(In(y)) =y .
Folglich ist In ein Gruppenisomorphismus.
Es ist auch exp : R — Rsq ein Gruppenmorphismus, da exp = In"'. In der Tat gilt fir

z,y € R gilt, dass
exp(z +y) = exp(x) - exp(y) .

Aufgabe 22 Seien R und S Ringe. Sei ¢ : R — S ein surjektiver Ringmorphismus.
Wir erinnern an Kern(p) = {z € R: ¢(z) = 0} und an Kern(¢V) = {z € U(R) : 9" (x) = 1}.
Man zeige oder widerlege.



(1) Esist ¢V : U(R) — U(S) ein surjektiver Gruppenmorphismus.

(2) Falls es einen Ringmorphismus 1 : S — R mit ¢ o ¢ = idg gibt, dann ist
©Y 1 U(R) — U(S) ein surjektiver Gruppenmorphismus.

(3) Es ist Kern(¢Y) = {1 + 2 : x € Kern(p)}.

(4) Esist Kern(¢V) = {1+ z : 2 € Kern(p)} N U(R).

Losung zu Aufgabe 22:

(1) Falsch. Sei z.B. R=7Z, S =7Z/5Z und ¢ : R — Z der Restklassenmorphismus.
Esist U(R) = {—1,1} und U(S) = {1,2,3,4}. Nun ist

(" (U(R)| = {1, 4} =2 <4 =[U(9)],
und also ist ¢V nicht surjektiv.

(2) Richtig. Wir zeigen, dass es fiir alle s € U(S) ein Element r € U(R) gibt, mit ¢V(r) = s.
Wir betrachten den Gruppenmorphismus Y : U(S) — U(R). Fiir s € U(S) ist also nun

eY(WV(s)) = o(¥(s)) = (po)(s) = ids(s) = s. Folglich ist Y : U(R) — U(S) ein
surjektiver Gruppenmorphismus.

(3) Falsch. Sei z.B. R=7, S =7/5Z und ¢ : R — S der Restklassenmorphismus.
Dann ist 6 € {1+ 2 : 2 € Kern(p)}, aber 6 ¢ Kern(¢Y), da 6 ¢ U(Z).

(4) Richtig.
Zu 2. Seiy € {l+a:x € Kern(p)} NU(R). Schreibe y = 1 4+ k mit & € Kern(y). Dann
ist, da y € U(R),

0 (y) =oy) =e(l+k)=p(1)+ k) =1+0=1
und also y € Kern(¢V).
Zu C. Sei y € Kern(¢V). Dann ist y € U(R) und

e(y) =¢(y) =1.

Alsoist 0 = p(y) — 1 = ¢v(y) — (1) = p(y — 1) und daher k := y — 1 € Kern(yp). Es ist
y=1+k. Folglichist y € {1+ 2 : z € Kern(y)} N U(R).

Aufgabe 23 Sei G :={({}) : a,d € F, b € F5} < GLy(F;) gegeben.
Es operiert G auf F2*! via A - v := Av, also via Multiplikation der Matrix A € G C F2*? mit
dem Vektor v € F2*'.

(1) Man bestimme Z(G) und |G/Z(G)].

(2) Man finde nichtleere G-Teilmengen X, Xy, X3 C F2*! mit F2*!' = X; U Xp U X3



(3)

Sei ¢; : G — Sy, der Operationsmorphismus von G auf X; fiir i € [1,3]. Man bestimme
Kern(y;) fiir i € [1,3]. Welche dieser G-Mengen ist treu?

Liosung zu Aufgabe 23:

(1)

(3)

Wir behaupten Z(G) = {(69) :a e E}.
Zu C. Es ist x € Z(G) genau dann, wenn z -y =y - x fiir y € G.
Es ist fir a,d € F, b € F

genau dann, wenn

d.h. wenn a = d.

Es ist
genau dann, wenn

d.h. wenn b = 0.
Zu 2. Es ist fiir o/, d’ € F, b/ € Fs

Also Z(G) = {(§0) : a € '}

Esist |Z(G)|=4und |G| =4-5-4=80. Nun ist |G/Z(G)| = % = 80 = 20.

Essind X; = {(§) ;2 € B}, Xo :={(}) : 2 € s, y € E} und X3 := {(7)} disjunkte
G-Teilmengen mit F2*' = X U X, LI X3. Denn fiir (“{'j) € X, und (83) € (G ist

() (5) = (5) € .
daa-z #0 fir a,z € F.
Fiir (§) € X, und (82) € G ist

dad-y#0 fird,y e F.
Fir (5) € Xsund A€ Gist A- (5) = (7) € Xs.

Es ist fiir ¢ € [1, 3]



Es ist

Kern(p)) = {A€G:Av=vfirve X1} ={(3}) € G: (¥) = (§) fiir v € X}
= {(04):beF, deF ).

Also ist ¢ nicht injektiv.

Es ist
Kern(ps) = {Ae€eG:Av = firve Xy}
= {( ) eG: (aﬁby):(z)fﬁrxe]% und y € [} .

Fiir ( ) € Gist (a”by) = (5) fiir (5) € X5 genau dann, wenn d = 1 ist und ax+by = x
ist. Da ( ) € Xy ist, muss auch a -0+ b-1 = 0 gelten, d.h. b = 0. Da (%) € X, ist, muss
auch a -1 =1 gelten, d.h. a = 1. Nun ist

Kern(yy) D eG: (YY) = () fir € Fs und y € B}
|
Also ist @9 injektiv.

Es ist
Kern(ps) ={AeG: Av=vfirve X3} =G .

Also ist @3 nicht injektiv.
Die G-Menge X, ist treu, da (o injektiv ist.
Die G-Mengen X, X3 sind nicht treu, da ¢; und 3 nicht injektiv sind.

1 4
Aufgabe 24 Sei Dg := ((1,2,3,4), (2,4)) < S4.
Es operiert f € Dg auf {1,2,3,4} via f -2 = f(x) fir z € {1, 2, 3,4}.
(1) Man bestimme |Dg| und liste alle Elemente von Dg auf. 2 3

(2) Wir interpretieren diese Operation als Operation auf einem Quadrat mit Ecken 1,2, 3, 4.
Liefert Dg die Spiegelung des Quadrats an der Diagonalen durch die Ecken 2 und 47 Liefert
Dg die Spiegelung des Quadrats an der Mittelsenkrechten der Kante zwischen Ecke 2 und
Ecke 37 Liefert Dg die Drehung des Quadrats um den Winkel —7/27

Léosung zu Aufgabe 24:

(1) Jedes Element von Dg lasst sich als Produkt von (1,2,3,4) und (2,4) darstellen.

Um alle Elemente in Dg aufzulisten, erstellen wir folgenden Baum. Fiir x € Dg und
y € {(1,2,3,4),(2,4)} bedeutet z <%, dass am Pfeilende z o y steht. Wir beginnen mit
dem Element id und kénnen aufhoren, sobald keine neuen Elemente mehr hinzukommen.
Wir markieren alle neuen Elemente durch einen Kasten um das Element.



(17 2’ 37 4) 0(1,2,3,4) 0(2,4)

O(y 0(2,4)

o(y l
0(2,4) 0(1,2,3,4)

(1,4,3,2) (1,3) (2,4)
0(1,2,3,4)J/ &4)‘\
id (1,4)(2,3)

Wir stellen fest, dass

(1,3)(2,4) (1,2)(3,4)| 224

(1,2,3,4)

0(2,4)

0(1?273ﬂ4)

o(2,4)

(273) -

(173) -

0(1,2,3,4)

(1,2)(3,4)

Ds = {id, (1,2,3,4),(1,3)(2,4), (1,2)(3,4),(1,4)(2,3), (1,4, 3,2), (1, 3), (2,4)}

ist, und die Ordnung |Dg| = 8 betrigt.

Spiegelung an der Diagonalen durch die Ecken 2 und 4:
Esist (1,3) € Dgund esist (1,3)-1 = 3 und (1, 3)-3 = 1. Somit bewirkt die Operation von

1

(1,3) die Uberfithrung des Quadrats

2

4

3

in das Quadrat

3

2

Spiegelung an der Mittelsenkrechten der Kante zwischen Ecke 2 und Ecke 3:
Es ist (1,4)(2,3) € Ds und es ist (1,4)(2,3) -1 =14, (1,4)(2,3) -2 =3, (1,4)(2,3) -3 =2

und (1,4)(2,3) -4 = 1.

Somit bewirkt die Operation von (1,4)(2,3) die Uberfithrung des Quadrats

4 1

in das Quadrat

3 2

Drehung des Quadrats um den Winkel —m/2 :

4

(1,4,3,2)

(1,3)(2,4)

Esist (1,2,3,4) € Ds und es ist (1,2,3,4)-1=2, (1,2,3,4)-2 =3, (1,2,3,4) -3 =4 und

(1,2,3,4) -4 = 1.



Somit bewirkt die Operation von (1,2,3,4) die Uberfithrung des Quadrats
2 1

in das Quadrat

Man kann diese Wirkung noch formalisieren durch einen Gruppenmorphismus Dg — GLa(R),
wobei die einem Gruppenelement zugehorige Matrix dann auf das Quadrat angewandt wird.
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