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Algebra fiir Lehramt, SoSe 21
Losung 3

Aufgabe 9

(1) Ist (4) N (6) in Z ein Hauptideal? Man bestimme gegebenenfalls einen Erzeuger.
(2) Sei I :=(22,10) 9 Z. Ist 4 € I?

(3) Ist (X) N (Y) in Q[X,Y] ein Hauptideal? Man bestimme gegebenenfalls einen Erzeuger.
(4)

Sei J:=(Y?2—-X,Y — X?) < Q[X,Y]. Ist XY?-Y € J?
Léosung zu Aufgabe 9:

(1) Nach Beispiel 52.(1) ist Z ein Hauptidealbereich. Also ist das Ideal (4)N(6) ein Hauptideal.
Es ist (4) N (6) = (12), da eine ganze Zahl genau dann durch 4 und durch 6 teilbar ist,
wenn sie durch 12 teilbar ist.

(2) Esist, da [ ein Ideal ist, auch 2-22 + (—4)-10 =4 € I.

(3) Esist (X) ={u(X,Y) - X :u(X,Y) € Q[X, Y]} die Menge aller Polynome in Q[X, Y], die
durch X teilbar sind. Diese haben Koeffizient 0 bei allen Monomen der Form XY, wobei
J € Zso. Ebenso ist (V) ={v(X,Y) Y :v(X,Y) € Q[X,Y]} die Menge aller Polynome
in Q[X, Y], die durch Y teilbar sind. Diese haben Koeffizient 0 bei allen Monomen der
Form XY wobei i € Zy.

|
Wir behaupten, es ist (X) N (Y) = (X -Y). Zu zeigen ist nur (X) N (Y) C (X -Y). Liegt
ein Polynom w(X,Y) in (X) N (Y), so hat es Koeffizient 0 bei allen Monomen der Form
X7 wobei j € Zs, und der Form XY, wobei i € Z(. Alle Monome, die in w(X,Y)
mit Koeffizient # 0 auftauchen, sind mithin durch X - Y teilbar. Somit ist w(X,Y") durch
X -Y teilbar. Mit anderen Worten, es ist w(X,Y") € (X -Y). Dies zeigt die Behauptunyg.

Somit ist (X) N (Y) ein Hauptideal mit Erzeuger X - Y.
(4) Esist, da J ein Ideal ist, auch
JoX-(YV-X)+ ()Y -XH)=X -V - X" -V +X*=XY?-Y .
Aufgabe 10
(1) Man bestimme ein a € Z und einen Ringisomorphismus
p o Lf(a) = Z/(4) x Z/(3) x Z/(T) .
Man bestimme eine Abbildungsvorschrift fiir o1

(2) Man bestimme ein f(X) € F»[X] und einen Ringisomorphismus
Yo BIX]/(f(X)) = BIX]/(X7+X +1) x BX]/(X?).

Man bestimme eine Abbildungsvorschrift fiir 1)1,



Losung zu Aufgabe 10:

(1) Esist (4)+(3)=2Z, (4) + (7) = Z, und (3) + (7) = Z. Sei (a) := (4) N (3) N (7) = (84).
Dann gibt es nach dem Chinesischen Restsatz den Ringisomorphismus

o ZJBY) D ZJ(A) x Z/(3) x Z/(7)
r+(84) — (x+4),z+3),z+ (7))

Um eine Abbildungsvorschrift fiir ¢! zu finden, benétigen wir ein Urbild unter ¢ von
(x4+(4),y+(3),24+ (7)) € Z/(4) xZ/(3) X Z/(7). Da ¢ surjektiv ist, gibt es dieses Urbild,
und da ¢ injektiv ist, ist es eindeutig.

Wir bestimmen zunéchst Urbilder von (1+ (4),04(3),0+ (7)), (04 (4),14(3),0+ (7))
und (0+ (4),0+ (3), 14 (7)).
Es ist '

pla+(84)) = (a+(4),a+ (3),a+ (7)) = (1+(4),0+(3),0+ (7)),

falls @ durch 3 sowie durch 7 teilbar ist, und beim Teilen durch 4 Rest 1 bleibt. Wir
konnen a = 21 nehmen.

Es ist
o(b+ (84)) = (b+ (4),b+ (3),b+ (7)) = (0 + (4), 1+ (3),0+ (7)),

falls b durch 4 sowie durch 7 teilbar ist, und beim Teilen durch 3 Rest 1 bleibt. Wir kénnen
b = 28 nehmen.

Es ist
ole+ (84)) = (c+ (4),c+ (3),c+ (7)) = (0 + (4),0+ (3), 1 + (7)),

falls ¢ durch 3 sowie durch 4 teilbar ist, und beim Teilen durch 7 Rest 1 bleibt. Wir kénnen
¢ = 36 nehmen.

Nun ist
02l -z +28-y+36-2+ (84))

= (21-2+28-y+36-2+(4),2l-2+28-y+36-2+(3), 212 +28-y+36-2+ (7))
(r+4),y+3),2+(7) .

Also ist
ol D Z)4) X Z)(3) x Z)(T) — Z/(84)
(x+(4),y+3),z+ (7)) — 21-2+28-y+36-2+(84) .

(2) Sei I := (X?*+X +1) + (X?).
Da I ein Ideal ist und X? + X + 1, X? € [ ist, ergibt sich

(X+1) - (XP+X+D+X-X2=X34+14+X3=1€1.

Also ist I = B[ X].
Sei (f(X)) := (X?+X+1)N(X?) = (X*+X*+X?). Dann gibt es nach dem Chinesischen
Restsatz den Ringisomorphismus
Y BIX]/(XT+ X3+ XY S BX])/(X?2+ X +1) xB[X]/(X?)
V(X)+ (X + X4+ X?) = (X)) + (X2 4+ X +1),0(X) + (X?)) .



Um eine Abbildungsvorschrift fiir ¢)~! zu finden, benétigen wir ein Urbild unter 1) von
(W(X)+ (X?+ X +1),w(X)+ (X?)) € B[X]/(X?+ X +1) xF[X]/(X?). Da ¢ surjektiv
ist, gibt es dieses Urbild, und da v injektiv ist, ist es eindeutig.

Wir bestimmen zunéichst Urbilder von

14+ (X*+X+1),0+ (X?*) und (0+ (X*+ X +1),14 (X?)).

Es ist

Du(X)+ (X HXP4X2)) = (w(X)+(X2HX+1), u(X)+(X?)) = (14+(X24+X+1),04+(X?))
falls u(X) durch X? teilbar ist, und beim Teilen durch X2 + X + 1 Rest 1 bleibt. Wegen
X3=(X+1)-(X*?+X+1)+1und X3 =X - X? kénnen wir u(X) = X3 nehmen.

Es ist

D(s(X)+ (X H X2+ X2)) = (04 (X2 + X +1), 5(X)+ (X)) = (0+ (X2 X +1), 1+(X?))

falls s(X) durch X2 + X + 1 teilbar ist, und beim Teilen durch X? Rest 1 bleibt. Wegen
X34+1=X -X?+1und X?+1=(X+1):(X?*+ X + 1), kénnen wir s(X) = X3 + 1
nehmen.

Nun ist

Y(X) X2+ w(X)- (X3+1)+ (X*+ X+ X?))
= (WX) XP4+wX) (X’ +1)+(X2+ X +1),0(X) (X?)+w(X) - (X3 +1) + (X?))
‘ ’ (

~—r
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e(x24x+1) e(x2)
(W(X) - X+ (X2 + X +1),w(X) - (XP+1)+ (X?))

(X)X +oX) (XP+1D)+(X?+ X +1),w(X) (X3+1) + w(X) - X°+(X?))
e(X2:X+1) ’ e(X2)

= (X)+ (X2 + X+ 1), w(X) + (X2)) .

Also ist
T BIX]/(XP+ X +1) x BX]/(X?) 5 BX]/(X*+ X3+ X?)

W(X)+ (X2+ X +1),w(X)+ (X?)) — vX) XP+wX) (XP+1)+ (X*+ X3+ X?) .
Aufgabe 11 Man zeige oder widerlege.
(1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei / < R. Ist R noethersch, dann ist auch R/I noethersch.
(2) Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist auch R[X] ein Hauptidealbereich.
(3) Die Abbildung v : Q — Z U {+oco} ist surjektiv.
(4) Die Abbildung vz : Q — Z U {400} ist injektiv.

Losung zu Aufgabe 11:

(1) Der Restklassenmorphismus p = pr: R — R/I ist surjektiv. Sei N < R/I.
Sei U :={u € R:p(u) € N} C R, das Urbild von N unter p.



Es ist U ein Ideal in R, denn 0 € U, und fiir r,7' € R, u,u’ € U ist wegen

pWHﬂ%3=MﬂMW+MngQEN€RN

{
{
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auch ru + v’ € U. Da R noethersch ist, ist U < R endlich erzeugt.
Sei (uyq,...,ug) fur k € Z~o ein Erzeugendensystem von U.

Fiir n € N gibt es u € U mit p(u) = n. Nun gibt es a; € R mit
U=0a; U+ -+ ag-Ug .
Es folgt

n=p(u) = plar-ur + -+ ar-up) = plar) - plur) + -+ pla) - p(u).

Da p(a;) € R/I, lésst sich n als R/I-Linearkombination der p(u;) fiir ¢ € [1, k] schreiben.
Also ist (p(uq), ..., p(ur)) ein Erzeugendensystem von N, welches endlich ist. Folglich ist
R/I noethersch.

(2) Falsch. Es ist nach Beispiel 52 zwar Q[X] ein Hauptidealbereich. Es ist Q[X,Y] =
(Q[X))[Y] aber kein Hauptidealbereich, da z.B. (X,Y") kein Hauptideal ist.

(3) Richtig. Es ist v3(0) = +o00 und z.B. v3(3%) = k fiir k € Z.
(4) Falsch. Es ist z.B. v3(3) = 1 = v3(6), aber 3 # 6.

Aufgabe 12
(1) Man bestimme ¢, € Z mit r € [0, 10] und mit 273 = ¢ - 11 + 7.

(2) Man bestimme ¢(X),(X) € F3[X] mit deg(r(X)) < 2 und mit
X4+ X% = X +1=q(X) (X% = 1) +r(X).

(3) Man bestimme ¢, € Z[i] mit |r|* <5 und mit 7=¢q- (2 —1i) + 7.
Losung zu Aufgabe 12:

(1) Fir ¢ =24 und r =9 ergibt sich 273 =24 - 11 + 9.

(2) Polynomdivison liefert ¢(X) = X?+ X + 1 und r = 2.

(3) In C ergibt sich

T T-(2+1) 1447
2—1i (2—-1)(2+i) 5
Runden ergibt fiir den Realteil % ~ 3 und fiir den Imaginérteil g ~ 1. Firg=341ist

nun
T=03B+1)-2-1)+r=7—14r.
Somit ist r = 1.
Anmerkung: Hier sind ¢ und r nicht eindeutig. Z.B. ist auch 7= (2 +1)(2 — 1) +2.

—_——
=5

pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/alg21/



