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Lösung 1

Aufgabe 1 Man zeige oder widerlege.

Sei R ein Ring. Wir schreiben 1 := 1R .

(1) Für x ∈ R ist 0 · x = 0.

(2) Für x ∈ R ist (−1) · x = −x.

(3) Es enthält {x ∈ R : x2 = 1 } mindestens zwei Elemente.

(4) Es enthält {x ∈ R : x2 = 1 } höchstens zwei Elemente.

Lösung zu Aufgabe 1:

(1) Richtig. Es ist

0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x .

Daraus folgt, dass

0 · x = 0 · x + 0 · x− 0 · x = 0 · x− 0 · x = 0.

(2) Richtig. Beweis:

(−1) · x = (−1) · x + x− x = (−1) · x + 1 · x− x = (−1 + 1) · x− x = 0 · x− x
(1)
= −x .

(3) Falsch. Für R = Z/2Z = {0, 1} ist {x ∈ R : x2 = 1 } = {1}.

(4) Falsch. Für R = Q×Q ist {x ∈ R : x2 = 1 } = {(−1,−1), (−1, 1), (1, 1), (1,−1)}.

Oder, alternativ: R = Z/12Z und {x ∈ R : x2 = 1 } = {−5,−1, 1, 5}.

Aufgabe 2 Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Man zeige die Eigenschaft (Ring 7) für den Polynomring R[X].

(2) Für f(X), g(X) ∈ R[X] zeige man deg(f(X) + g(X)) 6 max{deg(f(X)), deg(g(X))}.

(3) Sei R ein Integritätsbereich.

Für f(X), g(X) ∈ R[X] zeige man deg(f(X) · g(X)) = deg(f(X)) + deg(g(X)).

An welcher Stelle braucht man, daß R ein Integritätsbereich ist?



Lösung zu Aufgabe 2:

(1) Seien r(X), r̃(X), s(X), s̃(X) ∈ R[X]. Wir schreiben r(X) =
∑

i>0 riX
i, r̃(X) =

∑
i>0 r̃iX

i,
s(X) =

∑
j>0 sjX

j, s̃(X) =
∑

j>0 s̃jX
j .

Dann ist

(r(X) + r̃(X)) · s(X) = (
∑

i>0(ri + r̃i)X
i) · (

∑
j>0 sjX

j)

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k]((ri + r̃i) · sk−i︸ ︷︷ ︸

∈R

Xk)

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k](risk−i + r̃isk−i)X

k

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k] risk−iX

k +
∑

k>0

∑
i∈[0,k] r̃isk−iX

k

= r(X) · s(X) + r̃(X) · s(X)

und

r(X) · (s(X) + s̃(X)) = (
∑

i>0 riX
i) · (

∑
j>0(sj + s̃j)X

j)

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k](ri · (sk−i + s̃k−i)︸ ︷︷ ︸

∈R

Xk)

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k](risk−i + ris̃k−i)X

k

=
∑

k>0

∑
i∈[0,k] risk−iX

k +
∑

k>0

∑
i>0 ris̃k−iX

k

= r(X) · s(X) + r(X) · s̃(X) .

(2) Falls f(X) = 0, dann gilt deg(f(X) + g(X)) = max{deg(f(X)), deg(g(X))}, da dann
f(X) + g(X) = f(X) und deg(0) = −∞ ist.

Analog falls g(X) = 0.

Seien also f(X) und g(X) von 0 verschieden.

Wir schreiben f(X) =
∑

i>0 aiX
i und deg(f(X)) =: m ∈ Z>0, sowie g(X) =

∑
j>0 bjX

j

und deg(g(X)) =: n ∈ Z>0.

Es ist ai = 0 für i > m und bj = 0 für j > n. Somit ist für k > max{m,n} auch ak+bk = 0.
Also ist deg(f(X) + g(X)) = deg(

∑
k>0(ak + bk)Xk) 6 max{deg(f(X)), deg(g(X))}.

(3) Falls f(X) = 0 oder g(X) = 0, dann gilt

deg(f(X) · g(X)) = deg(0) = −∞ = deg(f(X)) + deg(g(X))

Seien also f(X) und g(X) von 0 verschieden.

Wir schreiben f(X) =
∑

i>0 aiX
i und deg(f(X)) = m ∈ Z>0, sowie g(X) =

∑
j>0 bjX

j

und deg(g(X)) = n ∈ Z>0.

Es ist ai = 0 für i > m und bj = 0 für j > n. Es ist f(X) ·g(X) =
∑

k>0

∑
i∈[0,k] aibk−iX

k,

wobei aibk−i = 0 für k > m+n und i ∈ [0, k], da nicht i 6 m und k− i 6 n sein kann. Da
R ein Integritätsbereich ist, ist der Leitkoeffizient ambn 6= 0. Also ist deg(f(X) · g(X)) =
deg(f(X)) + deg(g(X)).

Aufgabe 3 Sei R := Q2×2 =
(Q Q
Q Q
)
.

Sei S :=
(Q Q
0 Q
)

:= {
(
a b
0 d

)
: a, b, d ∈ Q } ⊆

(Q Q
Q Q
)

= R.

(1) Man zeige: Es ist S ein Teilring von R.



(2) Ist S kommutativ?

(3) Ist U(S) = U(R) ∩ S ?

(4) Gibt es einen Ring R̃ und einen Teilring S̃ ⊆ R̃ mit U(S̃) 6= U(R̃) ∩ S̃ ?

Lösung zu Aufgabe 3:

(1) Es ist 1R =
(
1 0
0 1

)
∈ S.

Seien
(
a b
0 d

)
,
(

ã b̃
0 d̃

)
∈ S. Dann gilt:

(
a b
0 d

)
−
(

ã b̃
0 d̃

)
=

(
a−ã b−b̃
0 d−d̃

)
∈ S

(
a b
0 d

)
·
(

ã b̃
0 d̃

)
=

(
aã ab̃+bd̃
0 dd̃

)
∈ S .

Somit ist S ein Teilring von R.

(2) Nein. Es sind
(
1 1
0 0

)
,
(
1 1
0 1

)
∈ S, aber(

1 1
0 0

)
·
(
1 1
0 1

)
=
(
1 2
0 0

)
,

und (
1 1
0 1

)
·
(
1 1
0 0

)
=
(
1 1
0 0

)
.

(3) Richtig. Es ist U(S) = {s ∈ S : det(s) 6= 0}, da die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix
in Q2×2 wieder eine obere Dreiecksmatrix ist. Also wird

U(S) = {s ∈ S : det(s) 6= 0} = {r ∈ R : det(r) 6= 0} ∩ S = U(R) ∩ S .

(4) Zum Beispiel: R̃ = Q und S̃ = Z. Es ist U(Z) = {−1, 1} 6= Z× = Q× ∩ Z = U(Q) ∩ Z.

Aufgabe 4

(1) Man finde ein Element in U(Z(3)) r U(Z).

(2) Man finde ein Element in U(Q) r U(Z(3)).

(3) Für x ∈ Q2×2 sei Sx := { y ∈ Q2×2 : xy = yx } ⊆ Q2×2.

Man zeige: Es ist Sx ein Teilring von Q2×2.

Gibt es ein x ∈ Q2×2 mit Sx ⊂ Q2×2 ?

Lösung zu Aufgabe 4:

(1) Es ist Z(3) = {a
b

: a, b ∈ Z | 3 teilt nicht b}. Z.B. sind 2, 1
2
∈ Z(3), da 3 weder 1 noch 2

teilt. Somit ist 2 ∈ U(Z(3)) aber 2 /∈ U(Z) = {−1, 1}.

(2) Es ist 3 ∈ U(Q) = Q×, aber wegen 1
3
/∈ Z(3) ist 3 /∈ U(Z(3)).



(3) Es ist 1Q2×2 ∈ Sx . Seien y, ỹ ∈ Sx . Dann ist

x(y − ỹ) = xy − xỹ = yx− ỹx = (y − ỹ)x

und
xyỹ = yxỹ = yỹx .

Also sind y − ỹ und yỹ in Sx. Somit ist Sx ein Teilring.

Sei schließlich z.B. x :=
(
1 1
0 0

)
. Dann ist z.B. y :=

(
1 1
0 1

)
∈ Q2×2 r Sx :

xy =
(
1 1
0 0

)
·
(
1 1
0 1

)
=
(
1 2
0 0

)
,

und
yx =

(
1 1
0 1

)
·
(
1 1
0 0

)
=
(
1 1
0 0

)
.

Also ist Sx ⊂ Q2×2.

pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/alg21/


