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Losung 1

Aufgabe 1 Man zeige oder widerlege.
Sei R ein Ring. Wir schreiben 1 := 1.

(1) Firz € Rist 0-x = 0.

(2) Firxz € Rist (—1) -z = —ux.

(3) Es enthiilt {x € R : 2> = 1} mindestens zwei Elemente.

(4) Es enthélt {x € R : 2> = 1} hochstens zwei Elemente.

Losung zu Aufgabe 1:

(1) Richtig. Es ist
0-2=(0+0)-z2=0-24+0-x.

Daraus folgt, dass

0O-z=0-24+0-2—-0-2=0-2—0-2=0.

(2) Richtig. Beweis:

(—1)~x:(—1)'x+x—x:(—1)~a:+1~x—a::(—1+1)-x—x:O~x—x(2—x.

(3) Falsch. Fir R=7/2Z ={0,1}ist {z € R : 2> =1} = {1}.
(4) Falsch. Fir R=Q xQist {z € R : 22 =1} ={(—1,-1),(-1,1),(1,1), (1, -1)}.
Oder, alternativ: R=7Z/12Z uwnd {x € R : 2> =1} = {-5,—1,1,5}.

Aufgabe 2 Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Man zeige die Eigenschaft (Ring7) fiir den Polynomring R[X].
(2) Fir f(X), g(X) € R[X] zeige man deg(f(X) + g(X)) < max{deg(f(X)), deg(g(X))}.

(3) Sei R ein Integritatsbereich.
Fir f(X), g(X) € R[X] zeige man deg(f(X) - g(X)) = deg(f(X)) + deg(g(X)).

An welcher Stelle braucht man, daf§ R ein Integritétsbereich ist?



Losung zu Aufgabe 2:

(1) Seienr(X),7(X),s(X),5(X) € R[X]. Wir schreiben 7(X) = 3. 7 X", 7#(X) = 3, o 7 X",
s(X) = Zpo s; X7, 5(X) = Z 5;X7
Dann ist

(r(X) +7(X)) - s(X) = Cisplri +7)X7) - (X050 5X7)
= D k20 2uicion (T8 T Ti) - Sk XF)
€R
D k20 aicfon (TiSk—i + TiSk— ) X*
Zk>0 Zze [0,k] rise—i X" + Zk>o Zie[Qk] Fisp—i X"
= r(X) s(X)+7(X)-s(X)

und

r(X) - (s(X)+3(X)) = (CioriX') - (X s0(ss +5;)X7)
= D0 Loy (i * (Sk—i + 5p—i) X*)
R
D ks 2icon (Tisk—i + 1i8k—i) X"
= D k0 2iclo Tisk—i X"+ D i Doiso TiSk—iX "
= r(X)-s(X)+r(X) 5X).

(2) Falls f(X) = 0, dann gilt deg(f(X) + g(X)) = max{deg(f(X)),deg(9(X))}, da dann
F(X)+g(X) = f(X) und deg(0) = —oc0 ist.

Analog falls g(X) = 0.
Seien also f(X) und g(X) von 0 verschieden.

Wir schreiben f(X) =37, a; X" und deg(f(X)) =: m € Zo, sowie g(X) = >, 0; X/
und deg(g(X)) =:n € Z,.

Esist a; = 0 fir ¢ > m und b; = 0 fiir j > n. Somit ist fiir £ > max{m, n} auch ay+b; = 0.
Also ist deg(f(X) + g(X)) = deg(3=o(ax + br) X*) < max{deg(f (X)), deg(g(X))}.

(3) Falls f(X) =0 oder g(X) =0, dann gilt

deg(f(X) - g(X)) = deg(0) = —oo = deg(f(X)) + deg(g(X))

Seien also f(X) und ¢g(X) von 0 verschieden.

Wir schreiben f(X) = >7, ;a: X’ und deg(f(X)) = m € Zz, sowie g(X) = 3., 0; X/
und deg(g(X)) =n € Zxo.

Esist a; = 0 fiir i > mund b; = 0 fiir j > n. Esist f(X)-9(X) =320 icpon a;by_i X",
wobei a;b;_; = 0 fiir K > m+n und ¢ € [0, k], da nicht ¢ < m und k —4 < n sein kann. Da
R ein Integritatsbereich ist, ist der Leitkoeffizient a,,b, # 0. Also ist deg(f(X) - g(X)) =

deg(f (X)) + deg(g(X)).

Aufgabe 3 Sei R := Q?*? = (Qg)
Sei § 1= (%8) =1 (Od) ta,b,deQ}C (88) = It

(1) Man zeige: Es ist S ein Teilring von R.



(2) Ist S kommutativ?
(3) Ist U(S) =U(R)NS?

(4) Gibt es einen Ring R und einen Teilring S C R mit U(S) # U(R)N S?

Léosung zu Aufgabe 3:
(1) Esist 1z = (1) € S.

Seien (SZ) , <82> € S. Dann gilt:

Somit ist S ein Teilring von R.
(2) Nein. Es sind ((1)(1)) , ((1)%) € S, aber
(00) - (01) = (00) -
und
(1) (30) = ()

(3) Richtig. Es ist U(S) = {s € S : det(s) # 0}, da die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix
in Q%*? wieder eine obere Dreiecksmatrix ist. Also wird

U(S) = {seS:det(s) #0} = {re R:det(r) 420} NS = UR)NS .
(4) Zum Beispiel: R = Q und S = Z. Es ist U(Z) = {-1,1} # Z* =Q*NZ = U(Q) N Z.

Aufgabe 4
(1) Man finde ein Element in U(Z)) \ U(Z).
(2) Man finde ein Element in U(Q) \ U(Zs)).

(3) Fiir x € Q*? sei S, :={y € Q¥?* : ay = yx } C Q**%
Man zeige: Es ist S, ein Teilring von Q2*2.

Gibt es ein z € Q?*? mit S, C Q**?7?

Losung zu Aufgabe 4:

(1) Es ist Z(3) = {% a,b €
(

b € Z | 3 teilt nicht b}. Z.B. sind 2,5 € Z3), da 3 weder 1 noch 2
teilt. Somit ist 2 € U(Z3))

3)) aber 2 ¢ U(Z) = {—1,1}. ’

(2) Esist 3 € U(Q) = Q~, aber wegen 3 ¢ Z) ist 3 ¢ U(Z)).



(3) Esist 1gex2 € S, . Seien y,y§ € S, . Dann ist
(y—g)=ay—zj=yr—gjr=(y—7z

und
TYY = Yyry = yyx .

Also sind y — ¢y und yy in S,. Somit ist S, ein Teilring.
Sei schlieflich z.B. x := ((1)(1)) Dann ist z.B. y := (é%) € Q2 S,

und

Also ist S, C Q**2.
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