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Punkte




Aufgaben

Bei allen Antworten sind Begriindungen oder nachvollziehbare Rechenwege verlangt.
Ein Gruppenhomomorphismus ist dasselbe wie ein Gruppenmorphismus.

1. (1+38+3+1 = 8 Punkte.)
Sei T :=R?*? = Mat(2 x 2,R) der Ring der 2 x 2-Matrizen mit Eintriigen in R.

SeiS:z{( “ b) :a,bGR}QT.
—b a

Ist S ein Rechtsideal von T'7
Ist S ein Teilring von T'?7

(a)
(b)
()

)

(d) Ist S ein Korper?

Konstruieren Sie einen Ringisomorphismus von C nach S.

2. (2+1+1+2+2 = 8 Punkte.)

Sei G eine einfache Gruppe von Ordnung |G| = 60.

(a) Bestimmen Sie die Anzahl |Syl;(G)| der 5-Sylowuntergruppen von G.
(

b

)

) Ist jede 5-Sylowuntergruppe von G zyklisch?
(c) Wieviele Elemente der Ordnung 5 enthélt G7
(d)

)

d
(e) Bestimmen Sie die Anzahl |Syl;(G)| der 3-Sylowuntergruppen von G.

Gibt es eine transitive G-Menge mit 4 Elementen?

3. (2+1+4+2 = 9 Punkte.)

(a) Ist das Polynom X3 —2X — 2 € Q[X] irreduzibel?
(b) Sei a € C ein Element mit o — 2a — 2 = 0.
Bestimmen Sie eine Q-lineare Basis von Q(«).
(c) Berechnen Sie das Minimalpolynom von a? iiber Q.
(d) Gibt es ein Element in Q(«), das ein Minimalpolynom von Grad 2 iiber Q hat?

4. (2+1+1+42+1 = 7 Punkte.)

(a) Geben Sie ein irreduzibles normiertes Polynom m(X) € F3[X] von Grad 3 an.
(

b) Konstruieren Sie unter Verwendung von m(X) eine Korpererweiterung L iiber Fs mit |L| = 27.

(d) Gibt es in L ~\ {1} ein Element y mit y** = 1?

)
)
(c) Gibt es einen Ringisomorphismus von Z/27Z nach L?
)
(e) Gibt es eine endliche Korpererweiterung M iiber L mit [M : L] > 27

d. (8+8 = 6 Punkte.)
Sei U die Gruppe der multiplikativ invertierbaren Elemente von Z/16Z.

(a) Bestimmen Sie die maximale Ordnung der Elemente von U.

(b) Bestimmen Sie ein direktes Produkt zyklischer Gruppen, das isomorph ist zu U.

6. (2+3+2 = 7 Punkte.)

Folgende Aussagen sind zu zeigen oder zu widerlegen.

(a) Sei L iiber K eine Korpererweiterung. Sei K nicht algebraisch abgeschlossen. Sei L algebraisch
abgeschlossen. Dann ist [L : K| = oo.

(b) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G ein Normalteiler.
Sind N und G/N abelsch, dann ist auch G abelsch.

(¢) Sei G eine Gruppe. Sei N < G ein Normalteiler. Dann gibt es eine Gruppe H und einen Gruppen-
homomorphismus ¢ : G — H mit N = Kern(yp).



