C. Dietzel, M. Kiinzer

Algebra fiir Lehramt, SoSe 20
Losung 7

Aufgabe 25

(1) Man bestimme Syl,(D1o) und Syl;(D1o).
(2) Man bestimme Syl,(Dy2) und Sylg(D12).

Man bestéatige in jedem Fall die Aussagen von Satz 141.(3) — auch dann, als Wiederholung,
wenn man sie schon wahrend der Konstruktion verwendet hat.

Losung zu Aufgabe 25:

(1) Per Definition ist Do = (a,b) < S5 mit a = (1,2,3,4,5) und b = (2,5)(3,4).
Weiterhin lisst sich jedes Element g € Dy eindeutig als g = a't’ (i € [0,4], j € [0,1])
schreiben, und es gelten die folgenden Gleichungen:

d=v=1; ba=al.

Wir bestimmen nun Syl,(Dyg): Es ist 10 = 2-5, somit ist jede 2-Sylowgruppe zyklisch der
Ordnung 2. Weiterhin ist m = 5.

Wir benutzen hier bereits die Sylowsétze: wir kennen eine 2-Sylowgruppe von D1, ndmlich
P = (b). Jede 2-Sylowgruppe @ ist zu P konjugiert, d.h. Q = 9P = (9b) fiir ein g € Dyo.
Schreiben wir g = a'l’, so haben wir

9p = @ (bjb) =9 = ¢'ba"t = d “(a™)b = d'a’b = a®'b.

Fiir ¢ € [0,4] durchlauft ¢* alle Elemente von (a), da diese als zyklische Gruppe der
Ordnung 5 auch von a? erzeugt wird. Folglich sind die Konjugierten von b gerade alle
Elemente der Form a’b (j € [0,4]). Da diese Elemente paarweise verschieden sind, erzeugt
jedes eine andere 2-Sylowgruppe (a’b) (da es in einer zweielementigen Untergruppe genau
ein nichttriviales Element gibt).

Folglich ist '
Sy12(D10) = {<CLJb> ] € [0,4]}

Wir iiberpriifen nun die Sylowsétze:

(1) Es gibt eine 2-Sylowgruppe P < Djg, ndmlich P = (b).

(2) Es operiert G durch Konjugation transitiv auf den 2-Sylowgruppen: fiir j € [0, 4] ist
a’b konjugiert zu b vermoge

+5 . ’
a2 j ungerade

a? J gerade
9= j

denn dann ist (vgl. obige Rechnung):

o — a¥3b = a’b j gerade
a**5°b = @/ = /b j ungerade ’

entsprechend ist in allen Fallen @) = 9P.



(3) Esist | Syly(D1g)| = 5 =2 1 und weiterhin gilt 5m, da m =5 ist.

(4) Jede 2-Untergruppe von Dy ist trivial (und damit bereits in einer der 2-Sylowgruppen
enthalten) oder selbst eine 2-Sylowgruppe.

Nun bestimmen wir Syl;(Djg): Es ist 10 = 5 - 2, und auch hier ergibt sich, dass alle
5-Sylowgruppen zyklisch von der Ordnung 5 sind. Auflerdem ist m = 2.

Eine 5-Sylowgruppe kennen wir bereits, ndmlich P = (a). Jede weitere 5-Sylowgruppe @
ist konjugiert zu P vermdoge einem Element g € Dy, mit dem () = 9P ist.

b

Nun haben wir ®a = a~!, somit ist

bp= <ba> = <a_1> =P
Es folgt, dass ¥ P = P fiir alle Werte von j gilt. Andererseits ist fiir alle
“P="(a) = ("a) = (a) = P.
folglich ist fiir alle g = a’t’ € Dyq
ip="("p)y=2"P="p,

woraus folgt, dass P < Dyq ist. Wir schlieflen daraus, dass Syl;(Dyg) = {(a)} ist.

Wir {iberpriifen die Sylowsétze:

1) Es existiert eine 5-Sylowgruppe, namlich P = (a).

(1)
(2) Da es nur eine 5-Sylowgruppe gibt, operiert Dy trivialerweise transitiv auf Syl;(Dyp).
(3) Weiterhin ist | Syl;(Dyg)| = 1 =; 5 und natiirlich gilt 1|m, wobei m = 2.

(4)

4) Jede 5-Untergruppe von Dyq ist entweder trivial (und damit in (a) enthalten) oder
ist (a) selbst.

Per Definition ist Di5 = (a,b) < Sg mit a = (1,2,3,4,5,6) und b = (2,6)(3,5).
Jedes Element g € Dy, ldsst sich eindeutig als g = a'¥’ (i € [0,5], j € [0,1]) schreiben,
auflerdem gelten die Gleichungen

ad=v=1; Pa=a".

Wir bestimmen nun Syl;(D12): wir haben die Faktorisierung 12 = 3 - 4. In diesem Falle
ist m = 4.

Die 3-Sylowgruppen von Dy, sind folglich zyklisch von der Ordnung 3.

Eine solche Untergruppe ist P = (a?). Alle 3-Sylowgruppen @ < Dy, sind demnach von
der Form Q = 9P = (9(a?)) fiir ein g € G.

Wir haben °(a?) = (*a)? = (a')? = a™%. Da (a™?) = (a*) = P ist, gilt *P = P, woraus
wir schliefen konnen, dass ¥ P = P fiir alle j ist.

Weiterhin ist auch ¢ P = <“i(a2)> = (a?®) = P fiir alle P.

Schreiben wir also g = a'b?, so gilt 9P = ¢ (¥ P) = P = P. Damit ist P < Dys, und
somit ist Syly(D1a) = {(a?)}.

Wir iiberpriifen nun die Sylowsétze:



1) Es gibt eine 3-Sylowgruppe in Djy, ndmlich P = (a?).
) Da es nur eine 3-Sylowgruppe gibt, operiert D15 trivialerweise transitiv auf Syls(Di2).
) Weiterhin ist | Syl;(Dyg)| = 1 =; 3 und natiirlich gilt 1|m, wobei m = 4.
4) Jede 3-Untergruppe von Dys ist entweder trivial (und damit in (a®) enthalten) oder
ist (a?) selbst.

Nun bestimmen wir Syl,(D1s): wir faktorisieren dafiir 12 = 22 - 3. Hier ist m = 3.
Hier ist eine 2-Untergruppe gegeben durch P = (a3 b). Tatsiichlich ist (a)* = a% = 1,
sowie b = 1. Auflerdem ist (a3) = a=® = @3, somit ist P = {(a®)'’ : i, € [0,1]}.
Fiir ein Element g = a’t’ € D15 ermitteln wir nun 9P = (9(a?), 9b).
Nun ist °(a®) = a® (siehe oben), und damit ist ¥ (a®) = @® fiir alle j. AuBerdem ist
@ (a3) = a3, folglich gilt
a*t’ (a3) _a (bJ <a3)) — a’(aB) — a3
fiir alle Werte von ¢ und j.

Andererseits ist natiirlich b = b fiir alle j, und weiterhin ist
“b=a'ba"" = a "(a”")b = d'a’b = a®b.
Durchliiuft ¢ die Werte von 0 bis 5, so stellen wir fest, dass {a*" : i € [0,5]} = {1,d? a*}
ist.
Damit ist 9 (a®,b) = (9(a®),9b) immer eine der Gruppen (a®, a*b) (i € [0, 2]).

Wir listen die Elemente dieser Gruppen nun auf:

<a3,b> ={1,ad®b,a°b}
<a3, a2b> = {1,a?,a’b, a"b}
<a3, a4b> ={1,a* a*b, ab}

Damit wird ersichtlich, dass die Gruppen (a®, a*b) (i € [0, 2]) paarweise verschieden sind.
Somit ist

Syly(D12) = {(a®,a*b) : (i € [0,2])}.

Wir iiberpriifen die Sylowsétze:
(1) Es gibt eine 2-Sylowgruppe in Dy, néimlich P = (a3, b).

(2) Da fiir alle i gilt (vgl. die obigen Rechnungen), dass (a®, a*b) = <ai(a3),aib> —p
ist, operiert Dis transitiv auf Syl,(Dis).

(3) Es gilt | Syly(D12)| = 3 =3 1 und es gilt auch 3|m, da m = 3.

(4) Sei H < Dy9 eine 2-Untergruppe. Ist H trivial, so ist H selbstverstiandlich in jeder
2-Sylowgruppe enthalten.

Ist |H| = 4, so ist H selbst eine 2-Sylowgruppe und damit auch trivialerweise in
einem Element von Syl,(D12) enthalten.

Ist nun |H| = 2, so enthélt H abgesehen von 1 ein nichttriviales Element ¢ der
Ordnung 2. Wenn wir zeigen konnen, dass dieses in einem Element von Syl,(Djs)
liegt, sind wir fertig. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass jedes Element, das in keiner



2-Sylowgruppe liegt, nicht die Ordnung 2 hat. Fin Blick auf unsere Auflistungen
zeigt, dass

Do\ ({J Sva(Dr2)) = {a.a? a0},

Diese Elemente haben aber alle entweder die Ordnung 3 ( a? und a?) oder die Ord-
nung 6 (a und a®).

Folglich kommt jedes Element der Ordnung 2 bereits in einer 2-Sylowgruppe unter,
und damit auch jede zweielementige Untergruppe.

Aufgabe 26

(1)
(2)

(3)

Man konstruiere eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung 21 als Untergruppe von Sz .

Man bestimme Syls(G) und Syl (G).
Man bestétige in beiden Fallen die Aussagen von Satz 141.(3).

Sei H eine Gruppe von Ordnung |H| = 21. Man zeige, dafl H ~ G oder H ~ C; x Cj ist.

Losung zu Aufgabe 26:

(1)

Wir wihlen a = (1,2,3,4,5,6,7) und b = (2,3,5)(4,7,6). Mit dieser Wahl gelten die
Gleichungen
ad=0=1 ; ta=d

Y I

womit sich jedes Element von G := (a,b) in der Form a't/ (i € [0,6], j € [0,2]) schreiben
lasst. Die Gruppe G hat also maximal 7 - 3 = 21 Elemente.

Da G die Elemente a,b enthélt, welche von der Ordnung 7 bzw. 3 sind, muss |G| = 21
sein. Weiterhin ist G nichtabelsch, da ®a = a® # a.
Wir haben die Faktorisierung 21 =7 - 3.

Daraus ldsst sich schlieBen, dass | Syl;(G)| =3 1 ist und |Syl;(G)||7 gilt. Folglich ist
| Syly(G)] € {1,7}.

Eine 3-Sylowgruppe von P kennen wir bereits, ndmlich P = (b). Jede weitere 3-Sylowgruppe
Q < G ist konjugiert zu P, d.h. es ist Q) = 9P = (9b) fir ein g € G.

Wir schreiben g = a't’ (i € [0,6], j € [0,2]) und rechnen

9 =""p) ="b=a'ba"" = a’ "(a")b = a'a"*b = a”'b.
Wenn i die Werte 0 bis 6 durchliuft, so nimmt @’ jeden Wert aus (a) an. D.h. die 3-
Sylowgruppen von G sind gerade die Gruppen Q = (a’b) mit i € [0, 6].

Da sicher nicht alle Elemente der Form a’b in der gleichen 3-Sylowgruppe liegen koénnen,
muss es mehr als eine geben. Folglich gibt es 7 Stiick, und jedes Element der Form a’b
(i € [0,6]) erzeugt eine andere.

Damit ist Syl;(G) = {(a'd) : i € [0, 6]}.
Wir bestéatigen: Es ist | Syls(G)| = 7 =3 1, sowie | Syl;(G)| = 7 ein Teiler von 21/3 = 7.

Syl,(G) lasst sich dagegen leichter bestimmen. Wir faktorisieren 21 = 7 - 3 und erhalten,
dass jede 7-Sylowgruppe zyklisch von der Ordnung 7 ist.

Einen Kandidaten kennen wir hierfiir bereits, ndmlich P = (a). Zudem ist [G : P] = 3,
welches der kleinste Primteiler von 21 ist. Somit gilt P < G nach Lemma 165, und nach
Korollar 142 ist P die einzige 7-Sylowgruppe von G. Damit ist Syl,(G) = {(a)}.

Wir bestétigen: Es ist | Syl,(G)| = 1 =7 1, sowie | Syl;(G)| = 1 ein Teiler von 21/7 = 3.



Die Eindeutigkeit der 7-Sylowgruppe P kann man natiirlich auch auf dem Standardweg zei-
gen: die Zahl der 7-Sylowgruppen ist ein Teiler von 3 und weiterhin ist | Syl;(G)| =7 1, damit
kommt nur | Syl;(G)| =1 in Frage.

(3) Sei |H| = 21. Wir haben 21 =7 - 3.

Nach der Argumentation in (2) gibt es genau eine 7-Sylowgruppe P < H, welche damit
auch normal in H ist. Da P zyklisch sein muss, konnen wir P = (a) fiir ein a € H mit
a’” = 1 schreiben.

Auflerdem gibt es eine 3-Sylowgruppe Q < H. Da diese auch zyklisch sein muss, schreiben
wir @ = (b) fiir ein b € H mit b* = 1.
Da P normal ist, ist >a € P. Somit gibt es ein m € [0, 6] so, dass ba = a™ ist. Da weiterhin
b3 =1 ist, erhalten wir

a="'q= b3a _ b(b(ba)) _ am3’
woraus folgt, dass m3 =7 1 sein muss, d.h. es ist m € {1,2,4}.

Ist m =1, so gelten in H die Gleichungen
a"==1; Pa=a,

mithilfe derer sich jedes Element h € H in der Form h = a't/ (i € [0,6], j € [0,2])
darstellen ldsst. Diese Darstellung muss eindeutig sein - wiirde sich ein Element auf zwei
verschiedene Weisen darstellen lassen, so wiirden a, b keine 21 Elemente erzeugen konnen.

Wir schreiben nun C7 = (¢) und C5 = (d). Die Abbildung

fIH—>C7X03
a't v (¢, &) (i,j € Z)

wohldefiniert und bijektiv. Sie ist zudem auch ein Gruppenmorphismus, denn fiir beliebige
i1,12, 1, J2 € Z gilt

f(ailbj1 _ainjz) — f(ahaizbjlbjé)
_ f(ai1+i2bj1+j2)
_ (Ci1+i2, dj1+j2)
= (Cila djl) ’ (Ciza dj2)
= f(a"b™) - f(a™b?).
Damit ist f auch ein Gruppenmorphismus, somit ein Isomorphismus. In diesem Falle ist
also H ~ C; x (.

Alternativ kann man im Fall m = 1 auch so vorgehen: Es ist H abelsch von Ordnung 21.
Also ist H isomorph zu Co; >~ C3 x C7.

Ist m = 2, so gelten in H die Gleichungen

mithilfe derer sich jedes Element h € H in der Form h = 't/ (z € [0,6], j € [0,2])
darstellen ldsst. Diese Darstellung muss erneut eindeutig sein - wiirde sich ein Element
auf zwei verschiedene Weisen darstellen lassen, so wiirden a, b keine 21 Elemente erzeugen
konnen.



Allgemein implizieren die Gleichungen in H, dass fiir alle 7, 7 > 0 gilt, dass

j o by i '_m i 200 g
Va=" (a0 ="C(.."(a")) ) =a"" V.

Dieselbe Aussage gilt, wie wir schon gesehen haben, auch in G = (¢, d) fiir die Erzeuger
c:=(1,2,3,4,5,6,7) und d := (2,3,5)(4,7,6).
Die Abbildung

f+H—>G
a't! — d (i,j € 7)
ist wieder wohldefiniert und bijektiv. Wohldefiniert deshalb, da a®* = a2 < i, =7 iy &

¢t = ¢, In derselben Weise sieht man, dass ' = b2 < d/* = d’2. Da die Abbildung
sicherlich auch surjektiv ist, und |G| = |H| = 21 ist, ist sie bijektiv.

Auch diese Abbildung ist ein Gruppenmorphismus, denn fiir beliebige 1,2, J1,j2 € Ny
gilt

f(ailbjl . ainjQ) f(ai1 b (a’é)bjlbjz)
( i1a2j1-i2bj1bj2)

a
(ai1+2j1 ‘i bj1+j2>

f
f

1429145 djl +J2

c
— 12z gin gi
— Ci1 Ldn (Ci2)dj1dj2
— it . 202
= f(a"b") - f(a™b?).
D.h. f ist in der Tat ein Isomorphismus zwischen G und H.

Zuletzt sei m = 4. In diesem Falle gelten in H die Gleichungen
a=v=1; ba=d
und auch hier l4sst sich jedes Element h € H eindeutig als h = a'¥’ (i € [0,6], j € [0,2])

darstellen.

Ahnlich wie zuvor gilt fiir alle 4,7 > 0, dass

Va' = av .
Hinsichtlich G, ¢ und d behalten wir die Notation vom vorigen Abschnitt bei.
Nun ist die Abbildung

f:H—=>G
a't v c'd¥  (i,j € 7)
wohldefiniert und bijektiv.

Wohldefiniert ist sie deshalb, da a* = a2 & i, =7 iy & ¢t = 2. AuBlerdem gilt
V' =12 & j) =3 jo & d¥' = d¥2. Da d? die Untergruppe (d) erzeugt, nimmt d* jeden
Wert in dieser Untergruppe an. Also ist f surjektiv. Da |G| = |H| = 21 ist, ist f somit
bijektiv.



Wir rechnen zuletzt die Gruppenmorphismeneigenschaft nach. Fiir beliebige 71, i9, j1, j2 €

F@ vt - a2b?) = fla™ Y (a®)p 2
= flaa¥ b p)
_ f(ai1+411-i2bj1+j2)
— e g2(i1+e)
_ Cilc4j1 iz, g2 292
= . (c™)d" &’
= P -

= f(a™b™) - f(a™b).
Also ist f ein Isomorphismus.

Eine etwas abstraktere Moglichkeit, die Aufgabe zu 16sen, soll hier skizziert werden.

Wir setzen U = ((1,2,3,4,5,6,7)) < A7. Man kann dann zeigen, dass G = Ny, (U) ist.

Wie in Aufgabenteil (3) zeigt man nun, dass eine Gruppe H der Ordnung 21 eine eindeutige
7-Sylowgruppe P enthélt. Fiir diese gilt, dass P < H. Hinsichtlich der 3-Untergruppen gibt
es nun folgende Moglichkeiten:

Es ist | Syls(H)| = 1: in diesem Falle gibt es eine eindeutige 3-Sylowgruppe @, fiir die Q < H
gilt. In diesem Falle sind P,Q < H und es gilt PN Q = 1. Auflerdem muss PQ = H sein,
damit ist H ~ P x @ nach Bemerkung 145.

Es ist | Syls(H)| = 7: in diesem Falle operiert H transitiv auf der 7-elementigen Menge der
3-Sylowgruppen. Numerieren wir diese durch, gibt einen Gruppenmorphismus ¢ : H — S7.
Die Untergruppe ¢(H) < S7 kann aufgrund der Transitivitéit nicht von Ordnung 1 oder von
Ordnung 3 sein. Somit ist | Kern(y)| € {1,3}. Die Ordnung 3 kommt nicht in Frage - sonst
gébe es namlich eine normale, und damit eindeutige 3-Sylowgruppe in H. Also ist ¢ injektiv.

Durch geeignete Numerierung kénnen wir erreichen, dass o(P) = ((1,2,3,4,5,6,7)) = U ist.

Da ¢(P) < ¢(H) ist, ist p(H) < Ng,(U). Die Gruppe H besitzt nur Elemente ungerader
Ordnung, also ist insbesondere ¢(H) < Az, folglich ist p(H) < Na,(U) = G. Da |p(H)| =
|G| = 21 gilt, schlielen wir, dass G = p(H) ~ H ist.

Aufgabe 27 Sei A € Z*". Man finde S € GL,,,(Z) und T' = GL,,(Z) derart, da8 SAT = D
ist mit D = Zz‘eu,k} z;ie;;, wobel k > 0, wobei z; € Z* und wobei (z1) D (z2) 2 ... D ().

1 a=(=2 %)

(2) A= <iﬁi 10 %3)_

—8 20 20
Losung zu Aufgabe 27:

(1) Wir folgen konsequent dem auf Seite 61 angegebenen Algorithmus.



Damit haben wir

100 100 100 010 010
S=(010)-(001).-(-710).-(100) = (041
021 010 401 001 112

und

- (31).

pos-ar-(3)- (18- ah- ().

(2) Hier lohnt es sich, vom Algorithmus abzuweichen - die dritte Zeile ist das Doppelte der
ersten, weiterhin kann man die Eintrdge der ersten Zeile durch Abziehen der zweiten
wesentlich verkleinern; ab dann verfihrt man nach Plan:

1010
<_ 00 1) )

010
(-)[100
001 103
NV 10 -4 10 ~
000

Weiterhin ist

1-10

)(8—§9(_)<

OO
—_
OO
—
[efes)V)

Wir haben dann

und

Auflerdem ist

Aufgabe 28
Man bestimme alle abelschen Gruppen der Ordnung n bis auf Isomorphie.
Man weise dabei auch nach, dafl die aufgelisteten Gruppen paarweise nichtisomorph sind.

(1) n = 16.
(2) n = 36.
(3) n =91
(4) n = 32.

Losung zu Aufgabe 28: Wir wissen durch Korollar 158, dass fiir jede endliche abelsche Gruppe
A von der Ordnung n eine Isomorphie

A~TZ/(x1) X ... X Z[(zk)

besteht, wobei x4, ...,z € Z>; derart sind, dass (1) 2 (z2) 2 ... 2 () gilt, sowie z1 - x5 -
...~z =n. Da Z/(1) eine triviale Gruppe ist, kénnen wir in einer solchen Darstellung davon
ausgehen, dass sogar alle z; > 2 (1 < ¢ < k) sind.

Mit dem Bemerkung 159 (auch als Chinesischer Restsatz bekannt) werden wir die Faktoren
Z/(x;) (1 <i < k) dann weiter aufspalten.



(1) n = 16: Wir faktorisieren und notieren fiir jede Faktorisierung die entstehende abelsche
Gruppe. Hier werden wir den chinesischen Restsatz nicht anwenden konnen, da alle ent-
stehenden Faktoren Zweierpotenzen sind und damit nicht in teilerfremde Faktoren zerlegt
werden kénnen.

16 ~~ Z/(16)
= Cis
82~ Z/(8) x Z/(2)
= Cg x (%
£~ (Z/(4)?
= C?
422 Z/(4) x (Z/(2))?
=Cyx Cj
28 (Z/(2)"
= Cy.

Die entstehenden Gruppen Cig, Cs x Cy, C2,Cy x C3,C4 sind paarweise nichtisomorph,
wie man z.B. folgendermaflen erkennt:

In einer zyklischen Gruppe Cy, (n € N) hat die Gleichung z* = 1 genau 2 Lésungen mit
x € Cyy. Ist also G = Oy, X ... Cyy, , so hat die Gleichung 22 = 1 genau 2* Losungen mit
x € G. Die Anzahl der Losungen dieser Gleichung ist fiir isomorphe Gruppen identisch.

Die Gleichung 2? = 1 hat folglich jeweils die folgende Anzahl von Lésungen:

A Losungen von 22 = 1
Cie 2
Cg x Cy 4
C? 4
Cy x C2 8
o 16.

Wir miissen also lediglich noch Cg x Co und C? auseinanderhalten: hierfiir reicht die
Feststellung, dass Cg x Cy ein Element der Ordnung 8 enthiilt, C7 dagegen nicht.

(2) n = 36: Hier werden wir auf die entstehenden Gruppen zusétzlich den Chinesischen
Restsatz anwenden:

36~ Z/(36)

~ 7,)(9) x Z/(4)
=(Cy x Cy

182~ Z/(18) X Z/(2)
~ 7,)(9) x Z/(2) x Z/(2)
=Z/(9) x (Z/(2))*
=Cy x C3

12-3~ Z/(12) x Z/(3)
~7/(4) x Z/(3) x Z/(3)
— Z/(4) x (Z/(3))?



(4)

=0y x C?

6%~ (2/(6))?
~ (Z/(3) x Z/(2))
~ (Z/(3))* x (Z/(2))?
= (32 x C3.

Die entstehenden Gruppen, Cy x Cy, Cg x C%, C3 x C4, C2 x C% sind paarweise nichtiso-
morph:

Die Gruppen Cy x Cy und Cy x C3 enthalten Elemente der Ordnung 9, C; x C% und
C2 x (% dagegen nicht.

Die Gruppe Cy x Cy enthiilt im Gegensatz zu Cy x C3 Elemente der Ordnung 4.
Weiterhin enthélt auch C% x Cy im Gegensatz zu C3 x C3 Elemente der Ordnung 4.

Damit sind alle diese Gruppen paarweise nichtisomorph.

n = 91: hier erfiillt nur die triviale Faktorisierung die obigen Bedingungen:

91 ~ 7/(91)
~ 7,/(13) x Z)(7)
= 013 X 07.

Die Uberpriifung auf paarweise Nichtisomorphie entfsllt hier.

n = 32:
32 ~~ Z/(32)
= Csy
16-2~ Z/(16) x Z/(2)
= (g X Cy
84~ Z/(8)xZ/(4)
= 08 X 04
8-2% v Z/(8) x (Z/(2))°
=Cy x C
422~ (Z)(4)? xZ/(2)
= CZ X CQ
425~ Z/(4) x (Z/(2))?
=Cyx C3
2°~ (Z/(2))°
= C5.

Die gefundenen Gruppen Csg, Cig X Cy, Cg x Cy, Cy x C2, C? x Cy, Cy x C3, C3 sind
paarweise nichtisomorph:

Wir unterscheiden die Gruppen wieder wie in Teilaufgabe (1), indem wir zunéchst die
Anzahl der Lésungen von 22 = 1 zéhlen:



A Losungen von a2 = 1
C'so 2

Che x Cs 4

Cs x Cy 4

Cy x C2 8

C? x Cy 8

Cy x Cs 16
C3 32

Die Gruppe Cjg x C5 enthilt weiterhin ein Element der Ordnung 16, Cy x C4 hingegen
nicht.

AuBerdem enthélt Cg x C? ein Element der Ordnung 8, C? x Cy allerdings nicht.

Damit sind die gefundenen Gruppen in der Tat paarweise nichtisomorph.
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