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Aufgabe 37

(1) Man bestimme das Minimalpolynom }’LC7+C7’1,Q(X) € Q[X].

(2) Kann man mit Zirkel und Lineal ein regelméfiges 7-Eck konstruieren, das einem Kreis
von Radius 1 einbeschrieben ist? Falls ja, fiithre man die Konstruktion durch. Falls nein,
begriinde man dies.

(3) Man bestimme das Minimalpolynom ucﬁgl@(X) € Q[X].

(4) Kann man mit Zirkel und Lineal ein regelméfiges 5-Eck konstruieren, das einem Kreis
von Radius 1 einbeschrieben ist? Falls ja, fiithre man die Konstruktion durch. Falls nein,
begriinde man dies.

Losung zu Aufgabe 37:

(1) Nach Beispiel 224.(2) ist pe, o(X) = ®7(X) = X%+ X° + ...+ X + 1. Dies bedeutet
insbesondere, dass

ist.

Wir setzen nun a = (; + ¢; ' und berechnen:

a=(+G
oF =G24 GT
=2+ G +G

o = +3G+3¢G+ ¢
= 3G+ G+ G+ 3¢

Wir stellen nun eine nichttriviale Linearkombination von 1, v, a2, o her, die 0 ergibt.

a’+a® =20 -1=@3G+G+G+3G)+2+EG+G)
-2+ ) -1
=1+ G+ G+GHGHE+E =0

Daraus schlieflen wir, dass o, o(X )| X?+X?—2X —1 gilt. Nun hat X®+ X?—2X —1 aber
keine rationalen Nullstellen: nach Satz 10 sind die einzig moglichen rationalen Nullstellen
1 und —1. Durch Einsetzen iiberpriift man aber, dass dies keine Nullstellen sind. Nach
Bemerkung 195 ist X? + X? — 2X — 1 also irreduzibel. Es folgt

Hao(X) = X + X2 —2X — 1.



(2)

Sei K C R? besagter Kreis und P € C gegeben. Wir diirfen ohne Einschrinkung davon
ausgehen, dass K den Mittelpunkt (0,0) besitzt und P = (1,0) ist. Kénnten wir ein
regelméfliges 7-Eck mit Eckpunkten in K konstruieren, welches den Punkt P enthielte,
so waren dessen Eckpunkte gerade die Punkte

e (s ()i (22)) . el

Die von den Koordinaten von P erzeugte Erweiterung von Q ist natiirlich Q. Nach Bemer-

kung 204 sind also die Koordinaten cos (@) ,sin (@) € L, wobei L ein Zwischenkorper

von Q und R ist, fiir welchen [L : Q] = 2" ist fiir ein n € Z>;.

Insbesondere ware also

2mi 2mi 2
a=C(+ G =exp <;) + exp (—%) = 2cos (;) € L.

Sei L' :== Q(«). Dann ist mithilfe von Teil (1)

(L : Q] = deg(pa,0(X)) = 3.

Andererseits impliziert Lemma 193, dass [L’' : Q] = 3 ein Teiler von [L : Q] = 2" ist, da
ja L/ C Lund also [L: Q] =[L:L'T-[L":Q]. Dies ist aber nicht der Fall. Somit ist die
gefragte Konstruktion nicht durchfiihrbar.

Es ist pe, = P5(X) = X* + X? + ... + 1, was zur Folge hat, dass

> . G=0
i=0
ist.
Wir setzen 3 = (5 + (5 ' und rechnen:
B=¢G+G!
=(+ C54
=G +2+¢G7
=2+G+¢

Weiterhin ist
FPHp-1=0C2+E+)+(G+¢G)—1
=1+ G+E+E+6G =0

Folglich gilt pg o(X)|X?+ X —1. Wie in Teil (1) stellt man fest, dass die einzig moglichen
rationalen Nullstellen von X2 + X — 1 die Zahlen 1 und —1 sind. Einsetzen zeigt, dass
auch dies keine Nullstellen sind, folglich ist auch X2 4+ X — 1 irreduzibel, und es folgt

}.lg@(X) :X2 +X — 1.

Wie in Teil (2) nehmen wir an, dass K den Mittelpunkt (0,0) besitzt und P = (1,0)
vorgegeben ist. Wir zeigen, wie man die Punkte

e (s (). (2)) . relia



konstruiert. Zusammen mit Py := P sind dies die Eckpunkte eines regelméfligen 5-Ecks
auf K.

Zunichst wissen wir aus Teil (3), dass 82 + 8 — 1 = 0 ist, woraus wir folgern, dass
1 1 1 1
Felg Vg Vo)

sein muss. Auflerdem gilt

2mik 2mik 2

B=C(+G =exp ik + exp Y —9cos (2 >0,
5 5 5

folglich muss 8 = —% + % 5 sein. Es folgt, dass

2 145
cos| — | = ———
5 4

sein muss. Unser Ziel ist es also, auf K den Punkt P; als denjenigen Punkt mit der

z-Koordinate x = ’11:‘/5 zu konstruieren, welcher im ersten Quadraten liegt.

Das folgende Bild illustriert die Konstruktion, welche wir nachfolgend im Detail erklaren
wollen. Hierbei gehen wir davon aus, dass bekannt ist, wie eine Mittelsenkrechte bzw. der
Mittelpunkt zwischen zwei Punkten mit dem Zirkel konstruiert wird.

ml m2

Sei also der Mittelpunkt O(0/0), sowie der Kreis K mit dem Radius 1 um O gegeben.
AuBerdem sei der Punkt Py(1/0) bereits vorgegeben.



Schritt 1

Schritt 2

Schritt 3

Schritt 4

Schritt 5

Schritt 6

Ziehe die Gerade g durch O und F,. Diese besitzt die Gleichung
9:y=0,
schlielich handelt es sich bei g um die 2-Achse. Die Gerade g schneide den Kreis K

erneut in dem Punkt A. Dieser hat die Koordinaten A(—1/0).

Stelle die Mittelsenkrechte m; zwischen A und F, auf. Eine Gleichung fiir m; ist
gegeben durch

my :x=0.

Seien B, B’ die Schnittpunkte von m; mit K. Diese haben die Koordinaten B(0/1),
B0/ —1).

Konstruiere den Punkt C als den Mittelpunkt zwischen A und O. Dieser hat die
Koordinaten C(—3/0).

Konstruiere den Kreis K’ mit dem Mittelpunkt C', welcher durch den Punkt B (bzw.
B’) geht. Sei D der Schnittpunkt von g mit K’, welcher zwischen C' und Fy liegt.

Nach Pythagoras ist

2
08| = VIEOF+ 0BT = (5) +1= 35,

damit hat K’ den Radius /5. Folglich hat D die Koordinaten D(—1 + 11/5/0).

Konstruiere die Gerade msy als Mittelsenkrechte zu den Punkten O und D. Diese
wird beschrieben durch die Gleichung

—1++5 2w
My : 0= ————=2cos | —
4 5

Seien P; und P, die Schnittpunkte von my mit K. Folglich hat P, die y-Koordinate

2 2
y = 4/1— cos? T —sin ().
) )

Damit erhalten wir die Koordinaten

Ao (5) ()

Ahnlich erhilt man die Koordinaten

P (cos (7Y psin (7)),

Die Punkte P; und P; sind also tatséchlich die Eckpunkte des gesuchten 5-Ecks.

Den Punkt P, erhélt man nun, indem man einen Kreis um P; durch den Punkt F,
zieht und diesen Kreis mit K schneidet. Nun kann man P; in gleicher Weise aus Py
und Py (oder P, und P;) bilden.



Eine entsprechende Konstruktion fiir das regelméflige 17-Eck wurde erstmals 1825 von
Johannes Erchinger demonstriert.

Eine erste Konstruktion des regelméfiigen 257-Ecks geht auf Friedrich Julius Richelot
(1832) zurtick.

Zuletzt gelang es 1894 dem Mathematiker Johann Gustav Hermes, die Konstruktion eines
regelméfigen 65537-Ecks durchzufiithren.

Selbstverstindlich sind diese Konstruktionen eher ungeeignet fiir eine Ubungsaufgabe in
einer Algebra-Vorlesung.

Nimmt man die Konstruktion des regelméfiigen 3-Ecks als gegeben hin, so lassen sich
die Konstruktionen aller regelméfigen n-Ecke, von denen bekannt (!) ist, dass sie sich
mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen, auf diese wenigen Konstruktionen - die des
regelmafigen 5-Ecks eingeschlossen - zurtickfithren.

Aufgabe 38
Sei n > 1. Man bestimme das Kreisteilungspolynom &,,(X).

(1) n=11.
(2) n=9. (Vgl. Aufgabe 34.(2).)
(3) n = 15.
(4) n =18,

Losung zu Aufgabe 38:
(1) Die Zahl n = 11 ist prim. Nach Beispiel 224.(2) ist also

P X)=X"+ X"+ .. +X+1L

(2) In Aufgabe 34.(2) wurde bereits gezeigt, dass Pg(X) = e, o(X) = X0+ X3 41 ist.
Alternativ folgt aus X% — 1 = ®g(X) - P3(X) - P (X) = Py(X) - (X3 — 1) auch

Pe(X)=(X°—1)/(X3-1) =X+ X3+1.

(3) Nach Lemma 223 und Beispiel 224.(2) ist

XY —1=35(X) - &5(X) - By(X) - By(X)
5 3

:¢15(X)')§(—11')§(—11

(X —1)(X —1)

(X5 —-1)(X3-1)

XV X541

X2+ X +1

=X X'+ X X'+ X3 X+ 1.

(X 1)

= Qy5(X) =

(4) Nach Lemma 223 ist
X 1 =03(X) Pg(X) - Pg(X) - P3(X) - Po(X) - D1 (X).
Auch nach Lemma 223 ist

X0 —1=®(X) - P3(X) - Dy(X) - Dy (X).



Setzen wir dies — zusammen mit der bereits bekannten Identitat

9
Dy(X) =X+ X3 41="x—=
o(X) AT =T
in die obige Gleichung ein, so erhalten wir
X%—-1
X¥ 1=0,(X) ———= - (X°—1
W(X) - T (X 1)

(X8~ 1)(xX° — 1)

<:>(I)18<X) - (X9_1)<X6_ 1)
X941
= O13(X) = X1
=X - X341,

Alternativ: Nach Aufgabe 39.(1) und Teil (2) dieser Aufgabe haben wir

Pig(X) = Po(—X) = X0 — X3 +1.

Aufgabe 39 Man zeige.

(1) Sein € Z=3 mit n =5 1 gegeben.
Es ist @9, (X) = &, (—X).

(2) Sei p eine Primzahl. Sei k € Z; .
Es ist @, (X) = O, (X7 ).

Losung zu Aufgabe 39:

(1) Anmerkung: Fir n = 1 ware die Aussage der Aufgabe falsch, denn es ist

Po(X)=X+1=—(-X—-1)= -0, (—X).

Wir setzen also voraus, dass n > 3 ist.
Da ®,,(X) irreduzibel ist, ist auch ®,(—X) irreduzibel; vgl. Bem. 202.(2).

Ist n eine Potenz von 2, dann ist deg(®, (X)) = @(n) = § gerade; vgl. Bem. 226.(4).

Ist n keine Potenz von 2, dann hat n einen ungeraden Primteiler p, und es wird deg(®,, (X)) =
@(n) von p — 1 geteilt, ist also gerade; vgl. Bem. 226.(4).
Jedenfalls ist deg(®,, (X)) gerade und also ®,(—X) normiert.

Bleibt zu zeigen, dafl (s, eine Nullstelle von &, (—X) ist, um $o,(X) = &,(—X) zu
erhalten; vgl. Bem. 184.(2).

Wir miissen also zeigen, dafi —(y, eine Nullstelle von ®,,(X) ist.

1+n Lt gine

Aber (5, = exp(wi) = —1 und also —(a, = (5, . Wir miissen also zeigen, daf ¢,
Nullstelle von ®,,(X) ist.

Sei k € [0,n — 1] mit 2k = 1 +n. Es ist (" = (2 = ¢¥. Da wir die Nullstellen von
®,,(X) aus Lem. 222 kennen, geniigt es zu zeigen, dafl k und n teilerfremd sind.

Sei g € Z~; ein gemeinsamer Teiler von k und n. Dann ist g auch ein gemeinsamer Teiler
von 2k = n + 1 und n. Daraus folgt aber g = 1.



(2) Die Teiler von p* sind die Zahlen p' (i € [0, k]). Mithilfe von Lemma 223 erhalten wir:

k—1
= O (X) - H D, (X)

p

—®(X)- (Xp’“ - 1) .

In Beispiel 224.(2) wurde bereits ausgefiihrt, dass

CXr -1

2,(X) =

ist. Stellen wir also die Rechnung dariiber nach ®,:(X) um, so erhalten wir damit:

r—1\P
XP 1 (Xp ) -1 k-1

).

Aufgabe 40
(1) Man bestimme alle Primzahlen p € [2,13], fiir welche X? + X + 1 € F,[X] irreduzibel ist.

(2) Man bestimme alle Primzahlen p, fiir welche X2 + X + 1 € F,[X] irreduzibel ist.

(3) Man bestimme alle k € Z>; mit (k) = 8.

Losung zu Aufgabe 40:

(1) Nach Bemerkung 195 ist die Irreduzibilitit des Polynoms f(X) := X%+ X + 1 € F,[X]
dquivalent dazu, dass es kein a € F,, gibt mit f(a) = 0.

Wir iiberpriifen den Fall p = 2 gesondert: wir haben f(0) = f(1) = 1, folglich hat f(X)
keine Nullstellen in [Fs.

Fiir p > 2 ist das Element 2 € F,, invertierbar. Wir kénnen also folgende Manipulationen

durchfiihren:
a+a+1=0
S da® +4a+4=0
& (2a+1)*+3=0
& (2a+1)? = 3.
Diese Gleichung ist genau dann lésbar, wenn b* = —3 in F, 16sbar ist. Dies {iberpriifen

wir durch Einsetzen. Hierbei kann man sich die Arbeit vereinfachen, indem man beriick-
sichtigt, dass mit b stets auch —b eine Losung ist und es maximal zwei Losungen gibt, da
F,, ein Korper ist.

Folglich geniigt, es, die Werte 0,1,..., ’%1 durchzutesten. Hat man zudem bereits eine
Losung b gefunden, so erhélt man die andere als —b (und ist fertig).

Damit erhalten wir die folgende Tabelle:



p | b = —3 l6sbar? | Losungen
3 Ja 0

) Nein -

7 Ja 2,5

11 Nein -

13 Ja 6,7

Man kann auch direkt die Existenz einer Nullstelle von X2 + X + 1 in [, experimentell
iiberpriifen.x

(2) Wir gehen auch hier gemédfl Bemerkung 195 vor, indem wir die Frage nach der Irreduzi-

bilitat in F,[X] auf die Frage nach der Existenz von Nullstellen in F, zuriickfiihren.
Es gilt die Faktorisierung X3 —1 = (X —1)(X?4+X+1). Wir setzen nun f(X) = X2+ X+1.

Aufgrund der obigen Faktorisierung ist jede Nullstelle a € F, von f(X) auch eine Null-
stelle von X3 — 1, d.h. es gilt a® = 1.

Ist a zugleich eine Nullstelle des Polynoms X — 1, so ist a = 1, und damit ist
0=1"+1+1=3,

was - bei den betrachteten Korpern - nur in F3 moglich ist.
Von nun an schréanken wir uns auf diejenigen Fille ein, in denen p # 3 ist.

Hat dann f(X) eine Nullstelle a € F,, so ist a # 1 und a® = 1. So ein Element existiert
genau dann, wenn 3 | [F| = p — 1 gilt. Folglich ist X* 4+ X + 1 € F,[X] genau dann nicht
irreduzibel, wenn p = 3 oder p =3 1 gilt.

Im Umkehrschluss ist X? + X + 1 € F,[X] also genau dann irreduzibel, wenn p =3 2 gilt.

Mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln lisst sich die Methode aus Teil (1) der Aufgabe
leider nicht verwenden, um eine allgemeine Antwort fiir diese Frage zu erhalten. Dies wire
mithilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes moglich, mit dem sich direkt entscheiden
liefe, fiir welche Primzahlen p das Element —3 € F,, ein Quadrat ist.

X

Auf der anderen Seite haben wir so unsere Kenntnisse iiber U(IF,) = [F)* einsetzen kénnen.

Sei k € ZZl-
Wir behaupten: vo(k) < 4, va3(k) <1, vs(k) <1 und v,(k) =0 fiir p > 7 prim ist.

Dazu sei
n
J— Vi
k=]]»
i=1

eine Primfaktorzerlegung von k, wobei wir annehmen, dass fiir alle ¢ € [1,n] gilt, dass
pi > 0 und v; > 0 ist. Hierbei haben wir kurz v; := v,, (k) geschrieben. Tritt eine Primzahl
in dieser Zerlegung nicht auf, so ist bei dieser die Bewertung gleich 0.

Nach Bemerkung 226.(3)+(4) ist



v;—1

Ist @(k) = 8, so zeigt diese Darstellung von @(k), dass (p; — 1)p;" |8 fiir alle i € [1,n]

gilt. Insbesondere gilt p; — 1|8 fur alle ¢ € [1, n], weshalb alle p; € {2,3,5} sein miissen.

Ist weiterhin v; > 1 fiir ein i € [1,n], so ist @(k) = 8 durch p/~! teilbar. Da damit 8
auch durch p; teilbar ist, ist dies nur dann moglich, wenn p; = 2 ist. Insbesondere muss
v; € [1,4] sein, sofern p; = 2 als Primfaktor vorkommt. Ist p; # 2, so muss v; = 1 sein.

Dies zeigt die Behauptung.

Nach der obigen Diskussion lassen sich alle gesuchten Zahlen k darstellen als
k=2".3" .5,

wobei vy € [0, 4] und vy, 15 € [0, 1] sind.

Testet man diese Félle durch, so erhélt man die folgenden Losungen fiir die Gleichung
@ (k) =8:

k=21 =16,
k=2%.3=24,
k=2%.5=20,
k=2-3-5=230,
k=3-5=15.

Wir haben die Losungsmenge { k € Z>; : (k) =8} = {15, 16, 20,24, 30} erhalten.
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