Blatt #9, 12. Dez. 2002
Aufgabe 34.

(1) Die Relation ist reflexiv (withle S = 1, T' = 1), symmetrisch (multipliziere mit S~ € GL,,(K)
von links und 7! € GL,(K) von rechts) und transitiv (verwende Multiplikation in GL,,(K),

bzw. in GL,(K)). Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Fiir eine Matrix A € K™*" sei f4 : K™ — K™,z — Ax definiert, d.h. A ist die beschreibende

Matrix zu f4, beziiglich der Standardbasen.

Die Zeilenstufenform von A sei GA mit G € GL,(K). Sei d die Anzahl der ausgewéhlten
Spalten. Durch elementare Spaltenoperationen, d.h. durch Multiplikation mit einer Matrix

H € GL,(K) von rechts, bringe man GA auf die Form GAH = ( Ea Odn—d

Om—dd Om—dn—d

Wegen d = dimIm fgag = dimG(Im f) = dimIm f ist A zu genau einer Matrix dieser Form

dquivalent.
Es ist also {Dy,... ,Dmin(m’n)} ein Représentantensystem.

(2) Die Relation ist reflexiv (wihle S = 1), symmetrisch (multipliziere mit S von links und mit S -1
von rechts) und transitiv: Aus 4, B,C € K™*" mit A~ B, B ~ C, d.h. mit S, S € GLy(K),
B=S"1ASund C = S7'BS, folgt C = S~'1S71ASS. Da (SS)~! = S~1S~! € GL,(K), folgt

A~C.

(3) Die Ahnlichkeitsklassen sind:
gégg},(%%),(éé),(8?),(33),(??),(8?),(8%),(%8),(8%),(%%),(%8)}
{(gé),(gg),(?8),(83),(%8),(%8),(8%),(8%),(%%),(%%),(%é),(%%)}
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EiIll lRe’prléigeI;talngen’syQSEen’l iQStlz.’B.Q: ’
{38),(59),(33),(38),(39),(49),(93),(94),(9%),(23),(92), (1)}

Aufgabe 35.

(1) Bsist A(1)gx = (]1 %) und A(1)y 4 (: (A(l)g,z’)fl) = ( ; g)

11
Damit ist A(f)y o = A1)y g A(f)2,0A1) g0 = < f i) (—11 31) (31 %) = ((2) 8)
2 2
1011
(2) Esist A(1)y, = gH%) und A(1), = (% i 3)
= 1001 o 001 oo
Damit it A(f)yrar = Aya APz = (§1).
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(3) Esist A(1)gr,0 = (_%41%1 ; ii) und A(1)ge (= (A z) ") = (,lltzgz k)
o . 010
Damit ist A(f)yrz = AL 2 A(f)zzA(Daar = (307).
. 1020 1 5050
() B ist A1) = (B384 wnd A (= (40020 ) = (3501)
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Damit ist A(f)
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Aufgabe 36.
(1) Bringt man A auf Zeilenstufenform G A mit einer Matrix G € GLa(R), so gilt fiir die erweiterte

. 2 6 —3|-1 1301
Matrix G(A[b) :G(A S ) - (001}1).
Damit ist {z € R® | Az = 0} = ((%3)) die homogene Losung und {z € R?® | Az = b} =

((1)) + (( %3 )) die inhomogene Losung.

(2) Bringt man A auf Zeilenstufenform G A mit einer Matrix G € GLg(F'5), so gilt fiir die erweiterte
10300

Matrix G(A[p) = | 2291

-3
Damit ist {z € Fi | Az =0} = ((‘f)) die homogene Losung. Es ist {z € Fi | Az = b} = 0.
0

(3) Bringt man A auf Zeilenstufenform G A mit einer Matrix G € GL3(F4), so gilt fiir die erweiterte
0laat+1010| «
Matrix G(A|b) = (00 0 0 1ao0| a—l—l)
000 0 001] 0

1 0 0 0
o (%) (*57) (o
Damit ist {z € F} | Ar = 0} = ( Ol 1ol & |0 ) die homogene Losung und
67
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0 0
a 0 o a+l 1
{reF]| Az =b} = 0 |+ ( 0 , 0 , ? , 0 ) die inhomogene Losung.
14a 0 0 0 o
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

Aufgabe 37.
Die in den Erzeugnissen angegebenen erzeugenden Tupel der Untervektorrdume werden als Spalten-

vektoren in die Matrizen U € F3** und V € F3*® geschrieben. Ist (U|V) (%) =Uz+Vy =0

mit x € F§ und y € F}, so ist Vy = Uz € U N V. Die Matrix (U|V) wird in Zeilenstufenform zu
10000 8  B2+1
0100]|0B%2+8 B2+B+1
0010]0 B2 B24p+1
0001|0 pB2 0
0000]1 1 p248+1

B B2+1
ﬂ%;ﬂ /32+ﬂ+1
B Be+p+1
Damit ist {z € F | (T|V)z=0}=(| s [|,| o |
1 B2+B+1
1 0
0
7 (1) i (B°+A+1 B 0
Alsoist UNV (V((l)),V( 0 )):( g+1 | » 9 )-
5 B2+p+1

Aufgabe 38.

(1) Seien n > 1 und o € S, gegeben. Dann ist 0 = [[7; ein Produkt von Transpositionen, und
da S, = GL(K™) (fiir einen beliebigen Korper K) ein Gruppenmorphismus ist, gilt fiir die
Permutationsmatrix 7(p) = [[7(7). Also geniigt es, die Aussage fiir eine Transposition zu
zeigen. Anstelle 7 = (k,l) mit k,! € [1,n] und k < [ zu betrachten, reicht es, nach Umnume-
rierung, 7 = (1,2) € Sy zu untersuchen.

Esist (9) = B12(—1)E21(1)Erp(-1) diag(l,-1) = (5 1) (19) (5 1') (6 %)-

(2) Das Bild des injektiven Gruppenmorphismus S,, — GLn(K ) ist eine Untergruppe von GL,, (F,).
Damit gilt #8S,, = n! teilt # GL,(Fp) = (p" —p°) (" —p') --- (p" —p" 1) (vgl. Aufgaben 4.(1),
2.(4) und 30.(1)).



