Blatt #7, 28. Nov. 2002
Aufgabe 25.

(1) Linear. Fiir \,x € R und z,y € R? mit z = (§1> ,y = (7)) gilt
(Aér+pm )+ (A&2+un2) )\§1+>\§2 AW1+)\772
fQz+py) = 0 =
—(Mé1+pm)—(Me2+un2) )\61 Aéz
(2) Nicht linear, da 2.B. £(2(8)) = (3) # (3) = 2f((

+

) A (x) + pf(y)-

71 —AN2

£
(3) Linear. Fiir A\, € Fy und z,y € F} mit z = (§> Y = (%ﬁ) gilt
3

_ Mér+&2+83)+u(m +m2+n3) _ ( M&a+&et8)tu(mtnatns) | _
fQz+py) = ((,\§1+,\2§§+,\4§§)+(m71+u2n§+u4n§)) N (/\(§1+§§+£§)+u(m+n§+n§)) = M@)+ufy)-

(4) Linear. Fiir A,p € C und ¢g(X), h(X) € C[X] gilt
P(Ag(X) + ph(X)) = ((Ag + ph)(X?) + (Ag + ph)'(X) + X3 (Ag + ph)(X) — (Ag + ph)(1)) =
(Ag(X?) + ph(X?)) + (A (X) + ph' (X)) + A X3g(X) + pX3h(X)) — (Ag(1) + ph(1) =
Ap(9(X)) + pep(h(X)).

(5) Nicht linear, da z.B. p(1X) = 3X3 — 1 X3 =1 X3 # 0 = 1p(X).

(6) Linear. Seien A, A2 € K und z1,z9 € T @ U. Die eindeutigen Zerlegungen von z; und z,
seien £1 = t1 +u1 und xo = t9 +ug mit t1,%t9 € T und u1,us € U. Da die Summe T @ U direkt
ist, ist Ajz1 + Aaza = (Arus + Agug) + (A1t + Aata) die eindeutige diesbeziigliche Zerlegung von
A1Z1 + Aoxo. Damit folgt f()\liL'l + )\QIEQ) = f(()\1u1 + )\Q’u,g) + ()\1t1 + )\2152)) = At + Aotg =
)\1f(.’E1) + )\Qf(.’EQ)

Aufgabe 26.

(1) Eine Basis von Kern f ist ((_';)). Eine Basis von Im f ist ((_;)). Die Abbildung f ist weder
injektiv noch surjektiv.

(2) Da Kern f = 0, ist f injektiv und das leere Tupel () Basis von Kern f. Nach der Dimensions-
formel ist dimIm f = dimg C — dimKern f = 2, also ist (1,4) eine Basis von Im f und f ist
surjektiv. Damit ist f ein Isomorphismus.

(3) Aus &1 (§) +6 (9) +& (1) = (8) mit & € C folgt & = —is, & = its. Also ist 2.8 ((1'))
eine Basis von Kern f, und f ist nicht injektiv.

Da dim Imf = dimc C® —dimKern f = 2 = dimc C?, ist f surjektiv, und eine Basis von Im f
ist bspw. ((§),(9))-

(4) Aus & (1) +52( )+&(3) = (3) mit & € Ps folgt & = 0 und & = 2. Also ist 2B,

((é)) eine Basis von Kern f, und f ist nicht injektiv.

v s w1 = (110 = (()- (1) (1) 323 (). (1)

Da dimIm f = 2 < 3 = dimp, F3, ist f nicht surjektiv.

(5) Aus & (*4") + & () + &5 (o11) = (3) mit & € Fy folgt & = afs und & = 0. Also ist z.B.
((?)) eine Basis von Kern f und f ist nicht injekiv.
Es ist dimIm f = dimp, F§ — dimKern f = 2 = dimg, F2. Also ist f surjektiv und bspw.
((§),(9)) eine Basis von Im f.

(6) Es ist (1,X) eine Basis von Fo[X]/X2F3[X]. Da (f(1),f(X)) = (1,0), und (1,0) linear
abhingig und nicht erzeugend ist, ist f weder injektiv noch surjektiv. Eine Basis von Kern f
ist (X), eine Basis von Im f ist (1).

Aufgabe 27.

(1) Ist richtig. Ist z € Kern f, so ist (g o f)(z) = g(f(z)) = g(0) =0, also = € Kern(g o f).

(2) Ist richtig. Esist dimIm g = dim W und dim Im f = dimIm(gof), wie man aus der Injektivitét
von g ersieht.

(3) Ist richtig. Betrachte die auf Im f eingeschriinkte Abbildung ¢’ : Im f — Y, w — g(w).
Es ist Kerng' = {w € Imf | g(w) = 0} = KerngNIm f und Img¢' = {g(w) | w € Im f} =
Im(g o f).
Fiir ¢’ gilt dimIm f = dimKern g’ + dimIm ¢’ = dim(Kerng NIm f) + dim Im(g o f).



Fiir go f und f haben wir dimV = dimKern(g o f) + dimIm(go f) = dimKern f + dimIm f.
Zusammengesetzt ergibt sich dim(Kern g NIm f) 4+ dim Kern f = dim Kern(g o f).

(4) Ist falsch. Seien K =V =W =Y = R und f und g jeweils die Nullabbildung z — 0. Dann
ist dim(Im(go f)) + dimW =0+4+1# 0+ 0 = dimIm f + dimImg.

(5) Ist richtig. Wegen z = f(z) + (z — f(z)) und f(z — f(z)) = f(z) — f?(z) = 0 ist V =
Kern f +Im f. Ist y € Kern f NIm f, so schreiben wir y = f(z) fiir ein z € V und erhalten
y=f(z) = f*(2) = f(y) = 0.

Aufgabe 28.

(1) (a) Nachrechnen des Untervektorraumkriteriums: 0 € f 1(U), da f(0) =0 € U < V. Mit
Mp € K und z,y € f1(U) gilt f(Az + py) = Af(z) + pf(y) € U nach Voraussetzung
und damit Az + py € f1(U).

(b) Betrachte die auf f~1(U) eingeschriinkte Abbildung f': f~3(U) — W,z — f(z).
Fiir f gilt dim f 1(U) = dimIm f’ + dimKern f' = dim((Im f) N U) + dimKern f, da
Kern f C f1(U). Mit der Dimensionsformel fiir Untervektorriume folgt schlieBlich

dim((Im f) +U) = dimU +dimIm f — dim((Im f) N U)
= dimU + dimIm f + dim Kern f — dim f~}(U).

-~

=dimV
(2) (a) Man setzt z.B. ( ) (é), ( ) und § §
0 0 0 0
(b) Man erginzt ( ’6%1) (%)) zu einer Basis ( B-ﬂi-1> i g (%)) von F3. Man
B

st 2B (f) S (1) @) (84 () ma (D)5 () @
dann (%) Ly (,32(1)+B), (%) Ly (i))

(3) Sei ((§1> , (7)) linear abhiéngig. Ohne Einschrinkung gelte (g) +p (@) = (9) fir ein

p € K. Es ist &1m2 — o = —pmimnz + pmem = 0.
Umgekehrt, sei nun £119 — €211 = 0 vorausgesetzt. Es ist mp ( ) & (1) = 0. Dies zeigt die

lineare Abhéngigkeit, falls 71 # 0 oder & # 0. Falls 1 = & = 0, so ist 7 (502) — & (,;)2) =0.
Dies zeigt die lineare Abhéngigkeit, falls 7o # 0 oder & # 0. Falls o = & = 0, s0 st ((§),(]))
ebenfalls linear abhingig.

(4) Seien p; € K. Gilt die linke Seite, so hat Y 7 | 4;(b — a;) = 0 eine nichttriviale Losung, d.h.
OO0y i) Oy Niag) = >y piai- Da (ai,...,a,) linear unabhiingig ist, ist (37 i) \i =
wi fiir alle ¢ € [1,7n], woraus (D1, i) (Oorq Ai) = Yoy p; folgt. Wire D7 | p; = 0, so wire
0 =", pmia; und somit p; = 0 fiir alle ¢ € [1,n]. Dies ist nicht der Fall, und wir erhalten
Z?:l Al =1
Umgekehrt, ist > 0 ;A = 1, so ist Y 1" Ai(b—a;) = b— D7 ; Nia; = 0 eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors. Also ist (b — a1,...,b — a,) linear abhingig.



