Blatt #1, 17. Okt. 2002
Aufgabe 1.

(1) Ja. z € X : (ho(go f))(z) = (( )(w)) hg(f(z))) = (hog)(f(z)) = ((hog) e f)(2).

(2) Ja. o,y € X: g(f(@) =g(f W) *= f(@) = f0) " @ = .

(3) Nein. X ={1},Y ={2,3},Z2 :{4} mit f(1) =2,9(2) =4,9(3) =4.
Eg; Nein. X ={1,2},Y = {3}, f(1) =3, f(2) =3, U = {1}.

(6)
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Nein. X = {1},Y ={2,3}, f(1) =2, V = {2,3}.
Ja. Ann: f ist surj. Dann Jy € X mit f(y) = {z € f(z) | z € X}. Man folgert: y & f(y) =
y € f(y) und y € f(y) =y & f(y). Widerspruch.

Aufgabe 2.
(1) U C PB(X). Fir jedes z € X diirfen wir entweder z € U oder z ¢ U wihlen. Damit
#P(X) = 2"

(2) Fiir jedes z € X hat man m Wahlmoglichkeiten fir y € Y, d.h. #{f : X - Y} =m".

(3) Beginnt man mit einem Element z € X, so kann dieses auf m verschiedene y € Y geschickt
werden. Fixiert man eine solche Zuordnung, so verbleiben fiir ein ' € X \ {z} noch die
Elemente Y \ {y}, d.h. noch m — 1. So fortfahrend erhélt man die Anzahl der injektiven
Abbildungen zu m(m — 1) --- (m — n + 1). Beachte, dafl dies Auswahl fiir m < n (natiirlich)
gleich 0 ist.

(4) Fiir das erste Element z von X das wir abbilden méchten, haben wir n Moglichkeiten uns
f(x) zu wihlen, Fiir das zweite haben wir n — 1 Moglichkeiten, fiir das dritte dann n — 2 usw.
Insgesamt gibt es n! Bijektionen von X nach X. (Alternativ: Die Zahl der Injektionen von
X nach X ist n! und bei Mengen mit gleicher Anzahl an Elementen ist injektiv und surjektiv
dasselbe.)

Aufgabe 3.

(1) Definiere auf Z z.B. a ~ b < a < b. Dann ist fiir a,b,c € Z:
e ag~a,daa<a.
ea~bb~c=a<bb<c=a<c¢ dha~c
e Aber da 1 ~ 2 und nicht 2 ~ 1 ist die Relation nicht symmetrisch.
(2) Definiere auf Z z.B. a ~ b < |a — b| < 1. Dann ist fiir a,b € Z:
ea~a,daja—al=0<1.
ea~b=>la-b<1=>b—al<1l=b~a.
e Dal~ 2und 2~ 3 aber nicht 1 ~ 3 (|1 — 3| £ 1) ist die Relation nicht transitiv.
(3) Betrachte z.B. die leere Relation, d.h. (~) = 0 C Z x Z. Symmetrie und Transitivitit sind
erfiillt. (~) ist nicht reflexiv, da es keine Elemente (z,z) € () gibt.
(4) Wir wollen zeigen, daf es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Seien hierzu z,y,z € Z
und z',y', 2 € Z . {0}.
(Zu A 1) Es ist (z,2') ~ (z,2"), da zz' = zz'.
(Zu A 2) Wir folgern (z,2") ~ (y,y') © 2y = yz' © ya' =zy' & (y,¢) ~ (z,2).
(Zu A 3) Ist (z,2') ~ (y,9') und (y,9') ~ (2, 2'), so wird mit zy’ = yz’ und yz' = 2/
zy'2 = 2y = o'y,
und da ¢’ # 0, so folgt z2' = 'z, d.h. (z,2') ~ (2, 2).
Ein Reprisentantensystem ist gegeben durch S = {(z,2') € X | z und ' teilerfremd und z’ > 0}.
In der Tat ist zum einen (z2’,z'2") ~ (z, '), so dal wir gemeinsame Faktoren in erster und
zweiter Stelle kiirzen diirfen. Zum anderen, sind (z,z') und (y,%') in S, und gilt (z,z') ~
(y,y'), so ist wegen zy' = yz' jeder Teiler von z auch ein Teiler von yz’. Da z und z’ teiler-
fremd sind, ist jeder Teiler von z ein Teiler von y. Dies gilt nun auch umgekehrt, jeder Teiler
von y ist Teiler von z. Damit ist y = +x. Aus z',3' > 0 folgt nun z = y. Ist z # 0, so
folgt auch =’ = ¢/. Ist z = 0, so folgt bereits aus der Definition von S, da8} (0,z'),(0,y') € S
impliziert, daf§ ' = y' = 1. In jedem Falle erhalten wir (z,z') = (y,v').
Eine Bijektion nach Q ist nun durch X/ ~— Q : (z,2') — z/z' gegeben. Diese reprisen-
tantenweise definierte Abbildung hingt nicht vom Reprisentanten ab, da aus (z,z') ~ (y,v'),
d.h. aus zy’ = yz' folgt, daB = /2’ = y/y'. Die Abbildung ist ersichtlich surjektiv, es liegt jeder




Bruch im Bild. Injektiv ist sie, da zwei Briiche z/z’ und y/y' genau dann gleich sind, wenn
zy = yx'.
Bemerkung. Diese Konstruktion kann zur Definition von Q herangezogen werden.
Aufgabe 4.

(1) Zunéachst zeigen wir, dafl es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Seien hierzu g, h,k € G.
(ZuA1l) Esist g~gwegen1 €U, und alsog-1=g.
(Zu A 2) Ist g ~ h, so gibt es ein w € U mit gu = h. Dann ist h =gu ™+, und also h ~ ¢
(Zu A 3) Ist g ~ h und h ~ k, so gibt es u,v € U mit gu = h und hv = k. Es folgt guv = k,
was wegen uv € U auch g ~ k zeigt.
Also ist (~) eine Aquivalenzrelation, mit Aquivalenzklassen § = {gu | u € U}.
Fiir alle g ist #g = #U, da die Abbildung § — U, = — ¢ 'z bijektiv ist, wie man am
besten durch Angabe der Umkehrabbildung U — g, y — gy. Da G als disjunkte Vereinigung
gleich grofer Aquivalenzklassen geschrieben werden kann, ist

#G = #U-#(G/~) .
Insbesondere ist #U ein Teiler von #G.
(2) Seien g,h € G. Wegen g2 = 1 ist g~! = g, wegen h%2 = 1 ist h~! = h. Aus (gh)? = 1 folgt also
gh = h~lg7! = hg. Somit ist G abelsch.
(3) Fiir z € G wird

1

ole =z te((e ) (2 h), )
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Also ist jedes rechtsinverse Element von z auch linksinvers (in Wirklichkeit gibt es genau
eines).
Weiter wird fiir z € G mit dem eben Gezeigten
er = (zz; Yz
= (2, "))
= €T ;

d.h. e, ist auch linksneutrales Element. Damit gelten (G 2, 3).



