Blatt #14, 30. Jan. 2003

Aufgabe 53.
(1) Es ist A normal, aber weder unitir noch hermitesch.
(2) Es ist A hermitesch, und also auch normal. Jedoch ist A nicht unitér.

3) Die Matrix A ist nie hermitesch. Da A*A = (L .72 ) und AA* = ( L i@ ist A normal
)

—a 1+aa —ia 1+aa
fiir jedes a = (1 — ¢)r mit r € R.. Ist dazuhin r = 0, also a = 0, so ist A auch unitér.

(4) Zunéchst ist A hermitesch genau dann, wenn (a,c € R und b = —2) oder a = 0.
- 9  24c+20 0 _ 9 -2 b+2
Allgemein ist A'A = aa <2+E+2b 1+zc+bb 2—2c—b | und AA* = aa <c—2 5+ct 4—|—bc>. Somit ist A
0  2-2c-b 9 b+2 44be 5+bb
normal fiir (b = —2 und ¢ € R) oder a = 0. Gilt zusétzlich |a|] = 1/3 und ¢ = 2, so ist A

unitéar.

(5) Die Matrix A ist hermitesch genau dann, wenn a,b,c € R.

soier At A4 — [ a@+bb ab+be At _ [ aa-+bb ab+be :
Allgemein ist A'A = (aB e b5 +CE) und AA' = (ab e 56 +cé>. Also ist A normal genau dann,

wenn ab + bé € R. Ist dazuhin ab + bé = 0 und aa@ = ¢¢ = 1 — bb, so ist A unitér.

Aufgabe 54.

(1) Seien z,z’ € UL, und X\, N € C. Wir haben zu zeigen, da$ Az + Nz’ € UL, Fiir y € U wird
aber nun in der Tat

7'Mz +Nz') = Az + g’z = 0.
Also ist U+ < C™.
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(2) Seien y; = ((Z)) und ¥y = (
Schmidt gilt mit z1 := y? = %

) durch y3 = (g) zu einer Basis des C? ergiinzt. Nach Gram-
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z3 = (y3 — (Z1ys)z1 — (T3y3)w2) 7 ( !
Damit ist (z1,z2) eine Orthonormalbasis von U, und (z3
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' 1 0

(3) Seien y; = <(Zl)> , Ys = (()i), Y3 = (—01) durch y4 = (§> und y5 = (§> zu einer Basis
1 0 2 0 0
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des C® erginzt. Nach Gram-Schmidt gilt mit z; := (1) = % é
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w3 = (ys — (z{ys)z1 — (z5y3)22)° = 3 (;1
1
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zi = (ya— (iya)m1 — (Thya)z2 — (Thya)3)° = 3 <_01
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0
w5 = (ys — (Flys)z1 — (@hys)z2 — (Thys)zs — (Thys)za)® = (?)
0

Damit ist (z1, z2,x3) eine Orthonormalbasis von U, und (x4, z5) eine Orthonormalbasis von
U+t



Aufgabe 55.

(1)
(2)
(3)

(4)

Diese Aussage ist wahr, da ((_Z’tC’)t = (Ct'C)t = Ct(CY)t = CtC.
Diese Aussage ist richtig, da (r(A + fit))t =r(A+ AY).

Diese Aussage ist i.a. falsch. Z.B. sind die Matrizen A := (}}) und B := ({}) hermitesch, ihr
Produkt AB = (} 1) ist aber nicht normal (noch nicht einmal diagonalisierbar).

Diese Aussage ist richtig. In den Spalten einer Permutationsmatrix stehen paarweise verschie-
dene Standardbasisvektoren. Fiir Standardbasisvektoren gilt aber: é;-ek = 0 fir j # k und
|lej|| =1 fiir alle j, und somit bilden die Spalten einer Permutationsmatrix ein Orthonormal-
system. Damit ist die Matrix unitéar.

Diese Aussage ist wahr. Als orthonormales Tupel der Linge 1 kann (z) mit Gram-Schmidt
zu einer Orthonormalbasis von C” ergéinzt werden, und die Vektoren dieser Basis bilden die
Spalten einer unitiren Matrix, welche = in der ersten Spalte stehen hat.

Diese Aussage ist wahr. Sei z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Dann ist z'z # 0, und
folglich kann man aus

Mtz = 'A%z = %Az = \i'z
schlieflen, daf$ A = .

Diese Aussage ist wahr. Fiir ||z + y||? < (||=|| + |ly])?, d.h. fir 'z + 2ty + gtz + gty <
Ttz + 2||z||||y|| + y'y ist zu zeigen, daB 2Re(z'y) = z'y + y'z < 2||z||||y||. Dies aber folgt mit
dem Lemma von Cauchy-Schwarz, nach welchem |zty| < ||z||||y|| gilt, da Re¢ < [¢] fiir alle
(eC.

Diese Aussage ist wahr. Ist A unitéir, und ist 2 € C" vorgegeben, so wird ||Az||? = (z'A")(Axz)
z'z = ||z|/%. Ist umgekehrt ||Az|? = [|z||? stets, so wird zunichst (e}A*)(Ae;) = ele; = 1 fiir
j € [1,n]. Fiir 5,k € [1,n] mit j # k wird nun

((€f +ep)AN(Alej +er) = (€ +e)(ej+ex) = 2
(e} —iep)AY)(A(e; +ier)) = (&) —ie})(ej +ier) = 2,

woraus wir zum einen & A* Aey, + &, A* Ae; = 2Re (e} A* Aey) = 0, und zum andern ief A* Aey, —
iej, A" Aej = 2iIm(e} A* Aey) = 0 schlieBen kénnen. Insgesamt ist e} A* Aey, = 0, und die Spalten
Ae; von A bilden ein Orthonormalsystem. Folglich ist A unitér.



