Blatt #13, 23. Jan. 2003

Aufgabe 51.

(1) Aus pa(S1AS) = 0 folgt, dass pug-1 45(X) das Polynom p4(X) teilt (vgl. Losung zu 49(1,2)).
Aus pg-145(A) = 0 folgt genauso, dass p(X) das Polynom pg-1,44(X) teilt. Wenn also diese
beiden Gleichungen gelten, so folgt pa(X) = pg-145(X).

Die erste dieser Gleichungen gilt wegen p4(S™1AS) = S~tua(A)S = 0.
Die andere gilt wegen pg-145(A) =SS tpg-145(A)SS 1 = Sug-145(S 1AS)S 1 =0.

(2) (a) Esist xya(X) = X?2. Somit ist 0 der einzige Eigenwert von A und hat die algebraische Viel-

fachheit 2. Die Jordansche Normalform ergibt sich mit z.B. § = (19) zu B = §71AS =
(3 §)- Daraus kann man ablesen, dass E4(0) = ((1)) und H4(0) = ((1),(?)) sind. Ferner
ist uA(X) = up(X) = X2

(b) Esist x4(X) = (X —1)3. Somit ist 1 der einzige Eigenwert von 4 und hat die algebraische

Vielfachheit 3. Die Jordansche Normalform ergibt sich mit z.B. § := ((1) g (%)) zu B =

STL1AS = (é i §) Daraus kann man ablesen, dass F4(1) = (((1)) ) (?)) und Hx(1) =
( ) ( ) (g) ) sind. Ferner ist pa(X) = pup(X) = (X —1)2.

(c) Esist xa(X) = —1)3. Somit ist 1 der einzige Eigenwert von A und hat die algebrai-

101
sche Vlelfachhelt 3. Die Jordansche Normalform ergibt sich mit z.B. S := ( 01 —11 8)

zu B = S71AS = (é O) Daraus kann man ablesen, dass E4(1) = ((Bi)) und

1
01
HA(l):(< ) ( ) (é) ) sind. Ferner ist pa(X) = up(X) = (X — 1)

(d) Esist xa(X) = (X + 1)*(X +1). Somit hat A die Eigenwerte A; = —1 mit algebraischer
Vielfachheit 4 und Ay = it algebraischer Vielfachheit 1. Die Jordansche Normalform
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ergibt sich mit z.B. § := ((1) (1)(1)_01> zuB = S71AS = ( 8 0 -10 ).Daraus kann
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man ablesen, dass E4(—1) = ((
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sowie E4(—i) = Hy(—1) = ((_01>
0
Aufgabe 52.

(1) (a) Mit zB. S:=(31) wird B:= S71AS = (}9). Damit gilt fiir m > 1:

m _ mg—=1 _ (11)(1™ 0 - 142mtl 1 _gm
A™=8B"S = (51) (Y5 &) (5 21) ( —2tomtl g 2m>'
0171 1 0100
(b) Mit zB. S:= | %, 517 ) folgt B:=S5"AS = (3507 |- Damit gilt fiir m > 2:
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(2) (a) Mit A := (1§) wird (ap™,) = A(am73). A lisst sich mit z.B. S := (2 }) umformen
zu B := ST'AS = (29). Es ist also B! = (( mt 0 ) und somit A™ 1 =

—(=
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3m71
2)™+3™ 3(—2)m+42.3m )
ym—143m—1 3(—2)m—1+2-3m— 1) Damit ist a,, = g(_(_g)m +3m 4

5
3(-2)m +2-3m) = L(—(— 2)m+1+3m+1) wie sich aus (2™, ) = A™ 1 (§}) ergibt.



(b) Mit A := ( _(1)38) wird B := S 1AS = (é%?), wobei S = (
—2
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Somit folgt B™ * = ( " ( 2 )>
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é) gewihlt wurde.

o0 M°
(M3 %)+2m-3 6-3m—2("5?) (M3?)+m-2
Damit gilt A™ 2 = §B™ 25" = (m52)+m—2 3—m—2(m§2) (mgz)
(M) —2m2(M?) 3-mt (M5 %)

und mit (32531) = A™2 (Zf) also ay =4 — ("3%) —2m=—im?+ Im+1.
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Aufgabe 53.

(1)

(2)

(3)
(4)

Diese Aussage ist i.a. falsch. Z.B. ist fiir A := (} 1) das Produkt der Diagonalelemente gleich
1LFir S71AS = (1 5) (§1) (91) = (9 3!) ist das Produkt der Diagonalelemente aber gleich
0.

Diese Aussage ist wahr.

Die Matrix S~*AS = AE, + N,, hat den Eigenwert \ mit algebraischer Vielfachheit n und
geometrischer Vielfachheit 1, und somit gilt dies auch fiir A.

Ist umgekehrt die algebraische Vielfachheit von A gleich n, so ist K™ = H(\). Ist dazu die
geometrische Vielfachheit gleich 1, so kann es nicht mehr als einen Jordanblock zum Eigenwert
A geben und damit insgesamt genau einen Jordanblock der Form AE, + N,,.

Diese Aussage ist i.a. falsch. Z.B. sind die Matrizen A := ((1) _01) und B = ((1) _11) diagonali-
sierbar, aber AB = (} 1) nicht.

Diese Aussage ist wahr. Es gilt ndmlich:

Xa-1(X) = det(XE— A~
= (det A)~ldet(XA - E)
= (=X)"(det A)"ldet(X 1E - A)
= (=X)™(det A)"'xa(X71),

woraus die Aussage folgt. (Strenggenommen mufl man fiir dieses Argument den Kérper der ra-

tionalen Funktionen K (X) = {% | f(X),g(X)} mit den iiblichen Kiirzungsregeln einfiihren,

um von X ! reden zu konnen.)

Die Aussage ist wahr.

Gilt (A — E)™ = 0 fiir ein m € N, so ist A = 1 der einzige Eigenwert von A. Denn es gilt
Ar =Xz (A—-E)x=A-1)z=0=(A— E)"z = (A—1)"z und damit A = 1. (Man
kénnte alternativ auch Satz 13 auf A — E' anwenden.)

Sei § € GL,(K) mit S~'AS = diag(Ey, + Np,, ..., Ep, + Np,) (Blockdiagonalmatrix). Dann
ist ST1A2S = diag((Es, + Np,)?, ..., (Bp, + Ny, )?). Konnen wir nun 7; € GLy, (K) so finden,
dass T, H(Ey, + Ny, )*T; = Ep, + Ny, fiir alle i € [1, k], dann wird mit T := diag(T1,. .., T)) die
Konjugation mit ST zu (ST) 1 A%(ST) = T~1(S~1A29)T = S~ AS. Damit folgt die Aussage
dann mit U := STS L.

Bleibt zu zeigen, dass fiir b > 1 die Matrix (Ej + N,)? genau einen Jordanblock hat, und
zwar zum Eigenwert 1. Dies folgt aus (2), da (Ey + Np)? den Eigenwert 1 mit algebraischer
Vielfachheit n und geometrischer Vielfachheit 1 hat — fiir letzteres verwendet man 2 # 0 in C.



