Blatt #10, 19. Dez. 2002
Aufgabe 39.

(1) Es wird A geeignet umgeformt zu (§ ' 541_1). Damit ist rk A =1 falls s = —1 und rk A = 2
sonst. L1
2) Es wird A geeignet umgeformt zu ( 0 —s s ). Damit ist rk A = 2 falls s = 0 oder s = 1 und
geelg 00 s—1
rk A = 3 sonst.
1 a l4a
(3) Es wird A geeignet umgeformt zu (8 361 53(11 . Damit ist rk A = 3 falls s = 0, rk A = 2 falls
00 0
s=aoders=a+1undrkA =1 falls s = 1.
Aufgabe 40.
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(1) Esist A singulir fiir a = —3. Fiir a # —3 wird (4|F) umgeformt zu | 010 —1%_2; % a?——3
001 |

a+3 ~a+3 a+3
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Damit ist A~' = - [ —(1+2a) a—2 5 }. Zur Probe sehen wir AA~! = E oder A™1A = E.
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(2) Esist Aregulir, fallsa,d, f # 0. In diesem Fall wird (A|E) umgeformtzu | 010 0 é —ﬁ
0010 0 %
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Damit ist A== | o 2 ~ i
i
0 0 7

1000[8+1 B O
0100 B B2+158
0010 0 B8 B
0001 1 1 0

(3) Es ist A regulir und (A|E) wird umgeformt zu

B+1 B 08
+180
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1 1 01

Aufgabe 41.

(1) Diese Aussage gilt i.a. nicht. Denn z.B. gilt fiir A = (§ é ((1;) € R*3, daB A% = (§ § é) mit
rk A? = 1, aber A% =0 € R* mit rk A = 0.

(2) Diese Aussage ist i.a. falsch. Denn z.B. ist fir £ = (é ) und A = (
rk(E + A) = rk(((%) i (i))) —3=n.

(3) Fiir die Direktheit der Summe ist hier zu zeigen, dass Kern(z — Az) NIm(x — A'z) = 0 gilt.
Sei also y = A'z € Im(z — A'z) und gleichzeitig y € Kern(z — Az), d.h. Ay = A(A%z) = 0.
Daraus folgt: 2* AA’z = 0, was dquivalent ist zu (A'z)*A'z = 0. Da A’z € R™, folgt hieraus

y = A'z = 0. Also gilt: falls ein Element sowohl im Kern als auch im Bild liegt, kann es nur 0
sein.
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8) jeweils aus R3%3

Bleibt noch zu zeigen, dass die Summe gleich R™ ist. Dies folgt aber aus

dim(Kern(z — Az) @ Im(z — A'z)) = dimKern(z — Az) + dimIm(z — A'z)
dim Kern(z — Az) + rk A®

dim Kern(z — Az) +rk A

dim Kern(z — Az) + dimIm(z — Ax)
= n.

(4) Sei f : z — Az. Tst tk A™ — tk 4™ 50 ist Im f™ = Im f™F1, dh. fo(K") = fotd(Km).
Anwenden von f auf beide Seiten liefert f™+1(K") = fm+2(K™), und somit rk A™! =
rk A2,



(5) Analog zu (3) ist zu zeigen, dass Kern(z — A™z) N Im(z — A™z) = 0. Mit (2) folgt, dass
tk A™ =tk A"t = ... =1k A?™, also dimIm A™ = dimIm A?™. Mit der Dimensionsfor-
mel folgt dann dimKern A™ = dimKern A>™ und somit wegen Kern A?™ > Kern A™ auch
Kern A™ = Kern A?™.

Sei nun y = A™z € Im A™ gewihlt und gelte gleichzeitig y € Kern A™. Damit folgt A™y =
A™(A™z) = A’z = 0, d.h. z € Kern A?™ = Kern A™. Also gilt y = A™z = 0 und somit ist
nur 0 in obigem Schnitt enthalten.
Aufgabe 42.
(1) Fiir A € K33 gilt nach Leibniz:
det A = 26653 Eq Hie[l,g] Og(i); = 01,1022033 + 2,103,201,3 + 03,101,202,3
—a1,103,202,3 — 42,101,243,3 — 03,102,201,3 -

(2) Fiir die Auswertung der Leibnizschen Formel ben6tigt man (n! — 1) Additionen und (n — 1)n!
Multiplikationen (oder aber n - n!, wenn man ¢, nicht als Vorzeichen, sondern als Faktor
ansieht).

Aufgabe 43.

Diese Aussage ist i.a. falsch. Z.B. ist fir A := (g

det(XE — A) = X® — X2 — X + 1. Damit nimmt y
—1 an.
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) das charakteristische Polynom x4(X) =
(X) = 3X2 —2X — 1 an der Stelle 0 den Wert
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