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(‘r — categorles strlctes

HOANG xwiN SINH |
E'cvle .S‘upérieure de Pédagogie de Hauai,

On se propose dans cet article -de démontrer que toute Gr catégone est‘:' :
équwalente 4 une Gr-catégorie stru:te. ' ‘

1. Gr-categorxen strictes

DEFINITION 1.1, On appelle Gr- catégone [1] tout groupmde P ayant
une loi, i, e un foncteur

® P x P - 13*
~une contrainte d’associativité - umté :
03y, X® (Y OZ) S (X®Y)®Z gp: XH1® X, dy: X5 X® 1
et dont tous les objets X possident un inverse (X?— 1, g, px) bu.
bt X ® X =1, px.X®X“'*~1 ,
La Gr-catégorie P est dlte stricte si les lsomorphlsmes a4, & d t p sont
des identités. ,

EXEMPLE 1. 2. So;ent a: Ll — Lgy 0 Lo -~ Aut L1 deux homomor-
Phlsmes de groupes vérifiant deux condltxons suwantes ' '

(i) Le triangle

d
L1 """““""'“"”Lo

TN

. ) Aut L1 _ _ ;
est commutat:f P-, dés:gnant ¥ utomorpbxsme intérieur de L1 défnm par &

47 -



.o . _

(i1) d (uw(z)) == pf, (d (z)) pour toul .a: e LD et lout z & Ll,

A partir de'd et 9 vérifiant (1) et (u) définissons une” Gr - catégorie
stricte P de la manidre suivante :

 0b P=1L,
| Homp (, ) = {(x, )} X 4 (927
et pour ((z;, »,), A}t 2y - yo (25 92, Fo) 2 22— ¥ T @ zp=11, Ty
((;'Qp »hf 1) ® ((xza ¥2h | 2) = ((5‘:1 T Y1 Yah 1 0y {/ 2))-

DEFINITIONS. 1.3. On appelle-S-systtme tout guadrupole (L,, Lo, d, 0)
od Ly, Ly sont des groupes et d: Ly == Loy 03 Ly~ Aut Ly des hothomorphismes

de groupes vérifiant les- condditions de 1.2, La Gr - catégorie stricte P définie
dans 1.2 st appellée G+ eatdporie stricte définie par wn S - systéne,

Soient P et P’ deux Gr-catégories strictes définies par deux S-syst®mes

Ly Lo 6.0, et-( Ly fon s 07), vespectivement. Un Gr-foncteur. de. B, dans P
. est done un couple (fl, fo) ot fi: Ly — Lify. .‘Lo -, Ly 50nt;des -horomor*

phismes de groupes vérifiant les conditions :

(i) Le carré

. I ” R '-.-‘ " i . . s r......;

St 3 bt S PR "-‘.-‘i\"fl =l SR U TR SRS E R
. Ll Ll e e e ' l;H'n_ iy

| - - . v
-fU ORPT TR RTINS S £ T B R
- Ly -Ly o “
R Gt ;.:. ¢ ¥ 1. Mr‘ ¢ S T A o :.__{_ (:;._, 'ir o | - f . . !} 1-.‘-}1 ’ :“’; L ;
est commutatif, i |

(i) Sy (a"(.»c) )'-—e (% (:c)) fl (z) et

pour tout ze L, eftout ze L), " 0 R T s
YN "' :i !1‘-' -.:.’i, W “-_?»:‘-"!:":‘:'l.::'.”“.'-‘ ' : 0 k Lo "vl'-..;? N -."
[ P
RN T v
2, Noyau d’un Gr—foucteur . R
.'-"l' b ‘. e l i

,,r' : ""‘*-"i
L LY

21 Soxent P, P des Gr catégor;es ek (F F) P - P’ an. ‘Gr-foncteus
- [1] On se propose de chercher un triple (K, (J, J), 2) satisfaisant aux copditions

suivantes :

() X est une Grcatégone. -

Gi) (J, J): K~ P estun, Gr-foncteur

(m) (L ) % (F, F)o (J J) est un ®-1somorphzsme fonctorxel ou
(2, I_,,) est le G‘r*fancteur & valeur- congtante Iy de K dans AR

FY-]

— il -




s o i) Lectriple (R, T ) 5) west umversqg it “botr 10i5s” les tr:ples
Q. (E; B rl-") verifiant:(); (ii), (m), ‘on & uth: Gr> fbncteur un;qlie (E‘ E') Q"K
tel que (E, E)=(J J) o (B, By et-ﬁ"’lb-—*mE' i i .

PROPOSITION 2.2. Le riple- ( @.(J )} ) existe.
DEMONSTRATION; Oh'pése -~ *
b K= g (%, Nixe ObP, Filp e F(X)f

a .
b}

| 1.-+Fx_._, |
Homx((—ff ™, (Y“'m’)) &= feI-Iomp(X Y)l" lF(f) cemmute

)
.’ R W

"FY

"y ol

La loi ® sur Ies ob;ats estf
b (XI. ll) ® (Xz, Iz) = (X ® Xz- l’)

avec 1’ défxm par le carré commutanf

Y . R o,
9-‘!."‘ i . N ,.

lﬁ"m R b‘l‘w(““vl ®X2)' ) -

by L®l 1F
ey, FX, ® FX,
et s sur Ies fhches ARERAN ' S )
e liw o fefefien P
o Ehfm pour (J J ) et » ON pose - '.
e J(X z’) & X, J id, M ,a)-nl D

DEFINI TION 2.8. Le couple (K (J J )) est appelé le noyau du
Gr- foncteur (7, F), on le note Ker(F, F)

3. Invarmnta d’une Gr-categorxe

3,1, Une Gr- catégone P est détermmée h Gr équwalence prés par ses
trois invariants: [1] A ,

?fo(P) = [e groupe des classes d'isomorphie des objects de P,

P) ‘Aut (1) = le groupe abélieri ‘des autornorph:smesdelubjet unité
qui est muni en plus d'une structure de 7o — module,

a(P) e Hm,, 1:1) détermmé par la centrainte Passociativité de P,
A4



On note par+S(xg, -%{-&) avecwe a(P) une”Gr-catégarne “rédiiite de P.

Un épmglage [1] dans - P .permet.de, construirs 1a iGr-batégorie rédmté dg Pt
les Gr - équivalences canoniques correspondantes,, - .- %, 5, Tk oy

-h« e

(G’ G) % " _.'-‘. :. Lt "-'--‘F tl |_' "I iJ‘ ", i;’ld _1_'!;’1_:[‘[5-\'1'*‘; )

p_ - .S'(n:g, 'mp G)-e SRR UL Y
(H H) . :
, e s A

A Cohomologm de groupea

R T

; 4 1. Soxent 1\: un groupe et A un TC-module. No_us cqnmdérons le, complexe
de cochmftés ' S TR

C"(s:, A) — c"“”(::, A)

od le groupe C ", A) de ncochaines est lo. grouge des fonctlons g de n
variables z; dans T2 valeurs dans 4, satlsfmsant les condmons de normahsatwnr

i n;,.‘.;?'.", o ‘*"?;s

(x]_, oay Eils l 33;+1$ ooy X ) = l fe= 1 2; m: .

L‘humomorphssme de cobord a3t C'(x, A) —s ¢ (:t, A) est défini par -

ag(xlj ng "y mﬂ'{‘l) = S i ,_‘1 .

"'\

t u,I.
\ P
’
!.

| gxl. g(le ) xn-i-l) + 2 ("'"'1) g (xp Ty wg 3’,.'.1; veny $n+1) + (-*-1) g‘(a;;,i.., 55‘,,) :

- Nous notons par H "(x, 4) les groupes de cohnmologte de ce complexe, |

(- sfrﬁt les | groupes de cohomologle du groupe T a coeff:ments dans le z:-module
A2 K S s L e

. 4.2, Nous savons (que pour un groupe l1hre F H (F 41):0 pour n>1
[2] Ici nous allons mttodulre le homomorphlsmes T
S " C"'l':l (F, A) o (F A)’ T R § SR "

vérifiant les relations

A | ‘fas,,_1+s a==1 .

'-J‘ v 4

;un retdonngnt le résultat H" (F A} =0 (n > 1) et dont noué avons Bééom par
a suite.

. .t . . I : . ' - R
¢ oyt |I .. . R L L AR e, ‘- ALR I

- - Pour cela infroduisong le polynome. f(g) = .5.2 + L 2 Lo .§. qﬁ: domne
. | -:If("’):éo' o TS "-"5{_‘ = »



: -
) (53,:__1 g)(wl, ey x"._p 8 Ve 3 1) + (S 38') (xli ey xﬂ—b 11 ves ”::.‘l ) +

e AT e J,
: + 3,,,3‘(.‘121, woy Lpnty € 1 vee m'"l tf

6s, ‘g) ("”1""' -") 0, 63) (2o ) = = 5 .

Ensuxte consxdérons le. groupe . hbre 1' qui;. conslste de. 1. et'.des mots -

:c = eil f ‘ol ‘lés 'e; “sont -des générateurs l1bres et les equ:ients E_ o + 1-
s s g g g T Bt wq Ly

Mamtenant . définissons S,,. So:ent g e C"“(F A) o Zyynss ;::“ r-.' E :

\, Y

‘Posons. pour z, =€ ... e, 5 (représentation | pas nécesaa:rement rédante) ol

4

. 3 7 ' (!"-
(4!2 2) v - : ”g (j:l' 32, -:I-I’ x ) — (""" 1)" x a‘g(xl. n-. En__.l' Bf]'- LR e. 1 ') G;)
Lt eal o .

On voit: :mmédtatgment que 5 g(xl. i, &) ainsi défini ne varie pas qumd ‘

on fait varier la représentatwn de :u,,, et o vérifie alsément que s,,g :ausfalt aux
cond:ttons de normalisauon. Montrots® que TR R : -

R
' . ST b o I PRI
N \I, s '5 i;- N S e l

e Sn__;’-l-Sa--l # > 2

ool : v v 1 Vi T ) ,:';"-
R IR LIIRt I L ot

- 'Pour-cela supposons que 1a représentatmn de Ty = el1 oo £ soit rédmte .

et raisonnons par récurrence sur la longueur de la représentatmn rédmte de z,. I} _

est clair que la relation est vérifiée pour la lohgueur’0, i.e pour z, = 1. Suppo—
sons que la relation est; vérifiée pour pour. la longueur m—1 et montrons la pour .
13 lﬂngueur m. Pqur cela on s'apercoit qu ‘on. 8 .. e

(58::-13') (x],t ey L, ) + (S 63’) ("’tl’ veey T, ) = TR § o et

1

l f(B ))
z""" mg(xl’. no' xﬂ—l’ el oqq em__ \ | B

oii compte term del hypoihése de récurrence

. R
e Lo e e
) e e s !

A

| 5 o .....1 (3 )
== g(xli "y ttn-—-lb REL] G ) + 5mg(x1, vaey mﬂ"“"].' esl o} ' e !?l J em)
i e JRy
ot — mg('wll ey xa—ll _1 vt emﬂ:l ﬂm- ml) . o o . .
ce qu: donne. pout. _-t_- 1,. e e e

. (35,48) (:cn g i (S 3g) (x;.---,x) g(:rp oy -'c,J D

5, Gr-categone strwte d’une Gr-categorne Cw b

8.1, On'se pmpose ici de. démontrer que toute Grecatégorie est Gr-équiva:
lente 5 une Gr-catégorie stricte définie par tin S: systéme. La Méthode employée
ici est Ia Jméthode d’effacement L L

) I
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LEMMA 32 Smént P. une Gr-catégorie ﬁrééﬁmglée par- (M N) odt M
est un groupe et N up -Mmodule [1], et u.: Ly~ M un hOmorriorphisme d'un

- ‘groupe Ly dang M Posong S(Lo) = S(Ly 0, 0) Paur qu il existe un Gr-fone-
" tenr S(Lg) ~ P compauble avee x:il faut- ét :1 suff:t que a(P)e Hb (M N)

sammule dang - F (Lo N) :
.. .~ DEMONSTRATION. Soit (E E) S(Lo) — P un Gr-foncteur compa-

| txble avec u, Par un épinglage dans P nous obtenons un Gr-foncteur

[P, 5 [

(ﬂ, u) 3 (Lo) -5 (M, N, oc)

ol & € Za (M N), S (M N, o) e Gr- catégor:e rédulte de P [1], u l’homo
morphisme donné et # ¢ C° (Zy N). En experiment la compatibilité de (u, &)

- avec les contramtes d'associativité de § (L) et S (M, N, a) nous obtenons

, | *(fx) = 3%,
1 e a(P) sannule dans HS (Lo. N)

" InVersement supposons e a(P) s'annule dans H3 (Lo’ N) D!'Oﬁ o (05)

esi un cobord 3%, i.e (u, %) est un- Gr-foncteur de S(Lo‘) dans S(M N, ﬂ)
. Par 1a Gr-éguivalence canomque . _ oy

d‘“‘“ée Pﬂf 1'59!0313818 et le préépmg!age dans P, nous abtenons un Gr fonetelw'
| (E E): S(Lo) -5 O D |

. PROPOSITION 6.8, Soient Pune Gr-catégone préépinglée gar (M, N)
et  un épimorphisme d’un groupe. L dans M. Pour qu'il existe une Gr-cartégorie
stricte Py préépinglée par (M, N), détermmuée par un S'systkme (L,, Lo, d,9)

et un Gr-foncteur préépinglé Py —« P compatible ¢ avec 4, il faut ot xl suffxt que
a(P)e. Ha(M N) gannile dans H°(Lg, N). |

DEMONSTRATION Supposons-qu'il éxiste une Gr-catégorie PO déter--
minée par un §-systéme (L, Lyd, 8) et un Gr-foncteur préépmglé (F, F): Py—~F
compatible avec . Soit {D, D): S(Ly) — P, le Grfoncteur canomque ‘Posons

(B, BY=(F, F) (D, D): S(Lg) —

nous avons un Gr-foneteur compatible avec u, En vertu de 5. 2 a(P) = H*'(M; N) .
s'annule dans K%Ly, N). S

 Inversement supposons que a(P) gantule dans H(Ly, N). En vertu de
5.2 nl existe un - Grfonctenr (E; E); S(Ly) — P eompatible ‘avec u, qui par
composition avec la Gr-équivalence canonique P '~ S(M, N, «) nous donne le
5% "



Gr-foncteur X(u,: ) ¢ v SCLg) ~~ S(M, N, ;;) ot #*(&) = au. '&hsidérdnéllﬁ Grecaté-
gorie Ker(u, u) Nous avons a

oyt i Reila B S(Ly 0, 0) 1T
olt Ll Ker u x N, la multiplication:dans L, étant - i ; e
A RN A

(5.3, 1) (a:. m) (¥, ﬂ) (xy. m+n+ #(:‘c, y)) '

aprés (2. 2) Soxent & Lu et (x, m) € 1,;. Nous allons défxmr une athon de
y sur (x, m) notée 8(y) (, m) et donnée par la formule

s 80} (g, m)omm oy m) |
avee m1 défmx par le d;agramme commutatlf suivant

u(:v. ) - d®u(z )
Uy e u(y) ) e uly) (u(x) w(y~ ))
! | 1id®(m®id)
ml e e u(y) [L—uly ))
1 = w(D) = ulpy) . — :;(y).;:(y‘f%);
Le- -

(532) m1 —“ﬂ(y)m + u(y)tt(r. y“) -I-u(y. ‘)—u(y .
""" Montrons’ que u(y) est un homomofphxsme de L1 dans Ll II est clau'_
que 8(y) (2, m) € L;. Pour avoxrlégahté ' A

) 6 (y) ((, m) (x' ) = . 0(y)-(&; i) B(y) («',m)

il suffit de considérer le diagramme commutatif suivant venant de la compatl'blhté
de (u, %) avec les contraintes dassaciativité dans S(Lo)_ et S(M, N, &) [1) s

) “(.’y: y‘“l)@u(y,a_.y I)

yayNalary ) . o (o) ler ) V)

. ﬂ(yxy““l.ywy'l)l ._._T.(id@.ﬂ(rpr’-“‘),);@_(_'d @M(mw“??));h;;:
gy (U b@aor) (ucy) (=)o)

u(y.:c:c :v“‘l)T | “ .=

uly) u[;ty—l ya y"“l) ' u(y) ( (u(a:) wly— 1)) (#(y? (ﬂ(x’)u(y" 1))))

5%



i yn] .:'lzﬂ-ﬂi"&i(a(x)u(rij,t‘f'('y);fi(#) 1)
| ) ot *)ﬁcrl)') [ (kD))

u@)(((u(xy—ly) uw))uw—i)) )W) (o)

. vy : 1,
AT 't ='.‘.?:'r. .

| . .
) Y
sasba, PP

| as(esirimendi) |

() (((u(m) u(y'1 y)) wz )) u(y“i)) — u(y)(((u(x) (ufaf‘l) u(:v)) u(x‘)) zt(y""l))

| cequ:donne'.'"" . -' | g } |

o) ke, y4) 4 )il “‘1) + 0,29 )+, & yN) u(yxy“‘“ v y‘"‘) =
= uly, 2z ")+ u(y) ulz, ""1) + u(y) u('r:, x )+ 7O | .

en remarquant que "

| .a(a(m) u(y“l). a(y) e ),,(y_l,)_ (u(y—-l) u(y), u(rz)) w(a) (1, 3, y-l)-g
, ' -w(y""‘l. %y 13-—u( 1) u(y, "1)-u(y 1'3') E
' Nous avons donc uie applnc#tmu R
| ST 1Y/ ---End(LJ
* Montrons que | } e

(5. 33) K (yz) (:c. m) = 0(5) (o cz) (x. m))

Pour cela cons:dérons le diagramme commutahf ci- dessous qui_ yient de la t:ornpa
tibilite de (x, %) avee les contraintes d'assoctativité en. ‘remarquant que

ot (=), ule) ), u(y=1)) = = a{ale) az1), aly=) = s, £1, g1y 2
S el = u(z),ﬁ(::f"l; ¥y + 5(3.'271: .’!»"_.fl) — l(z, 277)

Et ‘L_ . . I ' | . . -

(u(:v). u(z), (u(x) u(z—1)) u(y ‘)) o (u(:v). u(z), u(z“’- '"1))

= w(y, % 2, y=1)e () u(z z‘"‘y 1)--u(:vz 2 “*’)-{-u(y. '“‘)-—u(:\’n z)
54 ’



u(yzxz"’ly 1) u(y, fuz ’y l) u(y)u(zgz"* ’3"' 1) | |
o Tnd@u(zxz"“.y h

i., (_ﬂ‘-, 'y il Y v

u(s’z) u(.rz If 1) - o “(3') (u(zxz"" 1)“(3’“ 1))m el ‘*‘f.i

i @z-rﬂ S el )
uyz) (u(x) u(z-‘a«“‘)) u(.v)( (it} ucw))'

Vo ey G d e B e 1 \11.! :c,.f‘, Shor

u(y,zj@ (fd@u(y';l;z 1)) T S ‘ Tld@((td @m(:c. "'1))®1d)
() alz)) (u(x) (D) u(y‘""))) U uly) ((u(z) w{z) u(z“"‘)) u(y™ 1))
AT ..kl-', “:lﬁ | - TM@a(“(z),a(x)“(z—-1)’u(y-1))

. ‘

u(y) u(z)) ((u(x) ) d5) —— e (u(z) (Mt el0))

IR U (u(y), u(:ﬂ u(a:)u(z"l) u(y"l)) | ._-_.'! 1

R

En vertu de (5 3 2) o [5 3,3) nous pouvons éonre Co
(o m) =0 (2) (o) = 0 G L m) =0 by ) =
- F=zB ) (27D (z )= 8 [Can [(TOXES m))

Doncr B(y) est un aqtomurphlsme, par conséquent 0, est un honwmor-
phisme du groupe Ly dans le groupe Aut (Ly) | -

. s
l"‘t ~.-f" T

POSOnS SRR Tee ™ - S
. l, Co (x, m) >z i . -.

, Nous' bbtenons dinsion quédrupole (L Lo dy 9) qui ‘est. an SSysteme,

Smt P? la Gr atégor:e stricte définie par ce S-systeme. Déflmssons un Gr: -fonc:

teur ('u, 'u) Po e S(M N; &) de 1a manidre suivante. So:ent R v e Ob P{, et

s, ) m—*y\u,ne fléche de - Py, Posons A [

wix) = b(a:), vis, m)=m + u(s, :c)

v(m, a:):::c(x, :c)

Vériﬁbns d abord qﬁe v esl: un foncteur.’ It est cialr que v(:d ) = -zd,,(x) |

ﬁment deux flictiesf=: . % By« T

(s. m) (t, n)% £,

B

it L e+ b




Montrons que ... . ...y, '-‘"‘x,"“:--'“ bt

vy o

. ((f, n) (5. m)) = v, n) 'o(s, m) _
i-e : r-..._v RRat N v “; -"..._.;.._‘ ,E
m - n u(t, S) + Bﬁ(ts, a:) R + u(s, x) + u(t,y)
Or nous avons TS L ANERT

B (u(t), s): u(a:)) =% (1,1, u(x)) =0 =p s :c) =
! (2)~u(s, )+ 2( s:r)--zt(t,s)

ce qui ,\donne I’égahté voulne. ot St w? o

, Il nous reste a vénfxer que v (2 2): z)(x)v(.a: ) ~ w(xa:‘) est un @ -mor-
ph:snjgeefanctonel 1ie le-diagramme suivant est commutatif' =i Hir vl

»
= :3'»'.'

"“'».

&
u

L L v(.L,:n) .
T e

. B A - 1‘"' bR P s
STOTE EINLINL £ (PR B v
R £ €9} -—--———’-—-»-v(m:) SRR E RN Y

v(s, m) ® 'n(s m) ’ , ((s, m) ®:(s", m’))
'U(ya ) "l :
AR -u(:v)w(;v )-—_-——-_a. 'v(yy) REERRIE) {t N
ou en | explicitant ' A

o+ 5 (s @) + wlad l2)d (2, &) T (9 d) =+ e+
+ ulz)i (8, 27 + wlz, & 21y — u(-r: z =) + uls, z¢ x"*) 4
+ (s & 2, 20 + % (2,20). L g e

or cette ég_ahté vient: de la commutativité dt} d:agr_a_rnme suivant °.. Y

o o wsehee) L |
uﬁ.*;xs’x"‘l:rx’)" ulsw'y ~ 7 za(&xs’:z:“l)u(ii') '

SR (. ) ERREI Tu(s,xsa: 1)_@::@:“3:) .

v .
‘:.; SR AT PS4k

u(sr) (s z~1xa) (u(s) M(SGS :L""l)) (u(x) 1l )) i
s T Hid @ ren) @ id

o (@) (WDl te)) L (ff(S) (u(x) =¢($’€C“I))) e E)
aolsin )] flus e
{uel 8)ul ) (zc (s") (_ze(a:j-l) u(.g:x’))) (za(s) (u(a:) s . -1)))) (1) a,’))

OORr) T i

id ® (z'd ® ulz, w’)N (u(s) (), uls") u(x‘“l), wx) u(a:’ 3)
(u(s) u(m)) ( n(s ) G 1)) (u( T | fc’)))

he



~Donc (v, %) est- un @&onctegr Jqui festen. plus. compatible avec lesicon.”
tramtes dassoc:atzvxtﬁ (}qns Koy, 8t S(M N, @), .Par, conséauent (. @) esty T,

Gr-foncteur. En outr? par sa cunstruetxon on a
1 {El I !W’

i r ¥ A
y \ (P 0) : 1(P 0) =
NS ¥ o by
et on peut vérifier fac11ement qu’ (,j D) est tn’ Gr-féxfcteﬁ‘r %‘I‘é%pmg”lé Paltl co;ni
position de (v, v) avec la Gr-équivalence canonigue S(M N, ‘bc)n-ﬂP nous
obtenm!!s un Gr-fpncteur préé!:mglé S T , .

Bl

‘ - T <_‘1.1.“-|..
Piely o v RSRARLY

‘ .- L.
Wig L ¢ } ‘ T TEL % L woF Ly "1“3:-

Lo YL, = '(‘1 RAFIE AN A

(F B Pu-» P, 0-- g

: £ EOQ;,AIRE 54 Soit: P, yne, Gre qgtégone frz%pﬁ% ée pag LM, N)
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DEMONSTRATION Il suffxt de En'eyndrei PoUE, L?. groupe Iibre ayant

pour générateurs les éléments de M car on & &ans ce cas I—IG (Lo, N)Y=0, dolt ",
existence de Py et du Gr-foncteur préépmglé Po ~Plen verth”de (5 I'.{) "E'{u-
dions d’une maniere plus détaillés Py, 1t = i AT
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Le couple (1 %) es*,t'xle Grsfoncteur de S(Lo) dans: S (M N, &) quie Aoys avons
ccnsxdéré dans 553, Polir & Y= 8; o, e~"" e, mous a"vons en vertwde (4. 2.2)
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(5.42) s s, 1 (xslv?z) (yim) b= (2, m n) iyt {0 wed o S

d’apres (53 1) £t l’homomorphlsme b L s .Aut eLlj est déf’tm; paf 'u‘:?; “\’
(543) 0 (y) (o) = (yxy"““, u (y) m -l- (v, x))
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en vertu de (5 $,2) en tenant compte des re;latana it 4 s
: N ,1_ Ve 1 ,;_- A g
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(w(y) u(z), u(y‘l)) = oc(u(y) 1, u (y*f)) 20l i E T
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foi e Défmlssons d" -L‘ i Lo tou;ours comme dans (5 3j nous obtenonf:a luneg
Gr catégone strxcte Po détermmée par le S*systéme ng Lt,, 0) Quant au’

Gr-foncteur préépmg1é ('cr, ¥): Plo 'S (M N ac), 11 est donné par ies f:)lrﬁfu'es
IR AT I ' A ;,__,;" AN |

| ! j Ve U(.ﬂ) T u(x)' ’U (Si 1:”) s m’ 'U (CL, (x) = u ](.‘13, ?i)' Wik R
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dépres; t5.3) en tenant compte de
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. '5.5, Applwat:on, réalisation d’un 8-cocyele comme. l’obstmctzon d un pro'
bleme d'extension.

’ 'll l|

5.5.1. On se propose d’apphquer (5 -i) pour retrouver le résultat de Mac

. Lane surla reslisation.d'un-3: eocycle comme I'obstruction d'un probléme d’exten-z_
. Sxontz] . _'H>'1'| L 1 RN .l:,‘-.'. g eyl - t 1 -3

0N R £ E
‘ 5.5.2. Invariant de, Mac Lang”Sment G un groupe, Aut G le groupe
des automorphismes de G, b : G = 'Aut G l’homomorphlsme qui fait corres-
pondre.3 chaque z &:G''avtondorphisme intérieur, W de G, Z(G)le\centre de G
et Autext G le groupe des automorphismes extérleurs de: G. Le. S—syatéme (G,

Aut G, W, idy, ) définit une Gr-catégorie stncte note Aut G dont les invar
riants sont : R AR TR FE I ‘ ,

mo(Aut G) = Autert G, ,(AwtG)=2(G), °~ = °

a(Aut G = mvanémt‘ de Mac.Lane [, e
~PROPOSITION 5.5:8. Soieat M -un groupe, 'N ui Mlmodule (i
& .H"‘*(M N}, Il.existe. .un groupe L ayant pour centre :N, et.un homomaor;

phlsme 9: M — Auatext L; mdulsanl: la steycture de M-module donnée sur N et

tels. qlie Obs (M, Ly 9} =& (théortme de.la réallsatmn dun ;S-cupycle camme,
Iobstructlon d'un probl2me d’extensior [2])-

A DEMONSTRATION. L O0it moeay
..S(M N, «). Construisons le Svsystéme (L,
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comme dans 5.4, Ensuite considgé:ens'le disgramme commutatif suivant dont les.
lignes sont exactes ' S o '

Li—iLD.E;M-—»O'

i o

Int L, — Autl, — A@text L

Par conséquent 0 induit un homomorphisme ¢ : M —-Autext L, qui, par Ia’
définition de o (5.4.3), définit une structure de M-module sur N qui est 1a méme
que cella donnée sur N. En outre on voit sans peine que Z(L,) = N'si M= {1}

Eofin considérons la Gr-catégorie stricte N Aut L, définie par le S-systeme
(L, = Aut L, id A,,,. Li) et le Gr-foncteur (idp,, 0): Py — Aut L; (1.3) ol Pd
désigne' ioujbu_rs la- Gr-catégorie stricte définie pé.i' le S-syéléme '(L_léw L,0) Ce
Gr-foneteur induit 1" homomorphisme L . |
. Y x;(Po) = M — Autext 'Jil = go{Aut L),

Par 'cbnséqqen't - ‘ | L
e {a(Aut L)) = a(Zy).
. Or nous avons 3 - S
. ¢*(a(Aut L)) = Obs(#4, Ljy %)
. a (B D) = | '
ce c;;ui di;rnhe . o )
| | © . Obs(M, Ly #) =&. O
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