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On se propose dans cet article de représenter toute catégorie de Picard
restreinte par un complexe de chaines et en déduire que la classification des
catégories de Picard predpinglées de type (M, N) qui sont restreintes est triviale.

I.. CATEGORIES DE PICARD RESTREINTES

DEFINITION 1.1, Une ‘catégorie de Picard est une Gr-catégorie munic d” une
contrainte de commulativité compatible avee sa contrainte d’associativité. Une
calégorie de Picard P est dite resireinle si sa contrainte de commutativité
d vérifie

cx"x = identité pour tout x &< ob P [1]

2. COHOMLOGIE DE GROUPES ABELIENS LIBRES

2.1, Soit 2 un groupe et A un m-module. Considérons la B-re solutivn
' B (Z(x)) [3]
2
b d Bn - Bn-l RN s B| - Bo — 0
ol B, est le ®-module libre de génératenrs [x;]..|x,] avec x5 1:..: =1
appartenanl 4 x et les homomorphismes de x-module 5 sont définis pour
>0 par
) n—1 -
e ixa] = 5 [Ka e (%] + = (=D x| | XiXist | ceXal +
i=1
F(~1)" [xp | o } Xpoi]-
La B-résolution avee ’homomorphisme
lﬁ H ,Bo — Z
[]1>1

.ol Z est don,sidéré comme un x-module trivial est une résclution libre du

%-module trivial Z, et on a par définition

Ext} (2, A) = H* (%, A)  {3)
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Nous neus proposons de donner ici une aulre résolulion libre dn
gt-module trivial Z au cas oit ® est un groupe abélien libre de base {h]_él
1

2.2. Soit st un groupe abélicn libre de base [t} (ot I est muni d'un

e
hon ordre. Considérons les ®-modules libres X, (n > 0) dc géuérateurs
uh@"‘@ui avet i, in &l et i) <C..<i, et les homomorphismes de

x-modules a:

° n
21 22X, =X 2 m®.. @y, —» = (—1)F! (tik—l) o B0 ® .8

k=1
ol le A désigne l'omission.
PROPOSITION 2.3.
- - . B 2 g
(2.3.1) X - X X > X Z =0

est tine résolution libre du ot — module trivial Z.

Démonstration. Le cas o I est fini est démontré dans [3]. Considérons le cas
o1 I est infini. Soit o
— e & Em ) :
¢ = tj‘1 ljn tjm Uy, ®u, @ .., € X, .
;’; t?: tf: sont des éléments du groupe abélien libre de base {1 }ig1. ot
-tel que ac = 0. Soit I' ¢ 1 la partie de ! conienant les indices qui se figureut
dans les coefficients :

ou t

et les générateurs uy; @ 4y, ® .. ® u;, expriment C. Nous avons un groupe
abélien libre de base (k);ep et puisque I" est tini, une résolution libre du
o’ — module trivial 2

2’ o
—X: —>X;}_l_¢....__>x;-+xb—'>-z-5 0

ot les i’ — modules libres X, @>0)etles homomorphismés »* sont définis

comimne dans 2.2. Le cycle ¢ & X’n par-conséquent un bord, ¢ = vz, T € X’n+1:

ou ¢ = 3% en considérant & comme un élément de X, 45

2.4. La cohomologie d'un groupe abelien libre m 4 coefficients dans ub

ot — module A peut &tre calculée par la résolution (2.3.1) par la formule
H" (m, A) ~ Exty (z, A) &

Une n — cochaine f : X; — A, comme un homomorphisme de module, est defer-
minée par les ¢léments arbitraires f(u;, @ uy, @ L. ®u;) €A, et

© o+l - - ;
(W, @ ®ui)=C-1)7 (t;, = 1) f (u;, ® Uy, @ .- @ Uy,)
. k=1 el v o ! . L !‘ )
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- X Hom(x X 2 X ®, A)— Hom(x X o, A) - Hom (x:, A)

En particulier, si A est un groupe abélien regardé eomme un 2 — module trivial "
(t,‘ = a pour toul i), alrors 4f est tonjours nul, et ainsi H"(w, A) g.gJAi ofl

: i
= [(i;,... ig) | i, <. <Ciy} est une partie de I" ek A; = A pour toul i€l
2.5, ® étanl lonjours un groupe abélien libre de base “"’iEI' cnnsidérnng
’homomorphisme de % — module :

. hy: Xy ————— B,

uj, .0 L — 2 8¢ [td(il) Pl i'a(in)] .
oy

ol o, est le groupe symélrique, sy la signature de la permutation o,
It est clair que nous avons un diagramme commutatif

2 Y )
_')‘Xn'—"Xn—l'_)'"' v—th""‘Xo'—'z-PU
T hy|

2 !

— B, = By1— o -a-B;"a-’Bof"Z-a-[]

que nous donne un isomorphisme 7

(2.5.1) H%(h) : H" (Hom,,_ (B, A)) = H" dlom, (X, A)).

pour tout n 3> 0 et tout sw—module A. o

2.6, Nous supposons toujours que @ est un groupe abélien libre de base ft}i€l,
noié additivement. Introduisons le complexe de groupes abéliens suivant:

L) : La(ar) ﬁ Ly(m) d_z’ Li(m) Sl-iLu(ﬂ_) 1; 0
ok '

Ly (X) = Z{at]

Ly (%) = Z[x X =]

Ly ()= Z{#t X X =} + Z [ X x}

Ls (o) = Z[@ X 7 X 7 X 2] + B[ X % X x] + Z{x x x} + Z[x]
7(x) = x-

dilx, y} = [y} —fx+y] + 5}

S di[x ¥ = [xy] — [y %]

dlx,y, 2] =[y, 2] — [x + ¥ 2] + [z y+ 2 — [ ]
Gixy.ot]=(yotl—x+notl+xy+stl-[xyztttinye]
di(xyzj=[xy -2yl +oy] -Fa+Ery z] — [x, 2]

da {x, y] = [x, y] + [¥. ¥

d [x] = [x, x]! ) ‘
les 7 [«'] étant les groupes abéliens libres engendrés par[X; ..., X; JoX; v X €%
el différents de 0. ¢i = 1,2, 3,4). et on pose [Xp.. %} =0 si un de ces x csl
nul. Puisque L est libre, un homemorphisme du groupe L—}ians un gro-’pL:
abélien’ A est uniquement déterminé par ses valeurs sur .les généraleurs. D'on
le complexe Hom (L(x), A) est identifié au complexe suivan!

s 3
Hom (L(x), Ay:0 - Hom_ (=, A) ~ Hom (%, A Hom (X =, 4) =

hﬁom(g.xgg % %, A) X Hom (% x:r,A)ﬁ Hom (& X : > 2t X 7, A) X
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. {2.6.1.2)
‘pour tous X, ¥ € ®. D' ot I'exactitude en Hom (mxax, A). Enfin montrons que |

_ Donel: X X® — A vérifie les conditions de normalisation et-telle que

PRODPOSITION 2.6.1. Le complexe L(x) esl une @ rsolulion frongquéey de 1,
en d'auntres fermes la suile Ly — Ly — Ly — 7t ~ 0 est exacte.

Démounstration. Les L; étant libres, Uexactitude de L(z) est équivalentzd !
l'exactitule des complexes Hom (L{zx), A) pour A un groupe abélien arbitraire. .
Démonslrons que Hom ([(m), A) est exacl. Il est elair qu'il est exact en !
Hom (x, A) ct Hom (x, A). Montrons quiil est exaet en Hom (z st, A) Seit :
[:0¢ % % — A une application de s X« dans A verifianl la condition de
normalisation f(x, ¥) = 0 si x ou y est nul. et telle que.

2.6.1.1) fty, z) — f(x+y, ) + f(z, y + 2} — f(x, vy =0

pour lous x, ¥, z € m. 1l est clair que f est un 2 — cocycic 'symétrique de

Hom (B, A) oit A cst considéré comme un % — module trivial (2,1). En verit °

de la symétrie de { et de lisomorphisme (2.5.1) nous obtenons '
f=6g avee g: ot —~ A,

‘at par comséguent

f(x, ¥) = &(y) — gx+¥) + g(x)

Hom (L (%), A) est exact en Hom (% X 7 X 2, A) X Hom (% X =, A) Soiesl -
fxHom(mxzxa, A) et g & Hom(wxx, A) deux applications vérifiant les
conditions de normalisation et telles que
iy, 7 ) — f(x+7, 7, 1) + f(x, y4z ) — f(x, y, 2+t + f(x, 5. 2 =1
f(x. y,2) — (x, 2, 3) + [z, %, ¥) — g7, 2 + gx+y, 2) — gx. D=1
gx V) + gy, x) =10
gx, x)=0"
ie. (f, g est un cocyele de Hom (L(x), A). Définissons une application ko
x X @ — A par la relation < '
g(x, 3) = Kx, y) — k(y, %)
pour tous %, ¥y &€ o, i.e. g = anl k, et considérons le cocycle
(1 =1 —~ 8k, g — antk = 0)

(2.6.1.3)

_ !
(26.1.4) fl(y- Z l) - f1($+3’, Z, t) + fl(x’ _Y-l-'Z', t) - f{(x. y. Z—l—t) + f](x9 Y’ Z) =..-0 !

_ it v )~ fix, 2, ) + (2, %, 7)) =0
Done f est un 3—cocycle de Hom (B, A), et en vertu de la derniére relati®
de (2.6.1.4), 'isomorphisme (2.5.1) nous donne ‘E

(4.6.1.5)

f=éu, avec u: ; X x— A,

Btzmarqum.ls que ant w est une application bilindaire en veriu de (—2.6.1.5] ¢
d¢ la derniére relation de (2.6.1.4). Proposons nous de définir un 2—cocyelé ¥
de Hom, (B, A) tel que ' '

ant v =Iant u. Pour celi prenons une application Bilinéaire :

v:x X % — A définie de la fagon suivante: '

i
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fix, p— vy, x)=10 "

[

I est clair que v est un 2-cocycle et ant v =anfu puisque anfu esl
bilineaire comme nous avons remarqué ci-dessus. Par conséquent nonsoble-
nons un nouveau cocvele de Hom (L{m), A): : '

( = du, 0) - (0 =
On en déduit que (L) ct (f, o) sont des cobords. Or 1o fajt que (17, () est un
cobord monire qu’il existe une application symetrique gr:2t A t — A telle que

(26.16) (YD =gF.2 - g +yD+ a5y +2 - a1 y)

sv, anfu = anf v) = ($u, anl u).

. pour ious X, v,z € x, ce qui nous perment de conclure que

26.17) B (. A) = Z5 (o, &) /a3, &) = 0

ol Zg {x, A) (resp. cg {m, A)) est le groupe des 3-cocyeles (resp. 2-cocycles)
(au sens de Ia cohomologie des groupes) symétrigues, ie. qui vérilient la
relation

f(x,y,2) — I(x,2,¥) + [ (2 x, y) = 0 (resp. g(x,y) = gy, X))

3. REPRESENTATION D'UNE CATEGORIFE DE PICARD RESTREINTE
PAR UN COMPLEXE DE CHAINES

3.1. On se propose ici de chercher a représéntcr une catégorié de Picard
restreinte par un complexe dc groupes abéliens en appliquant les résultats
de [2] et de (2.6.1).

DEFINITION 3.2. Soit

' d
Q- L| — .[..tJ —> O
un complexe de groupes abéliens, La catégoric de Picard stricte P (ic. ses
contraintes d’associalivite de commutativité et d’n noté somt des idenlités)
définie de la maniére suivante:
' ObP =L, !
Homp (x, y) = | (x: }) X A1 (y — =) %, ¥ € Lo,
et pour ((xy, yy. f1) : x1 > Yoo (K2, y2) [) 3 %2 = 12 '
B x =x+ %
(x5, Y1) F) @ ((x2y y2), £2) = (%1 4 X2 71 + Yah fr == fa) _
esl appelée catégorie de Picard stricfe definie par un complexe de groupes
abéliens. Représenter une categorie de Picard restreinle par un complexe de
groupes abéliens, ¢’ est monlrer que la catégorie cst équivalente & unc cate-
gorie de Picard stricte définic par un complexe de groupes abéliens.

PROPOSITION 3.3. Toule calégorie de Picard restrinle penl élre represenlée
par un complexe de groupes abéliens.

Demonsiration Soit P une catégorie de Picard restreinte dont la categorie
réduite est S(M, N, «, 0) [1], Ou « est un 3 — coeycle symétrique de
Homy (B(Z(M)),"N), N étant considéré comme un M—module trivial. Seit L le
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groupe abélien libre engendré par les élements M—Jo} etu: L, —M I’'homomor-
phisme canonique En vertu de (2.6.1.8}, 1 il existe une apphcatmn symétrique
f:L,%L,~N telle que
Caquea), (), ul@) = iy, D — i@+ y 2+ i@y 42 — i@ y)
pour tous x, v, z € L,. Remarguons que EIKemeer , est un 2 — cocycele. Or
&tanl un sous - groupe d'un groupe abélien libre Ker u "est aussi un groupe
abélien libre, et par conséquent en vertu de (2. 61) il existe g Ker u — N
telle que ‘
fx, y) = g(y) — 8@ + Y) + &(=)
pour tous &, y Ker u. Définissons g: L, — N de la maniére suivante
) gia) = gx), = € Keru
g(z) arbitraire pour x ¢& Keru
etf’: L, x L, — N par:
Pz, y) = gy — g+ 0 +g'@)

1l est clair que = 0 et f]KeruXKeru et par conséquent en

= f[Km‘ uXKeru

posant

=f-1
nous obtenons
(3.3.1) we) = bu, U symétrique
et
(3.3.2) |Ker uXKeru

En appliquant Ies résaltafs de {2] et comple tenu de (3.3.1) (3.3.2), nous avons
P équivalente a la catégorle de Picard siricte définir par .
Te comptexe

d
L: 0'—"Ly—”'L°—>0

ol Ii=EKern ¥ N et
d: Ly =Kermn x N>L,
(v, m)[—==.

hﬂemarquons que nous avous
- H) = w(P) = M
HL) == (T)S
j.e. les groupes homologiques du complexe sonl les invariants de P.

CORLLAIRE 3.3.La classification des catégories de Picard pr preéplﬂgleés de
type (M, N} qui sont restreintes esi. truwale

Recetved Apr;‘l 99, 82
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