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Forschungsperspektive

Viele der speziellen gruppentheoretischen Fragen, die mich interessieren, sind durch inzidenzgeo-
metrische Probleme motiviert. Umgekehrt liefern Darstellungen als Automorphismengruppen
geeigneter Inzidenzgeometrien auch gute Modelle fiir gewisse Klassen von Gruppenwirkungen.
Die unten dargestellten Themen sind daher nicht isoliert, sondern befruchten sich wechselseitig.

Ich plane, in nachster Zeit bereits begonnene Forschungen in folgenden Bereichen fortzufiihren
und zu vertiefen:

e Gruppen mit vielen Automorphismen
o Lokal kompakte Gruppen mit vielen Automorphismen
o Endliche Gruppen mit vielen Automorphismen
o Heisenberg-Gruppen

Topologische Gruppen
o Lie-Theorie fiir lokal kompakte Gruppen
o Lokal kompakte Gruppen

Topologische Inzidenzgeometrie
o Kompakte projektive Ebenen, stabile Ebenen
o Topologische verallgemeinerte Polygone, Bruhat-Tits-Gebaude
o Spharische Unitale

Endliche Inzidenzstrukturen

Wirkungen von Gruppen auf Inzidenzstrukturen: Rekonstruktion, Einbettungen

Halbgruppen und Inzidenzgeometrie

Gruppen mit vielen Automorphismen

Lokal kompakte Gruppen mit vielen Automorphismen: Sei G eine topologische Gruppe,
und Aut G die Gruppe aller topologischen Automorphismen von G. Weiter sei w(G) die
Anzahl der Bahnen unter Aut G in GG. Dann kann man durch obere Schranken fiir w(G)
starke Struktureinschrankungen an G erzwingen. So bedeutet fiir abelsche Gruppen A etwa
die Bedingung w(A) = 2, dass A die additive Gruppe eines Vektorraums ist. Diese elementare
Erkenntnis gewinnt ganz anderes Gewicht im Rahmen lokal kompakter nicht diskreter Gruppen:
Hier ergibt sich eine durchaus nicht triviale Charakterisierung topologischer Vektorraume end-
licher Dimension iiber lokal kompakten Korpern [28]. )
Allgemein werden diskrete abelsche Gruppen A mit w(A) < oo in [23] untersucht. Die Uber-
tragung dieser Ergebnisse auf den kompakten Fall ist in [31] und [34] enthalten. Auch fir
nichtabelsche Gruppen G versteht man die Gruppen mit w(G) = 3 recht gut (vgl. [20]). Ist
die Gruppe G lokal kompakt und zusammenhangend oder kompakt, so erweist sich schon die
Bedingung, dass w(G) iberhaupt nur endlich ist, als sehr stark. Einzelheiten finden sich in
meinen Arbeiten liber (fast-)homogene Gruppen [29, 30, 31].
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Endliche Gruppen mit vielen Automorphismen: Bei den genannten Fragestellungen sind
endliche Gruppen in naturlicher Weise mit einbezogen. Es gibt allerdings auch Aspekte, bei
denen die endlichen Gruppen genuine Ansatze erfordern. Hier ware etwa die Frage zu nennen,
welchen Effekt Schranken an w(G) unter der Annahme haben, dass G eine endliche einfache
Gruppe sei. Erste Ergebnisse liegen vor [33], systematische Ansatze werden von Stefan Kohl
seit seiner bei mir entstandenen Diplomarbeit [14] verfolgt, vgl. [15].

Bei diesen Untersuchungen wurde computer-algebraische Unterstiitzung (insbesondere das
Paket GAP) in Anspruch genommen. Umgekehrt sollen die gesammelten Erfahrungen in er-
ganzende Bibliotheken zu GAP einflieBen. Auch die Vorlesung zur Gruppentheorie (Darmstadt,
Sommer 2001) wurde durch eine Ubung zum Umgang mit GAP erganzt.

Heisenberg-Gruppen: Eine groBe Klasse nilpotenter Gruppen der Klasse 2 erhalt man durch
Verallgemeinerung der Campbell-Hausdorff-Multiplikation auf der Heisenbergschen Liealgebra.
Insbesondere enthalt diese Klasse alle speziellen p-Gruppen von ungeradem Exponenten p.
Gruppen dieser Art treten etwa als Sylowgruppen gewisser klassischer Gruppen auf. In vielen
Fallen fiihren Schranken an w(G) auf (Erweiterungen von) Heisenberg-Gruppen. Auch bei
manchen inzidenzgeometrisch motivierten Fragen (vgl. [32], [35]) spielen diese Gruppen eine
Schliisselrolle. In diesem Zusammenhang steht die Arbeit iiber Verardi-Gruppen [12].

Topologische Gruppen

Viele der in der ,Natur” vorkommenden Gruppen treten als topologische Gruppen auf. Generell
stellen topologische Betrachtungen oft brauchbare Methoden fiir die Behandlung unendlicher
Strukturen zur Verfugung. Fir die Klasse lokal kompakter Gruppen steht eine reichhaltige Struk-
turtheorie bereit. Zu den tiefen Ergebnissen gehort neben der Dualitatstheorie von Pontrjagin
vor allem die Losung des 5. Hilbert-Problems. Ich interessiere mich fur die Anwendungen dieser
grundlegenden Resultate auf die Theorie topologischer Gruppen selbst, aber auch innerhalb der
Geometrie — dort insbesondere auf die Theorie topologischer Inzidenzstrukturen.

Lie-Theorie fiir lokal kompakte Gruppen: Die Losung des 5. Hilbertschen Problems kenn-
zeichnet nicht nur die Lie-Gruppen innerhalb der topologischen Gruppen, sondern liefert auch
Moglichkeiten, Antworten der Lie-Theorie auf Fragen lber lokal kompakte Gruppen zu geben.
Dabei gibt es verschiedene Methoden, zu deren Verstandnis ich beizutragen versuche. Ein
jungerer Ansatz ist das Studium der Grobstruktur einer lokal kompakten Gruppe, das heiBt des
Verbands aller abgeschlossenen zusammenhangenden Untergruppen. Auf diesem Verband lassen
sich zusatzlich zweistellige Operationen (wie Kommutatorbildung, relative Zentralisatoren und
Normalisatoren) mit Erfolg studieren.

Die eben erwahnten Methoden greifen nur fir die Zusammenhangskomponente einer lokal
kompakten Gruppe. Im Fall total unzusammenhangender Gruppen stehen eine Fiille reichlich
disparater Konstruktionsverfahren und auch eine ganze Reihe konkurrierender Lietheorien zur
Verfiigung (weil es ja unterschiedliche total unzusammenhangende lokal kompakte Grundkorper
gibt). Durch neueste Ansatze von George Willis scheint jetzt eine Moglichkeit in Sicht, zu
einer vorgegebenen total unzusammenhangenden Gruppe jedenfalls die passende Lietheorie
auszuwahlen. Mein friiherer Diplomand Helge Glockner hat hier (teilweise mit George Willis
zusammen) bereits beachtliche Fortschritte erzielt (vgl. [3], [4], [5], [6]. [7] und [8]); ich
beabsichtige, diese Ansatze auch selbst weiter zu verfolgen.

Lokal kompakte Gruppen: Als Einstieg in die Theorie lokal kompakter Gruppen habe ich
mehrere Vorlesungen in Darmstadt und in Stuttgart gehalten. Daraus ist eine Monographie
iber die Struktur lokal kompakter Gruppen entstanden [39].
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Topologische Inzidenzgeometrie

Unter einer Inzidenzstruktur verstehe ich sehr allgemein eine Familie von Mengen A;, wobei ¢
eine Indexmenge T' (von , Typen") durchlduft, zusammen mit einer Teilmenge F' (von ,Fahnen™)
des cartesischen Produktes der Familie. Etwas spezieller: eine (zweitypige) Inzidenzstruktur ist
gegeben durch zwei Mengen P (= Ap) und G (= A;) sowie eine Teilmenge F von P x G.

Kompakte projektive Ebenen: Hier haben je zwei verschiedene Punkte eine eindeutig
bestimmte Verbindungsgerade, und dual dazu haben je zwei verschiedene Geraden einen ein-
deutig bestimmten Schnittpunkt. Man verlangt, dass P und G kompakt sind und dass Verbinden
und Schneiden stetig sind. Klassische Beispiele sind die projektiven Ebenen liber lokal kompak-
ten Korpern wie den reellen, komplexen oder p-adischen Zahlen. Dazu kommen Ebenen uber
lokal kompakten Schiefkorpern und Alternativkorpern (wie etwa Hamilton-Quaternionen oder
Cayley-Oktonionen). Dariiber hinaus sind mittlerweile viele Konstruktionsprinzipien fiir nicht
klassische kompakte projektive Ebenen bekannt. Uber den Stand der Theorie kompakter (zu-
sammenhangender) projektiver Ebenen liegt eine einigermaBen umfassende Monographie [21]
vor, die die Grundlage fiir weitere Arbeiten darstellt.

Die folgenden Fragestellungen erscheinen mir lohnend:

- Welche fasteinfachen zusammenhangenden lokal kompakten Gruppen wirken effektiv auf
16-dimensionalen projektiven Ebenen?

- Welche diskreten Untergruppen der vollen Automorphismengruppe einer klassischen Ebene
lassen sich als volle Automorphismengruppe einer kompakten projektiven Ebene mit den-
selben topologischen Parametern (d.h. mit einem Punktraum derselben topologischen
Dimension) realisieren? (Hier interessieren vor allem kristallographische Gruppen.)

- SchlieBlich ist bei vielen bekannten Beispielen kompakter projektiver Ebenen noch die Frage
nach der Einbettbarkeit in Ebenen mit groBeren topologischen Parametern offen. Hier
bietet es sich an, die inzwischen bewahrte gruppentheoretische Rekonstruktionsmethode
anzuwenden (s. unten).

Stabile Ebenen: In diesen Strukturen haben je zwei verschiedene Punkte eine eindeutig
bestimmte Verbindungsgerade, aber es darf Paare nichtschneidender Geraden geben (wie etwa
in affinen Ebenen oder in der hyperbolischen Geometrie). Die Mengen P und G sollen Topo-
logien derart tragen, dass Verbinden und Schneiden stetig sind; letzteres eben auf der Menge
D der Paare schneidender Geraden. AuBerdem wird verlangt, dass die Menge D offen in der
Menge aller Paare von Geraden ist: dieses ,Stabilitatsaxiom” scheidet Objekte wie den reellen
dreidimensionalen affinen Raum aus. Klassische Beispiele sind die reelle projektive, affine und
hyperbolische Ebene, allgemeiner sind offene Unterebenen von kompakten projektiven Ebenen
stets stabile Ebenen (und das ist noch nicht alles). Um zu einer reichhaltigen Theorie zu
kommen, setzt man oft voraus, dass P und G lokal kompakt seien. Hilberts erstes Beispiel einer
nicht desarguesschen ebenen Geometrie (vgl. [27], [22]) ist ein sehr interessantes Beispiel einer
stabilen Ebene. Vergrobernd darf man feststellen, dass alle in den Grundlagen der Geometrie
relevanten Beispiele entweder stabile Ebenen oder aber endlich sind.

Einen Bericht liber den (damaligen) Stand der Theorie stabiler Ebenen gibt [10] Section 3.
Meine Habilitationsschrift [26] enthalt unter anderem die Bestimmung aller stabilen Ebenen
mit hinreichend groBer Automorphismengruppe. Peter Maier und Anke Wich wurden mit von
mir betreuten Projekten tiber stabile Ebenen promoviert, derzeit wird diese Thematik vor allem
durch Rainer Lowen und Harald Lowe in Braunschweig und meine Doktoranden Tanja Dorfner
und Thomas Schneider in Stuttgart untersucht.
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Mich interessieren insbesondere die folgenden Fragen:

- Welche fast- oder halbeinfachen lokal kompakten zusammenhangenden Gruppen wirken
effektiv auf 8- oder 16-dimensionalen stabilen Ebenen? (In diesem Zusammenhang wird
es notig sein, sich detaillierte Information tber den Untergruppenverband dieser Gruppen
zu beschaffen.)

- Wie weit tragen Verfahren, die stabile Ebenen aus Liegruppen mit Partitionen in Unter-
gruppen konstruieren?

- Welche der bekannten stabilen Ebenen lassen sich als offene Unterebenen in groBere (ins-
besondere affine oder projektive) stabile Ebenen einbetten?

- Welche der bekannten stabilen Ebenen lassen sich einbetten in stabile Ebenen hoherer
Dimension?

- Welche Halbgruppen wirken als Endomorphismen-Halbgruppen auf stabilen Ebenen?
Wie hangen Einbettbarkeit der Halbgruppen in Gruppen und Einbettbarkeit der Ebenen
als offene Unterebenen zusammen?

Topologische verallgemeinerte Polygone: Verallgemeinerte Polygone sind Tits-Gebaude
vom Rang 2; einfacher ausgedriickt: Ein verallgemeinertes n-Eck ist eine Inzidenzstruktur,
deren Inzidenzgraph Durchmesser n und Taillenweite 2n hat. Damit sind Verbindungen der
Lange kleiner n im Inzidenzgraph eindeutig, und man erhalt geometrische Operationen (die fiir
topologische verallgemeinerte n-Ecke als stetig vorausgesetzt werden).

Topologische verallgemeinerte Polygone wurden in letzter Zeit vor allem durch Linus Kramer
in Darmstadt und Theo Grundhofer in Wiirzburg sowie Andreas Schroth und Norbert Knarr
untersucht. In Darmstadt publiziert Harald Biller zu einschlagigen Themen.

Nachdem Harald Biller in seiner von mir betreuten Dissertation [1] die moglichen Wirkungen
kompakter Gruppen auf kompakten Vierecken mit 1-dimensionalen Geraden griindlich unter-
sucht hat, gilt es, Methoden fiir den Fall von Geraden hoherer Dimension zu entwickeln.
AuBerdem erscheint es nun machbar, Wirkungen nicht kompakter Gruppen zu untersuchen.
Aufgrund der Erfahrungen mit der Theorie kompakter projektiver Ebenen besteht Grund zu
hoffen, dass dabei auch Konstruktionsverfahren fiir nicht klassische Vierecke abfallen. Da
fahnenhomogene Vierecke bereits gut verstanden sind [9], wird man hierbei auf die von mir
entwickelte Verallgemeinerung der Freudenthal-(Higman-McLaughlin-)Methode zuriickgreifen
mussen, die unten angesprochen wird.

Erste Ergebnisse iiber lokal kompakte zusammenhangende Elationsvierecke wurden in [32]
erzielt, aktuell einschlagig ist das Promotionsprojekt von Antje Rothmund in Stuttgart.

Spharische Unitale: Die Menge der absoluten Punkte einer hermiteschen Polaritat einer
klassischen Ebene bildet zusammen mit den Spuren der Sekanten ein so genanntes Unital.
Im endlichen Fall kann man diese Geometrien allein durch ihre kombinatorischen Parameter
bestimmen. Im kompakt zusammenhangenden Fall ergeben sich Spharen, die Schnitte der
Sekanten bilden dabei ein System von Teilspharen fester Dimension (und mit weiteren guten
Eigenschaften). Einschlagige Untersuchungen findet man in Arbeiten von Stefan Immervoll,
vgl. [13].

Es werden einerseits Unitale in nicht klassischen Ebenen untersucht (besonders interessant
ist hier die Frage nach Einbettungen klassischer Unitale in nicht klassische Ebenen — oder
umgekehrt), andererseits werden die Unitale auch als Geometrien eigenen Rechts betrachtet.
Hier stellt sich insbesondere die Frage nach Charakterisierungen der klassischen Unitale. In
diesem Zusammenhang wird vor allem die Bestimmung der vollen Automorphismengruppe
relevant. Zusammen mit Hendrik Van Maldeghem [41] bin ich derzeit dabei, einschligige
Ergebnisse von Jacques Tits [42] zu verallgemeinern.
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Um die (spharischen) Unitale in kompakt zusammenhangenden Ebenen zu verstehen, wurden
samtliche Polaritaten der homogensten Beispiele solcher Ebenen bestimmt [37] und deren
Zentralisatoren samt ihrer Wirkung auf den polaren Unitalen untersucht [36]. In einer Familie
von Translationsebenen wurden sehr homogene nicht polare Unitale konstruiert [38]. Diese
ergeben sich zusammen mit den klassischen aus einem sehr allgemeinen Konstruktionsver-
fahren, das die innere affine Geometrie einer Translationsebene ausnutzt [40].

Endliche Inzidenzstrukturen

Die im topologischen Kontext unter Kompaktheits-Voraussetzungen betrachteten Fragen haben
oft natirliche Entsprechungen im endlichen Fall. Beispielsweise lassen sich die in [32] fiir
kompakte zusammenhangende Elationsvierecke entwickelten Verfahren direkt auf den Fall von
Elationsvierecken der Ordnung (p,p) fir p prim ibertragen und liefern einen alternativen
(aber verallgemeinerungsfahigen) Zugang zu dem (aus [2] bereits bekannten) Ergebnis, dass
jedes solche Viereck isomorph oder dual zum symplektischen Viereck W(q) ist. Auch der
Fall komplizierterer Ordnungen diirfte Analogien zum zusammenhangenden Fall aufweisen. An
einschlagigen Problemen arbeitet meine Doktorandin Antje Rothmund in Stuttgart.

Wirkungen von Gruppen auf Inzidenzstrukturen

Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Inzidenzstruktur ((A¢)ier, F') ist gegeben durch
eine Familie von Wirkungen von G auf A, die die Fahnenmenge F' (als Teilmenge des car-
tesischen Produkts) invariant lasst. Ein altes (und sehr elementares) Lemma der Gruppen-
theorie besagt, dass man eine transitive Gruppenwirkung im Wesentlichen kennt, wenn man
den Stabilisator eines Punktes kennt: die Wirkung ist dann aquivalent zur Wirkung der Gruppe
durch Multiplikation auf dem Nebenklassenraum. Schon in den Fiinfzigern des vergangenen
Jahrhunderts hat Hans Freudenthal diese Beschreibung auf Wirkungen von Gruppen auf In-
zidenzstrukturen ausgedehnt, die transitiv auf der Fahnenmenge sind. Allerdings treten (ins-
besondere beim Studium stabiler Ebenen und topologischer verallgemeinerter Polygone) oft
Wirkungen auf, die nur eine Abschwachung dieser Forderung erfiillen: man findet (mit etwas
Gliick) Reprasentantensysteme fiir die Bahnen auf den einzelnen Mengen A; sowie auf F', die
so gut zusammen passen, dass die gesamte Inzidenzstruktur wieder durch Nebenklassenraume
beschrieben werden kann.

Mein Interesse an dieser Methode riihrt her von der Tatsache, dass dies oft erlaubt, eine
Inzidenzstruktur aus einer Gruppenwirkung zu ,rekonstruieren” und damit zu identifizieren (bis
auf Isomorphie). Dies flihrt zu verschiedenen Eindeutigkeitssatzen. Die Rekonstruktionsmethode
lasst sich in einen kategoriellen Rahmen fassen [25], dabei werden auch Homomorphismen
(Einbettungen, Quotienten, Endomorphismen) gut greifbar. Eine meiner Doktorandinnen (Anke
Wich) befasste sich mit der Ausarbeitung dieser Theorie [43].

Halbgruppen und Inzidenzgeometrie

Wahrend Wirkungen von Gruppen auf Inzidenzstrukturen ein etabliertes Forschungsgebiet
darstellen, steckt die Untersuchung von Halbgruppenwirkungen noch in den Kinderschuhen. Es
liegen allerdings erste Ergebnisse vor, die inzidenzgeometrische Betrachtungen beim Studium
von Unterhalbgruppen klassischer Gruppen ausnutzen; vgl. [16]. Bei stabilen Ebenen scheint
die Betrachtung von Endomorphismenhalbgruppen lohnend; dies wurde in [24] begonnen und
in [11] zu einem fundamentalen Einbettbarkeitsresultat gefiihrt. Hier stoBt man auf kiirzbare
Halbgruppen; damit wird die Frage nach der Einbettbarkeit in Gruppen (die allgemein fiir nicht
kommutative Halbgruppen auch im kiirzbaren Fall nicht gegeben ist) interessant. Es liegt nahe,
auch Endomorphismen konvexer Unterebenen angeordneter Ebenen zu untersuchen.
Einschlagige Fragestellungen werden in Stuttgart auch von meiner Doktorandin Tanja Dorfner
untersucht.
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