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Résum é. Nous introduisons les suites géoḿetriques de nœuds̀a l’aide desquelles nouśetablissons le
critère suivant : siv est un invariant rationnel de degré≤ m dans le sens de Vassiliev, alors
v est un polyn̂ome de degŕe≤ m sur toute suite ǵeoḿetrique de nœuds. La torsion dans
le groupe des tresses au-dessus de la sphère induit de la torsion au niveau des invariants de
Vassiliev : nous construisons des nœuds dansS2 × S1 qui ne sont pas distingués par les
invariants rationnels de type fini, mais qui sont distingués par les invariants de type finià
valeurs dans un groupe abélien fini.

Rational invariants of finite type fail to distinguish knots inS2 × S1

Abstract. We introduce geometric sequences of knots and establish the following criterion: ifv is
a rational invariant of degree≤ m in the sense of Vassiliev thenv is a polynomial of
degree≤ m on every geometric sequence of knots. The torsion in the braid group over the
sphere induces torsion at the level of Vassiliev invariants: we construct knots inS2 × S1

which cannot be distinguished by rational invariants of finite type. They can, however, be
distinguished by invariants of finite type with values in a finite abelian group.

Abridged English version

One of many questions in Vassiliev theory is the following: do rational Vassiliev invariants distinguish
all knots? The purpose of this note is to prove that the answer is “no” for knots in the manifoldS2 × S1.
More precisely, we prove the following theorem:

THEOREM 1. – There exist knots inS2 × S1 that cannot be distinguished by rational invariants of finite
type. Some of them can, however, be distinguished by invariants of finite type with values in a finite abelian
group.

As a basic tool we introduce geometric sequences of knots, generalizing twist sequences as defined by
J. Dean [4] and R. Trapp [8]. Ageometric sequence of braidsis a sequenceτz whereτ is a pure braid and
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z ∈ Z. A geometric sequence of knotsis a sequenceKz of knots in a3-manifoldM , which are the same
except within a ballB ⊂ M , where they differ as a geometric sequence of braids (see fig. 1a). We prove
the following criterion for Vassiliev invariants:

THEOREM 3. – LetK(M) be the set of isotopy classes of knots inM and letv : K(M) → Q be an
invariant of degree≤ m in the sense of Vassiliev. Thenv is a polynomial of degree≤ m on every geometric
sequence of knots.
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Figure 1: (a) local picture of a geometric sequence of knots; (b,c) pure braids
(a) repŕesentation locale d’une suite géoḿetrique de nœuds; (b,c) tresses pures

R.H. Fox and L.P. Neuwirth [6] defined the braid groupBn(S) over a surfaceS. The groupBn(D2) over
the disk is Artin’s braid group [1, 3, 5], which can be presented as in (1.1) below. The braid group over
the sphere [3, 5] can be presented asBn(S2) = Bn(D2)/〈rn〉, where the additional relationrn is defined
by (2.2) below and shown in fig. 1b. The groupBn(D2) is torsion-free [5, 6], whereas its quotientBn(S2)
has an element of order2, namely the pure braidτn = (σ1σ2 · · ·σn−1)n corresponding to a full twist of
n strings (see fig. 1c). The braidsτn and1n cannot be distinguished by rational invariantsBn(S2) → Q
of finite type. They can, however, be distinguished by the abelianisationvn : Bn(S2) → Z/2n−2. This
invariant is given by the sum of exponents, and is hence of degree1 in the sense of Vassiliev. In order to
prove Theorem 1 we extend this construction from braids to knots.

For t ∈ [0, 1] let ρt : R3 → R3 be a rotation of2πt around some chosen axis. The loopρ : [0, 1] →
SO(3) represents the non-trivial element inπ1SO(3). Defineθ : S2 × I → S2 × I by θ(s, t) = (ρt(s), t).
The homeomorphismθ fixes the boundary ofS2 × I pointwise, and its squareθ2 is isotopic to the identity
relative to the boundary. For every braidσ ∈ Bn(S2) we haveθ(σ) = στn. In order to apply this to knots,
we consider a3-manifoldM and an embeddingS : S2 × I ↪→ M , i.e. a thickened sphere inM . Define
θS : M → M by θS(x) = SθS−1(x), if x is in the image ofS, andθS(x) = x otherwise. ObviouslyθS is
a homeomorphism, andθ2

S is isotopic to the identity ofM . We prove:

LEMMA 5. – Rational invariants of finite type cannot distinguish a knotK from its twinθSK.

It remains to be shown thatK andθSK are actually distinct. This is by no means obvious: if the sphere
S bounds a ball inM thenθS is isotopic to the identity and of courseK = θSK. The simplest non-trivial
example is the manifoldS2 × S1, for which we show:

LEMMA 6. – LetKn be the set of knots inS2 × S1 with homology classn. For n ≥ 3 there exists an
invariantvn : Kn → Z/2n−2 of degree1 such thatvn(K)− vn(θSK) ≡ n(n−1) for every knotK ∈ Kn.
In particular, K 6= θSK whenevern ≥ 3 is odd.
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Invariants de type fini des nœuds dans S2 × S1

Introduction– Dans la topologie et la géoḿetrie en dimension3, les nœuds jouent un rôle essentiel.
Parmi les concepts de leurétude, les invariants de type fini [2], aussi nommés invariants de Vassiliev, sont
devenus ćelèbres. Une des nombreuses questions dans la théorie de Vassiliev est la suivante : les invariants
rationnels de type fini distinguent-ils tous les nœuds ? Pour les nœuds dansS2 × S1 la réponse est« non» :

THÉORÈME 1. – Dans la varíet́e S2 × S1 il existe des nœuds qui ne sont pas distingués par les
invariants rationnels de type fini, mais qui sont distingués par les invariants de type finià valeurs dans un
groupe ab́elien fini.

Pour étudier les invariants de type fini nous introduisons les suites géoḿetriques de nœuds (§1), qui
géńeralisent les suites de nœuds twistés [4, 8]. Nous en d́eduisons que la torsion des tresses dansS2 × I
induit de la torsion au niveau des invariants de Vassiliev (§2). La construction peut̂etre ǵeńeraliśee aux
nœuds dans n’importe quelle variét́e ŕeductible de dimension3. Nous analysonsS2 × S1 qui est l’exemple
non-trivial le plus simple (§3).

J. Lieberum [7] a construit un isomorphisme de Kontsevich pour les entrelacs dansS2 × S1. À cause de
l’hypothèse de caractéristique0, l’int égrale de Kontsevich et ses géńeralisations ne tiennent pas compte de
la torsion [2]. Dans le casS2 × S1, la torsion contient de l’information essentielle. Dans le cas de la sphère
S3, l’existence de la torsion est encore inconnue.

1. Suites ǵeométriques de tresses et de nœuds

Pour un nombren ≥ 1 de brins, le groupe des tresses d’Artin [1,3,5] est présent́e par

Bn =
〈

σ1, . . . , σn−1

∣∣∣ σiσj=σjσi si |i−j|≥2
σiσjσi=σjσiσj si |i−j|=1

〉
(1.1)

On a unépimorphismeBn → Σn sur le groupe syḿetrique, et le noyauPn est appeĺe groupe des tresses
pures. On appellesuite ǵeoḿetrique de tressesune suiteτz où τ est une tresse pure etz ∈ Z.

LEMME 2. – Soit v : Bn → Q un invariant de degŕe≤ m dans le sens de Vassiliev. Alorsv est un
polyn̂ome de degŕe≤ m sur toute suite ǵeoḿetrique de tresses.

Démonstration.– Soit I le noyau de l’́epimorphismeZBn → ZΣn. L’id éal I est engendré par les
diff érencesσ+

i −σ−i , alors la filtrationI-adiqueZBn ⊃ I ⊃ I2 ⊃ . . . est la filtration de Vassiliev au niveau
des tresses. L’invariantv : Bn → Q est de degŕe≤ m si et seulement siv est nul sur le moduleIm+1. Soit
τz une suite ǵeoḿetrique de tresses. La suitev(τz) est un polyn̂ome de degŕe≤ m si et seulement si elle
satisfait la condition

∑m+1
l=0 (−1)l

(
m+1

l

)
v(τz+l) = 0 pour chaquez ∈ Z. Celle-ci est́equivalentèa exiger

quev soit nul sur chaque somme

sz =
m+1∑
l=0

(−1)l

(
m+1

l

)
τz+l = τz(1− τ)m+1 dans ZBn.

Commeτ est une tresse pure, la différence1− τ appartient̀a l’idéalI. La puissance(1− τ)m+1 appartient
à Im+1 et doncv(sz) = 0. Par conśequant,v(τz) est un polyn̂ome enz de degŕe≤ m. �

Soit M une varíet́e de dimension3. On appellesuite ǵeoḿetrique de nœudsune suite de nœudsKz

dansM qui ne se distinguent que dans une bouleB ⊂ M , de sorte queKz ∩ B correspondèa une suite
géoḿetrique de tresses (voir fig. 1a). Par exemple, soitσ ∈ Bn une tresse et soitclos(σ) le nœud dansS3

qui est obtenu en fermant la tresseσ. Si τ ∈ Pn est une tresse pure, alors les nœudsclos(στz), où z ∈ Z,
forment une suite ǵeoḿetrique de nœuds dansS3.

THÉORÈME 3. – SoitK(M) l’ensemble des nœuds dansM à isotopie pr̀es, et soitv : K(M) → Q un
invariant de degŕe≤ m dans le sens de Vassiliev. Alorsv est un polyn̂ome de degŕe≤ m sur toute suite
géoḿetrique de nœuds.

Démonstration.– L’implication se d́eduit de la d́emonstration pŕećedente. �
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Remarque.– Les suites ǵeoḿetriques ǵeńeralisent les suites de nœuds twistés, qui furent introduites par
J. Dean [4] et R. Trapp [8]. Celles-ci sont définies en inśerant les tressesτz, où τ = σ2

1 est une tressèa deux
brins seulement.̀A la place des tresses, on peut aussi définir les suites ǵeoḿetriques d’enchev̂etrements purs
(« pure tangles» en anglais). Le lemme 2 et le théor̀eme 3 se traduisent littéralement dans ce contexte.

2. Torsion dans les groupes des tresses

En ǵeńeralisant les tresses d’Artin, R.H. Fox et L.P. Neuwirth [6] ont défini les groupesBn(S) des tresses
au dessus d’une surfaceS. Le groupeBn(D2) est le groupe des tresses d’Artin présent́e par (1.1). Au dessus
de la sph̀ereS2 on doit ajouter une troisième relation [3,5]

rn = σ1σ2 · · ·σn−2σn−1σn−1σn−2 · · ·σ2σ1 (2.2)

(voir fig. 1b) pour obtenir la pŕesentationBn(S2) ∼= Bn(D2)/〈rn〉. Le groupeBn(D2) est sans torsion [5,6],
mais pourn ≥ 3 le quotientBn(S2) a unélément d’ordre2 : la tresseτn = (σ1σ2 · · ·σn−1)n dansBn(S2),
qui correspond̀a un tour complet de tous les brins (voir fig. 1c).

LEMME 4. – Aucun invariantBn(S2) → Q de type fini ne distingue les tressesτn et1n.
Démonstration.– La tresseτn est d’ordre2, c’est-̀a-dire que la suite ǵeoḿetrique1n, τn, τ2

n, . . . est de
période2. Si v : Bn(S2) → Q est un invariant de type fini, la suitev(τz

n) est un polyn̂ome enz. La suite
v(τz

n) est donc constante, en particulierv(τn) = v(1n). �

Remarque.– L’abélianisationvn : Bn(S2) → Z/2n−2 est donńee par la somme des exposants modulo
2n−2. Par conśequant c’est un invariant de degré1 dans le sens de Vassiliev qui vérifievn(τn) ≡ n(n−1).
Si n est impair,n ≥ 3, l’invariant vn distingue les tressesτn et 1n. Dans le lemme 6 on váetendre cet
invariant aux nœuds dansS2 × S1.

3. L’homéomorphisme de spin et les nœuds jumelés dansS2 × S1

L’apparition de la torsion est liée au groupe fondamentalπ1SO(3) ∼= Z/2 et à l’homéomorphisme de
spin d’apr̀es P.A.M. Dirac : pour le param̀etret ∈ [0, 1] soit ρt : R3 → R3 la rotation d’angle2πt autour
de n’importe quel axe. Le lacetρ : [0, 1] → SO(3) repŕesente l’́elément non-trivial dansπ1SO(3). Soit
θ : S2 × I → S2 × I donńe parθ(s, t) = (ρt(s), t). L’homéomorphismeθ fixe le bord deS2 × I point
par point, etθ2 est isotope, relativement au bord,à l’identité. Commeθ correspond̀a un tour complet, on a
θ(σ) = στn pour toute tresseσ ∈ Bn(S2).

Cette notation sert̀a étendre la construction des tresses aux nœuds dans une variét́e M de dimension
3 : soit S : S2 × I ↪→ M un plongement, c’est-à-dire une sph̀ereépaissie dansM . Soit θS : M → M
donńe parθS(x) = SθS−1(x), si x est dans l’image deS, et θS(x) = x sinon.Évidemment,θS est un
homéomorphisme, etθ2

S est isotopèa l’identité deM .

LEMME 5. – Aucun invariantK(M) → Q de type fini ne distingue les nœudsK etθSK.
Démonstration.– La suiteθz

SK est de ṕeriode2 parce-queθ2
S est isotopèa l’identité et que l’on regarde

les nœuds̀a isotopie pr̀es. De plus, c’est une suite géoḿetrique : apr̀es une isotopie, le nœudK coupe la
sph̀ereépaissieS en une tresse trivialèa n brins. Donc l’application deθz

S correspond̀a l’insertion de la
tresseτz

n. Nous avons d́ejà vu au lemme 4 que les invariants rationnels de type fini ne distinguent pas les
nœuds d’une suite géoḿetrique ṕeriodique. �

Il reste à montrer que les nœuds jumelésK et θSK sont distincts. Si la sphèreS dansM borde une
boule, alorsθS est isotopèa l’identité et doncK = θSK. L’exemple non-trivial le plus simple est la variét́e
M = S2 × S1 et la sph̀ereépaissieS : S2 × I ↪→ S2 × S1 définie parS(s, t) = (s, eiπt).

LEMME 6. – SoitKn l’ensemble des nœuds dansS2×S1 dont la classe d’homologie estégaleà n. Pour
n ≥ 3 il existe un invarantvn : Kn → Z/2n−2 de degŕe1 tel quevn(K)− vn(θK) ≡ n(n−1) pour tout
nœudK ∈ Kn. En particulierK 6= θK si n est impair,n ≥ 3.
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Il est plausible queK 6= θK pourn pair,n ≥ 4, et aussi pour certains nœuds ayant pour classe d’homo-
logie l’entiern = 0, 1 ou2. Pour analyser ces exemples il faudrait des invariants plus raffinés, par exemple
des invariants de torsion, de degré≥ 2. Dans la pŕesente note nous nous contentons du cas le plus simple
où n est impair,n ≥ 3.

Esquisse de d́emonstration.– Pour d́efinir vn on utilise une pŕesentation de chirurgie : chaque nœud
dansS2 × S1 peut être repŕesent́e par un nœud dans le tore pleinD2 × S1. Les nœuds dansD2 × S1

s’identifient avec les diagrammes planaires sur l’anneauD1×S1 modulo des mouvements de Reidemeister.
À un croisement positif (resp. négatif) on associe le poids+1 (resp.−1) si la scission produit deux courbes
homologiquement non-triviales, et le poids0 sinon. On d́efinit l’invariant v : K(D2 × S1) → Z par la
somme des poids des croisements. Une analyse des mouvements de Reidemeister montre quev est bien
défini. Évidemmentv est de degŕe1 dans le sens de Vassiliev.

Deux nœudsK et K ′ dansD2 × S1 repŕesentent le m̂eme nœud dansS2 × S1 si et seulement s’ils sont
reliés par le deuxième mouvement de Kirby où l’on remplace la tresserk à k brins de la figure 1b par la
tresse triviale. Une analyse des poids des croisements montre quev(K) ≡ v(K ′) mod 2n− 2, si la classe
d’homologie est́egaleàn ≥ 3. Plus pŕecisement, soitb↓ le nombre des brins qui sont orientés positivement
et soitb↑ le nombre des brins qui sont orientés ńegativement. Selon cette notation on ak = b↓ + b↑ et
n = b↓ − b↑ . Dans le casb↑ = 0 la tresserk contribueà2n− 2 croisements, chacun d’un poids+1. Dans
le casb↑ ≥ 1 on obtient la m̂eme somme des poids, parce que les poids des croisements supplémentaires
s’annulent. De cette façon l’invariantv : K(D2×S1) → Z induit l’invariantvn : Kn(S2×S1) → Z/2n−2.

Il reste finalement̀a comparer les nœuds jumelésK et θK dansS2 × S1. On choisit deux représentants
dansD2 × S1 qui se distinguent par une tresseτk comme dans la figure 1c. De nouveau soitk = b↓ + b↑ le
nombre des brins etn = b↓ − b↑ la classe d’homologie. Dans le casb↑ = 0 la tresseτk contribueàn(n−1)
croisements, chacun d’un poids+1. Le cas ǵeńeral, b↑ ≥ 0, conduità la m̂eme somme des poids. Il en
résultevn(K)− vn(θK) ≡ n(n−1). �

Conclusion.– Soit K un nœud dansS2 × S1 ayant une classe d’homologie[K] = n telle quen soit
impair,n ≥ 3. Les nœuds jumelésK etθK sont distingúes par l’invariantvn : Kn → Z/2n−2 (lemme 6),
mais ils sont indistinguables par les invariantsv : Kn → Q de type fini (lemme 5). Ces deux affirmations
démontrent le th́eor̀eme 1.
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