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Résumeé.  Nous introduisons les suiteggrretriques de nceudsl'aide desquelles nousablissons le
critére suivant : s est un invariant rationnel de dég m dans le sens de Vassiliev, alors
v est un poly®me de ded < m sur toute suite gonetrique de nceuds. La torsion dans
le groupe des tresses au-dessus de largpihduit de la torsion au niveau des invariants de
Vassiliev : nous construisons des nceuds d&is S' qui ne sont pas distings par les
invariants rationnels de type fini, mais qui sont distiagyar les invariants de type fiai
valeurs dans un groupeé&len fini.

Rational invariants of finite type fail to distinguish knots i§? x S!

Abstract.  We introduce geometric sequences of knots and establish the following criterionis if
a rational invariant of degree< m in the sense of Vassiliev thenis a polynomial of
degree< m on every geometric sequence of knots. The torsion in the braid group over the
sphere induces torsion at the level of Vassiliev invariants: we construct knétsinS!
which cannot be distinguished by rational invariants of finite type. They can, however, be
distinguished by invariants of finite type with values in a finite abelian group.

Abridged English version

One of many questions in Vassiliev theory is the following: do rational Vassiliev invariants distinguish
all knots? The purpose of this note is to prove that the answer is “no” for knots in the madifodds!.
More precisely, we prove the following theorem:

THEOREM 1. — There exist knots ifi? x S! that cannot be distinguished by rational invariants of finite
type. Some of them can, however, be distinguished by invariants of finite type with values in a finite abelian
group.

As a basic tool we introduce geometric sequences of knots, generalizing twist sequences as defined by
J. Dean [4] and R. Trapp [8]. eometric sequence of braitssa sequence® wherer is a pure braid and
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z € Z. A geometric sequence of knagsa sequencé’, of knots in a3-manifold M, which are the same
except within a ballB ¢ M, where they differ as a geometric sequence of braids (see fig. 1a). We prove
the following criterion for Vassiliev invariants:

THEOREM 3. — Let (M) be the set of isotopy classes of knotslihand letv : K(M) — Q be an
invariant of degree< m in the sense of Vassiliev. Theiis a polynomial of degre€ m on every geometric
sequence of knots.

@ 1111

Figure 1: (a) local picture of a geometric sequence of knots; (b,c) pure braids
(a) représentation locale d’une suité&égrétrique de nceuds; (b,c) tresses pures

R.H. Fox and L.P. Neuwirth [6] defined the braid grdap(S) over a surfaces. The groupB,,(D?) over
the disk is Artin’s braid group [1, 3, 5], which can be presented as in (1.1) below. The braid group over
the sphere [3, 5] can be presented3agS?) = B,,(D?)/(r,), where the additional relation, is defined
by (2.2) below and shown in fig. 1b. The groBp (D?) is torsion-free [5, 6], whereas its quotiebt, (S?)
has an element of ord€; namely the pure braid, = (0102 ---0,-1)" corresponding to a full twist of
n strings (see fig. 1c). The braids and1,, cannot be distinguished by rational invariais(S?) — Q
of finite type. They can, however, be distinguished by the abelianisagianB,, (S?) — Z/2n—2. This
invariant is given by the sum of exponents, and is hence of ddgie¢he sense of Vassiliev. In order to
prove Theorem 1 we extend this construction from braids to knots.

Fort € [0,1] let p; : R® — RR3 be a rotation oRnt around some chosen axis. The lgep [0,1] —
SO(3) represents the non-trivial element7inSO(3). Defined : S? x I — S? x L by 0(s,t) = (pi(s),t).
The homeomorphisré fixes the boundary d32 x I pointwise, and its squag? is isotopic to the identity
relative to the boundary. For every braidc B,,(S?) we haved (o) = o7,. In order to apply this to knots,
we consider @-manifold A/ and an embedding : S? x I — M, i.e. a thickened sphere it/. Define
0s : M — M by fs(x) = SOS~(x), if z is in the image of5, andfs(z) = z otherwise. Obviouslys is
a homeomorphism, ari is isotopic to the identity of\/. We prove:

LEMMA 5. — Rational invariants of finite type cannot distinguish a kkbfrom its twinfs K.

It remains to be shown thd andfs K are actually distinct. This is by no means obvious: if the sphere
S bounds a ball inV/ thenfg is isotopic to the identity and of courdé = 65 K. The simplest non-trivial
example is the manifol8? x S!, for which we show:

LEMMA 6. — Let K,, be the set of knots ifi? x S with homology class. Forn > 3 there exists an
invariantv,, : IC,, — Z/2n—2 of degreel such thaw,,(K) — v, (0sK) = n(n—1) for every knot’ € IC,,.
In particular, K # 65K whenevern > 3 is odd.



Invariants de type fini des nceuds dans ~ S? x S*

Introduction— Dans la topologie et lagpnétrie en dimensior3, les nceuds jouent urdle essentiel.
Parmi les concepts de leatude, les invariants de type fini [2], aussi nodminvariants de Vassiliev, sont
devenus elebres. Une des nombreuses questions dan&taithde Vassiliev est la suivante : les invariants
rationnels de type fini distinguent-ils tous les nceuds ? Pour les nceud$?daiss la reponse est nons :

THEOREME 1. — Dans la varete S? x S' il existe des noeuds qui ne sont pas distesgpar les
invariants rationnels de type fini, mais qui sont distibgypar les invariants de type fiaivaleurs dans un
groupe alglien fini.

Pour étudier les invariants de type fini nous introduisons les suigesrgtriques de nceud$k), qui
géréralisent les suites de nceuds t@isf4, 8]. Nous en @duisons que la torsion des tresses d#tns I
induit de la torsion au niveau des invariants de Vassili@).(La construction peudtre geréralige aux
nceuds dans n’'importe quelle v@d reductible de dimensiob. Nous analyson§? x S' qui est 'exemple
non-trivial le plus simple§3).

J. Lieberum [7] a construit un isomorphisme de Kontsevich pour les entrelac§tan§’. A cause de
I'nypothese de caraétistique0, I'intégrale de Kontsevich et seérgralisations ne tiennent pas compte de
la torsion [2]. Dans le ca$? x S', la torsion contient de I'information essentielle. Dans le cas de larsph
S3, I'existence de la torsion est encore inconnue.

1. Suites g@ométriques de tresses et de noeuds
Pour un nombre: > 1 de brins, le groupe des tresses d’Artin [1, 3, 5] eéspné par

0= 0 ili—j|>2
Bu=(on o | 2000 SIE) (1.1)
On a unépimorphismeB,, — X, sur le groupe sygtrique, et le noya®,, est appe} groupe des tresses
pures. On appellsuite gcorétrique de tressesne suiter® ou 7 est une tresse pure e Z.

LEMME 2. — Soitv : B,, — Q un invariant de deg¥ < m dans le sens de Vassiliev. Alarsest un
polyrdbme de dedr < m sur toute suite gonetrique de tresses.

Démonstration— Soit I le noyau de EpimorphismeZB,, — Z3,. Lidéal I est engendr par les
diff'erencesr;r —o,; , alors lafiltration/-adiqueZB,, D I D I? o ... estlafiltration de Vassiliev au niveau
des tresses. Linvariant: B,, — Q est de degr< m si et seulement si est nul sur le modulé™+!. Soit
T# une suite gométrique de tresses. La suitér?) est un polyme de ded < m si et seulement si elle
satisfait la conditiory ;"' (—1)! ("™ )v(7**!) = 0 pour chaquer € Z. Celle-ci esiquivalentex exiger
quew soit nul sur chaque somme

m—+1 m+1
5, = Z (—1)1( ; )TZH =7*(1—-7)"" dans ZB,.
1=0

Commer est une tresse pure, la difencel — 7 appartient I'idéal I. La puissancél — 7)™+ appartient
al™*! etdoncu(s,) = 0. Par congquanty(77) est un poly@me enz de degé < m. O

Soit M une varét de dimensior8. On appellesuite gonétrique de nceudsne suite de nceuds’,
dansM qui ne se distinguent que dans une boBle- M, de sorte ques, N B correspond& une suite
géonetrique de tresses (voir fig. 1a). Par exemple, sait B,, une tresse et soitlos(o) le nceud dan§?
qui est obtenu en fermant la tresseSi € P,, est une tresse pure, alors les noetids(o7*), ol z € Z,
forment une suite goneétrique de nceuds dass.

THEOREME 3. — SoitKC(M) I'ensemble des nceuds dahka isotopie pes, et soit : (M) — Q un
invariant de dege < m dans le sens de Vassiliev. Alarest un polydme de dedr < m sur toute suite
géonetrique de nceuds.

Démonstration— Limplication se @duit de la @monstration grcedente. O
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Remarque- Les suites gonetriques @réralisent les suites de nceuds t@sstqui furent introduites par
J.Dean [4] et R. Trapp [8]. Celles-ci sorifthies en ingrant les tresses’, ou 7 = o? est une tress& deux
brins seulemenf la place des tresses, on peut ausdirdr les suites gonetriques d’enchedtrements purs
(« pure tangles en anglais). Le lemme 2 et ledbeme 3 se traduisent litalement dans ce contexte.

2. Torsion dans les groupes des tresses

En géréralisant les tresses d’Artin, R.H. Fox et L.P. Neuwirth [6] ofiri les groupeB,, (S) des tresses
au dessus d’une surfade Le groupeB,, (D?) est le groupe des tresses d’Artirepené par (1.1). Au dessus
de la spkreS? on doit ajouter une troisime relation [3, 5]

Tp = 0102 Op_90p_10n_10n_2 " - 0201 (2.2)

(voir fig. 1b) pour obtenir la @sentatio3,, (S?) = B,,(D?)/(r,,). Le groupeB,, (D?) est sans torsion [5,6],
mais poum > 3 le quotientB,,(S?) a unélement d’ordre2 : la tresser,, = (0102 - - - 0,,_1)" dansB,, (S?),
qui corresponé un tour complet de tous les brins (voir fig. 1c).

LEMME 4. — Aucun invariant3,,(S?) — Q de type fini ne distingue les tresseset 1,,.
Démonstration— La tresser,, est d’ordre2, c’esta-dire que la suite@neétriquel,,, 7,, 72, ... est de
péeriode2. Siv : B, (S?) — Q est un invariant de type fini, la suité7?) est un poly@me enz. La suite

v(77) est donc constante, en particuligr,,) = v(1,,). O

Remarque- L'abélianisationv,, : B,,(S?) — Z/2n—2 est don@e par la somme des exposants modulo
2n—2. Par congquant c’est un invariant de dégr dans le sens de Vassiliev quénifie v, (7,) = n(n—1).
Sin est impair,n > 3, l'invariant v,, distingue les tresses, et 1,,. Dans le lemme 6 on vatendre cet
invariant aux nceuds daf8 x S'.

3. L’homéomorphisme de spin et les noeuds jumies dansS? x St

L'apparition de la torsion estée au groupe fondamenta] SO(3) = Z/2 eta 'homéomorphisme de
spin d’apes P.A.M. Dirac : pour le para@tret < [0, 1] soitp; : R — R3 la rotation d’angle2rt autour
de n’importe quel axe. Le lacet: [0,1] — SO(3) repiesente lelement non-trivial dang;SO(3). Soit
0 :S?x1 — S? x Idonre parf(s,t) = (p(s),t). Lhoméomorphismé fixe le bord deS? x I point
par point, e®? est isotope, relativement au botdlidentite. Comme) correspond un tour complet, on a
(o) = o, pour toute tresse € B,,(S?).

Cette notation serd étendre la construction des tresses aux nceuds dans ué vdride dimension
3:soitS : S? x I — M un plongement, c’esi-dire une spbre épaissie dand/. Soitdg : M — M
donre parfs(z) = SOS~'(x), siz est dans I'image dé, etfs(z) = z sinon.Evidemmentfs est un
homéomorphisme, et? est isotope I'identité de)/.

LEMME 5. — Aucun invarianttC(M) — Q de type fini ne distingue les nceudsetfs K.

Démonstration— La suited K est de priode2 parce-quéd? est isotopex I'identité et que I'on regarde
les nceudsa isotopie pes. De plus, c’est une suit&@gnétrique : apés une isotopie, le nceud coupe la
sphereépaissieS en une tresse trivialan brins. Donc I'application dé% correspondx I'insertion de la
tresser?. Nous avons éja vu au lemme 4 que les invariants rationnels de type fini ne distinguent pas les
nceuds d’'une suiteagnetrique riodique. O

Il restea montrer que les nceuds jureelK et 65 K sont distincts. Si la sgite S dansM borde une
boule, alorg)s est isotope I'identité et donck = 65 K. L'exemple non-trivial le plus simple est la vai
M = §? x S! et la splereépaissies : S x I — S? x St définie parS(s,t) = (s, ™).

LEMME 6. — SoitkC,, 'ensemble des nceuds ddtsx S! dont la classe d’homologie egyalean. Pour
n > 3 il existe un invarant,, : K,, — Z/2n—2 de dege 1 tel quev,,(K) — v, (0 K) = n(n—1) pour tout
nceudk € IC,,. En particulier K # 0 K sin estimpairn > 3.
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Il est plausible quds # 0K pourn pair,n > 4, et aussi pour certains nceuds ayant pour classe d’homo-
logie I'entiern = 0, 1 ou2. Pour analyser ces exemples il faudrait des invariants plus@sffpar exemple
des invariants de torsion, de dégr 2. Dans la peésente note nous nous contentons du cas le plus simple
oun estimpairn > 3.

Esquisse de @monstration— Pour @finir v,, on utilise une pesentation de chirurgie : chaque nceud
dansS? x S! peutétre repéseng par un nceud dans le tore pléd? x S!. Les nceuds danB? x S!
s'identifient avec les diagrammes planaires sur 'anfi@ay S' modulo des mouvements de Reidemeister.
A un croisement positif (resp&gatif) on associe le poidsl (resp.—1) si la scission produit deux courbes
homologiquement non-triviales, et le poissinon. On @finit l'invariant v : £(D? x S') — Z par la
somme des poids des croisements. Une analyse des mouvements de Reidemeister morest bjiaa
défini. Evidemment est de deg¥1 dans le sens de Vassiliev.

Deux noeudss et K’ dansD? x S! repesentent le @me nceud dar® x S! si et seulement s'ils sont
reliés par le deuxime mouvement de Kirbytol'on remplace la tresse, a k brins de la figure 1b par la
tresse triviale. Une analyse des poids des croisements monttg §ie= v(K’) mod 2n — 2, sila classe
d’homologie estgalean > 3. Plus pécisement, soti, le nombre des brins qui sont oriéstpositivement
et soith; le nombre des brins qui sont oriéstrégativement. Selon cette notation ok a= b, + b et
n = b, — by. Dans le ca$: = 0 la tresse-;, contribuea 2n — 2 croisements, chacun d’un poids. Dans
le casb; > 1 on obtient la Bme somme des poids, parce que les poids des croisementsrsapfires
s'annulent. De cette fagon l'invariant: X(D? x S!) — Z induit I'invariantuv,, : K,,(S? x St) — Z/2n—2.

Il reste finalemenh comparer les noeuds juréslK et K dansS? x S!. On choisit deux ref@sentants
dansD? x S! qui se distinguent par une tresgecomme dans la figure 1c. De nouveau %oit b, + b le
nombre des brins et = b, — b+ la classe d’homologie. Dans le das= 0 la tresser;, contribuean (n—1)
croisements, chacun d'un poidsl. Le cas @réral,b; > 0, conduita la mréeme somme des poids. Il en
résultev,, (K) — v, (0K) = n(n—1). O

Conclusion— Soit K un nceud dan§? x S! ayant une classe d’homologj&] = n telle quen soit
impair,n > 3. Les nceuds jumek K etd K sont distingés par l'invarianv,, : KC,, — Z/2n—2 (lemme 6),
mais ils sont indistinguables par les invariants/C,, — Q de type fini (lemme 5). Ces deux affirmations
demontrent le thoeme 1.
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