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Résumé.  Nousétablissons legsultat suivant : si les invariants de Vassiliev distinguent les noeuds dans
toute spkere d’homotopie, alors la conjecture de Poilaast vraie, c'es&-dire toute spére
d’homotopie est hoomorphea la spleére standard. D’un autre étdans toute va&ie de
Whitehead il existe des nceuds qui ne sont pas diséimgar les invariants de Vassiliev.

Vassiliev invariants and the Poinc& Conjecture

Abstract.  We prove the following result: if Vassiliev invariants distinguish knots in each homotopy
sphere, then the Poincaiconjecture is true, in other words every homotopy sphere is home-
omorphic to the standard sphere. On the other hand, in every Whitehead manifold there
exist knots that cannot be distinguished by Vassiliev invariants.

Abridged English version

Initially Vassiliev theory was conceived to study knots in euclidean sfiatebut the combinatorial
definition given by Birman and Lin [3] immediately extends to knots in an arbitBamganifold. The
abundance of finite type invariants of knots [1] has motivated the question as to whether they distinguish all
knots. The purpose of this note is to relate this question to the topology of the ardiretifold.

For ease of notation we will assume eacmanifold V' to be smooth, connected, oriented, and without
boundary. Likewise, all maps will be assumed to be smooth. A singular knot is an immers®ns-
such that the only multiple points are double points according to the local mgddh particulars can
only have a finite number of such singularities; for convenience we will assume that they are numbered by
1,...,n. LetX, be the set of ambient isotopy classesmedingular knots inV, in particularX is the
set of isotopy classes of non-singular knots. L&t = ZJX,, be the freeZ-module with basisK,,. As
usual one defines a map: %, — J#,_1 by resolving the:-th singularity according to the local model
X — X — . This construction can be seen as a discretization of homotopy, see Lin [7], Lemma 6.4:
two n-singular knotsK” and K’ are homotopic if and only i’ = K’ modulod.#;, . ;.

The Vassiliev filtration of’7; is defined by%,, = im (6™ : %, — ;). Dually, a knot invariant with
values in an abelian group is called Vassiliev invariant of degriée(.%,,+1) = 0. For the purpose of this
note we are particularly interested in the lin#t, = (), .%,, of the Vassiliev filtration.
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Itis worth emphasizing that this construction is functorial: it associates to 8wegnifold1” a sequence
of Z-modules(#.V, §) and to every orientation preserving embeddingl’ — W a family of linear maps
Hap 2 KLV — W commuting withd.

These prerequisites being in place, we can now state our key observation:

LEMMA. — LetV be a simply connectegtmanifold andh : V' — V be an orientation preserving
embedding. Then Vassiliev invariants cannot distinguish between dkaat its imageh K.

Proof. — A singular knot is calledocal if it is contained in the image of some embeddingR? — V.
Sinceh preserves orientatiom is isotopic toh¢, see [5], Theorem 8.3.1. In particular, if a singular knot
K* is local, then it is ambient isotopic to its imagé&’™, see [5], Theorem 8.1.4.

SinceV is simply connected, every kné € X,, is homotopic to some local kndt™*. Consequently
there existsd € 7,1 such thav A = K — K*. By functoriality we obtaihhA = hK — hK*, hence
0(A—hA) = K — hK. We conclude that for everyt,, € .7, there exists somd,, | € %, such that
0(Aps1 — hA,41) = A, — hA,. ForaknotK € X, thisimpliesKk — hK € 1 N%N---=F,. O

If every knot inV is local, thenV is simply connected. The converse, however, is false — at least for
open manifolds [8]. The following arguments are based on Bing’s characterization3&fteere [2]: ifl/
is a closed connectegtmanifold in which every knot is local, the¥ is homeomorphic t&3. This result
has been generalized by Costich, Doyle, and Galewski [4] to a characterization of euclidian spgade: if
a contractible opeB-manifold in which every knot is local, théi’ is homeomorphic t&R3.
According to Kister and McMillan [6, 8] there exist uncountably many contractible Gperanifolds,
no two of which are homeomorphic. They can be divided into two uncountable families depending on
whether they embed inf&> or not. A contractible opeB-manifold W 2 R? that embeds int®? is called
a Whitehead manifold [8, 9].

THEOREM 1. — In every Whitehead manifold” there exist knots that are distinct but cannot be distin-
guished by any Vassiliev invariant.

Proof. — Leth: W — R? — W be an embedding that preserves orientation. The theorem of Costich,
Doyle, and Galewski [4] guarantees the existence of a non-localKnotlV. Its imageh K is local, hence
K # hK. According to the previous lemma we halie= h K modulo.Z,,. O

Conjecturally the theorem holds for every contractible openanifold, but a proof would certainly
require a more detailed analysis, cf. Lin [7]. For the time being we will content ourselves with the following
weaker version:

LEMMA. — LetV be a simply connectef@tmanifold that contains a non-local knéf. Then the two
copies ofK in V # V are distinct but cannot be distinguished by any Vassiliev invariant.

Proof. — The connected suii § V' allows a diffeomorphismt of period?2 that preserves orientation
and exchanges the two copiesiof In particular,h exchanges the two copié§, and K, of K. According
to the previous lemma they cannot be distinguished by any Vassiliev invariant. The only subtlety is to show
that Ky and K; are actually distinct. This is achieved by an isotopy version of the Alexandém8igs
Theorem. O

The lemma applies for example to every contractible dpemanifold that does not embed ink>. Via
the theorem of Bing [2] we arrive at the following conclusion:

THEOREM 2. — Suppose thal’ is a homotopys-sphere that is not homeomorphic $§. Then the
connected surir § V' contains distinct knots that cannot be distinguished by any Vassiliev invariani]

Note thatV ¢ V' is again a homotopy sphere. Hence, if Vassiliev invariants distinguish knots in each
homotopy sphere, then the Poine@onjecture is true. For an arbitrary closechanifold V' we conclude:
if Vassiliev invariants distinguish all knots ¥ f V', thenV does not contain any fak&cells.
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INTRODUCTION. — Dans latopologie et laggpnétrie en dimensioB, les nceuds jouent udle essentiel.
Dans leurétude les invariants de type fini, aussi no@mmvariants de Vassiliev [3], sont devenétebres.
Presque tous les invariants que I'on&cduverts ces deriies anées sont de ce type, notamment le po-
lyndme de Jones et seém@ralisations, les invariants quantiques [1]. Leur abondance a énatiyuestion
de savoir si les invariants de Vassiliev distinguent tous les nceuds. Le but de cette note est d’analyser cette
question en fonction de la véte ambiante.
On appellevariété de Whitehead une3-varieté ouverte contractile, non-h@oamorphea R* mais plon-
geable dans ce dernier. Le premier exemple d’une tell@&tafut decouvert par Whitehead [9], et il en
existe une infinik non-&nombrable, deua deux non-ho@omorphes [8].

THEOREME 1. — Dans toute vaite de Whitehead il existe des nceuds distincts qui ne sont pas déstingu
par les invariants de Vassiliev.

Une telle pathologie peut-elle se produire aussi dans unet¥dermee ? On appellgphére d’homotopie
une3-variéte fermée qui est simplement connexe. Une telle&@restquivalente par homotopiela splére
standards?, d’oli le nom. Selon la conjecture de Poinesoute spbre d’homotopie est hodomorph& S3.

THEOREME 2. — SiV est une splre d’homotopie qui n’est pas h@wmorphea S?, alors la somme
connexé/ f V contient des noeuds distincts qui ne sont pas diséisgar les invariants de Vassiliev.

Remarquons qu& § V, elle aussi, est une spte d’homotopie. Par coéquent, si les invariants de
Vassiliev distinguent les nceuds dans toutesspli’homotopie, alors la conjecture de Poigoast vraie.

On appellefausse 3-cellule une3-variete compacte contractil@, bordS?, qui n’est pas ho@omorphex
la 3-cellule standard. Pour une v ferneel” quelconque oné&luit la version suivante : si les invariants
de Vassiliev distinguent les nceuds dahs V, alorsV ne contient pas de faussgsellules.

1. Lathéorie de Vassiliev vue comme comption par homotopie

Initialement la ti@orie de Vassiliev fut congue pouétude des noeuds dans I'espace euclifiénmais
la définition combinatoire dorée par Birman et Lin [3] s'adapte in@diatement aux nceuds dans 3ae
variete quelconque. Nous rappelonsgdwement les principaugléments.

Afin de simplifier la notation tout8-variéte sera supp@ lisse et oriegie, et sauf indication contraire
aussi connexe et sans bord. Elle p&tme compacte (= ferée) ou non-compacte (= ouverte). On supposera
egalement que toute application est lisse et que tout plongemenBergrietes peserve I'orientation.

Un nceud dans unes-variete V est un plongement : S' — V. Plus gnréralement, umceud singulier
est une immersior : S' &+ V dont tout point multiple est un point double suivant le raledocal <. En
particulier n’a qu’un nombre fini de singulaés, et nous les supposons ramoées patl, . . ., n.

Deux nceuds singuliers soéguivalents S'ils ne different que par des débtopies dd/ et deS'. Ceci
équivauta regarder I'image orieae «(S') a diffeotopie deV prés. On noteX,, 'ensemble des classes
d’équivalence des nceudssinguliers, y compris(, les classes des nceuds non-singuliers. Pour la suite il
sera essentiel que cette relatiodgliivalence se comporte bien par rapport aux plongemeiBtvaeetes :

LEMME 3. — Soientx : S! 95 V un neceud singulier ep : [0,1] x V' — W une isotopie entre deux
plongementgyg, ¢1 : V — W. Alors les nceuds singuliegg ~ et ¢ x dansW sontéquivalents.

Démonstration. — Si V' est fernge, I'isotopie¢ est en fait une diffotopie, donapox et ¢1x sont
équivalents par la diffotopie®; := ¢.¢, '. SiV est ouverte, on se restredaun compack” C V, l'image
de x dans notre cas. Il existe alors une @dfopie® : [0,1] x W — W & support compact telle que
Dy = idw etP.po(x) = ¢¢(x) pour toutt € [0,1] etz € K. Voir Hirsch [5], theoeme 8.1.4. O

Selon le lemme tout plongemeat : V' — W induit une applicatioriK,.¢¢ : X,V — X,.W qui ne
dépend que de la classe d’isotopiegie Par exemple, deux plongememis ¢, : R? — V ayant la néme
orientation sont isotopes dai’s donc ils induisent la @me applicatiori,. g = K. 1.

DEFINITION 4. — Un nceud singulier egical s'il est contenu dans I'image d’un plongemét — V.
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Soit %7, = ZX,, le Z-module libre ayant pour base I'ensemblg. On c&finit§ : 7, — %, _1 par la
résolution de laz-iéme singularé suivant le modlle local x| — >{ — >{. Evidlemment les deux termes de
cette diference sont homotopes par une homotopés@rvant les points doubles et leur rarotation. Le
lemme suivanétablit la Eciproque : toute homotopie entre deux noceuds singuliersgbeutiscetisse en
une suite finie de changements de croisements, voir Lin [7], lemme 6.4.

LEMME 5. — Deux nceuds-singuliersK, K’ sont homotopes si et seulemenks K’ modulod 7, 1.

La filtration de Vassiliev de’; est ckfinie par.%, = im (6" : %, — ;). Les quotients’#, /%,
forment un systme projectif ayant pour limite [&-module.’;, et I'application canonique : %, — A
a pour noyau#,, = (,, %,. Selon le lemme on peut inteter.%, comme la comgition du module des
nceuds’?, par homotopie. De facon duale, un invariant des ncewalsaleurs dans un groupeéien est
appeé invariant de type fini OU invariant de Vassiliev de degén Siv(%#,11) = 0.

Le lemme 3 permet d'interpter la tleorie de Vassiliev comme un foncteur qui ass@cteute3-variéte
V' une suite d&Z-modules(.#.V, ¢) et a chaque plongement : V — W une famille d’applications
a2 KV — W commutant aveé. Voici I'observation-cé :

LEMME 6. — SoitV une3-variétt simplement connexe kt: V — V un plongement qui @serve
I'orientation. Alors aucun invariant de Vassiliev ne distingue un nd&uet son imageé K.

Démonstration. —Commeh préserve I'orientation, tout plongemept R? — V est isotope he, voir
Hirsch [5], threoreme 8.3.1. Par le lemme 3, tout nceud singulier Iécalestéquivalenta son imageé K *.

CommeV est simplement connexe, tout nogkice X,, est homotopa@ un nceeud locak’™. Il existe alors
A€ 41 telqued A = K—K*. Par fonctorialié on obtienthA = hK—hK* puisé(A—hA) = K—hK.
On conclut que pour to,, € 7, il existe A, 11 € ;41 tel qued (A, 41 — hAn4+1) = A, — hA,. Pour
tout nceudk” € X, ceci impliqueK — hK € %, N.%;N--- =%, dou la conclusion. O

2. Application aux variétés simplement connexes

Si tout nceud dans urgevariete V' est local, alord” est simplement connexe. Laaiproque est pour-
tant fausse, au moins pour les s ouvertes [8]. Pour les vatés ferngées cette questiobquivauta la
conjecture de Poincay comme le montre la car&cisation suivante dui Bing [2] :

THEOREME 7. — SoitV une 3-variéte connexe ferée. Si tout nceud darig est local, alorsV est
homéomorphei la sprereS3. O
Costich, Doyle et Galewski [4] ontagérali€ ce Esultata une caraétrisation de I'espace euclidien :
THEOREME 8. — SoitWW une3-variéte ouverte contractile. Si tout noeud ddfisest local, alorsiV est
homéomorphei I'espace euclidieR?. O
Rappelons gu'il existe une infi@non-é&nombrable de va&iés ouvertes contractiles, deaxdeux non-
homéomorphes. On peut les diviser en deux familles nenetnbrables : celles qui se plongent dBA$8]
et celles qui ne s’y plongent pas [6]. Une &&ilV 2 R3 du premier type est appis varete de Whitehead.
THEOREME 9. — SoitT¥ une3-variete ouverte et simplement connexeliSise plonge dan®?, alors
oW | T, = HR3 /.Z,, pour toutn. Dans ce sens la &orie de Vassiliev dand’ et dansR? est la néme.
Démonstration. — Soientg : R? — W ety : W — R3 deux plongements qui @servent I'orientation.
D’une parti)¢ est isotope I'identite deR3, donc.#;(1)¢) est l'identi€ sur.#R3. D’autre partp:) est un
plongement dé/ dans elle-rdme, donc le lemme 6 entree que7;(¢¢) est 'identie modulo.#,,. O
Ceci correspon@ un esultat de Lin [7] : pour un@-variéte ouverte contractilé? tout plongement
R3 — W induit des isomorphisme#,R? /.7, = J#,W/.%, modulo2-torsion. Dans le cas d’une vaté
de Whitehead non seulement lerdonstration est congdablement simplifie, mais elle sugge aussi une
conclusion plus forte :
THEOREME 10. — Dans toute vaite de WhiteheadV il existe des noeuds distincts qui ne sont pas
distingLes par les invariants de Vassiliev.
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Démonstration. — Soith : W — R? — W un plongement @servant I'orientation. Le #oeme 8
garantit I'existence d’'un noeud non-loc&l dansW. Or le nceudh K est local, dond< # hK. Selon le
lemme 6 on & = hK modulo.%,, d’ou la conclusion. O

Conjecturalement le #oeme est valable pour touevariéte ouverte contractile. Uneéthonstration
nécessiterait certainement une analyse plus profonde, cf. Lin [7]él&inde cette conjecturéside surtout
dans son applicatioa une sphre d’homotopid/ ¢ S? : dans ce cab/’ = V \ {p} est une vaéte ouverte
contractile qui ne se plonge pas das Si W contient des noeuds indistinguables, il en est @empour
V. En I'absence de cet argument nous allons nous contenter d’'une version affaiblie :

LEMME 11. — SoitV une3-variétt simplement connexe contenant un nceud non-lgcallors les deux
copies deK dansV # V' sont distinctes mais elles ne sont pas distgegupar les invariants de Vassiliev.

Démonstration. — La somme connex® f V admet un diftomorphisme: de geriode2 qui préserve
I'orientation etéchange les deux copies We En particulierh €échange les deux copié§, et K du nceud
K, et le lemme 6 entiae qu’aucun invariant de Vassiliev ne distinglig et K. Il ne reste qua montrer
que Ky et K sont distincts, ce quiesulte du corollaire 14. O

Le lemme s’applique par exempetoute3-variete ouverte contractil® qui ne se plonge pas daRs.
Grace au teoeme 7 de Bing, on erédiuitégalement le thoeme 2.

3. Couper les varetés en quatre

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un nceud non-local ne peut pas travezssplime (voir le
corollaire 14). Nous rappelons d’abord quelques techniques standardodger-colless en dimensiors.

Comme péccdemment soit une3-variete connexe orieke sans bord. Usystéme de sphéres S C V
est une eunion finie non-vide dé-spheres disjointes dont chacuneparel/ . Le découpage de V' le long
de S est la3-variétt non-connexé’|S := V ~ int T, ou T" est un petit voisinage tubulaire dg dont le
bord consiste en deux copies fe

Réciproguement soit/ une3-variéte orienée dont le bord consiste @rsplteres. SiM est connexe on
obtient sacléture (M) en recollant ung-cellule a toute2-sptere du bord. SiV/ a plusieurs composantes
connexesMy, ..., M,, on c&finit sacléture connexe par (M) := (M) § ... 8 (M,). Il sera commode
d'inclure aussi le cas exceptionnel de la &tiivide en posan)) := S3.

EXEMPLE 12. — Ona M) = S? si et seulement s/ est une collection dé-spteres troées, c’esta-dire
privées de l'inérieur d’'un nombre fini d8-cellules fernges disjointes.

Pour un systme de2-spteresS C V on aV = (V|S). Une coorientation d€ induit une coorientation
du bord deV|S. Une composante dé|S est appede positive resp.négative si son bord est coorieatvers
I'int érieur resp. vers I'egrrieur. Dans la suite on supposera toujours que la coorientatiSredeohérente
dans le sens que toute composanté/¢i§ est soit positive soitégative. Commé” est connexe et chaque
sphere deS est €parante, il y a exactement deux coorientation€oattes de'.

On noteV | ST resp.V|S~ la reunion des composantes positives reggatives dé/|S. Ainsi on obtient
un cécoupage en deux vatis connexes orieg¢s sans bord :

Ve (VIStE(V]ST).

Etant doni un deux@éme systme de sphresS, transverse S, on souhaite remplace, parS, qui est
disjoint deS. Ceci se ealise par unehirurgie surSy le long deS comme suit. L'intersectiofly := SpN S
est une collection finie de cercles. SBiun voisinage tubulaire d€ paranétré parr : S x [—¢,+¢] = T
de sorte quey : S — S soit l'identité etSo N T = 7(Cy x [—¢, +€]). On choisit un cercle C Cy qui
borde un disqué> C S tel quedD = D N Cy = C. On remplace alors le cylindrg(C' x [-35, +5]) par
deux disques (D x {—5,+5}). Le résultat est un sy&ine de spéresS; dont l'intersectionC; := S; NS
a une composante de moins. Pecurrence on arriva un systme de spbresS, C V disjoint deS.
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Supposons de plus gueet Sy sont munies de coorientations @hntes. La chirurgie produft, avec
une coorientation cdrente induite pa,. On cEfinit alors la3-variete V|ST|S; = (V|ST) n (V|S)).
Les choix dans la construction d& ne changent’|S*|S; qu’en cecoupant ou recollant déscellules.
En particulier la dbture connexéV’|S+|S;") est bien éfinie. On obtient ainsi un&toupage en quatre :

V= (VISTIST) £ (VISHSy) 4 (VISTIST) 4 (VISTISy ) -

Le theoeme suivant dit que ceédoupage est invariant par des isotopiesSdet de S,. Ce iesultat
et surtout sa preuve sont une version d’isotopie dwime d’Alexander-Sdnflies; en effet ce dernier
s’obtient comme cas patrticulier.

THEOREME 13. — SoitV une3-variéte contenant troiQ-spheres &parantes cooriegess, Sy, S; de
sorte queS, et S; soient transverses S. SiS, et.S; sont isotopes, alor§V | S*|S;) = (V[ST|ST).

Esquisse de@monstration~ Soit¢ : [0, 1] x S — V une isotopie entréy = ¢o(S?) et.S; = ¢1(S?).
Aprés une petite @ormation dep fixant ¢, et ¢; on peut supposer que toute 8phS; := ¢;(S?) est
transversé.S, sauf pour un nombre fini de paraines critiques. On peut supposer de plus que toutersph
critique S; est tangenta .S en un seul point nonéatgrere.

Pour tout parargtre eguliert € [0,1] on consiére la vargte M, := V|S+|S; . Il est clair queM,, est
difféeomorphea M, si l'intervalle [a, b] est sans paradétres critiques (et que I'on fait des choix uniformes
en effectuant la chirurgie suf;). Pour un parargtre critiquet il faut distinguer plusieurs cas selon le type
du point critique et les coorientations deet deS;. Au total, quatre transformations sont possibles :

— Oules vates M, _. et M, . sont diffomorphes,

— ou elles diferent par I'addition d’'ung-cellule comme nouvelle composante,

— ou elles diferent par le recollement d’uriecellulea une2-sptere du bord,

— ou elles diferent par le @8coupage le long d'un disque proprement plopg€parant.

Dans tous les cas leurtlires connexe§\;_.) et (M, .) sont difeomorphes, d'o la conclusion. O

Enfin nous en dduisons le corollaire suivant, ce qui agk la é@monstration du lemme 11.

COROLLAIRE 14. — SoientV une3-variét etS C V une2-sptere £parante coorierée. Si un nceud
K, dansV|S™ estéquivalen& K, dansV|S—, alors il est local.

Démonstration. — Soit Sy C V|ST une copie paradlle deS situee du cad positif et munie de la
méme coorientation. Ceci entre V' |S~|Ss = 0 alors queV |S*|Sy = V|Sy contientK,. Par hypotBse
il existe une difeotopie® : [0,1] x V — V avec®, = idy telle que®,; K, = K; soit contenu dans
V|S~. On peut supposer quelasptereS; := @5, est transversa.S. Grace au thoeme pecddent on a
(V|S=|S) = (V[S~|S7) = S, doncV|S~|S;™ est une collection d&-spteres troées. Comme le nceud
K est contenu dang|S—|S, il est local dand/|S~. Symétriquementk, est local dan§’|S+. O
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