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Wl I l kO mmen ! Hintergrund

Ich begriifie Sie und Euch herzlich zum Mathematik-Tag!
Es geht wie immer um Mathematik... heute speziell ums Jonglieren.

Alles, was ich hier erzéhle, konnt Thr selbst nachpriifen... besser noch

in den néchsten Tagen selbst nachmachen, gerne auch in Ruhe nachlesen.
Wenn irgendetwas unklar ist, diirft Thr gerne sofort zwischenfragen,
oder gesammelt gerne am Ende Eure Fragen stellen.

Ich werde Sie im Folgenden siezen. Ich méchte Euch eigentlich euchen,
das werde ich in der Aufregung aber vergessen. Ich bitte um Nachsicht.

Dieser Vortrag ist etwas ungewohnlich, ndmlich eine Auftragsarbeit:
Die Organisatoren haben sich das Thema jonglieren und Mathematik
gewiinscht. Da bin ich kein Experte, sondern eher interessierter Laie.
Zum Glick habe ich tatkraftige Unterstiitzung...

Also: Let’s juggle!



Jonglieren: eine lange Geschichte...
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Diese agyptische Wandmalerei ist etwa 4000 Jahre alt. Sie zeigt Szenen
des Alltags: Viehzucht, Jagd, Handwerk, Kunst, Schule? ... Vorsicht:
Priifen Sie kritisch! Glauben Sie nicht alles, was Ihnen gezeigt wird!

Bildquelle: dubios.
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In Beni Hasan gibt es 39 Felsengriber aus der Bronzezeit, etwa 2200 bis
1800 v.u.Z. Diese Wandmalerei stammt aus Grab Nr. 15. Die dritte Zeile
zeigt Tanzerinnen, Akrobatinnen und Jongleurinnen mit Béllen.

Bildquelle: wikipe;dia.org
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Bildquelle: wikipedia.org

Ein vergroflerter Ausschnitt der vorigen Skizze: Die drei Frauen links
jonglieren. Die vier Frauen rechts spielen ein (unbekanntes) Ballspiel.

Biidquelle: wikipe&ia.(}rg



Jonglieren: eine lange Geschichte...
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Bildquelle: wikipedia.org

Detailliertere Wiedergabe der Wandmalerei aus Grab Nr. 15 von Beni
Hasan. Hier sind die Balle deutlicher gezeigt: Jede der drei gezeigten

Frauen jongliert mit drei Béllen, dabei eine mit iiberkreuzten Armen.
(Das sind Zeichnungen. Ich habe leider kein Photo der Wandmalerei.
Dieses Grab ist der Offentlichkeit zugénglich. Schauen Sie mal nach!)



Wie beschreiben wir Jonglier-Muster?

THshe h(t) 1
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Was ist an dieser Skizze grob falsch?

Die Bahnen sind physikalisch unsinnig!

=

@ Flugbahnen sind keine Kreisboger

© Flugbahnen sind Parabeln!

Zeit t
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Wie beschreiben wir Jonglier-Muster? Erliuterung

Wir betrachten unsere Jonglage hier wie im Physik-Unterricht gelernt
Auf der horizontalen Achse nach rechts ist die Zeit ¢ aufgetragen, auf der
vertikalen Achse nach oben die Flughohe h(¢), in geeigneten Einheiten.

Vorsicht, Falle: Diese erste Skizze ist physikalisch unsinnig! Flugbahnen
sind keine Kreisbogen, sicher keine Halbkreise. Sie wissen: Die Steigung
dieser Kurve ist die Geschwindigkeit. Senkrechte Tangente bedeutet
unendliche Geschwindigkeit. Das ist also ganz grofier Quatsch!

Zum Gliick haben Sie einen guten Mathematik- und Physik-Unterricht!
Sie erinnern sich sicherlich noch genau, dass Flugbahnen Parabeln sind,
also eine spezielle und zu unserem Gliick sehr einfache Form haben.
Meine nachfolgenden Skizzen sind damit wesentlich realistischer.

Das hat eine wichtige Konsequenz, die sie beim Jonglieren sehen und
spliren: Wenn der Ball doppelt so lange fliegen soll, dann miissen Sie ihn
viermal so hoch werfen! Bei Halbkreisen gilt das offensichtlich nicht.

— Vorfiihren! Die Parabel kann man sogar direkt sehen! —
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Wie beschreiben wir Jonglier-Muster? Erliuterung

Wir treffen folgende Annahmen zur Vereinfachung:
1 Wir jonglieren mit festem Zeittakt ¢ = 0,1,2,3,4,5, ....
Ob dies Sekunden sind oder ein anderer Rhythmus, ist ganz egal.
2 Zu jedem Zeitpunkt wird hochstens ein Ball gefangen & geworfen.
Wir nehmen an, er wird gefangen und sofort wieder geworfen.

3 Die Jonglage ist periodisch / wiederholt sich mit Periode ¢ € N ;.
In diesem ersten Beispiel ist die kleinste Periode ¢ = 6.

Wir notieren zu jedem Wurf seine Hohe, genauer seine Flugdauer.
Es entsteht das periodische Muster 500001500001 ... wie gezeigt.

— Mit Metronom / Klatschen ist es erstaunlich schwierig! —

Wenn wir mit zwei Héanden jonglieren, dann bietet es sich an, links und
rechts abzuwechseln. Wir konnen dieses Muster aber auch mit nur einer
Hand jonglieren, oder auch mit mehr als zwei Handen, etwa passen.

Im Folgenden werde ich die Anzahl der Hande nicht weiter beachten.
Solche und dhnliche Verfeinerungen konnen wir spater einbauen.



Wie beschreiben wir Jonglier-Muster?
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Die Siteswap-Notation: Definition v

Definition B1: Siteswap

Wir treffen folgende Annahmen zur Vereinfachung:
1 Wir jonglieren mit festem Zeittakt ¢ = 0, 1,2, 3, ..., etwa links/rechts.
2 Zu jedem Zeitpunkt wird hochstens ein Ball gefangen & geworfen.
3 Die Jonglage ist periodisch / wiederholt sich mit Periode ¢ € N ;.

Den Verlauf notieren wir in Siteswap-Notation durch natiirliche Zahlen
ay, Gg, Az, ..., Qy.

Bedeutung: Zum Zeitpunkt ¢ wird ein Ball geworfen mit Flugdauer a;.
Es gibt drei Sonderfalle, hier vereinbaren wir folgende Konventionen:
@ a, = 0 steht fiir eine leere Hand, also keinen Wurf.

@ a, = 1 bedeutet kurz werfen, bei einer Hand den Ball halten.

@ a, = 2 kann bei zwei Handen als Halten interpretiert werden.




Die Siteswap-Notation: Beispiel
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Siteswap-Notation: 515151 oder kurz: 5
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Die Siteswap-Notation: Ubung
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Aufgabe: Zeichnen und jonglieren Sie den Siteswap 22. Losung:




Die Siteswap-Notation: Ubung
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Aufgabe: Zeichnen und jonglieren Sie den Siteswap 40. Losung:




Der Siteswap 600
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Vergleich 22 und 40 und 600 Erliuterung

Die Siteswaps 22 und 40 und 600 beschreiben eigentlich dasselbe.
Wir denken uns einen anderen Takt, aber die Jonglage ist gleich.
(So dhnlich ist es tibrigens in der Musik.)

Bei zwei Hianden bietet sich die Konvention an, abwechselnd zu werfen.
Dann bedeuten die Muster 22 und 40 und 04 etwas leicht verschiedenes.
Hingegen beschreiben die Siteswaps 22 und 600 dieselbe Jonglage,
selbst wenn wir linke und rechte Hand abwechseln.

Ich will im Folgenden nicht auf diese Feinheiten eingehen.
Wir unterscheiden nicht zwischen linker und rechter Hand.

Die Siteswap-Notation ist niitzlich, aber nicht perfekt!

Die Abbildung von Siteswap zu Jonglage ist nicht injektiv:
Mehrere Siteswaps ergeben im Wesentlichen dieselbe Jonglage.
Die Abbildung von Siteswap zu Jonglage ist nicht surjektiv:
Manche Jonglagen kénnen wir so nicht beschreiben.



Der Siteswap 333 (Kaskade)
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Der Siteswap 441
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Der Siteswap 423
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Der Siteswap 531
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Der Siteswap 4444 (Kaskade)




Der Siteswap 55550
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Wie konnen wir die Anzahl der Balle berechnen?

Satz B2: Ballformel, Satz von Gauf3, Ergodentheorem

Sei aq, a,, ..., a, ein Siteswap. Die Anzahl der Balle ist der Mittelwert

| =

J4
2 _a1+a2+...+ae

T l

Schauen wir uns nochmal die Beispiele an: Hier stimmt die Formel!
Als Mathematiker:innen wollen wir zudem einen Beweis! Wie geht das?

Beweisidee: Doppeltes Abzahlen ergibt b¢ = a; + ay + ... + ay.
Offensichtlich ist die Anzahl der Bélle b gleich der Anzahl der Bahnen.
Wir wihlen eine Periode ¢ > aq, a, ..., a,, langer als jede Flugbahn.

Wir betrachten ¢ Zeitpunkte zwischen aufeinander folgenden Wiirfen;
dies habe ich als Wiande skizziert. Jede Bahn durchstofit jede Wand genau
einmal. Insgesamt haben wir b/ Durchstoflungen. Wir zihlen diese auf
eine zweite Art: Jeder Parabelbogen startet zu einer Zeit ¢ und durchstofit
genau a;, Wande. Insgesamt also a; + a5 + ... + a, DurchstofSungen.
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Wie konnen wir die Anzahl der Balle berechnen?

A



Beyond Siteswaps...

Wofiir ist die Siteswap-Notation gut?
@ Muster aufschreiben und kommunizieren
@ Neue Muster finden und entwickeln
@ Neue Muster schrittweise lernen
@ Beziehungen zwischen den Mustern erkennen
Beantwortet die Siteswap-Notation alle Fragen? Nein!
Sie beschreibt den zeitlichen Verlauf, nicht den raumlichen.
Die Siteswap-Notation gibt uns eine erste wichtige Information,
blendet aber noch viele Feinheiten aus. Das war gerade ihr Zweck!

Abstraktion bedeutet: das Unwichtige vergessen und sich auf das
Wichtige konzentrieren. Dazu muss man sich festlegen und auswahlen,
was in der vorliegenden Situation das Wichtige ist. Dazu braucht es
Kreativitat und Sorgfalt, falls nétig Erweiterungen, Verfeinerungen, ....

Nach dem zeitlichen Verlauf wollen wir nun die raumliche Anordnung
genauer beschreiben... und woméglich spater noch weiter untersuchen.
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Beyond Siteswaps... Erlauterung

Drei Raumdimensionen und eine Zeitdimension, das sind vier...
und vier sind zu viele! (Zumindest fiir heute, am Samstag Morgen.)

Ich vereinfache dies wie folgt: Ich jongliere die Bélle vor mir in einer
senkrechten Ebene. Ich betrachte also nur zwei Raumdimensionen!

Die Zeitdimension veranschauliche ich so: Ich bewege mich gleichmaflig
von links nach rechts. Die Bélle zeichnen dann einen Zopf in die Lutft.

Wenn Sie nochten, denken Sie an ein Rollband oder eine Rolltreppe,
besonders beeindruckend wiren brennende Bélle mit Rauchfahnen.
Schon wiare auch eine Videoaufnahme, um die Flugbahnen der Balle
nachzuzeichnen. Das haben wir leider alles nicht zur Verfiigung.

Wir haben etwas genial-einfaches gebastelt: Jonglierbélle mit Bandern.
Beim Jonglieren entsteht ein Zopf: Dieser Zopf ist das Gedachtnis,
er speichert den raumlichen Verlauf, was genau jongliert wurde.

— Vorfithren: vorwirts und riickwirts —

Der Zopf ist das Uber-Ich der Permutation.



Was sind Zopfe... mathematisch gesehen?
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Z
_ Die Strange sind flexibel,
Erstes Modell: /Y sie diirfen sich bewegen.

Die Strange verlaufen streng monoton von links nach rechts.
Sie sind links an der Wand befestigt, aber rechts zunachst noch offen.
Schlechte Nachricht: In diesem ersten Modell sind alle Zopfe gleich.

===

Wir fixieren die Enden
links und rechts.

Besseres Modell:

7

In der Mitte hingegen diirfen wir die Strange weiterhin frei bewegen.
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Was sind Zopfe... mathematisch gesehen?

Die Lange ist unwesentlich:

@MW:M

Elementare Bewegungen:

Diese drei elementaren Bewegungen sind giiltig... und ausreichend!

s

u\ H

Genauer gesagt: Jede noch so komplizierte Bewegung von Zopfen
lasst sich aus diesen elementaren Bewegungen zusammensetzen.

Das ist sehr erfreulich und nach etwas Ausprobieren auch plausibel.
Ein Beweis ist nicht schwer, doch diese Arbeit erspare ich uns heute.
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Verknuipfung von Zoépfen

Zopfe auf n Strangen erlauben eine Verkniipfung:

Welche Rechenregeln gelten hier?
1 Gibt es ein neutrales Element?

axl=a und lxa=a
2 Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf?
axa =1 und atxa=1
3 Ist diese Verkniipfung assoziativ?
(axb)*xc=ax(bxc)
4 Ist diese Verkniipfung kommutativ?

axb=bxa
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Verkniipfung von Zopfen Erlauterung

Dies sind vier Rechenregeln, die Sie aus der Schule kennen und lieben!
Wir sehen hier ein interessantes Anwendungsbeispiel dieser Regeln.
Jetzt ist ein guter Moment, einmal genauer dariiber nachzudenken.

Das neutrale Element tut nichts. Das Inverse macht alles riickgéngig.
Bei der Multiplikation rationaler Zahlen leisten dies die Eins und der
Kehrwert, bei der Addition entsprechend die Null und das Negative.

Das Assoziativgesetz ist recht unscheinbar und doch extrem beliebt:
Damit konnen Sie Klammern weglassen und viel Schreibarbeit sparen.
Sie nutzen dies taglich, bei jeder Rechnung, ganz ohne es zu bemerken.
Vorsicht! Assoziativitét gilt nicht iiberall, zB. (5 —3) —2 # 5 — (3 — 2).
Kennen Sie auch Operationen, die nicht kommutieren, also ab # ba?
Sobald Sie anfangen, danach zu suchen, finden Sie viele Beispiele:

@ Es ist in meiner morgendlichen Routine nicht egal, ob ich erst dusche

und mich dann anziehe - oder umgekehrt!

@ Es ist nicht dasselbe, ob Sie erst die Kaffeetasse auf den Tisch stellen
und dann Milch hinzugieflen — oder umgekehrt!
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Verknuipfung von Zoépfen

Gibt es ein neutrales Element? Ja!

| 7
- A * = —_—
— —
a 1 a a
e e
* /:_/ A=
— ——
1 a a a

Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf? Ja!

XSod-bedi-Booclt

a*xa~1

:E,ﬁﬁzk AI:
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Verknuipfung von Zoépfen

Ist sie assoziativ? Ja!
(e - JoF) - {eF - *:
L - (o -{eF) - 5@5* (e -

Ist sie kommutativ? Nein!
aSRallass
a b axb
aifaviasat
b a bra
Nicht-kommutative Operationen sind eher die Regel als die Ausnahme,

auch schon in der Schule: Verschiebungen und Drehungen in der Ebene,
Drehungen im Raum, Ableiten nach = und Multiplizieren mit =, uvm.



Die Zopfgruppe
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Wir kénnen mit Zopfen rechnen:
@ Die Verkniipfung von Zopfen ist assoziativ:

(axb)xc=ax(bxc)
@ Es gibt ein neutrales Element 1, ndmlich den trivialen Zopf:
axl=1%xa=a

@ Zu jedem Zopf a gibt es einen inversen Zopf a~!, sein Spiegelbild:

Definition C1: Gruppe
Eine Verkniipfung mit diesen drei Eigenschaften heifst Gruppe.

Satz C2: Emil Artin 1925

Die Verkniipfung von Zoépfen auf n Strangen ist eine Gruppe, (B,,, *).
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Gruppen begegnen uns tiberall! Erlauterung

Gruppen sind eine wichtige Grundstruktur der Mathematik, Physik,
Informatik und allgegenwartig in ihren zahlreichen Anwendungen,
manchmal ganz offensichtlich und andermal etwas versteckt.

Die Idee scheint zunachst schwindelerregend abstrakt und allgemein,

doch Gruppen sind zugleich wunderbar konkret und niitzlich, so wie hier.
Anregung: Unter/Suchen Sie weitere Gruppen aus Schule und Umwelt!

@ Bewegungen der Ebene R? oder des Raums R3, Vektorrechnung.

@ Tanzschule: a Schritte vor und b nach links ergibt dasselbe wie b nach
links und a nach vorn. Das gilt in der Ebene, aber nicht auf dem
Globus: Kriimmung macht Verschiebungen nicht-kommutativ!

@ Drehungen im Raum bilden eine Gruppe, zudem nicht-kommutativ.
Die Drehsymmetrien eines Korper (Polyeders) bilden eine Gruppe.

@ Drehungen in der Ebene bilden eine Gruppe, sogar kommutativ.
Drehungen und Verschiebungen hingegen kommutieren nicht.

@ Hiitchenspieler: Die Vertauschungen (Permutationen) von n Objekten
bilden eine Gruppe, nicht kommutativ fir n > 3.
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Rechenregeln fiir die Zopfgruppe

1 1
.. . o i 1 i

Elementare Zopfe: 8= . , sit= .,
n n

1 1

Elementare Relationen: Es gilt s; s;- s; = 1, und auflerdem

PRG-be ;x:g

S Si+18; = Si+1 5i Si+1

:Si

S,LSJ:S]S,qur |'l—]| 22

Satz C3: Emil Artin 1925
Die Zopfgruppe auf n Strangen erlaubt die Prasentation

(Bn, *) = < 8150 38p—1

SiSjSi = SjSiSj fur |Z —]| =1 >

$;8; =8;8; fur [i—j]>2

J J
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Rechenregeln fiir die Zopfgruppe Erlauterung

Mathematik nannte man einst die Wissenschaft der Zahlen und Figuren.
Hier sehen Sie beides zugleich und zudem eng miteinander verwoben:
Wir tibersetzen Bilder in Formeln und ebenso zuriick Formeln in Bilder.
Dabei enthiillen wir eine wichtige, verborgene Struktur: eine Gruppe!

Artins Prasentation fasst alles zusammen, was wir zum Rechnen mit
Zopfen benoétigen: (1) Erzeuger: Jeden noch so komplizierten Zopf
erhalten wir als ein Produkt elementarer Zopfe. (2) Relationen: Jede
Umformung von Zopfen erhalten wir als Folge elementarer Relationen.

Es gibt viele interessante Gruppen, darunter ist die Zopfgruppe (B,,, *)
besonders leicht und intuitiv, denn wir kdnnen sie tatsachlich begreifen.
Sie tritt tiberall dort auf, wo n Objekte in einer Ebene bewegt werden,
vom Hiitchenspiel bis zu topologischen Quantencomputern.

Die Zopfgruppe (B,,, *) ist verwandt mit der Permutationsgruppe (S,,, o).
Letztere erhalten wir, wenn wir nur die Umordnung der Punkte 1,2,...,.n
vom Eingang zum Ausgang betrachten, aber die Strange dazwischen
vergessen. Auch diese Gruppe ist sehr konkret, schon und wichtig.
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Beyond Siteswaps...

Wir jonglieren Bélle-mit-Bandern... so wird der Zopf sichtbar!
Einige Experimente: Jonglieren eines Zopfes... und seines Inversen.
Der Siteswap 333 lasst sich tatsachlich auch zopfneutral jonglieren!

Verzopfen und entzopfen... zunédchst nacheinander, dann zeitgleich!

Dem Jongleur ist nichts zu schwor...

Am Ende gewinnt immer die Schwerkraft.

Fragen und Anregungen:

1 Lasst sich jeder Siteswap jonglieren? zopfneutral?
2 Lasst sich aus dem Zopf der Siteswap ablesen?

3 Wie viele Siteswaps gibt es? zu fester Lange ¢?

4 Wie kann man diese Siteswaps alle aufzéhlen?

5 ...und jonglieren? Bauen Sie einen Jonglier-Roboter!
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Beyond Siteswaps... Erlauterung

Damit beschlieffen wir unseren Spaziergang durch die wunderbare
Welt des Jonglierens und die noch phantastischere der Mathematik.
Wir haben mit mathematischen Objekten und Formeln jongliert!

Zuerst haben wir die zeitliche Struktur von Jonglier-Mustern untersucht.
Dazu bietet die Siteswap-Notation eine kurze, bequeme Beschreibung.
Dabei haben wir die schone, einfache Ballformel entdeckt und konnten
sie sogar elegant beweisen: Das gelingt durch doppeltes Abzahlen!

Nach der zeitlichen haben wir die raumliche Struktur des Jonglierens
untersucht und sind auf eine schone und wichtige Struktur gestof3en:
Gruppen, speziell die Zopfgruppe (B,,, *). Die abstrakt-mathematischen
Rechenregeln konnten wir anschlieffend konkret-anschaulich jonglieren!

Ich hoffe, diese Illustrationen haben Ihnen Freude bereitet und auch
einen ersten Eindruck vermittelt von der Vielfalt der Mathematik.

Vielen Dank!
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