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Willkommen! Uberblick

Ich begriiBe Sie herzlich zu TryScience und unserem Workshop.

Far TryScience bietet der Fachbereich Mathematik auch dieses Jahr
wieder eine unterhaltsame und lehrreiche Infoveranstaltung an.

Wir prasentieren ein mathematisches Thema, so dass interessierte
Schilerinnen und Schiiler die ,Uni ausprobieren® kénnen.

Unser Thema diesmal heif3t: Spieltheorie.

Wer dieses faszinierende Thema vertiefen mdchte, dem bietet sich eine
umfangreiche Lehrbuchliteratur. Zum ernsthaften Einstieg empfehle ich
das Buch von Duncan Luce & Howard Raiffa: Games and Decisions,
Dover Books on Mathematics, Reprint 2012, als glinstiges Taschenbuch
mit ausfihrlichen Erklarungen. (Nebenbei wird auch die mathematische
Darstellung eingefiihrt, mit einigen wenigen aber schénen Beweisen.)

Ebenso findet man im Internet zahlreiche Einflihrungen zur Spieltheorie
fur sehr unterschiedliche Zielgruppen und von eher variabler Qualitat.
Ein vollstandiges Lehrbuch bietet Giacomo Bonanno: Game Theory,
faculty.econ.ucdavis.edu/faculty/bonanno/PDF/GT_book.pdf.
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Warnhinweise Uberblick

Es geht um Mathematik. Das birgt besondere Chancen und Risiken, die
muss ich erklaren. Viele Schiler kommen ja mit Mathematik nicht mehr
in Kontakt. — ,Was? Wir haben doch Mathematik in der Schule! — Naja,
ein Fach wird so genannt; wenn’s gut lauft, lernen Sie etwas Rechnen.
Rechnen ist gut und nttzlich, doch Mathematik bietet so viel mehr!

Mathematik ist nicht (nur) die sture Anwendung vorgefertigter Formeln,
sondern (auch und vor allem) die Entwicklung neuer (Denk-)Werkzeuge.
Mathematik (gr. pordnuotixn téyvn) ist die Kunst des Erkennens.

Sie ist ein schépferischer Prozess zum Lésen von Problemen.

Was zeichnet mathematische Arbeit aus? Ehrlich sein zu sich selbst
und zu allen anderen, prazise formulieren, sorgfaltig argumentieren,
nachvollziehbar, nach logischen Regeln, alle Falle bertcksichtigen.

Sorgfalt und Ehrlichkeit sind mihsam, viele mégen das nicht, manche
spotten gar darliber. Beides ist dennoch bitter nétig, und es lohnt sich!
Was Sie einmal als richtig erkannt und nachgewiesen haben,

behalt seine Glltigkeit, auch nach Jahrhunderten, fir immer!

Andere Bereiche des Wissens sind modischer — aber fllichtiger.
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Vorgehensweise Oberbick

Die Arbeiten von Nobelpreistragern sind oft spannend und wegweisend.
FUr popularwissenschaftliche Vortrage eignen sie sich leider selten, oder
nur mit gréBten Mihen. Es gibt ein paar bemerkenswerte Ausnahmen,
wie Nashs Gleichgewicht in der Spieltheorie, von dem ich heute spreche,
oder Arrows Satz vom Diktator, den wir letztes Jahr vorgestellt haben.

Diese Theoreme sind schéne Lehrstlicke mathematischen Denkens.
Die Argumente sind genial, die Aussagen sind gesellschaftlich relevant.

Naturlich muss ich heute stark vereinfachen und abkirzen, aber es lohnt
sich: Wir werden die grundlegenden Begriffe und Methoden sehen, die
zur Analyse von Spielen genutzt werden, und allgemein zur Analyse und
Lésung von Konflikten. Dafiir bekam John Nash 1994 seinen Nobelpreis!

Dieser Vortrag steht lhnen schriftlich zur Verfigung, auch online.
Sie missen nicht mitschreiben; mir ist lieber, dass Sie mitdenken.
Bitte unterbrechen Sie mich, wenn etwas unklar ist!

Zbgern Sie nicht, lhre Fragen zu stellen!



Was ist ein Spiel allgemein gesehen?

Spiele im engeren Sinne sind Kinderspiele, Kartenspiele, Brettspiele,
Gesellschaftsspiele, Rollenspiele, Computerspiele, auch Handyspiele,
sportliche Wettkampfe, etwa Olympische Spiele, etc.

Wir fassen den Begriff des Spiels im Folgenden wesentlich weiter als
Interaktion mehrere Akteure, wobei es zu Konflikten kommen kann.

Spiele beschreiben Konflikte, Konkurrenz und Kooperation:
@ Mehrere Akteure interagieren (Spieler, Teilnehmer, etc.).
@ Jeder Akteur hat gewisse Handlungsoptionen (Zlge, Strategien).
@ Aus diesen Mdéglichkeiten wahlt jeder Akteur aus (frei, unabhangig).
@ Daraus entsteht flr jeden ein Ergebnis (Auszahlung, Nutzen, etc).
@ Jeder Spieler versucht, sein Ergebnis zu maximieren.

Ein Spiel muss demnach nicht kindisch-verspielt sein, sondern kann
durchaus vollkommen ernst sein. Hierzu nenne ich im Folgenden einige
Beispiele, damit Sie sich einen besseren Uberblick verschaffen kénnen.
Die mdglichen Interpretationen und Anwendungen sind unbegrenzt.
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Warum spielt der Mensch? Erauterung

Es ist eine bemerkenswerte Grunderfahrung: Der Mensch spielt, sogar
haufig und gerne! Das unterscheidet ihn von vielen anderen Lebewesen.

Homo ludens, der spielende Mensch: Im Spiel entdeckt und Gbt der
Mensch seine Fahigkeiten, macht Erfahrungen und entwickelt seine
Persoénlichkeit. Er erprobt Handlungsfreiheit und eigenes Denken.

Er erkennt und antizipiert die Konsequenzen seines Handelns.

Warum ist das so? Alles Leben ist Problemlésen, schrieb Karl Popper.
Und erfahrungsgemaf flhrt uns das Leben immer wieder in Konflikte.
Daher ist es Uberaus sinnvoll, Probleme vorher ,durchzuspielen®.

Die Evolution hat uns hierzu Neugier und Spielfreude geschenkt.

Die genauere Untersuchung fihrt uns zur Spieltheorie. Dies kénnen
wir ebenso gut Konflikttheorie nennen, oder Theorie der strategischen
Interaktion oder Interaktive Entscheidungstheorie. Das klingt seriés aber
leider auch schwerfallig. Die Bezeichnung Spieltheorie hat Vorteile: Sie
ist kurz und knapp, sie klingt positiv und beschreibt die Situation recht
treffend, und sie ist seit bald einhundert Jahren traditionell tblich.
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Eigenschaften von Spielen

Anzahl der Akteure

@ Ein Spieler: Geschicklichkeit, Steuerung, Optimierung

@ Zwei Spieler: Tischtennis, Schach, Handel, Vertrag

@ Drei und mehr Spieler: Wahlen, Koalitionen, Gesellschaft
Konkurrenz und Kooperation

@ Nullsummen vs Win-Win: Marktaufteilung, Absprachen

@ kooperativ vs nicht-kooperativ: Vertrage, Nebenzahlungen
Zufall und Information

@ deterministisch vs stochastisch: Go, Monopoly,

@ vollstandige vs unvollstdndige Information: Lotto, Poker
Zeitlicher Verlauf

@ parallel vs sequentiell: Quizz, Schere-Stein-Papier

@ diskret vs kontinuierlich: M-a-d-n, Onlinespiele, Bérse

Weitere Beispiele: StraBenverkehr, FuBball, Elfmeter, Schwarzfahren,
Auktion, Klausur, Bewerbung, Steuererklarung, Verhandlungen, etc.
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Eigenschaften von Spielen Erauterung

Spiele mit nur einem Akteur kénnen bereits sehr anspruchsvoll sein:

Sie wollen mit einem Fahrzeug von A nach B kommen (Auto, Fahrrad,
Schiff, Flugzeug, Raumsonde, etc). Damit dies tGberhaupt mdglich ist,
mussen Sie |hr Vehikel zunachst steuern kdnnen. Zudem wollen Sie den
besten Weg finden, Zeit und Aufwand minimieren, Nutzen maximieren.

In der Okonomie muss jeder Akteur &hnliche Probleme l6sen: Was ist
maoglich? Was ist erstrebenswert? Wie finde ich die beste Mdglichkeit?
Das fuhrt zu Fragen und Methoden der mathematischen Optimierung.

Bei zwei oder mehr Spielern kommt es zur Interaktion: Das Ergebnis
jedes Akteurs hangt nicht nur von seinen eigenen Entscheidungen ab,
sondern auch von den Aktionen der anderen Akteure. Wie bereits die
hier skizzierten ersten Beispiele zeigen, kann es dabei zu Konflikten
kommen, sowohl zu Konkurrenz als auch zu Kooperation.

Praktisch alles im Leben ist ein Spiel oder kann so gesehen werden.
Die groBBen Weltreligionen fassen das gesamte Leben in dieser Form:
Der Mensch wahlt frei seine Handlungen und wird hierfir belohnt oder
bestraft: Paradies / Himmel vs Hélle, Nirwana vs Wiedergeburt, usw.
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Wer interessiert sich flr Spiele?

Wer interessiert sich flr Spiele?

@ Kinder und Erwachsene, auch Eltern

@ Spieledesigner und Programmierer

@ Mathematiker und Sozialwissenschaftler

@ Biologen und Evolutionstheoretiker

@ Wirtschaftswissenschaftler und Anwender

@ Politiker, Diplomaten, Strategen, Militars
Spiele und Konflikte sind eine uralte menschliche Grunderfahrung.
DarUber hinaus gab es hierzu jedoch lange keinerlei geeignete Theorie.
Bis in die 1920er Jahre fehlte den Wirtschaftswissenschaften eine
geeignete Sprache zur quantitativen Erfassung und Untersuchung.
Hierzu braucht es raffinierte Mathematik! Erste Untersuchungen
unternahm in den 1920er Jahren der Mathematiker Emile Borel.
Der Durchbruch gelang 20 Jahre spater. Der Mathematiker John von
Neumann und der Okonom Oskar Morgenstern legten hierzu 1944
die Grundlage mit ihrem bahnbrechenden Lehrbuch Spieltheorie und
6konomisches Verhalten. Es qilt als Geburtsurkunde der Spieltheorie.
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Spieltheorie: die Grindungsvater

I
Emile Borel John von Neumann Oskar Morgenstern
(Saint-Affrique 1871 — (Budapest 1903 — (Gorlitz 1902 —
Paris 1956) Washington 1957) Princeton 1977)

1921: La Theorie du jeux
1928: Zur Theorie der Gesellschaftsspiele
1944: The Theory of Games and Economic Behavior



Spieltheoretiker der zweiten Generation
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John Nash Reinhard Selten John C. Harsanyi

(Bluefield/WV 1928 — (Breslau 1930 — (Budapest 1920 —
Monroe Township/NJ 2015) Posen 2016) Berkeley/CA 2000)

Alfred-Nobel-Gedéachtnispreis flir Wirtschaftswissenschaften 1994
fur ihre Pionierarbeit zu Gleichgewichten in nicht-kooperativen Spielen
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NObelpl’else fUI’ Spleltheorle Erlauterung

Der Alfred-Nobel-Gedachtnispreis flir Wirtschaftswissenschaften wird
seit 1969 vergeben, darunter immer wieder fur Arbeiten der Spieltheorie:

1994: fir Pionierarbeit zu Gleichgewichten in nicht-kooperativen Spielen
2005: fur die Analyse von Konflikt und Kooperation durch Spieltheorie
2007: far die Grundlegung der Theorie des Mechanismendesigns

Spieltheorie gehdrt so gesehen zur Mikro6konomie, denn sie untersucht
das Verhalten einzelner Akteure. Im Gegensatz hierzu untersucht die
Makrodkonomie Ubergeordnete Gré3en und Kennzahlen: Investition und
Konsum, Export und Import, staatliche Ausgaben und Steuern, etc.
Beide Sichtweisen gehéren zusammen und erganzen sich.

Ich werde Uber Spieltheorie sprechen, also mathematische Modelle und
Methoden. Bevor ich Sie damit jedoch erleuchte oder verwirre, méchte
ich gerne ein Experiment durchfiihren. Damit betone ich das empirische
Gegenstiick zur mathematischen Theorie: die experimentelle Okonomie.
Hier versucht man, konkrete Situationen zu verstehen, reale Daten zu
erheben, und daran die Theorie zu testen bzw. zu kalibrieren.
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Ein erstes Experiment: ,Hin-und-Ruck*

Zwei Spieler A und B interagieren anonym Uber eine Datenleitung.
Sie (er)kennen sich nicht und begegnen sich vermutlich nie wieder.

(A 10 . [B:0 |
(A 10—z \N]zg 21 |
’A:lO—x—l—y T/ ’yB:Qx—y ‘

Zu Beginn erhélt Spieler A ein Guthaben von 10€, Spieler B nur 0€.
Erster Zug: A schickt an B einen frei wahlbaren Betrag = € {0, 1,...,10}.
Dieser Betrag x wird bei A abgebucht und bei B doppelt gutgeschrieben.
Zweiter Zug: B schickt an A davon einen Betrag y € {0,1,...,2x}.
Dieser Betrag y wird bei B abgebucht und bei A gutgeschrieben.

Damit endet das Spiel und jedem wird sein Kontostand ausbezahlt.
Wichtig: Es gelten nur diese Regeln, und sonst keine weiteren.



Ein erstes Experiment: ,Hin-und-Ruck*

Beispiel 1: A schickt 4€, B schickt 3€ zuriick. &) A macht Verlust.

(A 10 . |B:0 |
' 7N+8 .

(A6 13’/]38. 8 |

’A: 9 ‘ ’B: 5 ‘

Beispiel 2: A schickt 7€, B schickt 9€ zuriick. (©) Beide profitieren.

(A 10 . |B:0 |
| N

(A3 +\9’/]95. 14 |

(A 12 | |B:5 |

Beachte: Der zweite Zug ist ein Nullsummenspiel, der erste Zug nicht!



111

Ein erstes Experiment: ,Hin-und-Ruck* Eruterung

Das ist ein einfaches aber typisches Modell wirtschaftlichen Handelns.
Wir kénnen diese Interaktion als ,Kredit und Riickzahlung® interpretieren:
Spieler A verleiht einen Teil seines Geldes, Spieler B erwirtschaftet
damit eine Verdopplung und zahlt zuriick: Tilgung plus Zinsen?
Allerdings gibt es keinen Vertrag und keine Strafen!

Ebenso kdnnen wir dies als Online-Handel interpretieren: Spieler A geht

in Vorleistung und verschickt die Ware, fir Spieler B ist diese doppelt so
nutzlich / wertvoll, schlieBlich bezahlt B nach seinem eigenen Ermessen.

Zugegeben, dieses Modell ist allzu simpel und eher unrealistisch,
insbesondere fehlen hier alle tblichen Kontrollmechanismen.

Der grof3e Vorteil ist jedoch: Alle Regeln sind klar und einfach.
Wir kdnnen es vollstédndig verstehen und beherrschen.

Das ist ein stark vereinfachtes Modell, sozusagen ein Laborexperiment.
Wir blenden alles andere aus und untersuchen es unter dem Mikroskop.
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Ein erstes Experiment: ,Hin-und-Ruck*

Wir haben dies flr Sie als Online-Spiel implementiert:

Ela7E

www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm/spiele
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Stufen der Rationalitat

Definition B1 (Stufen der Rationalitat)

Unter Rationalitat fassen wir folgende Axiome zusammen:

Z,: Jeder Spieler will seinen Gewinn maximieren.

2, : Jeder Spieler kennt und versteht die Regeln des Spiels.

%> Es gelten die Aussagen %, %1, und jeder Spieler weil3 dies.
%5 Es qilt die Aussage %-, und jeder Spieler weil3 dies.

etc... Genauer definieren wir fir jedes n € N>3 die Aussage
%y, Es qilt die Aussage Z,,_1, und jeder Spieler weil3 dies.

Z~: Es gelten die Aussagen %, fir alle n € N.

Axiome Z, und Z#, sind extrem wichtige Annahmen fiir die Spieltheorie:
Erst damit kdnnen wir das Spielerverhalten mathematisch analysieren.
Je nach Spiel nutzen wir auch die Verscharfungen %y, #s, %4, ... USW.

In Spielanalysen bzw. Beweisen ist es meist nitzlich anzugeben,
welche Stufe #,, der Rationalitat wir benutzen bzw. voraussetzen.
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Sthen der Ratlonalltat Erlauterung

Diese Axiome sind die Grundlage der Spieltheorie. Wir miissen sie
daher griindlich verstehen und an zahlreichen Beispielen diskutieren.

Als Warnung bzw. freundliche Enttduschung schicke ich gleich vorweg:
Diese ldealisierungen gelten in vielen Anwendungen Uberhaupt nicht!
Diese Eigenschaften sind zwar wiinschenswert aber oft nicht erfullt.

Axiom Z, bedeutet: Wir verkneifen uns metaphysische Spekulationen
Uber Moral, Ethik, Gerechtigkeit, Egoismus vs Altruismus, Erziehung,
Tradition, Religion, Stinde, Fegefeuer, jingstes Gericht, Karma, etc. ..

Damit will ich nicht behaupten, dass diese Fragen unwichtig wéaren, sie
liegen nur schlicht au3erhalb der Reichweite unseres mathematischen
Modells. Sie sind nicht Teil des von uns untersuchten Spiels.

Wenn wir diese Begriffe in der Spieltheorie betrachten wollen, und das
sollten wir, dann dirfen wir sie nicht implizit und vage dazufabulieren,
sondern mussen sie explizit und prazise im Spiel kodieren.
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Sthen der Ratlonalltat Erlauterung

Axiom #, bedeutet: Jeder Spieler kennt und versteht die Regeln des
Spiels, er kennt alle Handlungsoptionen und deren Konsequenzen.

Das ist eine zentrale aber manchmal allzu starke Annahme: Flr das
Spiel Schach kenne ich zwar alle Regeln, aber nicht alle Konsequenzen.
Mir fehlt die Rechenkapazitat, ausreichend viele Zige vorauszudenken.

Das gilt selbst fir sehr einfache Spiele, wie unsere folgenden Beispiele.
Sie werden sehen, dass Sie zwar die Regeln verstehen aber nicht sofort
alle Konsequenzen erkennen. Wir sehen das daran, dass Sie als Spieler
nicht sofort die beste Strategie wahlen, sondern noch Fehler machen.
Sie beherrschen das Spiel erst nach einiger Ubung!

Gerade hierzu ist es wichtig, diesen Vortrag mit konkreten Beispielen
aufzubauen, die Sie dann auch ernsthaft bearbeiten und lI6sen sollen.
Andernfalls héren Sie schéne Theorie und glauben, damit sei alles klar.

Die Wirklichkeit ist viel komplizierter. .. und auch viel interessanter!
Neben der Spieltheorie lohnt sich auch das soziale Experiment.
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Sthen der Ratlonalltat Erlauterung

Axiome %5, %5 usw. kodieren gegenseitige Einschatzungen der Spieler.
,Als Spieler verhalte ich mich rational. Dazu muss ich das Verhalten der
anderen Spieler vorhersehen, antizipieren, besser gesagt: berechnen.
Am besten gelingt mir dies, wenn ich weif3, dass auch die anderen
Spieler sich rational verhalten. Davon will und muss ich ausgehen.*

Wir nennen dies gemeinsames Wissen, engl. common knowledge.
Es genigt nicht, dass etwas wahr ist, es muss auch jeder wissen.
Und man muss sich darauf verlassen kénnen, dass es jeder weil3.
Und auch darauf, dass jeder weif3, dass jeder es weif3. Usw.

Das ist ein allgemeines und wichtiges Konzept: Das Wissen eines
Spielers besteht neben seiner reinen Sachkenntnis auch aus seinem
Metawissen lber das Wissen der anderen Spieler. ,Ich weil3, dass du
weil3t, dass ich weil3, ... " Das klingt vertrackt und ist es auch meistens.

Far die Analyse von Spielen ist die Verteilung von Wissen und der
Zugang zu Information von zentraler Bedeutung.
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Beispiel: Kuchen teilen

Aufgabe: Zwei Kinder, Alice und Bob, teilen sich einen Schokokuchen.
Damit es gerecht zugeht, gibt der Vater vor: Alice teilt, Bob wahlt aus.
Was wird passieren? rational? irrational? Ist das Ergebnis gerecht?

Lésung: Z,: Jedes Kind will méglichst viel Schokokuchen.
Diese stillschweigende Annahme ist wesentlich fir unser Modell!

1. Bob wird das gré3ere Stick erkennen und sich nehmen.
Er kann beide Stlicke anschauen oder wiegen, um sicher zu gehen.

%o Alice weil3, dass sie das kleinere Stlick bekommen wird.
Daher schneidet Alice zwei méglichst gleich groBe Stiicke.

© Dieses einfache Beispiel illustriert die Stufen der Rationalitét.
Alle Voraussetzungen sind tatsachlich nétig flr unsere Analyse!

© Wir werden spéter strategische Spiele in Normalform erkléren und
diese Lésung als (das einzige) Nash—Gleichgewicht wiedererkennen.

Ubung: Sobald Sie die Techniken kennen, fiihren Sie dies aus!



Beispiel: Kuchen teilen

206
Erlauterung

Alice

x < 500

x = 500

x > 500

Bob

wahle Min

wéhle Max

1000 — =

1000 — =

500
500

500
500

1000 — =

1000 — =

Auszahlungsmatrix (statisch) und Spielbaum (dynamisch) in Gramm:
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Beispiel: Kuchen teilen Erauterung

/\ Ohne Rationalitat ist eine Analyse / Prognose nahezu unméglich:

Zy: Wenn Alice oder Bob gar keinen Schokokuchen mag,
dann kénnen wir kaum vernunftige Vorhersagen machen.

21 Vielleicht ist Bob noch jung und unerfahren und kann die GréB3e von
Kuchenstlcken nicht treffsicher vergleichen. Die Masse kénnte er leicht
und zerstérungsfrei wiegen, zum Vergleich gentigt eine Balkenwaage.
Auch das Volumen kdnnte er leicht bestimmen, mit dem Archimedischen
Prinzip durch Wasserverdrangung. (Das gibt vermutlich Sauerei.)
Andernfalls tduschen ihn vielleicht komplizierte Formen, etwa fraktale
Kuchenstlcke, nicht-messbare Mengen etc. Vielleicht méchte Alice
genau dies provozieren, falls sie so etwas Uberhaupt herstellen kann.

% Ist Alice irrational so kdnnte sie ein gro3es Stlick schneiden und naiv
hoffen, Bob nimmt das kleinere. Ist Bob rational, so wird er das nicht tun.
Wenn Bob sich leicht tduschen lieBe, kénnte Alice zwei ungleiche Stiicke
so schneiden, dass Bob das kleinere und das gréBere verwechselt.
Wenn Bob das jedoch durchschaut, dann steht Alice schlechter da.
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Beispiel: Kuchen teilen Erauterung

Ist das Ergebnis ,fair“ oder ,gerecht“? Nun ja, das kommt darauf an. ..
Dies sind zuné&chst keine klar festlegten Begriffe. Dazu muassten wir
die Ziele ,Fairness” oder ,,Gerechtigkeit” genauer definieren und

dann anhand objektiver und nachvollziehbarer Kriterien prufen.

Wenn das erklarte Ziel ist, den Kuchen mdéglichst halftig aufzuteilen,
dann wird dies durch das Spiel ,Die eine teilt, der andere wahlt“ recht
gut implementiert. Dazu missen beide Spieler ,nur” rational handeln
und zudem die Spielaktionen sicher und prazise ausfihren kénnen.

@ Wenn Alice prazise schneiden, aber Bob nur grob schatzen kann,
dann ist Alice im Vorteil, und das Spiel verlauft zu ihren Gunsten.

@ Wenn Bob préazise schatzen, aber Alice nur grob schneiden kann,
dann ist Bob im Vorteil, und das Spiel verlauft zu seinen Gunsten.

Wenn wir uns Alice und Bob wirklich als kleine Kinder vorstellen,
dann hangt die Fairness von ihrem Alter und ihren Fahigkeiten ab.
Die Asymmetrie des Spiels kénnten wir per Minzwurf beheben,
eine eventuelle Asymmetrie der Fahigkeiten hingegen nicht!



Beispiel: die Erbschaft 209

Aufgabe: Alice und Bob erben 1000 000€. Das Testament verlangt:
Alice nennt dem Notar eine Teilung, z fir Bob und 1 000 000 — z fir Alice.
Dies kann Bob nun annehmen. .. oder ablehnen, dann verfallt das Erbe.
Was wird passieren? rational? irrational? Ist das Ergebnis gerecht?

Lésung: Z,: Jeder will seine Auszahlung maximieren.
Diese stillschweigende Annahme ist wesentlich fir unser Modell!

%1 Bob wird jeden Vorschlag = > 0 annehmen.
Das ist vielleicht wenig, aber immer noch besser als nichts.

%5 Alice weil3 dies und schlagt = 1€ vor.

© Dieses einfache Beispiel illustriert die Stufen der Rationalitét.
Alle Voraussetzungen sind tatsachlich nétig flr unsere Analyse!

© Wir werden spéter dynamische Spiele erklaren und diese Lésung
als (das einzige teilspielperfekte) Gleichgewicht wiedererkennen.

Ubung: Sobald Sie die Techniken kennen, fiihren Sie dies aus!
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Belsplel dle ErbSChaft Erlauterung

Wir interpretieren das Spiel wie folgt: Alice bietet = € {1,2,...,999999}.
Bob fordert anschlieBend y € {1,2,...,999999}. Bei Einigung (z > y)
tritt die Aufteilung (1000000 — z, z) in Kraft, andernfalls verfallt das Erbe.

Hier ist die zeitliche Reihenfolge entscheidend: Alice macht ihr Angebot
und kann nicht mehr zurtick, Bob ist daher unter Zugzwang. Muss Bob
zuerst fordern, so ist es umgekehrt. Als Variante ist auch gleichzeitige
verdeckte Abgabe von Alice’ Angebot und Bobs Forderung denkbar.



211

Belsplel dle ErbSChaft Erlauterung

/\ Ohne Rationalitat ist eine Analyse / Prognose nahezu unméglich:

Zy: Wenn Alice oder Bob gar kein Geld haben wollen,
dann kénnen wir kaum vernunftige Vorhersagen machen.

1. Wir gehen hier davon aus, dass Bob streng rational ist. ,Wer den

Euro nicht ehrt, ist das Erbe nicht wert.” Ist das zwingend? Vielleicht hat
Bob ein extremes Gerechtigkeitsempfinden und wird nur den Vorschlag
x = 500 000€ akzeptieren, nicht weniger, aber auch nicht mehr. Das ist
irrational, aber méglich. Vielleicht hat Bob 850 000€ Schulden und wird
von einem Killer verfolgt, dann wirde er nur x > 850 000€ akzeptieren.

%>. Wenn Alice an Bobs Rationalitat zweifelt, dann sollte sie ihre
Strategie anpassen. Zum Beispiel konnte Bob drohen: ,Alles unter
300 000€ werde ich ablehnen.” Aber ist diese Drohung glaubwirdig?
Wird er das wirklich tun, wenn er vor der endgiiltigen Entscheidung
steht? Wenn er rational ist, sicher nicht! Andernfalls vielleicht doch. . .

Alice muss also die Rationalitat von Bob einschatzen. Das ist schwierig.
Der Idealfall ist perfekte Rationalitét, aber das ist nicht immer realistisch.
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Belsplel dle ErbSChaft Erlauterung

Ist das Ergebnis ,fair“ oder ,gerecht“? Nun ja, das kommt darauf an. ..
Dies sind zun&chst keine klar festlegten Begriffe. Dazu mussten wir
die Ziele ,Fairness” oder ,Gerechtigkeit” genauer definieren und

dann anhand objektiver und nachvollziehbarer Kriterien prufen.

@ Wenn das erklarte Ziel ist, das Erbe mdglichst hélftig aufzuteilen,
dann wird es durch das Testament denkbar schlecht implementiert.

@ Wenn das Ziel nur ist, das Testament wortgetreu auszufihren,
dann erfillt das beschriebene, rationale Verhalten genau dies.

Genauso gut hatte der Erblasser die Aufteilung 999 999€ fir Alice

und 1€ fir Bob im Testament festlegen kénnen. Ist das un/fair?

Das Testament ist ungewdhnlich, aber nicht zwangslaufig un/gerecht;
dazu mussten wir viel mehr Vorgeschichte und Kontext kennen.
Vielleicht ist es ausgleichende Gerechtigkeit fur friiheres Verhalten?
Und was ist mit Chuck, der nicht erwahnt wurde und nichts bekommt?
Vielleicht ware es besser, das Erbe verfallt fir wohltatige Zwecke. ..
Vielleicht will der Erblasser Alice und Bob eine Lehre erteilen?



Beispiel: Kiosk am Strand 2

E@@@@@@@@@g

Sie erdffnen einen Kiosk, mdgliche Positionen sind x € {0,1,...,10}.
Die Badegaste sind gleichverteilt und gehen immer zum nachsten Kiosk.
Jeder Spieler (Kiosk) maximiert seine Kundenzahl (Umsatz, Marktanteil).
Bei sonst gleichem Anteil sucht jeder die N&he zur Zufahrtstra3e 0.
Aufgabe: (1) Sie haben die einzige Lizenz. Wo bauen Sie lhren Kiosk?
(2) Sie haben die erste von zwei Lizenzen. Wo bauen Sie Ihren Kiosk?
(3) Sie haben die erste von drei Lizenzen. Wo bauen Sie lhren Kiosk?
Finden Sie zu jedem Zug von A die beste Antwort von B und von C!

Losung: Bei rationalem Verhalten finden wir folgende Anordnungen:

(1 ™ 17 v 17 T 10 T 170 7T 1T 17

(2 17 T 17
1cr

T AT 7T T T T 1T
@) T 1T 1B O 17T TT T AT 17 1T
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Beispiel: Kiosk am Strand

Ausflhrlich: Frage (1) wird gelést durch die offensichtliche Optimierung.
Bei Frage (2) suchen wir zu jeden Zug von A die beste Antwort von B:

W B 7 T 00O 1T T T 1T 1T 1:10
7 17ar B 17T 10 1017 1O 1T 1O OTT 2:9
7T 17 TAT T8r 1O 10 17 T 1T 17 17 3:8
0 10 17 Iar 8 1O 10 .7 T 1T 17 4:7
7T 10 17 TT ™aT B 17 LT 1T 1T 17 5:6
7 17 17 T 87 a1 17 T T 10 17 6:5
17 17 17 T 1T 87 77T T TT 17 17 5:6
O 10 7T T 1O O B TAT LT 1T 1T 4:7
0 10 17 T 1o 1O 17 B 17ar 17 17 3:8
T 17T 10 T 10 1017 1o B 1A 17 2:9
T 10 7 T 1O O 17 1T 1T 18T TAT 1:10

Versuchen Sie, die Losung sauber aufzuschreiben: Wie organisieren Sie
Ihre Notation und lhre Argumente mdglichst klar und nachvollziehbar?
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Beispiel: Kiosk am Strand Edautorung

Frage (3) ist langer, wir missen systematisch und sorgfaltig vorgehen.
Dies ist ein einfach-schénes Beispiel der kombinatorischen Spieltheorie:
Wir durchsuchen hier einen endlichen Entscheidungsbaum, z&hlen alle
Méglichkeiten auf und sortieren sie nach den Kriterien der Rationalitat.

/\ Jeder Spieler muss bei seiner Analyse Annahmen machen (iber die
Rationalitat seiner Mitspieler. Ich nenne hierzu ein einfaches Beispiel:

Ware B gierig und dumm, dann wére Platz 4 fir A ein guter Zug:
Spieler B wird kurzsichtig Platz 5 wéhlen, und Spieler C folgt auf Platz 6.
7 1T 1T 17T T1AT cr 1T 17 17 17

Sind B und C rational, dann wére Platz 4 fur A ein schlechter Zug:
Spieler B wird schlau Platz 6 wahlen, und Spieler C folgt auf Platz 3.

0 17 17T ©o W 17 ®Br v i oo

Um unsere Analyse zu vereinfachen, nehmen wir hier vollstdéndige
Rationalitat an, wie oben erklart. Damit wird das Kioskproblem stark
vereinfacht und l6sbar durch eine kombinatorische Optimierung.



Beispiel: Kiosk am Strand Erautering

Aufgabe: Diskutieren und l6sen Sie das Problem fiir drei Kiosklizenzen.
Versuchen Sie, Ihre Lésung sauber aufzuschreiben: Wie organisieren
Sie Ihre Notation und Argumente mdéglichst klar und nachvollziehbar?

Wenn Sie Freude daran haben, diskutieren Sie Erweiterungen:

Was passiert, wenn Kiosk A und C demselben Spieler gehéren?
Was passiert, wenn Kiosk B und C demselben Spieler gehéren?
Was passiert, wenn Kiosk A und B demselben Spieler gehéren?

Aufgabe: Wenn Sie gerne programmieren, dann kénnen Sie die
einfachen, aber langlichen Aufzahlungen einem Computer Ubertragen.

Tipp: Lésen Sie so am besten gleich das allgemeine Problem fir
einen Strand der Lange ¢ und k Kiosklizenzen, wobei 1 < k < /.
(Der Spezialfall £ = 3 ist einfacher und auch schon interessant.)

Herausforderung: Erweitern Sie dies zu Koalitionen, wobei sich die
Kioske in feste Gruppen einteilen, so wie Geschéfte einer Kette.
Denkbar sind zwei Spieler, die abwechselnd ihre Kioske setzen.
Noch kniffliger: Der Zufall entscheidet, wer als néchster setzt.
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Ein Spiel, viele Anwendungen Erauterung

Es geht in der Spieltheorie einerseits um konkrete Spiele und Strategien,
um explizite Probleme und prazise Lésungen, um rationales Verhalten,
notgedrungen auch um irrationales und begrenzt rationales Verhalten.

Andererseits geht es auch um gemeinsame Muster und Mechanismen.
Wenn Alice und Bob einen Kuchen oder ein Erbe teilen, dann beschreibt
das auch allgemeinere Verhandlungssituationen, zumindest im Prinzip.
Die Details sind sicher verschieden, aber die Mechanismen sind ahnlich.

Die hier untersuchten Spiele sind stark vereinfacht, manchmal lacherlich,
oft genug Ubertrieben simpel, doch sie treffen haufig einen wahren Kern.
Solch konkrete Beispiele benennen und reprasentieren typische Muster.
Ihre Einfachheit zeigt den Problemkern besonders klar und deutlich.

In konkreten Anwendungen mussen wir genaue Daten berlcksichtigen,
es gibt viel mehr Wenn-und-Aber, und all das ist auch gut und richtig so.
Dennoch: Nach Sichtung und Abwéagung aller Details, stellt sich in erster
Naherung oft genug ein ganz einfaches Muster als wesentlich heraus,
als dominierender Term, als hauptsachlicher Kern des Problems.
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Ein Spiel, viele Anwendungen Erauterung

Das Strandkiosk-Problem ist eine schéne kombinatorische Aufgabe.
Sie steht hier stellvertretend fir ahnliche Spiele, allgemein fir Konflikte
um eine raumliche Marktaufteilung, Konkurrenz um Marktanteile, etc.

Maogliche Anwendungen gehen wesentlich weiter als auf den ersten Blick
erscheint. Der Kampf um den Strand kann auch anderes darstellen!

Danken Sie zum Beispiel an ein politisches Spektrum, die verbreitete
Sprechweise von ,links* und ,rechts” ist eine hilfreiche Vereinfachung.
Wir gehen davon aus, dass Wahler Uber das Spektrum verteilt sind und
immer genau die Partei wahlen, die ihrer Position am nachsten liegt.

Wenn es nur eine Partei A gibt, wie positioniert sie sich im Spektrum?
Nun, das ist eigentlich egal, da sie alle Wahlerstimmen bekommt.

Wenn es zwei Parteien A und B gibt, wie positioniert sich die erste?
Genau dieses Problem haben wir oben geldst! Tatsachlich beobachtet
man in der politischen Debatte den Kampf um die ,politische Mitte*.
Jetzt wissen Sie etwas genauer, warum das strategisch sinnvoll ist.
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Ein Spiel, viele Anwendungen Erauterung

Moment mal, kdnnen wir das banale Strandkiosk-Problem ernsthaft
vergleichen mit hochkomplizierten parteipolitischen Strategien?
Genau genommen naturlich nicht, aber grob gesagt schon.

Das ist die Starke und zugleich die Begrenzung solcher Modelle:
Sie treffen den Kern des Problems, sie sind einfach und Ubersichtlich
und leicht zu verstehen, sie taugen wunderbar als erste Naherung.

Flr eine genauere Analyse im konkreten Einzelfall dirfen wir nattrlich
nicht stur bei dieser Grundidee verharren, sondern miissen wesentlich
weiter gehen und genauer hinschauen. Im obigen Parteienbeispiel:

Die politische Landschaft ist heutzutage nicht (mehr) eindimensional,
das Wéahlerverhalten ist (leider) nicht so einfach vorhersehbar, etc.
Dennoch: Nach Sichtung und Abwéagung aller Details, stellt sich in erster

Naherung oft genug ein ganz einfaches Muster als wesentlich heraus,
als dominierender Term, als hauptsachlicher Kern des Problems.
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Ein Spiel, viele Anwendungen Erauterung

Wir werden dieses Phanomen noch des Ofteren beobachten: Selbst
Ubertrieben einfache Spiele treffen den Kern einer Konfliktsituation.

Das also war des Pudels Kern!
(Johann Wolfgang von Goethe, 1749-1832, Faust I)

Das Modell, das wir von der Realitat entwerfen, hilft und leitet uns,
doch niemals sollten wir naiv das Modell fir die Wirklichkeit halten.
Von dieser ersten Naherung ausgehend kénnen wir unser Modell
je nach Bedarf verfeinern und konkreten Gegebenheiten anpassen.

Die Wirklichkeit ist komplizierter als sie auf den ersten Blick scheint.
Gerade deshalb lohnen sich mathematische Prazision und Sorgfalt.
Das mathematische Modell dient uns als Grundlage und als Maf3stab,
selbst wo es versagt, fur die Abweichung von Prognose und Experiment.
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Beispiel: drohen oder nachgeben?

¢ Start USA EU
——e USA drohen nicht. 5 9
USA drohen mit Zéllen.
——e Europa gibt nach. 6 7
Europa droht ebenfalls.
——e USA lenken ein. 4 8
—e Es kommt zum Handelskrieg. 3 6

Aufgabe: Was wird passieren? rational? irrational?

Losung: Z,: Jeder maximiert sein Ergebnis (wie rechts gezeigt).
2, Vor einem Handelskrieg im 3. Zug lenken die USA ein (vorteilhaft).
% Die EU weil3 dies, also wird sie im 2. Zug drohen (vorteilhaft).
5 Die USA wissen dies, also werden sie im 1. Zug nicht drohen.
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Beispiel: drohen oder nachgeben? Erauterung

Die Zahlen rechts bewerten jeden der mdglichen Ausgange fir die USA
und die EU auf einer (fiktiven) Werteskala. Wir denken an eine geeignete
Gewichtung aus wirtschaftlichem Ertrag und politischem Ansehen.

Solche Zahlen sind schwer zu ermitteln und werden zur Zeit hitzig
debattiert. Wir nehmen fur unser Modell diese Zahl und analysieren die
Situation auf dieser Grundlage. Andere Kalibrierungen sind mdéglich.

/\ Alle Voraussetzungen sind tatséchlich nétig fir unsere Analyse!

1 Sind die USA irrational, so kénnten sie sich im 3. Zug fir einen
Handelskrieg entscheiden, obwohl dies zu ihrem Nachteil wére.
Das kann an einer falschen Einschéatzung der Situation liegen,
anderen Bewertungen, oder allgemein an mangelnder Rationalitat.

> Im 2. Zug muss die EU daher die Rationalitat der USA einschéatzen.
Gegen einen Wahnsinnigen wére es tatsachlich besser einzulenken!
Z5:Im 1. Zug hatten die USA also Interesse daran, flir wahnsinnig

gehalten zu werden: Das entspricht einem Bluff. Nur dann wére es
rational, mit einer ersten Drohung die Eskalation einzuleiten.



Nochmal unser Experiment: ,Hin-und-Rlck" &

Im Lichte dieser Erkenntnisse spielen wir erneut ,Hin-und-Ruack".

(A 10 . |B:0 |
(A110 -z +;NE:2$ |
’A:lO—aH—y ‘ ’B:2x—y ‘

Aufgabe: Maximieren Sie Ihre Ertrage bei diesem Spiel!
Wie gelingt das rational? fir Spieler B? fur Spieler A?

Sie kennen dieses Spiel aus dem ersten Durchgang. Wir spielen es nun
ein zweites Mal. Anders als beim ersten Mal haben Sie nun wesentlich
mehr Spielerfahrung und zudem einen genauen Begriff der Rationalitéat.

Sie kdnnen beides nutzen: Sie dirfen lhre vorherige Strategie andern.
Versuchen Sie beim zweiten Durchgang, Ihre Ertrage zu maximieren!
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Nochmal unser Experiment: ,Hin-und-Rdck*® Eruterung

Die Ergebnisse des Experiments sind lehrreiche Messwerte: Manche
Teilnehmer verhalten sich eher egoistisch, andere eher altruistisch.

Was genau die Spielerpopulation tun wird, lasst sich nicht vorhersagen,
sondern nur experimentell messen. Die Auswertung zeigt ein Abbild
unserer (kleinen) Gesellschaft und misst das gegenseitige Vertrauen.

Kaum jemand spielt vollkommen rational, und das ist fir alle vorteilhaft:
Im Durchschnitt zahlt sich das Wagnis der Kooperation tatséchlich aus!
Zumindest ist dies meine bisherige Erfahrung mit diesem Experiment.

Die Veranderung zwischen beiden Durchgangen ist aufschlussreich.

Durch zunehmende praktische Erfahrung und theoretische Kenntnisse
verbessert jeder Spieler seine individuelle Strategie. Im Gesamtbild
nehmen die Egoisten zu und die Altruisten ab. Der Gesamtertrag sinki!

Dieses Spiel provoziert ein beriihmtes Paradox: Jeder einzelne Spieler
versucht rational, seinen Profit zu maximieren. Die Gesellschaft wird im
Gesamtbild egoistischer, das gegenseitige Vertrauen sinkt, damit auch
der Gesamtertrag. Lokale Maximierung fuhrt in ein globales Minimum.



Wozu dient Mathematik?
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Erlauterung

Alles Leben ist Problemldsen.

Theorie

2. Modell
grundlegende Eigenschaften
Annahmen, Gesetze, Axiome

|

1. Empirie
Beobachtung / Experiment
Erfahrungen, Probleme, Ziele

modellieren 1) abstrahieren

auswahlen

Realitat

vereinfachen

(Karl Popper)
/' Mathematik

analysieren 3. Theor'e
aufbauende Eigenschaften
folgern Regeln, Satze, Beweise
konkretisieren || kalibrieren
TN spezialisieren || anpassen
lberpriifen 4. Anwendung .
Interpretation der Ergebnisse
e Uberpriifung des Modells
/ Anwendung

Mathematik untersucht sowohl abstrakte Strukturen als auch konkrete
Anwendungen. Dies sind keine Gegensatze, sondern sie erganzen sich!

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant)



Wozu dient Mathematik? Erauterung

Wir beginnen mit der Empirie, also konkreten Beobachtungen
und praktischen Erfahrungen. Hieran erkennen wir Probleme und
formulieren unsere Ziele: Wir wollen die vorliegenden Probleme Iésen!

Wenn wir bereits eine mdgliche Lésung vorliegen haben oder zumindest
vermuten, dann kénnen wir sie tberprifen und soweit nétig anpassen.
(Tradition, Erfahrung, Ausbildung, Anleitung, Nachahmung, Erklarvideo)
Meist kennen wir jedoch noch gar keine Lésung. Wir kénnten uns durch
Versuch-und-Irrtum vortasten, doch blindes Herumprobieren kostet Zeit,
oft dauert es zu lange, ist zu aufwéndig, geféhrlich oder gar unmdglich.

Besser wir gehen planvoll vor und suchen systematisch nach einer
Lésung, oder gar nach allen Lésungen, um dann die beste auszuwahlen.

Das ist der Nutzen der Theorie: Sie erweitert unseren Werkzeugkasten,
wo blof3es Probieren nicht gentigt. Theorie und Anwendung ergénzen
sich: Proben sind weiterhin gut und richtig, doch erst die Theorie liefert
neue Ansatze, die sich lohnen auszuprobieren. Die Trefferquote steigt.

Probieren geht lber studieren? Studieren erweitert probieren!
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Ist Spieltheorie deskriptiv oder normativ? Erauterung

Modelle kénnen deskriptiv aber auch normativ eingesetzt werden.
Deskriptiv: beschreibend (Kettenlinie), erklarend (Planetenbewegung),
vorhersagend (Wetterbericht). Normativ: vorschreibend (Bauplan),
planend (Raumsonde), gesetzgebend (Umwelt- und Klimaschutz).

Das Kiosk-Problem haben wir durch systematische Untersuchung aller
Falle geldst. Bei drei Spielern erfordert dies 11 - 10 - 9 = 990 Falle; hier
sind Systematik und Sorgfalt unbedingt erforderlich, um keinen Fall zu
vergessen oder falsch auszuwerten. Das ist miihsam, aber es lohnt sich!

Diese Genauigkeit ist typisch fur wissenschaftliche Vorgehensweise.
Logik und Systematik, Ehrlichkeit und Sorgfalt sind die grundlegenden
Techniken der Mathematik — und jeder ernsthaften Wissenschaft.

Dieses Anwendungsproblem ist vereinfacht, doch halbwegs realistisch.
Die Analyse gibt einen klaren Ratschlag, gar eine Handlungsanweisung:
Bei drei Lizenzen sollte der erste Platz 8 wahlen. Das ist keineswegs
offensichtlich, sogar eher lberraschend. Hier ist die Theorie normativ,
sie schreibt vor, was optimales Verhalten ist. Entspricht dies auch dem
tatsachlich beobachteten Verhalten? Hier kommt die Empirie ins Spiel!
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Ist Spieltheorie deskriptiv oder normativ? Erauterung

Spieltheorie kann nicht nur normativ, sondern auch deskriptiv genutzt
werden, um beobachtetes Verhalten zu beschreiben und zu erklaren.
Hier ist unser Spiel ,Hin-und-Rick" lehrreich und Gberraschend!

Die Theorie untersucht wie immer zunachst das rationale Verhalten.
%1 Spieler B schickt nichts zurlick. %,: Spieler A schickt nichts hin.
Das beobachtete Verhalten sieht jedoch ganz anders aus! Hierzu ist
entscheidend, ehrliche und ausgeklligelte Experimente durchzuflhren.
Nur so kdnnen wir unsere Theorie mit der Realitat vergleichen.

Wie ist die Abweichung zu erklaren? Einerseits gehen die Spieler nicht
streng rational vor, etwa weil die Zeit oder der Wille flr eine genauere
Analyse fehlt, oder weil Uberzeugungen von Moral und Gerechtigkeit
mitschwingen. Eine verbesserte Theorie sollte dies berlcksichtigen!

Andererseits kdnnen wir das Experiment verbessern und erweitern.
Durch wiederholtes Spielen gewinnen die Teilnehmer an Erfahrung:
Probieren erganzt studieren! Das beobachtete Verhalten nahert sich
dann tatsachlich der theoretischen Vorhersage. Unsere Theorie macht
also doch zutreffende Vorhersagen, aber auf etwas subtilere Weise.
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Mengen und Elemente Eruterung

Sie kennen Mengen wie die natirlichen Zahlen N = {0, 1,2, 3, ...} oder
die ganzen ZahlenZ = {...,—-3,—-2,—1,0,1,2, 3, ...}, die rationalen
ZahlenQ ={a/b|a,beZ, b> 0}, die reellen Zahlen R, etc.

Eine Menge A = {a,b, ¢, ...} ist die Zusammenfassung ihrer Elemente
a,b,c,....Wirschreiben a € A fir ,a ist Element von A", kurz ,a in A“.
Zum Beispiel gilt = € {a, b} genau dann, wenn x = a oder x = b gilt.

Die leere Menge schreiben wir () oder {}; sie enthalt keine Elemente.
Wir nennen B eine Teilmenge von A, geschrieben B C A, wenn jedes
Element von B auch in A liegt, also fir jedes = € B auch z € A qilt.

Im Falle B C Aund A C B gilt A = B: Beide haben dieselben Elemente.
Demnach gilt {a,b} = {b,a}. Es qilt N C Z aber nicht Z C N, kurz Z Z N.
Aussonderung: Mit { x € A | p(x) } bezeichnen wir die Teilmenge aller
Elemente z € A, die eine gegebene Eigenschaft p(z) haben. Beispiele
sind Lésungsmengen wie { z € Z | 2> < 10 } = {-3,-2,-1,0,1,2,3}
und {z €eR |22 =2} ={-v2,V/2}sowie {z€Q|z2=2}=0.
Operationen: Vereinigung AU B = { x | x € A oder z € B }, Schnitt
ANB={z|xze€Aundz e B}, DifferenzA~B={zcA|xz¢ B }.
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Paare Und Funktlonen Erlauterung

Ein Paar (a, b) fasst zwei Elemente «, b in dieser Reihenfolge
zusammen: Genau dann gilt (a,b) = (¢,d), wenn a = cund b = d gilt.
Wir schreiben A x B = { (a,b) | a € A, b € B } fur die Menge all dieser
Paare, und nennen sie das kartesische Produkt der Mengen A und B.
AlS Beispiel: {07 17 2} x {a7 b} = {(07 (1), (07 b)7 (17 a)7 (17 b)7 (27 a)? (27 b)}
Ist A eine endliche Menge mit n Elementen, so schreiben wir A = n.
Esqilt i(AUB) =4A+ B — (AN B)und §(A x B) = (t4) - (1B).

Sie kennen Funktionen wie ¢(x) = 22, ausflhrlich ¢: R — Rxq: 2 + 22,
sowie r:R>p - R:z +— /zund sin: R — [—1, 1] : « + sin(z); wir nutzen
die Notation [a,b] ={z e R|a<z<b}undRso={ze€R|z>0}.
Eine Funktion f: X — Y von der Startmenge X in die Zielmenge Y
ordnet jedem Element = € X genau ein Element y € Y zu, kurz = — y,
gelesen ,x wird abgebildet auf y*, oder f(z) = v, ,.f von z ist gleich y*.

Formal wird f festgelegt durch alle Paare (z,y) € X x Y mit f(z) = y.
Dies entspricht dem Graphen F' = { (z,y) € X x Y | f(x) =y } von f.
Umgekehrt definiert F C X x Y genau dann eine Funktion f: X — Y,
wenn gilt: Zu jedem z € X existiert genau einy € Y mit (z,y) € F.
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Funktionen von zwei Variablen Erfauterung

Wir betrachten die Mengen X = {&. #. 9, ¢} und Y = {B,D,K}.
Ihr kartesisches Produkt X x Y ist dann, wie oben erklart, die Menge

X xY = { &B,&D, &K, AB, AD, AK, ¥B, ¥D, YK, 4B, 4D, K }.
Allgemein ist das kartesische Produkt definiert als Menge aller Paare:
XxY={(z,y)|zeX, yeY}

Eine Funktion f: X x Y — R ordnet jedem Paar (z,y) € X x Y eine
Zahl f(z,y) € R zu. Typisches Beispiel aus Schule und Universitat:

RQ:RXR:{(x,y)‘xGR,yGR}
f:RxR—=R: (z,y)— f(z,y)

Der Funktionswert f(x,y) hangt hier von zwei Parametern x und y ab.
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion f(x,y) = 22 — 32.

Zu jedem festem y ist z — f(z,y) eine nach oben gedffnete Parabel.
Zu jedem festem x ist y — f(z,y) eine nach unten gedffnete Parabel.
Solche Beispiele kénnen wir uns als Flache im Raum bildlich vorstellen.



308

Erlauterung

Funktionen von zwei Variablen
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Koordinatenweises Minimum und Maximum Erlauterung

Aufgabe: Sei X =Y =[-1,1]={teR|-1<t<1 }dasreelle
Intervall von —1 bis +1. Das kartesische Produkt ist somit das Quadrat

XxY={(z,y) eR?| -1<z,y<1}.
Hierauf betrachten wir analog zur obigen Skizze die Funktion
f:XxY =>R: (z,y)— flz,y) = 32° — 5°.

(1) Bestimmen Sie fur jedes x € X bzw. y € Y die Funktionen

g«(z) = L%iél fx,y), ha(y) = min f(x,y),
g (x) = ma f(z,y), h*(y) = max f(z,y).

(2) Berechnen und vergleichen Sie die folgenden Werte:

. . ? . . ?
min min fz,y) = min min f(z,y), max max f(z,y) = max max f(z,y),

. ? . . 2 .
max min f(z,y) = min max f(z,y), min max flz,y) = s min f(z,y).

Welche Beziehungen vermuten Sie zwischen diesen acht Werten?



Koordinatenweises Minimum und Maximum oo

Erlauterung

Lésung: (1) Wir finden (graphisch oder rechnerisch):

g+(2) = min f(z,y) = 32 - 5, he(y) = min f(z,y) = —5¢7,
yey zeX
g*(x) = max f(z,y) = 327, h*(y) = max f(z,y) = 3 — 5y°.
yey reX
(2) Daraus folgern wir:
i * = _57 9 h* - _5a
min min. f (,y) = min g.(z) min min f(z,y) = min (v)
- 37 b h* - b
max max f (z,y) = max g*(z) M A f(z,y) = max (y)
=2 h(y) = —2
max min f (z,y) = max g.(z) , minmax f (z,y) = min (v) :
=0 he(y) =0
minmax f(z,y) = ming*(v) =0,  maxmin f(z,y) = maxh.(y)

Allgemein ist max, max, f(r,y) = max, max, f(z,y) = max(,,) f(z,y)
und min, miny f(r,y) = min, min, f(z,y) = min, ) f(r,y) das globale
Maximum / Minimum der Funktion f: X x Y — R. Die vier gemischten

min—max—Terme liegen dazwischen, aber sie stimmen im Allgemeinen
nicht Gberein! Das schauen wir uns nun genauer an. ..



Funktionen von zwei Variablen: ein Paraboloid sutorung

Erlauterung

Aufgabe: Wie zuvor sei X =Y = [—1, 1]. Skizzieren Sie die Funktion
f:XxY =R: (z,y) = f(z,y) = 32> + 59°.
Berechnen Sie alle min—max—Terme wie in der vorigen Aufgabe.

Losung: Wir finden (graphisch oder rechnerisch):

* = i I = 3 27 h* = i I = 5 27
g« () min flz,y) =3z (y) = min f(z,y) = 5y
g*(x) = max f(z,y) = 32 + 5, h*(y) = max f(z,y) = 3+ 5y°.
yey zeX
Daraus folgern wir:
= = h =
gg)r(lgnemf(x ) = ming.(z) =0, ggggg;gf(%y) min «(y) =0,
r&%ryneagf( = maxg"(z) =8, max max f(z,y) max (y) =38,
9 - * :37 i 9 = i h’* = 9
R g f(@,y) = maxg.(z) min max f (z,y) = minh*(y)
y) = =5, i L) = max h, (y) = 5.
min max f(@,y) = ming*(z) max min f (2, y) max (y)
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Erlauterung
P z, 3392 2
SN
7
6 ]
5 8
4 8
3 8
AN 1
1 Vo
91 Yy



Funktionen von zwei Variablen: ein Sattel o

Erlauterung

Aufgabe: Sei X = [—2,2] und Y = [-3, 3]. Skizzieren Sie die Funktion
f:XxY SR : (z,y) = flz,y) =ay.
Berechnen Sie alle min—max—Terme wie in den vorigen Aufgaben.

Lésung: Wir finden (graphisch oder rechnerisch):

« = 1 s g —3 , h* g 1 s = —2 s
g«() Iylggf(w Y) |z| (y) ;rél)rgf(:r Y) |y
g*(z) r;leagf(:v,y) +3|z|, (y) gg}gf(x,y) +2|x],

Daraus folgern wir:

I;él)l’(l ggn flz,y) = néin g«(z) = —6, gg/l Irl’él)r(l flz,y) = grg}r/l h«(y) = —6,
maxmax f(z,y) = max g"(z) =6, maxmax f(z,y) = maxh*(y) =6,
max min f(z,y) = maxg.(z) =0, min max f(z,y) = min h*(y) =0,
;Iél)I(l I;lg;( flz,y) = I;él)r(lg *(x) =0, max min f(z,y) = max h.(y) =0

yeY zeX yey
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Erlauterung

ein Sattel

iablen:

i Vari

ionen von zwel
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Ein warnendes Gegenbeispiel sutorung

Erlauterung

Vielleicht vermuten Sie fir jede Funktion f: X x Y — R die Gleichheit

? .
max min f(z,y) = min max f(z,y),

? .
min max f(z,y) = max min f(x,y).

Es gibt Gegenbeispiele, auf den ersten Blick ist keines offensichtlich.
Suchen ist schwer! Diese Aufgabe erfordert Kreativitat und Sorgfalt:

Aufgabe: Seien Sie kreativ: Finden Sie ein Gegenbeispiel f : R? — R!
Seien Sie sorgfaltig: Untersuchen Sie Ihre Funktion f genau wie zuvor!

Lésung: Als ein geeignetes Gegenbeispiel betrachten wir die Funktion
iR =R (2,y) = fl2,y) = sin(z +y).

Wir finden (graphisch oder rechnerisch) die gemischten min—max—Werte

1, 1,
max min f (z,y) = min max f (z,y) =+
minmax f(z,y) = —1, max min f(x,y) = +1.

zeX yey yeY zeX
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Ein warnendes Gegenbeispiel Eruterung

f(z,y) =sin(z +y)

R
AR

\‘ \
LR

bbbbb

Fur jedes feste x € R bzw. y € R gilt in diesem Beispiel:

1 — 1 :—]_ = = ].
yg[g’rzlﬂf(x,y) mg[g’gﬂf(w,y) : yé?(fé‘w]f(x’y) mél[lggﬂ]f(w,y) +



Was ist ein Spiel mathematisch gesehen?
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D

Strategi
seS

Der Spieler sucht seine Strategie s € S so, dass sein Resultat r = u(s)
maximal ist, also u(z) < u(s) fur alle alternativen Strategien x € S gilt.
Definition C1 (Spiel mit nur einem Spieler: Gewinnmaximierung)
Ein Spiel mit nur einem Spieler ist eine Funktion u: S — R:s — u(s).

Hierbei ist S die Menge der Strategien, die der Spieler wahlen kann,
und R ist die Menge moglicher Resultate, linear geordnet durch <.

Meist sind R die reellen Zahlen, und wir nennen u die Nutzenfunktion.
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Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? Eréuterung

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall eines einzigen Spielers. Gegeben
ist die Menge S der mdglichen Strategien und hierauf die Nutzenfunktion
u:S — R. Der Spieler will nun s — u(s) maximieren. Wenn die Menge S
klein ist, dann genligt ausprobieren. Ist die Menge S hingegen grof3 und
unibersichtlich, dann kann die Optimierung beliebig schwierig werden.

Sie kennen einfache Beispiele aus der Schule und lernen Optimierung
durch Kurvendiskussion. Als Kontrast hierzu: Unser Kiosk-Beispiel ist ein
kombinatorisches Optimierungsproblem; bei einer Lizenz ist es klar und
langweilig, bei zweien leicht, bei dreien bereits knifflig und Gberraschend.
Optimiert wurde dort Gbrigens keine reelle Zahl, sondern das Ergebnis
(Marktanteil, N&dhe zur Straf3e) in lexikographischer Ordnung, also wie
im Lexikon: Wir maximieren zuerst den Marktanteil, dann erst die Nahe.

Allgemein kann u alles mdgliche messen: Geld, Gewinn maximieren,
Kosten minimieren, aber auch Einfluss, Ansehen, soziale Stellung,
Gerechtigkeit, Umweltschutz, Tierschutz, Glick, Zufriedenheit, etc.
Nahezu jede menschliche Aktivitat 1asst sich so betrachten!



Was ist ein Spiel mathematisch gesehen?
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s1 € 51 =1

So € ASQ =
B Schere Stein Papier
A .
0 +1 —1
Schere 0 -1 +1
—1 0 +1
Stein +1 0 -1
Sl -1 0
Papier -1 +1 0

Definition C2 (strategisches Spiel in Normalform)

Ein Spiel mit n Spielern ist eine Funktion

Hierbei ist S; die Menge der Strategien, die Spieler : wahlen kann,
und R; ist die Menge seiner Resultate, linear geordnet durch <;.

s =(s1,82,.-

U ST XSyx--- xS, >R xRy x--- xR,

oy 8n) = (ui(s),u2(s), ... un(s)).

ua(s1,s2)
u1(s1, s2)
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Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? Eréuterung

Wir wollen Spiele darstellen: einheitlich, Gbersichtlich, knapp, prazise.
Jeder Spieler wahlt seine Strategie s; € S; unabhangig von den anderen.
Sein Gewinn ist u;(s1, ..., si,..., sy), diesen versucht er zu maximieren.
Meist sind R; die reellen Zahlen, und wir nennen u; die Nutzenfunktion
fir Spieler i. Allerdings kontrolliert der Spieler i nur den Parameter s;,
nicht jedoch die Strategien sq,...,s;_1, si+1, ..., S, der anderen Spieler!

Als konkretes, einfaches Beispiel betrachten wir Schere-Stein-Papier.
Dies ist ein Nullsummenspiel, d.h. stets gilt u1(s1, s2) + ua(s1, s2) = 0.
Es ist zudem symmetrisch, d.h. S; = Sy und u;(s1, s2) = ua(s2, s1).

Vorteile dieses Modells: Unsere Definition fasst alle zuvor betrachteten
Spiele zusammen. Wir haben nun einen gemeinsamen Rahmen, um
allgemeine Begriffe und Werkzeuge zu entwickeln! Gewisse Argumente,
Rechnungen und Tricks treten immer wieder auf. Wir kénnen sie nun
allgemein erklaren, prazise formulieren, und ihre Giiltigkeit beweisen.

Einschrankungen: Unsere Definition bertcksichtigt noch nicht den
zeitlichen Verlauf, zuféllige Einflisse oder unvollstandige Information.
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Ein zweites Experiment: ,Kartenduell”

Wir haben flr Sie ein zweites Online-Spiel implementiert:

Ea7

www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm/spiele
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Ein zweites Experiment: ,Kartenduell” Erauterung

Bitte spielen Sie gleich mal munter drauflos.
Am besten, Sie experimentieren ein wenig.
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Ein zweites Experiment: ,Kartenduell” Erauterung

AnschlieBend haben wir Ubungen fiir Sie vorbereitet:
Sie kénnen lhre Strategie mit einer Rechnung optimieren!
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Ein zweites Experiment: ,Kartenduell” Erauterung

Nach erfolgreicher Ubung spielen wir nochmal.
Ich bin gespannt, wie sich Ihre Spielweise &ndert.



Was ist ein Nash—Gleichgewicht? 3

Wir untersuchen ein Spiel u: S1 x Sy x -+ x S, = R™ in Normalform.
Wir nennen s = (s1,...,s,) € S1 X -+ x S, einen Strategievektor.
Spieler i kann sich aus eigener Kraft verbessern, wenn fir ein = € S; gilt:

Ui(Sla sy Si—1y Ly Sit+1, .- 75n) > Ui(Sl, sy Si—1y Si .y Si41, .- -,Sn)
Andernfalls ist s ein Maximum beziiglich seiner Strategien x € S;:
ui(sla sy Si—1y Ly Sit1, .- ,Sn) < ui(sla sy Sim1y SiySitly ey Sn)

Hier kann sich Spieler i aus eigener Kraft nicht weiter verbessern:
Somit ist s; eine beste Antwort auf (s1,...,8;—1,8i+1,---,8n)-

Definition C3 (Nash—Gleichgewichte eines Spiels)

Der Strategievektor s ist im Gleichgewicht fiir Spieler i, wenn gilt:

Wi(S1y - vy i1y SiySitlye--y8Sn) = mggx Wi(S1y vy Sicly @y Sit1y---,ySn)
z€S;

Gilt dies fur jeden Spieler i, so nennen wir s ein Nash—Gleichgewicht.
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WaS |St eln NaSh_G|e|ChgeW|Cht? Erlauterung

Ein Nash—Gleichgewicht ist genau das, was die Definition sagt:

FUr jeden Spieler i ist seine Strategie s; eine beste Antwort auf

die gegnerischen Strategien s_; = (S1,...,Si—1,Si41s---Sn)-
Anders gesagt: Ausgehend von einem solchen Nash—Gleichgewicht
(s1,...,sn) hat keiner der Spieler Anlass, seine Strategie zu andern.

Umgekehrt erwarten wir rational gesehen, dass ein Ungleichgewicht
nicht gespielt wird, zumindest nicht auf Dauer, denn mindestens ein
Spieler wird wechseln. Dies interpretieren wir normativ oder deskriptiv:

(1) Gibt es nur genau ein Nash—Gleichgewicht, so wird dieses gespielt.
Rationale Interpretation: Sind alle Spieler rational, so werden sie ihr
Verhalten auf dieses einzige Nash—Gleichgewicht koordinieren.

(2) Die Nash—Gleichgewichte erklaren das beobachtete Spielerverhalten.
Evolutionére Interpretation bei wiederholten Spielen, Schwarmintelligenz
bei groBen Populationen: Ungleichgewichte bleiben nicht lange erhalten.
In allen Féllen sind die Nash—Gleichgewichte eines Spiels besondere
Strategievektoren, die zur weiteren Analyse dienen: Mdgliche rationale
Lésungen, beobachtetes Spielverhalten, evolutionare Entwicklung, etc.



Beispiel: das Gefangenendilemma %27

Dieses Spiel ist berihmt wegen seines paradoxen Ausgangs. Es wurde
1950 von Albert Tucker (1905—-1995) vorgestellt und popularisiert.

B schweigen gestehen
A
—1 0
schweigen | —1 -5
-5 —4
gestehen |0 —4

Als Funktion «:.57 x So — R x R bedeutet das ausgeschrieben:
(schweigen, schweigen) — (—1,-1)
(schweigen, gestehen) — (=5, 0)
(gestehen, schweigen) — ( 0,-5)
(gestehen, gestehen) = (—4,—4)

Nash—Gleichgewicht ist hier einzig (gestehen, gestehen).
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Beispiel: das Gefangenendilemma

Zwei Komplizen werden geschnappt und in getrennten Zellen verhort.
Wenn beide schweigen, dann reichen die wenigen Beweise vor Gericht
vermutlich zur Verurteilung fur ein Jahr Gefangnis. Wenn einer gesteht,
so wird ihm die Strafe erlassen, aber der andere wird zu finf Jahren
verurteilt. Gestehen beide, so drohen jedem vier Jahre Gefangnis.

Zur lllustration eine graphische Darstellung der beiden Auszahlungen:
Spieler A wahlt p € {0,1} und Spieler B wéhlt ¢ € {0, 1}.
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Beispiel: Bach oder Strawinsky?

Ein Paar mdchte ein Konzert besuchen: Alice mag lieber Strawinsky,
Bob mag lieber Bach. Gar kein Konzert ware fir beide enttduschend.

B Bach Strawinsky
A
2 0
Bach 1 0
0 1
Strawinsky | 0 2

In diesem berihmten Spiel gibt es genau zwei Nash—Gleichgewichte:
Einerseits (Bach, Bach) und andererseits (Strawinsky, Strawinsky).

Die Ungleichgewichte (Bach, Strawinsky) und (Strawinsky, Bach) wéren
nicht rational, sie werden erwartungsgeman nicht gespielt, oder nur
selten, voribergehend als Ausrutscher, und dann alsbald korrigiert.
Hingegen kdnnen beide Nash—Gleichgewichte gleichermal3en gespielt
werden, hier ist keines bevorzugt. Das Spiel ist hierin symmetrisch.
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Beispiel: Bach oder Strawinsky?

Wir denken an folgendes Szenario: Alice und Bob haben sich vage fir
das Bach—Konzert verabredet. Sie kénnen nun nicht mehr miteinander
kommunizieren, doch jeder muss individuell seine Karte kaufen.

Bob will nicht wechseln, er ist wunschlos glicklich. Alice méchte zwar

lieber in das Strawinsky—Konzert, aber alleine wird sie nicht wechseln.
(Die umgekehrte Situation ist natlrlich genauso gut vorstellbar.)

Sobald beide eine Einigung erzielt haben, sind sie daran gebunden!

e Up e U2
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Beispiel: bleiben oder gehen?

Sie héren einen schrecklich langweiligen Vortrag zur Spieltheorie und
mochten lieber gehen, aber alleine aufzustehen ware peinlich. Wenn Sie
zu zweit aufstehen und gehen, dann wére alles gut. Leider kénnen Sie
sich unter dem strengen Blick des Vortragenden nicht absprechen.

B bleiben gehen
A
—2 -5
bleiben -2 —2
=2 0
gehen -5 0

In diesem bekannten Spiel gibt es genau zwei Nash—Gleichgewichte:
Einerseits (bleiben, bleiben) und andererseits (gehen, gehen).

Ihre gute Erziehung versetzt beide Spieler zunéchst in die Ausgangslage
(bleiben, bleiben). Beide mdchten eigentlich lieber gehen, aber ohne
Absprache wird keiner den ersten Zug wagen. Teile und herrsche!



Beispiel: bleiben oder gehen? 382

Alternatives Szenario: Als erfahrene Studenten haben Sie zahllose
schlechte Vortrége erlitten und gelernt, sich dagegen zu wehren.
Sie wissen: Die Hoflichkeit gebietet, zunédchst zehn Minuten zu bleiben;
wenn der Vortrag grottenschlecht ist, sollte man sofort danach gehen.
Sie wissen das, und Sie wissen, dass alle anderen es auch wissen.
In diesem Falle ersetzt das gemeinsame Wissen (common knowledge)
die explizite Absprache: Nach genau zehn Minuten (geflihlte Ewigkeit)
stehen alle gemeinsam auf und gehen. Einigkeit macht stark!

e u M1 Uz

; /::"'

e AT
a0
FH 71
i a7 B A 7 Y 7
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Gemischte Strategie: Was ist das?

Beim Spiel Schere-Stein-Papier ist es nicht sinnvoll, sich auf eine der
drei reinen Strategien festzulegen. Besser ist, eine zufallig zu wahlen:

1 1 1
= — - Scher — . Stein + = - Papier
S 3Scee+3 +3 p

Wir nennen dies eine gemischte Strategie. Allgemein:

Definition C4 (gemischte Strategie)

Sei S; = {so, s1,...,s¢} die (endliche) Strategiemenge des Spielers i.
Eine gemischte Strategie ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S;:

$=po-So+pr-si+--+pr-se

Hierbei gelte pg, p1,...,p¢ > 0und pg + p1 + - - - + pe = 1, wie Ublich.

Wir schreiben dies formal als Summe, das ist Ubersichtlich und bequem.
Interpretation: Die Strategie s; € S; wird mit Wkt p;, € [0, 1] ausgewahlt.
Geometrisch ist das eine Konvexkombination der Punkte sg, s1, ..., s;.
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Gemischte Strategie: Was ist das? Erauterung

Aus der Menge S; entsteht so die Menge aller gemischten Strategien

S; = [80,817--~,85] = { Zi:opksk ‘Pk >0, Zizopk =1 }

Geometrisch ist dies die konvexe Hille der Eckpunkte sg, s1, .. ., s¢, also
eine Strecke (¢ = 1) oder ein Dreieck (¢ = 2) oder ein Tetraeder (¢ = 3)
oder allgemein ein /—dimensionales Simplex mit £ + 1 Eckpunkten.

Die Nutzenfunktion u: S; x --- x S,, — R" setzen wir auf gemischte
Strategien fort zu %: S; x --- x S, — R"™. Dies geschieht linear
in jeder Koordinate, entsprechend dem Erwartungswert:

ﬂ(...,Zizopksk,...) = Zizopku(...,sk,...)

Diese Fortsetzung von den reinen auf die gemischten Strategien haben
wir in den vorigen einfachen Spielen bereits durch Graphiken illustriert.

Das folgende Beispiel u: S, x S; — R? zeigt dies nochmal ausfiihrlich.
Es ist zudem ein Nullsummenspiel, u; + uo = 0, was die Darstellung und
die Untersuchung wesentlich vereinfacht. Auch die affine Fortsetzung
@: S5 x Sy — R? ist dann ein Nullsummenspiel. (Ubung: Warum?)
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Beispiel: Matching Pennies

Alice und Bob legen jeder verdeckt eine Miinze auf den Tisch, dann wird
aufgedeckt: Bei Gleichheit gewinnt Bob, bei Ungleichheit gewinnt Alice.
(Das ahnelt dem Spiel Schere-Stein-Papier, ist aber noch simpler.)

B Kopf Zahl
A
+1 -1
Kopf -1 +1
-1 +1
Zahl +1 -1

Wie bei Schere-Stein-Papier gibt es zunachst kein Nash—Gleichgewicht.
Erweiterung: Beide Spieler dirfen nun gemischte Strategien wahlen!

Spieler A: 0,1]5p +— s, =(1—p)-Kopf+p-Zahl
Spieler B: 0,1]3q +— s;=(1-¢q)-Kopf+¢q-Zahl

Die Nutzenfunktionen u; = —uq sind bilinear, ihr Graph ist eine Quadrik.
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Beispiel: Matching Pennies

SRR

/




Gleichgewichte und Minimax = Maximin

401

Lemma D1 (Gleichgewichte und Minimax = Maximin)

Seiu: S, x Sy — R x R ein Nullsummenspiel, also u; + us = 0.
(0) Allgemein gilt ,Maximin < Minimax®, also ausgeschrieben:

max min u1(x,y) < min max ui(z,y
TES YES? ( ’ ) YyES2 TEST ( ’ )

(1) Ist (s1,s2) € S1 x S2 ein Nash—Gleichgewicht, so gilt Gleichheit:

nilon o) = gy ) = gm0y

(2) Angenommen, es gilt die Gleichheit ,Maximin = Minimax*. Wir

wéhlen einen Min-Maximierer s1 € S1 und Max-Minimierer sy € Sy:

v = max min uy(x = min uq (s
I 3¢ M 1(z,y) it 1(s1,¥),

=] 1 = a. .
v = min max u1(e,y) = maxus(z, s2)

Dann ist das Paar (s1, s2) € S1 x Sz ein Nash—Gleichgewicht.




Gleichgewichte und Minimax = Maximin

402
Erlauterung

Beweis: (0) Fir alle z € S; und y € S5 qilt:

u1 (2, y)
(z,y)

min u;(x,y)
(z,y)

(z,y)

max min u(z,y
r€S1 yeS2

=

IN

INE

INe NS

INe

Ui (1’, y)

max u (T, y

min max uj (x,y

(
max up (z,y
(

y€Sy €S
(

)
)
)
)

min maxuy(x,y
yESy xEST

Die Ungleichung (a) ist trivial. Wir nehmen rechts das Maximum Uber z,
damit wird die rechte Seite hdchstens gréBer, also gilt (b). Wir nehmen
links das Minimum Uber y, damit wird die linke Seite héchstens kleiner,
also qilt (c). Die Ungleichung (c) gilt somit flr alle x € S; und y € S,.

Dabei héngt allerdings die linke Seite nur noch von x ab und die rechte
Seite nur noch von y. Hieraus folgen sofort (d) und (e).



Gleichgewichte und Minimax = Maximin Erauterng

(1) FUr jedes Nash—Gleichgewicht (s, s2) € S1 x Ss gilt:

uy(s1,82) = ;IEHSI; ui(s1,y) < gé%}f;lfellsr; ur (2, y)

ﬁ
= > 1
U1(81,82) m%)ful(x,sQ) ;{IHSI; m%}ful(x,y)
l[l.lllllaX < S1,S < maXminu X
y€%§'2w€5’1 u1(a?,y) B u( b 2) T z€S] yeS? 1< 7y)

Dank (0) gilt auch die umgekehrte Ungleichung, hieraus folgt Gleichheit.
(2) Dank der genannten Voraussetzungen gilt:

> mi _ . _
U1(817 82) = ynellsf; U1(51, y) = leel%}f yﬂellsg Ul(%y) v

< = mi =
ul(sl’ 52) gé?ful(x’ 82) gr;reusr; g:ré%)l( ul(:v, y) v

= min uq(s = maxui(z,s
u1(s1, s2) min 1(s1,v) max 1(z, s2)

Demnach ist (s1, s2) € S1 x S2 ein Nash—Gleichgewicht.
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Gleichgewichte und Minimax = Maximin Edautorung

Diese genial-einfache Umrechnung klart die Beziehung zwischen
Nash—-Gleichgewichten und Min-Maximierern und Max-Minimierern.
Hieraus folgen grundlegende Rechenregeln fir Nullsummenspiele:

Bemerkung D2 (nutzliche Folgerungen)

(1) Genau dann erfiillt unser Nullsummenspiel u: Sy x S — R? die
Gleichung ,Minimax = Maximin®, wenn Nash—Gleichgewichte existieren.
(2) Alle Nash—Gleichgewichte flihren zum selben Ergebnis: Sind (s1, s2)
und (s7, s5) Nash—Gleichgewichte, dann gilt u,(s1, s2) = u1(s7, s3)-

(3) Alle Nash—Gleichgewichte sind austauschbar: Sind (s1, s2) und
(s7,s5) Nash—Gleichgewichte, dann auch (s1, s3) und (s7, s2).

© Die Aussagen (2) und (3) gelten fiir alle Nash—Gleichgewichte.

¢ Es gibt Spiele ohne Nash—Gleichgewichte, wie zuvor gesehen.
Auch fir diese sind die Aussagen (2) und (3) wahr, aber eben leer.

Das passiert, wenn wir Uber die leere Menge reden. Einfache Analogie:
»Alle meine Ferraris sind pink. Und alle meine Ferraris sind grin. Folgt
daraus pink gleich griin?“ Nein, daraus folgt: Ich habe gar keinen Ferrari.
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Der Satz von Nash: Existenz von Gleichgewichten

Gleichgewichte sind grundlegend. Gibt es sie immer? Ja, oft genug:

Satz D3 (Existenzsatz fir Gleichgewichte, John Nash 1950)

Seiu:S1 x -+ xS, — R" ein endliches reelles Spiel, wie oben erklért,
undu: Sy x --- x S, — R"™ seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.

Dann besitzt das Spiel = mindestens ein Nash—Gleichgewicht.

Hieraus folgt der Hauptsatz fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele:

Mit diesem Satz begann die Theorie, als erstes substantielles Ergebnis.
Korollar D4 (Minimax-Satz, John von Neumann 1928)

Seiu: S x Sy — R* ein endliches Nullsummenspiel, also u; + uy = 0,
und @:S; x Sy — R? seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.
Dann besitzt das Spiel u mindestens ein Gleichgewicht, und somit gilt

max min %1 (x,y) = min max %1 (z,y
€S y652 ( ’ ) yESz €S ( ’ )

Dies nennen wir den Wert des Spiels u fiir Spieler 1.
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Der Satz von Nash: Existenz von Gleichgewichten eaenng

Beispiel: Das Spiel ,Schere-Stein-Papier” hat kein Gleichgewicht in
reinen Strategien. (Zur Wiederholung: Warum?) In der Fortsetzung auf
gemischte Strategien haben die Spieler wesentlich mehr Méglichkeiten.
Der Satz von Nash sagt die Existenz von Gleichgewichten voraus.
Tatsachlich gibt es hier (genau) ein Gleichgewicht, namlich

1 1 1
— . Schere + = - Stein + - - Papier
3 + 3 + 3 apie

Aufgabe: Prifen Sie sorgféltig nach, dass dies ein Gleichgewicht ist.
Zeigen Sie anschlieBend, dass dies das einzige Gleichgewicht ist.

Aufgabe: Finden Sie im Spiel ,Matching Pennies® alle Gleichgewichte in
reinen Strategien und dann alle in gemischten Strategien. (Graphik!)

Aufgabe: Untersuchen Sie ebenso alle bisher vorgestellten Spiele.
Welche haben konstante Summe, welche sind (strikt) kompetitiv?
Finden Sie alle Nash—Gleichgewichte und vergleichen Sie diese
beiderseitig mit Sicherheitsstrategien (also Min-Maximierern).
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Der Existenzsatz von Nash hat zwei wesentliche Funktionen:

(1) Der Satz garantiert, dass jedes endliche Spiel vernlinftiges Verhalten
ermdglicht. In jedem konkreten Einzelfall kann man dies (mihsam) lésen

und Uberprifen. Die allgemeine Aussage ist bequem und beruhigend.
Wir kénnen sicher sein, dass unsere Suche erfolgreich sein wird.
Unsere Mihe lohnt. Unsere Hoffnung wird erfllt.

(2) Darauf aufbauend kénnen wir allgemeine Aussagen ableiten.
Das prominenteste Beispiel ist von Neumanns Minimax-Satz,

als Hauptsatz fir Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele.

Dies gelingt ohne jedesmal mihsam explizit rechnen zu mussen.
Wir missen nicht beflrchten, Gber die leere Menge zu sprechen:
Wir haben eine gemeinsame Strukturaussage fir all dieser Spiele!

Wir kdnnen durch den Satz Rechenzeit sparen, wo sie nicht nétig ist.
Umgekehrt gibt es natirlich viele Situationen, in denen wir schlieBlich
explizit rechnen wollen oder missen. Auch hier hilft uns das Lemma
durch die Umrechnung von Nash—Gleichgewichten in Min-Maximierer
und Max-Minimierer. Wir haben nun Werkzeuge. Alles wird gut!
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Alles Leben ist Problemldsen. (Karl Popper)

Theorie / Mathematik

2. Modell analysieren 3. Theorie
grundlegende Eigenschaften |———————| aufbauende Eigenschaften

Annahmen, Gesetze, Axiome folgern Regeln, Satze, Beweise

modellieren 1> abstrahieren o\ konkretisieren || kalibrieren

auswahlen || vereinfachen -/ spezialisieren |, anpassen
1. Empirie iberpriifen 4. Anwendung

Beobachtung / Experiment | <——————| Interpretation der Ergebnisse
Erfahrungen, Probleme, Ziele e Uberpriifung des Modells

Realitat / Anwendung

Mathematik untersucht sowohl abstrakte Strukturen als auch konkrete
Anwendungen. Dies sind keine Gegensatze, sondern sie erganzen sich!

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant)
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