
Prof. Dr. Michael Eisermann • Institut für Geometrie und Topologie

Jonglieren und Mathematik

Mathematik-Tag für Schülerinnen und Schüler
Universität Stuttgart, Fachbereich Mathematik

Möge die Schwerkraft mit Euch sein!

www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm • 23. September 2017



Willkommen! 002

Ich begrüße Sie und Euch herzlich zum Mathematik-Tag!
Es geht wie immer um Mathematik. . . heute speziell ums Jonglieren.
Ich danke den Organisatoren: Peter Lesky, Elke Peter, Jens Wirth, Jan
Köllner, und allen anderen. Es ist mir eine Freude, heute vorzutragen.
(Es war auch Mühe; ich habe diese Nacht nur wenig geschlafen.)

Alles, was ich hier erzähle, könnt Ihr nachprüfen. . . besser noch
nachmachen. Wenn etwas unklar ist, dürft Ihr gerne zwischenfragen.
Ich werde Sie im Folgenden siezen. Ich möchte Euch eigentlich euchen,
das werde ich in der Aufregung aber vergessen. Also nicht böse sein!

Dieser Vortrag ist etwas ungewöhnlich, nämlich eine Auftragsarbeit:
Die Organisatoren haben sich das Thema Jonglieren und Mathematik
gewünscht. Da bin ich kein Experte, sondern eher ein interessierter Laie.
Also: Let’s juggle!
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Diese ägyptische Wandmalerei ist fast 4000 Jahre alt. Sie zeigt diverse
Szenen des Alltags: Viehzucht, Jagd, Handwerk, Kunst, . . . Vorsicht:
Prüfen Sie kritisch! Glauben Sie nicht alles, was Ihnen gezeigt wird!
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In Beni Hasan gibt es 39 Felsengräber aus der Bronzezeit, etwa 2200
bis 1800 v.Chr. Diese Wandmalerei stammt aus Grab Nr. 15. Die dritte
Zeile zeigt Tänzerinnen, Akrobatinnen und Jongleurinnen mit Bällen.
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Ein vergrößerter Ausschnitt der vorigen Skizze: Die drei Frauen links
jonglieren. Die vier Frauen rechts spielen ein (unbekanntes) Ballspiel.
Ein andere Wand in Grab 15 zeigt die berühmten Ringkämpfer:
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Detailliertere Wiedergabe der Wandmalerei aus Grab Nr. 15 von Beni
Hasan. Hier sind die Bälle deutlicher gezeigt: Jede der drei gezeigten
Frauen jongliert mit drei Bällen, dabei eine mit überkreuzten Armen.
(Das sind Zeichnungen. Ich habe leider kein Photo der Wandmalerei.
Dieses Grab ist der Öffentlichkeit zugänglich. Schauen Sie mal nach!)



Wie beschreiben wir Jonglier-Muster? 201

Zeit t

Höhe h(t) Was ist an dieser Skizze falsch?

Die Bahnen sind physikalisch unsinnig!

Flugbahnen sind keine Kreisbögen!

Flugbahnen sind Parabeln!



Wie beschreiben wir Jonglier-Muster? 202
Erläuterung

Wir betrachten unsere Jonglage hier wie im Physik-Unterricht:
Auf der horizontalen Achse nach rechts ist die Zeit aufgetragen,
auf der vertikalen Achse nach oben die Flughöhe.
Vorsicht, Falle: Diese erste Skizze ist physikalisch unsinnig!
Flugbahnen sind keine Kreisbögen, sicher keine Halbkreise.
Sie wissen: Die Steigung dieser Kurve ist die Geschwindigkeit.
Senkrechte Tangente bedeutet unendliche Geschwindigkeit.
Das ist also ganz großer Quatsch!
Zum Glück haben Sie einen guten Mathematik- und Physik-Unterricht!
Sie erinnern sich vielleicht sogar, dass Flugbahnen Parabeln sind,
also eine sehr spezielle und sehr einfache Form haben.
(Meine folgenden Skizzen sind realistischer.)
Das hat eine wichtige Konsequenz, die sie beim Jonglieren sehen und
spüren: Wenn der Ball doppelt so lange fliegen soll, dann müssen Sie
ihn viermal so hoch werfen! Bei Halbkreisen gilt das offensichtlich nicht.

— Vorführen! Die Parabel kann man sogar direkt sehen! —
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5 1 5 10 0 0 0 0 0 0 0



Wie beschreiben wir Jonglier-Muster? 204
Erläuterung

Wir treffen folgende Annahmen zur Vereinfachung:
1 Wir jonglieren mit festem Zeittakt t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . .

Ob dies Sekunden sind oder ein anderer Rhythmus, ist ganz egal.
2 Zu jedem Zeitpunkt wird höchstens ein Ball gefangen & geworfen.

Wir nehmen an, er wird gefangen und sofort wieder geworfen.
3 Die Jonglage ist periodisch / wiederholt sich mit Periode ` ∈ N≥1.

In diesem ersten Beispiel ist die kleinste Periode ` = 6.
Wir notieren zu jedem Wurf seine Höhe, genauer seine Flugdauer.
Es entsteht das periodische Muster 500001500001 . . . wie gezeigt.

Wenn wir mit zwei Händen jonglieren, dann bietet es sich an, links und
rechts abzuwechseln. Wir können dieses Muster aber auch nur mit einer
Hand jonglieren, oder auch mit mehr als zwei Händen, etwa passen.
Im Folgenden werde ich die Anzahl der Hände nicht weiter beachten.
Solche und ähnliche Verfeinerungen können wir später einbauen.
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5 1 5 11 5 1 50 0 0 0
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5 1 5 11 5 1 51 5 1 5



Die Siteswap-Notation: Definition 207

Definition B1 (Siteswap)
Wir treffen folgende Annahmen zur Vereinfachung:

1 Wir jonglieren mit festem Zeittakt t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . .
2 Zu jedem Zeitpunkt wird höchstens ein Ball gefangen & geworfen.
3 Die Jonglage ist periodisch / wiederholt sich mit Periode ` ∈ N≥1.

Den Verlauf notieren wir in Siteswap-Notation durch natürliche Zahlen

a1, a2, a3, . . . , a`.

Bedeutung: Zum Zeitpunkt t wird ein Ball geworfen mit Flugdauer at.
Es gibt zwei Sonderfälle, hier vereinbaren wir folgende Konventionen:

at = 0 steht für eine leere Hand, also keinen Wurf.
at = 1 bedeutet kurz werfen oder alternativ halten.



Die Siteswap-Notation: Beispiel 208

5 1 5 11 5 1 51 5 1 5
Siteswap-Notation: 515151 oder kurz: 51



Die Siteswap-Notation: Übung 209

Aufgabe: Zeichnen und jonglieren Sie den Siteswap 22. Lösung:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2



Die Siteswap-Notation: Übung 210

Aufgabe: Zeichnen und jonglieren Sie den Siteswap 40. Lösung:

4 0 4 0 4 0 4 0 4 0 4 0



Der Siteswap 600
211

6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0



Vergleich 22 und 40 und 600
212

Erläuterung

Die Siteswaps 22 und 40 und 600 beschreiben eigentlich dasselbe.
Wir denken uns einen anderen Takt, aber die Jonglage ist gleich.
(So ähnlich ist es übrigens in der Musik.)

Bei zwei Händen bietet sich die Konvention an, abwechselnd zu werfen.
Dann bedeuten die Muster 22 und 40 und 04 etwas leicht verschiedenes.
Hingegen sind 22 und 600 strikt dieselbe Jonglage,
auch wenn linke und rechte Hand abwechseln.
Ich will im Folgenden nicht auf diese Feinheiten eingehen.
Wir unterscheiden nicht zwischen linker und rechter Hand.

Die Siteswap-Notation ist nützlich aber nicht perfekt!
Die Abbildung von Siteswap zu Jonglage ist nicht injektiv:
Mehere Siteswaps ergeben im Wesentlichen dieselbe Jonglage.
Die Abbildung von Siteswap zu Jonglage ist nicht surjektiv:
Manche Jonglagen können wir so nicht beschreiben.
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3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3



Der Siteswap 441
214

4 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4 1



Der Siteswap 423
215

4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3



Der Siteswap 531
216

5 3 1 5 3 1 5 3 1 5 3 1
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4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4



Der Siteswap 55550
218

5 5 5 5 0 5 5 5 5 0 5 5 5 5 0
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Wie können wir die Anzahl der Bälle berechnen?

Satz B2 (Ballformel, Satz von Gauß, Ergodensatz)
Sei a1, a2, . . . , a` ein Siteswap. Die Anzahl der Bälle ist der Mittelwert

b =
1

`

∑̀
k=1

ak =
a1 + a2 + · · ·+ a`

`

Schauen wir uns nochmal die Beispiele an: Hier stimmt die Formel!
Als Mathematiker wollen wir zudem einen Beweis! Wie geht das?
Beweisidee: Doppeltes Zählen ergibt b ` = a1 + a2 + · · ·+ a`.
Wählen eine Periode ` länger als jede Flugbahn, also ` ≥ a1, a2, . . . , a`.
Offensichtlich ist die Anzahl der Bälle b gleich der Anzahl der Bahnen.
Wir betrachten ` Zeitpunkte zwischen aufeinander folgenden Würfen;
dies habe ich als Wände skizziert. Jede Bahn durchstößt jede Wand
genau einmal. Insgesamt haben wir b ` Durchstoßungen. Wir zählen
diese auf eine zweite Art: Jeder Parabelbogen startet zu einer Zeit t und
durchstößt genau at Wände. Insgesamt also a1 + a2 + · · ·+ a`. QED
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5 1 5 11 5 1 51 5 1 5



Beyond Siteswaps. . . 301

Wofür ist die Siteswap-Notation gut?
Muster aufschreiben und kommunizieren
Neue Muster finden und entwickeln
Neue Muster schrittweise lernen
Beziehungen zwischen den Mustern erkennen

Beantwortet die Siteswap-Notation alle Fragen? Nein!
Sie beschreibt den zeitlichen Verlauf, nicht den räumlichen.

Die Siteswap-Notation gibt uns eine erste wichtige Information,
blendet aber noch viele Feinheiten aus. Das war gerade ihr Zweck!
Abstraktion bedeutet: das Unwichtige vergessen und sich auf das
Wichtige konzentrieren. Dazu muss man sich festlegen und auswählen,
was in der vorliegenden Situation das Wichtige ist. Dazu braucht es
Kreativität und Sorgfalt, falls nötig Erweiterungen, Verfeinerungen, . . . .
Nach dem zeitlichen Verlauf wollen wir nun die räumliche Anordnung
genauer beschreiben. . . und womöglich später noch weiter untersuchen.



Beyond Siteswaps. . . 302
Erläuterung

Drei Raumdimensionen und eine Zeitdimension, das sind vier. . .
und vier sind zu viele! (Zumindest für heute, am Samstag Morgen.)
Ich vereinfache dies wie folgt: Ich jongliere die Bälle vor mir in einer
Ebene. Ich betrachte also nur zwei Raumdimensionen!
Die Zeitdimension veranschauliche ich so: Ich fahre auf einem Rollband
von links nach rechts. Die Bälle zeichnen dann einen Zopf in die Luft.
Ein Rollband wie am Flughafen. . . Unsere Ingenieure haben sicher so
etwas rumstehen. Leider steht uns das heute nicht zur Verfügung.
Schön wäre auch eine Videoaufnahme, um die Flugbahnen der Bälle
nachzuzeichnen. Das haben wir leider auch nicht zur Verfügung.
Wir haben etwas genial-einfaches gebastelt: Jonglierbälle mit Bändern.
Beim Jonglieren entsteht ein Zopf: Dieser Zopf ist das Gedächtnis,
er speichert den räumlichen Verlauf, was genau jongliert wurde.

— Vorführen: vorwärts und rückwärts —

Die Zopfgruppe ist das Über-Ich der Permutationen.
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Erstes Modell: Die Stränge sind flexibel,
sie dürfen sich bewegen.

Schlechte Nachricht: In diesem ersten Modell sind alle Zöpfe gleich.

= = =

Besseres Modell:

Wir fixieren die Enden
links und rechts.

Nur in der Mitte dürfen
sich die Stränge bewegen.



Was sind Zöpfe. . . mathematisch gesehen? 304

Die Länge ist unwesentlich:

= = =

Elementare Bewegungen: = ,

= , = .

Diese drei elementaren Bewegungen reichen bereits aus!
Jede noch so komplizierte Bewegung von Zöpfen lässt sich
aus diesen elementaren Bewegungen zusammensetzen.



Verknüpfung von Zöpfen 305

Zöpfe auf n Strängen erlauben eine Verknüpfung:

∗ :=

Welche Rechenregeln gelten hier?
1 Gibt es ein neutrales Element?

a ∗ 1 = a und 1 ∗ a = a

2 Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf?

a ∗ a−1 = 1 und a−1 ∗ a = 1

3 Ist diese Verknüpfung assoziativ?

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
4 Ist diese Verknüpfung kommutativ?

a ∗ b = b ∗ a
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Gibt es ein neutrales Element? Ja!

a

∗

1

=

a

=

a

1

∗

a

=

a

=

a

Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf? Ja!

a

∗

a−1

=

a∗a−1

= = =

1
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Ist sie assoziativ? Ja!(
a ∗ b

)
∗ c = a b ∗ c = a b c

a ∗
(

b ∗ c

)
= a ∗ b c = a b c

Ist sie kommutativ? Nein!

a

∗

b

=

a∗b

b

∗

a

=

b∗a

In der Schulmathematik kommutiert (fast) alles. . .
doch nicht-kommutative Operationen sind sehr häufig!
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Wir können mit Zöpfen rechnen:

Die Verknüpfung von Zöpfen ist assoziativ:

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

Es gibt ein neutrales Element 1, nämlich den trivialen Zopf:

a ∗ 1 = 1 ∗ a = a

Zu jedem Zopf a gibt es einen inversen Zopf a−1, sein Spiegelbild:

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = 1

Definition C1 (Gruppe)
Eine Verknüpfung mit diesen Eigenschaften heißt Gruppe.

Satz C2 (Emil Artin 1925)
Die Verknüpfung von Zöpfen auf n Strängen ist eine Gruppe, (Bn, ∗).
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Elementare Zöpfe: si =

n

1

i+1

i , s−1
i =

n

1

i+1

i

Elementare Relationen: Es gilt sis−1
i = s−1

i si = 1, und außerdem

=

sisi+1si = si+1sisi+1

=

sisj = sjsi für |i− j| ≥ 2

Satz C3 (Emil Artin 1925)
Die Zopfgruppe auf n Strängen erlaubt die Präsentation

(Bn, ∗) =
〈

s1, . . . , sn−1

∣∣∣∣ sisjsi = sjsisj für |i− j| = 1
sisj = sjsi für |i− j| ≥ 2

〉
.
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Wir jonglieren Bälle-mit-Bändern. . . so wird der Zopf sichtbar!
Einige Experimente: Jonglieren eines Zopfes. . . und seines Inversen.
Der Siteswap 333 lässt sich tatsächlich auch zopfneutral jonglieren!
Verzopfen und entzopfen. . . zunächst nacheinander, dann zeitgleich!

Fragen und Anregungen:
1 Lässt sich jeder Siteswap jonglieren? zopfneutral?
2 Lässt sich aus dem Zopf der Siteswap ablesen?
3 Wie viele Siteswaps gibt es? zu fester Länge `?
4 Wie kann man diese Siteswaps alle aufzählen?
5 . . . und jonglieren? Bauen Sie einen Jonglier-Roboter!
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