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An wen richtet sich dieser Vortrag?

Dieser Vortrag ist in erster Linie ein Stiick Unterhaltungsmathematik.

Er i sih aniteessete Lajen, zum Beispiel Oberstufenschler die zum Uritag oder 2 Tag der

‘Wissenschaften kommen, und etwas iiber Mathematik erfahrer n. Ich setze daher kaum
Vorkenninisse voraus. wohl sber Neugier und Mut. den igenén o Verstand 0 gebrauchen.

Mein Ziel ist die Ideen und

Der Vortrag versucht damit auch auf die Frage ,Was ist Mathematik?* zu antworten. Das ist eine sehr
schwierige Frage und erlaubt keine kurze Antwort. Dennoch will ich hier eine versuchen: Mathematik
besteht aus konkreten Problemen und abstrakten Begriffen zu deren Lisung. Dass beide sich bestens
ergiinzen, erfihrt jeder Anwender der Mathematik. Ohne eigene Erfahrung hingegen kann man diese
Beschreibung wohl kaum verstehen. Der Vortrag soll dieses Zusammenspiel an einem Kleinen Beispiel
illustrieren.
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Uberblick

B Einleitung
= Knoten sind dberall
m Dirac-Zopfe und Spin

B Zéple
® Wie modelliert man Zopfe?
m Wie rechnet man mit Zépfen?
= Anwendung auf Dirac-Z6pfe

Einleitung

Knoten, Zopfe und andere verknotete Objekie gibt es iberall in unserer dreidimensionalen Umwelt. Sie sind
manchmal listig, oft auch niitzlich, zum Beispiel beim Bergsteigen oder beim Segeln..

Knoten treten nicht nur im Alltag sondern auch in den Naturwissenschaften auf. Das Erbmaterial einer
Bakierie zum Beispiel bildet cinen geschlossenen Kreis. Dieser kann verknotet sein, und im Allgemeinen ist
eresauch... was der Zellteilung im Weg stehen kann.

Auch in der theoretischen Physik treten Strukturen auf, die Knoten und Zspfen dhneln. In der Mathematik
schlieBlich dienen sie dazu, die und die Geometrie Riume zu verstehen.

Selbst auf einem elementaren Niveau enthillt dieses Thema erstaunliche und schine Strukturen. Davon
michte ich in diesem Vortrag sprechen. Ich mochte drei motivierende Experimente und Fragen voranstellen.
AnschlieBend werde ich versuchen, mathematische Werkzeuge zu ihrer Beantwortung zu erstellen. (Aus
Zeitnot zumindest fi eine der drei Fragen.)
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Knoten finden sich tberall in unserer 3-dimensionalen Welt

Knoten finden sich auch in den Wissenschaften

as ¢
(¢) Nanotechnologie (d) theoretische Physik
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(e) Mathematik

Kann man ein Seil verknoten
mit nur einer Hand?

Kann man ein Seil
ebenso entknoten?

Mathematische Fragen:
m Was ist ein Knoten? Welche Bewegungen sind erlaubt?
m Wie kann man Knoten miteinander verkniipfen?
® Gibt es inverse Knoten, sozusagen ,Anti-Knoten*“?
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Topologischer Zaubertrick

Ein Zauberer halt ein unverknotetes Seil an beiden Enden.

Ist dieses Kunststiick auf ehrliche Weise moglich?

Jsr1

Er ohne das Seil 2zu kénnen.
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Dirac-Zépfe und Spin

Experiment: Lasst sich der folgende Zopf entwirren?
%

eine volle Drehung

Lasst sich der folgende ,doppelt so komplizierte* Zopf entwirren?

V,

zwei volle Drehungen

Wir wollen diese Fragen prazisieren und passende Werkzeuge erstellen:
m Was ist ein Zopf? Welche Bewegungen sind erlaubt?
= Was ist ein Dirac-Zopf? Welche Bewegungen sind erlaubt?
m Welche Hindernisse gibt es bei méglichen Umformungen?
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Wie modelliert man Zépfe?

Ein erstes Modell: o<
Wichtig: Die Strange sind flexibel, sie dirfen sich bewegen.

Genauer: Wir betrachten zwei Zopfe als aquivalent,
wenn sie sich durch eine Bewegung ineinander Uberfiihren lassen.

Schlechte Nachricht: In diesem ersten Modell sind alle Zopfe &quivalent.

===

=
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Nochmal zuriick

Wie modelliert man Zépfe?
| Wir fixieren die Enden.

Besseres Modell: In der Mitte diirfen

Die Lange ist unwesentlich:

QL\WMM

Beobachtungen Absirakton Modell
empirische Erfahrungen, > | gundlegende Eigenschaften,
theoretische Beispiele Formulierung von Axiomen
i | e | e
1
Anwendungen Theo
Anwendung der Ergebnisse, m tieferliegende Eigenschaften.
Uberpriifung des Modells P Herleitung von Satzen, Regel
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Jede Bewegung lasst sich aus

sich die Strange bewegen.

Mit etwas mathematischem Vokabular lassen sich diese Bilder in Formeln iibersetzen. .
Js21und die Formeln in Bilder. Ich bleibe hier lieber bei den Bildern.
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Wir kénnen Zopfe verknipfen! Eigenschaften der Verkniipfung

Zopfe auf n Strangen lassen sich verknipfen:

(Wie) Kann man mit Zépfen rechnen?
W Ist diese Verkniipfung assoziativ?

(axb)sc=ax(bxc)
B Ist diese Verkniipfung kommutativ?

axb=bxa
| Gibt es ein neutrales Element?

axl=a und lxa=a

Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf?

axa =1 und a xa=1
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Eigenschaften der Verkniipfung Die Zopfgruppe

Gibt es ein neutrales Element? Ja! m Die Verkniipfung von Zopfen ist assoziativ:

&*E:E:& (axb)rc=ax(bo)
- 1 . " m Es gibt ein neutrales Element 1, namlich den trivialen Zopf:
axl=1l%a=a
E ’ & - m - & = Zu jedem Zopf a gibt es einen inversen Zopf a ', sein Spiegelbild:
1 a a a

Gibt es zu jedem Zopf einen inversen Zopf? Ja!

Definition (Gruppe) J

Y Eine Menge mit einer Verkniipfung und diesen Eigenschaften heiBt Gruppe.
* = ~
o Wir haben also folgendes Ergebnis bewiesen
a a1 asa=t
Satz (Emil Artin 1925)
E/— j
= N = E Die Zépfe auf n Strdngen und ihre Verkniipfung bilden eine Gruppe. J
| §

chreiben wir kurz (By,, =), englisch fiir . braid group".
sie nicht kommutativ: Unsere Beispiele zeigen a » b # b+ a.
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Rechenregeln fiir die Zopfgruppe

Elementare Zopfe:

Elementare Relationen:

s N =

Sisig18c = Sie1sisign
sisy = sysi fiir |i = j| > 2

Satz (Emil Artin 1925)
Die Zopfgruppe aufn Stréngen erlaubt die Présentation

far fi—jl =1
fir Ji—jl>2 )"

 5n—1 modulo Termumformungen.

858i55
$i8; = 85;8;

2 Wir konnen jeden Zopf beschreiben als ein Wort in 51, . s

Erlauterung: Was besagt der Satz von Artin?

Der elementare Zopf s; fiihrt eine halbe Drehung zwischen den Striingen i und i + 1 aus, per Konvention

rechtshindig. Sein inverser Zopf s; ' macht dies durch eine linkshiindige halbe Drehung wieder riickgingig.

Zwischen den elementaren Zopfen gelten die oben gezeigten elementaren Relation:
Dies sind die zuvor schon gesehenen elementaren Bewegungen.

Der Satz von Artin macht nun zwei Aussagen
m Erstens, die elementaren Zopfe erzeugen die Gruppe B, Das bedeutet, jeder noch so komplizierte
Zopf lisst sich schreiben als Produkt von elementaren Zspfen. (Das sicht man leicht cin.)

m Zweitens, die elementaren Relationen erzeugen bereits alle Relationen. Das bedeutet, jede noch so
komplizierte Bewegung von Zipfen lisst sich zerlegen in eine Folge von elementaren Bewegungen.

Somit haben wir eine perfekte Ubersetzung zwischen Zopfen und Formeln, also der topologischen Situation
und ihrer algebraischen Beschreibung! Damit kann man wunderbar rechnen, auch auf dem Computer, was
algorithmische Untersuchungen ausgeldst hat und weiterhin ein aktives Forschungsgebiet ist.
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Beweis-ldee zum Satz von Artin

Jeder Zopf kann durch polygonale Striinge dargestellt werden: Wir kinnen dann von links nach rechts die

elementaren Zopfe ablesen. So erhalten wir ein Wort in 1, .., 5,1

Auch jede Bewegung kann als Folge polygonaler Bewegungen dargestellt werden:

AN

Drei elementare Flle erkennen wir sofort wieder:

=B =B =R

Bl Einfigen eines Paares entgegengesetzter Kreuzungen: 1 = s

Bl Verschieben einer Kreuzung beziiglich anderer Kreuzungen: s, s

B Verschicben eines Stranges iiber eine Kreuzung: s; 415841 =

Nach hinreichend feiner Unterteilung besteht jede Bewegung aus einer Folge dieser elementaren
Bewegungen. Damit ist der Satz von Artin bewiesen.
22 1925

Wie kann man die Zopfgruppen zu verstehen?

n=1: Auf nur einem Strang ist jeder Zopf trivial:

n =2 Zopfe auf zwei Strangen sind auch noch leicht:

POAbI I PIPadPaSd
Die Anzahl der Kreuzungen kann sich durch Bewegung andern:
PJ-POCqpecq
s sftsfisr? o
Was zéhlt ist der Drall v: B — Z, definiert durch
()=t )

Korollar (Folgerung aus der Préasentation von Artin)
Zopfe auf zwei Strdngen werden durch ihren Drall klassifiziert:

v(axb) = v(a) + v(b).

v (Ba,*) = (Z,+), stk
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Der Drall ist eine Invariante

Der Drall ordnet jedem Zopf eine ganze Zahl zu. Beispiel:

(g‘\ﬁ)#m,u

Korollar (Folgerung aus der Prasentation von Artin)
Der Drall ist eine Invariante v: B, — Z mit

L(X) — 41, .(X) =1,

v(axb) = v(a) + v(b)

Nachweis der Invarianz: (,( ,\"\/\D —u ([:')
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Fiir n > 3 reicht der Drall nicht mehr zur Klassifikation: By ist nicht kommutativ!
Aktuelle Forschung (insbesondere seit Jones 1984)
Man kann Zépfe Klassifizieren mit Hilfe von Matrizen.

o2

Dirac-Z6pfe (Theorie des Elektrons, Nobel-Preis 1933)

Wir ersetzen die rechte Wand durch ein kleineres Objekt.
V

Die Strange kdnnen sich nun um das Objekt herum bewegen:
V

5[
A -
.

Satz (Newman 1942, Fadell 1962)

Dirac-Zépfe auf n Stréngen bilden eine Gruppe.
Dies ist Artins Zopfgruppe mit der zusétzlichen Relation

S0t Sn-18n-1-0-81 =1

Wie in der SI

e gezeigt kinnen wir nun Zopfe incinander umformen, die im vorherigen Modell nicht

Yiquivalent waren, kann sich nun der Drall éindern

Welche Zopfe kénnen wir entwirren?

Ist der folgende Dirac-Zopf = &quivalent zum trivialen Zopf? Beweis?
V

cine volle Drehung

Der Schiiissel ist folgende Beobachtung:
—_— _
) (\/ ¢ ) - ( ) N
— k _

aquivalent zum trivialen Zopf? Beweis?

V,
{ /m

2wei volle Drehungen

Ist der Dirac-Zopf
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Das Phanomen des Spin

Wir haben damit bewiesen: Eine volle Drehung ist nicht entwirrbar.
%

eine volle Drehung

Erstaunlich aber wahr: Zwei volle Drehungen sind entwirrbar.

%
%/ X Y
2wei volle Drehungen

Hierzu haben wir zwei ategi
m Um zu beweisen, dass etwas mdglich ist, genligt es, es zu tun.
Mathematiker nennen dies einen konstruktiven Beweis.
m Um zu beweisen, dass etwas unmdglich ist, geniigt es nicht, zu scheitern.
In diesem Fall miissen wir das Hindernis verstehen. (Hier: eine ,Invariante)
Js2s 2425




Wozu ist das gut?

Ich hoffe zunichst einmal, dieses Beispiel war erheiternd und doch lehrreich. Nach getaner Arbeit fragen
Sie sich — und mich: Wozu ist das gut? Hieraus gibt es viele Antworten, meine erste wre:

Freude an der Erkenntnis!

Wir haben ein Phiinomen erkannt und sind ihm auf den Grund gegangen. Fiir viele Wissenschaftler ist das
Motivation genug. Es gibt aber dariiber hinaus noch weitere Griinde: Erkenninisse lassen sich anwenden!
Die Mathematik ist grofziigig: Sie gibt uns mehr zuriick als wir von ihr verlangen.

Investition in die Mathematik zahlt sich immer aus (kurz-/mittel-/langfristig).

Anwendungen fiir unser Beispiel:

3-dimensionale Phénomene verstehen

lllustration des Elektronen-Spins (nach Dirac)
Interaktion physikalischer Teilchen (&hnliche Formeln)
Durct if (z.B. zur lion von
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