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Beispielaufgabe zur Studienwahl

Mathematische Schatzsuche: Der Blick fiir das Wesentliche
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Labyrinth 1 Labyrinth 2

Sammeln Sie in beiden Labyrinthen alle vier mathematischen Schatze! Laufen Sie dazu einen ge-
schlossenen Weg, das heiBt héren Sie dort auf, wo Sie angefangen haben. An jeder Stelle diirfen Sie
hochstens einmal vorbeikommen, auBer natiirlich am Anfangs- und Endpunkt.

Welche der folgenden Informationen benétigen Sie tatsachlich, um solch ein Ratsel [6sen zu kdnnen?

e die Menge der Weggabelungen, an denen drei oder mehr Wegstiicke zusammentreffen [ [J
e die genaue Position der Gabelungen in Koordinaten 0 O
e die Menge der Uber- und Unterkreuzungen 0o 0O
e welche Gabelungen durch direkte Wegstiicke verbunden sind 0o 0O
e die Lange der einzelnen Wegstiicke o O

ja nein

Wie viele Losungen gibt es? Zahlen Sie alle Losungswege! Dabei sollen zwei Wege nur einmal gezahlt
werden, wenn sie sich nur durch die Durchlaufungsrichtung unterscheiden; ebenso soll die Position
des Anfangspunkts keine Rolle spielen.

Fir Labyrinth 1 gibtes [ 0O 0O 0O O
Fir Labyrinth 2 gibtes [ 0O 0O 0O O
keine 1 2 3 4

0 o U [J Losungen.
0 o U [J Losungen.
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Stufe 0 / Kurzantwort: Fiir die Problemldsung spielt es tatsachlich keine Rolle, wo genau die
Weggabelungen liegen, wo die Wege verlaufen oder wie lang sie sind. Genauso unwichtig ist es, ob
sich Wege liber- / unterkreuzen oder nicht. Um unser Problem zu I6sen, miissen wir nur wissen, an
welchen Gabelungen sich welche Wegstiicke treffen, und natiirlich an welchen Positionen die Schatze
liegen. Eine solche Struktur bestehend aus Knoten (hier Gabelungen) und Kanten (Wegstiicke zwi-
schen zwei Gabelungen) nennt man in Mathematik und Informatik einen Graphen.

e Labyrinth 1: Hier gibt es genau sechs Lésungen. Diese finden Sie mit Geduld und Geschick;
so sehen Sie, dass es mindestens sechs Losungen gibt. Wie kdnnen Sie sicher sein, dass es
keine weitere Losung gibt? Nur durch Sorgfalt, damit lhnen kein Fall entgeht.

e Labyrinth 2: Das zweite Labyrinth sieht auf den ersten Blick viel komplizierter aus als das
erste. Aber das tauscht: Fiir die vorliegende Fragestellung sind beide gleich! Daher gibt es
auch hier sechs Losungen. Abstraktion strukturiert und vereinfacht!

Stufe 1 / Ausfiithrung: Hier erfahren Sie, wie Sie konkret vorgehen, um alle Lésungen zu finden.

A-B-C-D-E-A A-B-F-C-D-E-A A-B-C-F-E-D-A

A-B-F-C-D-A A-B-C-D-A A-E-F-B-C-D-A

Abbildung 1: Labyrinth 1 und die sechs Lésungen

Bilder sind schon und niitzlich, aber leider auch aufwandig. Um nicht immer Bilder zeichnen zu
miissen, nutzen wir eine kurze und bequeme Notation. Hierzu beschriften wir die Gabelungen in
Labyrinth 1 mit den Buchstaben A, B, C, D, E, F wie in Abbildung 1. Das Labyrinth lasst sich
dann kurz und einfach beschreiben durch die folgenden Angaben:

e Die Gabelungen A, B, C, D, E, F.
e Die Wegstiicke AB, AD, AE, BC, BF, CD, CF, DE, EF.
e Die Positionen der vier mathematischen Schitze A, B, C, D.

Die folgenden Uberlegungen kénnen Sie anhand der Bilder nachvollziehen, alternativ erlaubt unsere
Kurznotation auch ohne Bild zu arbeiten. In dieser Form kann das Labyrinth insbesondere einem
Computer libergeben werden, der — richtig programmiert — alle Moglichkeiten absucht. Das vorlie-
gende Problem ist gliicklicherweise klein genug, sodass wir es von Hand |6sen konnen.



Behauptung: Labyrinth 1 besitzt genau die sechs Lésungen aus Abbildung 1.

Das beinhaltet drei Teilfragen: (1) Wie tberpriifen wir vorgelegte Losungen? Die Regeln sind hier
leicht nachzupriifen — auch anhand der abstrakten Daten. (2) Wie finden wir méglichst viele Losungen?
(3) Wie garantieren wir, dass wir alle Losungen gefunden haben?

Beweis der Behauptung: Ein Losungsweg muss an Position A vorbeikommen, daher muss er genau
zwei der drei Wegstiicke AB, AE und AD nutzen. Wir unterscheiden drei Falle:

e Die Losung durchlauft AB und AE, aber nicht AD: Da der Weg auch an Position D vorbeifiihren
muss, sind die Wegstiicke DE und CD Teil des Weges. Dann kann aber EF nicht Teil des Weges
sein. Es gibt daher zwei solche Losungen: A-B-C-D-E-A und A-B-F-C-D-E-A.

Wir haben hier die Gabelungen der Reihe nach aufgelistet, in der sie durchlaufen werden. Doch
Achtung! Diese Darstellung ist nicht eindeutig: Zum Beispiel bezeichnen A-B-C-D-E-A, A-E-
D-C-B-A (riickwarts durchlaufen) und B-C-D-E-A-B (anderer Startpunkt) dieselbe Losung.

e Die Losung durchlauft AB und AD, aber nicht AE: Fiihrt der Weg iiber E, dann auch iiber F,
wir erhalten die Losung A-B-C-F-E-D-A. Fiihrt der Weg nicht {iber E, dann gibt es die zwei
Losungen A-B-F-C-D-A und A-B-C-D-A.

e Die Losung durchlauft AD und AE, aber nicht AB: Dann kann DE nicht Teil des Weges sein,
denn sonst ware der Weg schon geschlossen. Daher ist EF Teil des Weges, ebenso BF und
BC. Hier finden wir also eine Lésung A-E-F-B-C-D-A.

Sie kénnen die abstrakte Notation als Wegbeschreibung nutzen und so in das Bild zuriickiibersetzen.

A-B-C-D-E-A A-B-F-C-D-E-A A-B-C-F-E-D-A

A-B-F-C-D-A A-B-C-D-A A-E-F-B-C-D-A

Abbildung 2: Labyrinth 2 und die sechs Lésungen

Auch das Labyrinth 2 kdnnen wir kurz und prazise wie folgt beschreiben:

e Die Gabelungen A, B, C, D, E, F.
e Die Wegstiicke AB, AD, AE, BC, BF, CD, CF, DE, EF.
e Die Positionen der vier mathematischen Schitze A, B, C, D.

Fallt Ihnen etwas auf? Ja, richtig! Die hier extrahierten wesentlichen Daten sind genau dieselben wie
bei Labyrinth 1! Daher sind auch die (abstrakten) Losungen dieselben. Die Buchstaben haben wir
dabei nicht zufallig gewahlt, sondern geschickt so, dass Sie die Analogie sofort sehen.



Stufe 2 / Was will und soll diese Aufgabe?

Nach der Losung dieser Aufgabe erlautern wir als Riick- und Ausblick, warum wir diese Problemstel-
lung mathematisch interessant finden und inwiefern sie reprasentativ ist fiir das Mathematikstudium.

Bei unserer Untersuchung nutzen wir verschiedene mathematische Methoden. Um Labyrinth 1 zu
|osen, gehen wir systematisch alle Falle durch; in der Mathematik nennt man das Fallunterschei-
dung. Hierzu sind vor allem Sorgfalt, Konzentration und Buchfiihrung gefragt, damit wir keinen Fall
iibersehen oder vergessen. Dabei hilft uns insbesondere eine effiziente, sachgerechte Notation. Sie
dient zur Dokumentation fiir den Autor und zur Kommunikation mit anderen.

By relieving the brain of all unnecessary work, a good notation
sets it free to concentrate on more advanced problems.
(Alfred North Whitehead, 1861-1947, An Introduction to Mathematics, 1911)

Das Sorgfaltsprinzip gilt allgemein, insbesondere in der Mathematik: Ein Beweis kann in noch so
vielen Schritten richtig sein; wenn uns an einer einzigen Stelle ein Fehler unterlduft, dann ist der
Beweis nicht vollstandig, und die Behauptung weiterhin unbewiesen, vielleicht sogar falsch.

Die Losungen zu Labyrinth 2 haben wir ohne jede Miihe geschenkt bekommen. Solve one, get one
free! Warum ist das so leicht? Wir nutzen eine typisch mathematische Vorgehensweise: Anstatt das
Rad immer wieder neu zu erfinden, fiihren wir ein neues Problem auf ein altes, bereits gelostes
zuriick. Das Zauberwort heiBt Abstraktion: Wenn Sie den Kern eines Problems oder einer Methode
erst einmal erkannt haben, dann konnen Sie dies immer wieder anwenden — auch auf neue Probleme,
die zundchst sehr verschieden aussehen. Effiziente mathematische Arbeit beruht auf genau dieser
Fahigkeit: Sie sollen treffsicher erkennen, dass das Problem eigentlich schon gelost wurde.

Sie kdnnen Labyrinth 2 sicherlich auch durch Ausprobieren I6sen, aber vermutlich werden Sie schnell
durcheinander kommen, da die verschlungenen Wege nicht so einfach zu erfassen sind. Abstraktion
ist die Kunst, das Wesentliche vom Unwesentlichen zu trennen!

Allgemein stehen Mathematikerlnnen sowohl im Studium als auch im Beruf oft vor einem gegebenen
Problem, zu dem sie alle Losungen finden wollen oder miissen. Das Vorgehen dhnelt meist unserem
Beispiel. Abstraktion hilft, sie strukturiert und vereinfacht: Was sind die relevanten Daten? Wie
priift man eine Losung? Wie findet man moglichst viele Losungen? Wie kann man garantieren, alle
Losungen gefunden zu haben?

Einordnung in das Mathematikstudium. Die Graphentheorie ist ein eigenes Gebiet der Mathe-
matik, das sowohl praktisch wichtig als auch theoretisch interessant ist. Es wird auch in der Informatik
intensiv genutzt, als universeller Datentyp zum Beispiel bei der Routenplanung. Das beriihmteste
Beispiel ist das Problem des Handlungsreisenden.

Wir konnen uns dazu Varianten unseres Labyrinths vorstellen, beispielsweise zu besuchende Orte
und mogliche Verbindungen. Wenn wir den kiirzesten bzw. giinstigsten Lésungsweg suchen, dann
benotigen wir fiir die Problemlésung zusatzliche Daten, etwa die Langen der einzelnen Wegstiicke
oder die Kosten jeder Strecke. Das sind iiberaus praxisnahe Probleme, deren Losung Sie taglich
dankend nutzen, zum Beispiel, wenn Sie ein Navigationsgerat verwenden oder ein Bahnticket kaufen.

Als MathematikerIn sind Sie nicht nur Konsument, sondern auch Produzent solcher optimierten
Losungen und sorgfaltigen Begriindungen, Sie nutzen und erschaffen Satze und Beweise, Algorithmen
und Programme. Die hierzu nétigen Techniken erlernen Sie im Mathematikstudium, angefangen bei
den theoretischen Grundlagen iiber typische Anwendungen bis hin zur Programmierung.



