Prof. Dr. Michael Eisermann . Topologie

Kapitel K

Klassifikation kompakter Flachen

Topology is like modern art: It is easy to draw pictures,
but it takes a lot of sophistication to interpret them.
Hansjorg Geiges, How to draw up to five-dimensional manifolds?
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Motivation und Zielsetzung

Zur Erinnerung und als Motivation fiir die folgenden Untersuchungen
zeige ich nochmals die Protagonisten dieses Kapitels: kompakte Flichen!

O XY

Die Konstruktion der Modellflichen kennen Sie aus Kapitel A.
Nun verfiigen wir tiber die nétigen Werkzeuge zur Klassifikation!

g Henkel (Paare verschrinkter Binder)

g + 1 verdrillte Béander (a la Mobius)

r Randkomponenten

r Randkomponenten

Das Beste kommt zum Schluss! Begonnen haben wir diese Vorlesung in
Kapitel A mit Polyedern und Flichen. Nun verfiigen wir tiber die nétigen
topologischen Werkzeuge: Wir kénnen die Klassifikation der kompakten
triangulierten Flachen nicht nur formulieren, sondern auch beweisen!

Dabei lassen wir nochmals alle Themen in Revue passieren: metrische
und topologische Raume, stetige Abbildungen und Homéomorphismen,
topologische Konstruktionen wie Teilraume, Quotienten, Summen und
Produkte, Eigenschaften wie Kompaktheit und (Weg)Zusammenhang,
und last but not least die Topologie des euklidischen Raumes R".

Sie diirfen stolz sein auf Erreichtes und sich freuen auf Anwendungen:
@ Mannigfaltigkeiten und insbesondere projektive Raume,
@ Flachen und ihre Klassifikation durch den Flachenkalkiil.

Leider besteht auch die Gefahr, dass ich Sie unterwegs verloren habe,
und Sie mit den Begriffen und Techniken noch etwas hinterherhéngen.
Das wire schade! Falls nétig holen Sie die notigen Grundlagen nach
und kommen bitte im zweiten Durchgang auf dieses Kapitel zuriick.

K101

Topologische Mannigfaltigkeiten: Definition

K102
Erlauterung

Topologische Mannigfaltigkeiten: Definition

Definition K1B: topologische Mannigfaltigkeit

Ein topologischer Raum M heifit n—Mannigfaltigkeit (Mfkt), wenn gilt:
(0) Der Raum M ist hausdorffsch und jede Komponente zweitabzéhlbar.
(Unter Bedingung (1) ist Eigenschaft (0) dquivalent zur Metrisierbarkeit.)

(1) Der Raum M ist lokal n—euklidisch, das heifit: Zu jedem Punkt a € M
existiert ein Homéomorphismus (k, k) : (U, a) = (V,b) von einer offenen
Umgebung U C M von a auf eine offene Umgebung V' C R% von b.

Bemerkung: (1) Wir nutzen den euklidischen Raum R™ als Modell. Damit
konnen wir lokal euklidische Rdume untersuchen und eine schéne und
umfangreiche Theorie der Mannigfaltigkeiten ohne Rand entwickeln.
Doch wichtige Beispiele wie der Ball D™ entziehen sich diesem Begriff
solange wir den Rand nicht erfassen. Wir untersuchen daher gleich
Mannigfaltigkeiten mit Rand, mit dem Halbraum R”, als Modell.

(0a) Lokal euklidisch impliziert die Trennungseigenschaft 77, aber nicht
die Hausdorff-Eigenschaft 7;, wie die verzweigte Gerade (E2E) zeigt.
Die Hausdorff-Eigenschaft muss daher gesondert gefordert werden!

(0b) Lokal euklidisch impliziert erstabzéhlbar, aber nicht zweitabzéhlbar:
Es gibt lokal euklidische Hausdorff-Raume ohne abzihlbare Basis der
Topologie, wie die lange Gerade (F9k). Meist wird man daher neben lokal
euklidisch und hausdorffsch auch Zweitabziahlbarkeit fordern, zumindest
fur jede Komponente, oder dquivalent hierzu: Metrisierbarkeit (K1x).

© All diese topologischen Erfahrungen antizipieren wir vorausschauend
in der sorgsamen Formulierung unserer zentralen Definition K18.
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Topologische Mannigfaltigkeiten: erste Beispiele

Wir nennen h : M 2 U = V C RY, eine lokale Karte von M und k = ht
ein lokales Koordinatensystem oder eine lokale Parametrisierung, mit
(jeweils offenem) Kartengebiet U C M und Parametergebiet V' C RZ.
Definition K1B: topologische Mannigfaltigkeit
Die Menge der Punkte im Rand / im Inneren von M bezeichnen wir mit
OM:={acM
IntM:={aeM

JKarte h : h(a) € ORY},  (I=V dank J71)
JKarte h : h(a) € IntRZ,}.  (F=V dank J71)

Eine Mannigfaltigkeit M mit 9M = () heifit unberandet, sowie
geschlossen falls zudem kompakt, und offen falls nicht-kompakt.

Ein Atlas o von M ist eine Kartenfamilie, die den Raum M iiberdeckt,

o= (h;: MDU; >V, CRL)) p M =i, U;.

i€

mit

Bemerkung: Als Modellraum taugt statt RZ ebenso der Ball D" (A1m)
und der Wiirfel [—1,1]" (A1E), da untereinander lokal hom&omorph.

Beispiele: Der leere Raum () ist eine n—Mfkt fiir alle n € N.

(0) Jeder diskrete Raum (X, PX) ist eine 0-Mannigfaltigkeit.

(1) Der euklidische Raum R" ist eine offene n-Mannigfaltigkeit.

(2) Der Halbraum RZ,, ist eine n-Mannigfaltigkeit mit Rand JRZ,,.

(3) Der Ball D" ist eine kompakte n—Mannigfaltigkeit mir Rand S,
(4) Die Sphare S™ ist eine geschlossene n—Mannigfaltigkeit, 9S™ = §).
(ho, ko) : Up = R"

Karte fiir U, (0,+1)}

(0,41)

RnJrl o s§n

an der Sphire S"

(hy,ky) : Up = R"

(0,~-1) Karte fiir U LC 0,-1)}

(5) Ist M eine n—-Mfkt, so auch U C M offen, wobei 0U = U N OM.
(6) Die verzweigte Gerade (E2E) ist lokal euklidisch, aber keine Mfkt.




. . K105
Kartenwechsel aka Koordinatentransformation

K106
Erliuterung

Kartenwechsel aka Koordinatentransformation

MDOU, .-~ e T U;cM
’ Karten- /7 _ N A\
Uy ==U,nU; \_  gebiet ‘\Uij = Uji/f J U, =U, Nl
Vo= h(Uy) S~ e T V= hi(Uy)
- 2, T e REN G CRS g
 aramet hi;
K arameter- ¢ ~ / " \ X
\ gebiet ‘\\ ‘/1] ¥ o \ N ‘/J" y [
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Satz K1c: Dimension, Rand und Inneres sind wohldefiniert.

(1) Ist der Raum M # () sowohl m-Mfkt als auch n-Mfkt, so folgt m = n.
(2) Fiir jede n—-Mtkt M gilt M = Int M U OM und Int M N OM = §.

Beweis: (1) Seien by : M DU, > V; CRZyund hy : M D U, > V, C R,
Karten um a € M. Der Kartenwechsel (hy,, hyy) : Viy = Vs, zeigt m =n
dank der topologischen Invarianz der Dimension, siche Satz J7J.

(2) Gilt 1, (a) € ORZ, in einer Karte, dann in jeder, siehe Satz J71.

© Kartenwechsel kennen Sie seit den Anfangen der Linearen Algebra:
Sie betrachten einen Vektorraum Viiber einem Korper K, etwa K = R.
Alice wahlt fiir Veine Basis A und definiert so ihr (iiber K lineares!)
Koordinatensystem k; = @ , : K™ = V. Bob wahlt davon unabhingig B
und ky = &5 : K" = V. Von Alice zu Bob vermittelt der Kartenwechsel
hig =@z o ® 4 : K™ = K", umgekehrt hy; = @1 0 @y : K™ 2 K™,
Grundstein ist, zunichst linear, die Invarianz der Dimension: m = n!
Da alles K-linear ist, codieren wir diese Koordinatentransformation

als zueinander inverse Basiswechselmatrizen T%, T € GL,, (K).

Dasselbe sehen Sie hier, mit zwei Unterschieden: (1) Statt Linearitat
fordern wir Stetigkeit. (2) Statt global sind Karten nur noch lokal.

© Auch im Alltag wechseln Sie die Sichtweise bei Bedarf: Alice kennt
ihr Gebiet U; der Realitat A/ und nutzt hier ihre Koordinaten k; : V; = U,.
Bob nutzt seine Koordinaten k; : V; > U; fiir sein Gebiet der Realitit.
Beide Gebiete konnen verschieden sein, doch wo sie sich iiberlappen,
dort konnen sich Alice und Bob durch Koordinatenwechsel verstindigen.
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Differenzierbare Atlanten und glatte Mannigfaltigkeiten

Lokal kénnen wir in Koordinaten k; : R”, O V; = U; C M rechnen, und
h;; = Vi; = V,; wechseln die Koordinaten. Fiir diese — und nur fiir diese! -
verfiigen wir tiber die Topologie und Analysis euklidischer Rdume!
Wenn wir in lokalen Koordinaten k; differenzieren wollen, so soll unsere
Rechnung auch in allen anderen Koordinaten k; weiter sinnvoll bleiben.
Das fithrt uns ganz natiirlich zu folgender Definition:

Definition K1F: Differenzierbarkeit

Ein Atlas of von M heiffit €"-glatt oder €"—differenzierbar (1 < r < c0),
falls in of alle Kartenwechsel r—mal stetig differenzierbar sind, %;; € 6"
Eine Mfkt M heifit €”-glittbar, falls sie einen €"-Atlas o erlaubt.

Das Paar (M, o) nennen wir dann eine €"—glatte Mannigfaltigkeit.
Eine €"-Diff’barkeitsstruktur auf ) ist ein maximaler €"—Atlas J/.
Das ist eine zusétzliche Struktur auf M, geschickt codiert im Atlas of.

© Hier beginnt die Differentialgeometrie, Riemannsche Geometrie,
Allgemeine Relativitt, ... Freuen Sie sich auf die folgenden Semester!

© Objektiv relevant ist nur, was unter Kartenwechseln erhalten bleibt.
Alice differenziert frohlich in ihrem Koordinatensystem, Bob in seinem.
Beides lésst sich ineinander umrechnen, falls die Kartenwechsel h,;
geniigend differenzierbar sind, das ist der Grund fir diese Definition.

Eine topologische Mannigfaltigkeit zu sein, ist eine Eigenschaft des
topologischen Raumes M. Hingegen ist die Differenzierbarkeit keine
Eigenschaft von M, sondern des gewihlten Atlas ¢f. Die Wahl eines

6" -Atlas ist eine zusitzliche Struktur auf M, daher schreiben wir (M, o).

Auf manchen topologischen Mannigfaltigkeiten (der Dimension > 4)
existiert gar keine Differenzierbarkeitsstruktur, auf anderen mehrere.
Diese Sensation entdeckte John Milnor 1956 (Fields—Medaille 1962).

Auf der orientierten Sphire ST existieren genau 28 paarweise nicht-
diffeomorphe Diff’barkeitsstrukturen. Explizit werden diese realisiert
durchS] ={2€S° CC? |23+ 22+ 22 +25 +28F 1 =0} firk=1,...,28
[ Egbert Brieskorn: Beispiele zur Differentialtopologie von Singularitdten.
Inventiones Mathematicae 2 (1966) 1-14.

Orientierte Atlanten und orientierte Mannigfaltigkeiten o
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Beispiele fuir Atlanten: glatt oder orientierbar?

Definition K1E: Orientierung

Ein Atlas o von M heif3t orientiert, wenn alle Kartenwechsel &, in o
orientierungserhaltend sind, also sign(h;;) = +1 erfiillen (J7p).

Eine Mfkt M heifit orientierbar, falls ein orientierter Atlas o/ existiert.
Das Paar (M, o) nennen wir dann eine orientierte Mannigfaltigkeit.

Eine Orientierung auf )M ist ein maximaler orientierter Atlas s/.

Das ist eine zusitzliche Struktur auf M, geschickt codiert im Atlas of.

Beispiel: Der Zylindermantel ist orientierbar, das Mébius-Band nicht.

Beispiel / Ubung K1a: glatt oder orientierbar?

Fir den Raum M = |—1,1[ C R betrachten wir die vier Karten
hi,ho hg hy : M2 =11 : 2 & 4, —x, +23, —28.

(1) Ist die Familie of = (hy, hy, hg, hy) ein Atlas fir M? orientiert? glatt?
(2) Welche Teilatlanten von o sind orientiert? glatt? beides?

Atlas glatt? orientiert?
(hy,hy, hs, hy) X X
(h, hy) v d
(hy, h3) X v
(hy v v

Der Kartenwechsel h; : « - 2’/ ist nicht differenzierbar (im Punkt 0).
Der Kartenwechsel h,y = hy; : 2 —z ist orientierungsumkehrend.
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Warum ist das Mobius—Band nicht orientierbar?
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Warum ist das Mobius—Band nicht orientierbar?

fig:Rx[-1,1] - R3

3cos(ms)
f s) = (SSin(ﬂ's))
-

7 o [3+tsin(ms/2)] cos(ms)
g (t) = | [3+tsin(ms/2)]sin(rs)
tcos(ms/2)

Aufgabe: Konstruieren Sie zu Zylindermantel Z und Mébius-Band M
jeweils einen Atlas aus zwei Karten, beide glatt, fiir Z zudem orientierbar.

Losung: Fir Z wihlen wir die Koordinaten &, k, als f eingeschréankt auf
V1 :=10,2] x [-1,1] und V, :=]1, 3[ x [—1, 1] mit Ziel U, := f(V;) C M.
Der Kartenwechsel h, : V5 2 V,; von Vi, = (]0,1[U]1,2[) x [-1,1]
nach V, = (]1,2[U]2,3[) x [-1,1] ist (z,y) > (z + 2,y) fir 2 € ]0,1[ und
(x,y) = (z,y) fur 2 € |1, 2[. Dies ist glatt und orientierungserhaltend.
Fiir M nutzen wir g genauso und erhalten h,, mit (z,y) — (z + 2, —y) fir
z €0, 1[. Dies ist weiterhin glatt, aber orientierungsumkehrend.

Kann das Mébius—-Band dennoch orientiert werden? Nein!

Satz K1n: Nachweis der Nicht-Orientierbarkeit

Sei (M, o) eine orientierte n—Mannigfaltigkeit, n > 2 und of = (h;);c;.
(1) Sei hy : Uy = V, eine weitere Karte, 0 ¢ I und U, zshgd. Dann existiert
ein Vorzeichen s € {+1} mit sign(h,;,a) = s fir alle i € I mit a € V.

(2) Jeden Atlas B = (h;) o ; zusammenhéngender Karten kénnen wir
somit orientieren wie s/, indem wir jede negative Karte h; spiegeln.

(3) Unser obiger Atlas (hy, h,) des Mébius-Bandes M erlaubt keine
solche Korrektur. Demnach ist das M6bius—Band M nicht orientierbar.

Beweis: (1) Wir definieren s(a) durch s(a) := sign(hy,, a) mit € I und

a € Vp;. Mindestens ein solcher Index i € I existiert, dank M = J;; U;.
Fir je zwei solche Indizes i, j € I ist das Ergebnis gleich, da wir of als
orientiert voraussetzen, also sign h;; = +1. Somit ist s(a) wohldefiniert.
Zudem ist s lokal konstant auf Vj,. Da wir V; als zusammenhangend
voraussetzen, ist s konstant. Die weiteren Aussagen (2,3) sind klar.
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Ein zweiter schoner Atlas fur die Sphéare S™

(0,+1)

(ho, ko) : Uy = R"

Karte fiir Uy = S\ {(0, +1)}

RnJrl 2 K

R™ e x/|z)?
Der Kartenwe

die Inversion

an der Sphire §™ (hlv kl) :U; 2R

(0,~1) Karte fiir Uy "\ {(0,-1)}

Beispiel / Ubung K11: ein minimaler Atlas fiir die Sphare S»

(1) Finden Sie fiir die Sphéire S™ einen mdglichst kleinen (und einfachen)
Atlas 9. Gelingt dies glatt? analytisch? algebraisch? gar rational?

(2) Konstruieren Sie einen nicht-orientierten Atlas von S™

sowie zwei gegenldufig orientierte Atlanten.

Lésung: Diese Konstruktion haben Sie in Ubung E31 bereits ausgefiihrt!
Nun fiigt sich alles wunderbar in die Sichtweise der Mannigfaltigkeiten.

Wir betrachten die Sphire S" = { (2, ..., x,) € R"" |23 + - + 22 =1}
mit den lokalen Karten hf : UE = B" : © = (2, ... ,T;_1, T4, ..., T,,) auf
Uf ={z€S"|4x;, >0} furi=0,...,n. Ist dies ein Atlas auf S"?
Schreiben Sie die Umkehrabbildungen & und alle Kartenwechsel h*
explizit aus, insbesondere fiir die einfachsten Beispiele S! und S?.

© Dieser schone Atlas ist naheliegend, leider benétigt er 2n + 2 Karten.
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Ein dritter schoner Atlas fiir die Sphare S”

K116
Erliuterung

Rekonstruktion der Mannigfaltigkeit aus ihren Karten

dh
L

Auf der Sphére S™ betrachten wir fiir i = 0, ..., n die lokalen Koordinaten
EF iR 2 UE o (2q, 0,0, 21, 2440, -, 1) 1/ 1+ [2]2

Was ist das Kartengebiet U;=? Wie lauten die Umkehrabbildungen h? Ist
dies ein Atlas auf S™? Schreiben Sie alle Kartenwechsel explizit aus.

© Auch dieser schone Atlas benétigt 2n + 2 Karten. Wir nutzen ihn fiir
den projektiven Raum RP” und seinen Atlas mit n + 1 Karten (K2F).

Jedes Paar (M, df) aus einer Mftkt M mit Atlas of = (h; : U; = V) ;s
bestimmt die Kartenwechsel (h;; : V;; > V};); ;c;. Umgekehrt kénnen wir
die Mannigfaltigkeit M rekonstruieren durch das Verkleben der Karten:

Ubung K1u: Rekonstruktion
Sei X = | |;c; V; die topologische Summe der Parametergebiete V; C RZ,.
Die lokalen Parametrisierungen k; : V; = U; C M definieren k : X — M.

Auf dem Summenraum X wird die Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch
(4,2) ~ (j, h;;(2)) fiir alle Indizes 7, j € I und x € V;;. Durch Ubergang
zum Quotienten erhalten wir den Homéomorphismus & : X/ ~ M.

© Allein aus den Kartenwechseln (h;; : V;; 2 V;); ;c; rekonstruieren
wir die gesamte Mannigfaltigkeit M bis auf Homéomorphie; dazu geniigt

es, die Parametergebiete (V;),.; nach dieser Anleitung zu verkleben.
Dies erklirt noch einmal eindriicklich, wie die Kartenwechsel (h;;); jer
die gesamte Information {iber M codieren. Dies kommt ganz praktisch
zum Ausdruck bei Differenzierbarkeit K1r und Orientierbarkeit K1E.

Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: der Rand o
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: der Rand

Ubung K17: Inneres Int M und Rand oM
Fiir alle n—Mannigfaltigkeiten M und N gilt:

0 Inneres und Rand sind disjunkt, hausdorffsch und zweitabzéhlbar.
1 Das Innere Int M ist eine n-Mannigfaltigkeit ohne Rand.

2 Der Rand 0M ist eine (n — 1)-Mannigfaltigkeit ohne Rand.

3 Im Raum M ist die Teilmenge Int M offen und 9 M abgeschlossen.
4 Ist die Mannigfaltigkeit A/ kompakt, so auch ihr Rand dM.

5 Jeder Homdomorphismus f: M = N induziert f|3Y, : 9M =5 ON.
6 Fiir jede kompakte Fliche Fgilt OF =~ {1,...,7} x S! fiireinr € N.

Beispiel: Sind X =D*\ B3 und Y =D\ ((;B® + Je,) U (§B® — 3e)))
Mannigfaltigkeiten? zshgd? kompakt? berandet? homéomorph?
Losung: Beides sind 3—dim. Mfkten, zshgd und kompakt. Dabei gilt
0X = {1,2} x S2und 9Y = {1,2,3} x S2, also 9X 2 JY, somit X Y.

Bitte gehen Sie diesee Aussagen sorgsam durch und formulieren Sie Thre
Losung hierzu. Es ist eine gute Ubung zum Verstindnis dieser Begriffe.
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: der Rand
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: der Rand
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Retraktion auf den Rand?
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: Verdopplung

Beweis: Angenommen, p : M — OM wire eine Retraktion auf den Rand.
(0) Dank M +# 0 gilt OM +# 0, also existiert (U,9U) C (M, dM) offen mit
einer Karte (U,9U) = (RZ, 9RY). Fiir die Einpunktkompaktifizierung
U =UU{oo} und U = U U {oc} gilt demnach (U, 0) = (D", S"1).
(1) Der Abschluss Ui}} M ist kompakt (F1F). Daher existiert eine stetige
Abbildung f, : U - U, némlich das Zusammenschlagen U \ U — {oo}.
Verkleben mit f, : M\ U — {oo} liefert f: (M,0M) — (U, dU) stetig.

Beispiele: Verdopplung des Einheitsballs ergibt D(D") = S™.
Verdopplung des Mobius-Bandes ergibt die Kleinsche Flasche.

N
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: Verdopplung
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: Verdopplung

Losung: Wir betrachten X = M x {41} mit Involution o(x, +1) = (z, F1)
und den Quotienten M* := X/ _ beziiglich (z,+1) ~ (z,—1) fur z € OM.
Die Komposition M < X —» M* ist eine Einbettung. Wir identifizieren M
mit seinem Bild in M* und schreiben M C M*. Die Involution o : X — X
induziert eine stetige Involution ¢ : M* — M* mit Fixpunktmenge
fix(c) = OM, es gilt M* = M UoMund M N oM = OM.

Wir zeigen nun, dass M* := X/ _ eine n—-Mannigfaltigkeit ohne Rand ist.
Hausdorff-Eigenschaft und eine abzihlbare Basis weist man leicht nach.
Jede Karte (h, k) : M D U =V C R, von M setzen wir fort zur Karte
(h*,k*): M* D U* = V* CR" von M*. Hierbei ist U offen in M, also ist
U* = U UoU offen in M*. Weiters ist Voffen in RZ,, also ist V* =V U oV
offen in R™. Wir setzen h*(z) = z fiir ¢ € Uund h*(2) = oho(z) fiir

x € oU sowie k*(y) = k(y) fir y € Vund k*(y) = oko(y) fury € oV.

Dies ist wohldefiniert dank U N oU C OM und h(0M) C R*1.

Die Abbildungen 7* und k* sind stetig dank Verklebesatz E1p.

Somit ist (h*, k*) : U* = V* ein Hom6omorphismus, wie gefordert.

Aus jedem Atlas of = (h;);c; von M gewinnen wir den Atlas of* = (h}),cr
der Verdopplung M*. Ist der Atlas of zudem orientiert, so auch o/*, und
die Involution o : M* — M* ist orientierungsumkehrend. Somit besteht
M* = M U M’ aus unserer Mannigfaltigkeit M und ihrem Spiegelbild
M’ = o(M), verklebt entlang ihres Randes OM = M N M’ = dM’.

Schliefllich sei der Atlas o glatt, also alle Kartenwechsel ;; in of seien
®"—differenzierbar, wobei r > 1. Hier ist Orthogonalitét eine technisch
notwendige Vorkehrung: Wir miissen fiir jede Kartenwechsel h;; in o
voraussetzen bzw. einrichten, dass auf dem Rand 9M die Ableitung 0,7,
senkrecht steht auf e,, ..., e,,. (Andernfalls entstehen Knicke.)

Ist dies alles erfiillt, so ist auch der Atlas o/* glatt, o : M* — M* ist

eine glatte Involution, und M < M* ist eine glatte Einbettung.

© Diese Konstruktion ist kanonisch, kommt also ohne willkiirliche
Wabhlen aus. Sie ist zudem natiirlich, denn zu f: (M,0M) — (N,0N)
erhalten wir die Fortsetzung f* : M* — N* mit f* oo, = oy o f*
Satz K1y zeigt eine schone Anwendung des Verdopplungstricks.

Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: Produkte o
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Neue Mannigfaltigkeiten aus alten: Produkte

Ubung K1w: Produkt von Mannigfaltigkeiten

Sind M und N Mannigfaltigkeiten, so auch M x N. Wir wihlen Atlanten
d=(h: MU, U, C[-1,1]),; auf M,
B=(k;: NOV; > V] C[-1,1]");c; aufN.

Daraus erhalten wir auf M x N den Produktatlas:

A®RB = (hy x kj: M x N2U; x V; = Ul x V/ € [<1,1]™™) 1 crs
(1) Fir M # 0 # N gilt demnach dim(M x N) = dim M + dim N.
(2) Sind die Atlanten of und & orientiert bzw. €"—glatt, so auch o/ ® %.

(3) Fir den Rand gilt Leibniz, (M x N) = [(OM) x N]U[M x (ON)]
als Verheftung entlang ihres gemeinsamen Randes (9M) x (ON).

© Zum Beispiel ist (M x [—1,1]) = M* die Verdopplung von M (K1v).
Fiir Komponenten gilt 7y (M x N) = {X x Y| X € ny(M), Y € my(N) }.

Wir nutzen hier als Modellraum den n-dimensionalen Wiirfel [—1, 1]™.
Als Modell taugt ebenso der abgeschlossene Ball D", da homéomorph
(A1E), und der euklidische Halbraum R%, da lokal hom6omorph (A1m).
Wir haben also die Wahl. Die Wiirfel haben den Vorteil, dass sie stabil
sind unter Produkten, und genau das nutzen wir dankend in K1w.

Fiir glatte Mannigfaltigkeiten sind noch D™ und R% lokal diffeomorph
und werden daher gerne als Modellrdume genutzt. Sie sind leider nicht
abgeschlossen unter Produkten: Es entstehen ,glatte Mannigfaltigkeiten
mit Ecken®. Auch hier sind Wiirfel das allgemeinere, flexiblere Modell,
daher pléadiere ich hier fir Wiirfel [—1,1]™. Choose your models wisely!

Je nach Anwendung mag die volle Allgemeinheit iiberfliissig sein,
Mannigfaltigkeiten mit Ecken werden daher nur behandelt wo nétig.
Insbesondere fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten ist der euklidische
Raum R™ das universelle lokale Modell. Ich erklare Thnen umsichtig
alle gebrauchlichen Varianten, so sind Sie fiir jede Situation geriistet.
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Vorsicht Rand: geometrisch vs topologisch
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Der geometrische Rand als topologische Invariante

/\ Bitte unterscheiden Sie aufmerksam den topologischen Rand é M
eines Teilraums M C RY (dieser ist extrinsisch definiert, relativ zum
umgebenden Raum) vom geometrischen Rand der Mannigfaltigkeit M
(dieser gehort intrinsich zu M, absolut, unabhingig von Einbettungen).

© Letzteres grinden wir auf offenen Mengen U C RZ, in unserem
Modellraum (J7G) und tibertragen alles auf Mannigfaltigkeiten (K1B).
Dies gelingt dank der topologischen Invarianz des Randes (J71).

Beispiel: Fiir den geometrischen Rand gilt 0D" = S"~! und 9S™ ! = §.
Im Raum R" ist der topologische Rand 6D" = §"~! und §S"~! = "1,
Beides heifit ,Rand", bedeutet aber jeweils ganz verschiedene Dinge.

Der Randoperator 0 ordnet jeder n-Mfkt M eine (n — 1)-Mftkt OM zu.
Dabei gilt 90M = () dank K1T, diese (n — 2)-Mfkt ist also immer leer!

© Diese fundamentale Eigenschaft hat mannigfache Anwendungen,
direktet geometrisch in der Bordismustheorie, entsprechend algebraisch
in Kettenkomplexen, analytisch in Integralsitzen, damit in der Physik!

Hier eine verbliiffend einfache und schone Illustration, wie effizient wir
mit Mannigfaltigkeiten und ihren Eigenschaften rechnen kénnen:
Aufgabe: Wir betrachten den Volltorus T = S' x D? und die aufgedickte
Torusfliche S = S! x S! x D'.  (0) Skizzieren Sie diese im R3.

(1) Sind die Raume S und 7' Mannigfaltigkeiten (eventuell mit Rand)?

(2) Lassen sie sich durch ihre Euler—-Charakteristiken unterscheiden?
(3) Sind die Rdume S und T"homéomorph?

Losung: (1) Ja, das Produkt von Mannigfaltigkeiten (mit Rand)

ist eine Mannigfaltigkeit (mit Rand), siehe vorige Ubung Kiw.

(2) Wir finden x(9) = x(S') x x(D*) =0-1=0

und x(T) = x(S') x x(S!) x x(D')=0-0-1=0.

@ Diese algebraische Invariante hilft uns hier leider nicht weiter.

(3) Nein! Aus S = T'folgt 0S = 9T, dank Invarianz des Randes (J71).
Wir haben hier 95 = S' x S! zshgd, aber 9T = S! x S! x S unzshgd.
© Diese geometrische Eigenschaft unterscheidet diese beiden Raume.




K129
Erliuterung

Mannigfaltigkeiten sind metrisierbar
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Mannigfaltigkeiten sind metrisierbar

In Kapitel E haben wir Urysohns Metrisierungssatz E5R erarbeitet.
Diesen kénnen wir insbesondere auf Mannigfaltigkeiten wunderbar
anwenden (Wiederholung von E5T), problemlos nun auch mit Rand:

Ubung K1x: Jede Mannigfaltigkeit ist metrisierbar.
Aus lokal euklidisch, hausdorffsch und zweitabzédhlbar folgt metrisierbar:
1 Jeder lokal euklidische Raum (M, J) hat die Trennungseigenschaft T;.

2 Es gibt Gegenbeispiele ohne T, (E2E). Gilt zudem T3, so folgt 73 und
sogar T3/, Hinweis: Diese Konstruktion nutzt lokale Kompaktheit.

3 Gilt zudem 2AA (komponentenweise), so ist (M, J) metrisierbar.

Losung: (1) Zu a # b in M existiert Umit b € U € T und einer Karte
h:(U,b) > (V,c) auf V C RZ, offen. Im Falle a ¢ U ist alles klar.
Im Falle @ € U auch, denn die Eigenschaft 7; gilt in U =~ V' C R,

(2a) Gegenbeispiele: Die verzweigte Gerade (E2E) oder die Gerade mit
doppeltem Usprung (E2E) sind lokal euklidisch, aber nicht hausdorffsch.

(2b) Sei A C M abgeschlossen und b ¢ A. Wir kénnen U N A = ()
annehmen, notfalls ersetzen wir U durch U \ A. Sei r € R mit
Bl(e,r) C h(U). Die Funktion g : V — R : & = max{0,1 — |z — ¢|/r}

ist stetig mit kompaktem Triger D := B(c,r) C V (F10).

Zu f, :==goh:U —[0,1] ist der Trager K = h~!(D) kompakt (F1y).
Im Hausdorff-Raum (M, ) ist K demnach abgeschlossen (F1G).

(Das wiire falsch ohne T;, siehe obige Gegenbeispiele E2E.)

Wir ergénzen f, durch die Nullfunktion f, : M\ K — [0,1] : @ - 0.
Dank Verklebesatz (E1p) ist f = f, U f, : M — [0, 1] stetig. Dabei gilt
fla =0und f(b) = 1, wie fiir die Trennungseigenschaft 73, , gefordert.

(3a) Dank (2) gilt die Trennungseigenschaft T;. Ist (M, J) zweitabzdhlbar,
so kénnen wir unmittelbar Urysohns Metrisierungssatz ESr anwenden.
(3b) Unser Raum (M, J) ist lokal euklidisch, somit lokal wegzshgd. Daher
ist M = | |my(M) die topologische Summe aller Wegkomponenten (G3c).
Es geniigt also, die Metrisierung fiir jede Komponente sicherzustellen.
Fiir den Gesamtraum M nutzen wir dann die Summenmetrik (C2F).

Invarianz des Gebietes fiir Mannigfaltigkeiten o
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Euklidische Einbettung geschlossener Mannigfaltigkeiten

Beispiel: Wir kénnen die Sphire S* C R"*! nicht in R” einbetten (J6¢).

Satz K1v: Invarianz des Gebietes fiir Mannigfaltigkeiten

Seien M und N zwei n—-Mannigfaltigkeiten und N zusammenhangend.
(1) Sei M + 0 geschlossen, also kompakt und ohne Rand, OM = 0.
Dann ist jede stetige Injektion f: M < N ein Homéomorphismus.

(2) Sei M + 0 kompakt, eventuell mit Rand M. Dann ist jede stetige
Injektion f: (M,0M) < (N,IN) ein Homéomorphismus.

Beweis: (1) Dank Invarianz des Gebietes (K1Rr) ist f: M < N offen,
insbesondere ist f(M) C N offen. Mit M ist auch f(M) kompakt (F1j),
also abgeschlossen in N (F1G), da N hausdorffsch ist. Da ) # f(M) C N
offen und abgeschlossen ist, folgt f(M) = N, da N zusammenhéngend ist.
Somit ist f bijektiv, stetig und offen, also ein Homéomorphismus.

(2) Gemafl K1v verdoppeln wir fzu f* : M* < N* mit f* ooy = oy o f*.
Dank (1) ist f* ein Homdomorphismus, also auch f.

Ubung: Jede geschlossene m—Mfkt M lisst sich in einen RY einbetten:
(1) Es gibt eine offene Uberdeckung M = U, U - U U, mit ¢, : U, = R™.
(2) Kompaktifizierung liefert stetige Fortsetzungen ¢, : M — S™.

(3) Wir erhalten die Einbettung ¢ = (,,..., @) : M < (S™)¢ € R™+1E,
© Genial einfach! Insbesondere folgt daraus erneut Metrisierbarkeit.

Bemerkung: Die Dimension N = (m + 1)¢ ist unnétig grof3, was unserem
einfachen Beweis geschuldet ist. Eine Einbettung M <> R*™+! ist immer
moglich, siehe Munkres, Corollary 50.8: ,Every compact m—manifold can
be imbedded in R?™*1 " Exercise 6 auf Seite 315 zeigt, dass dies sogar fiir
nicht-kompakte, doch zweitabzahlbare Mannigfaltigkeiten gilt.

Bemerkung: Es ist eine interessante, schwierige Frage, zu M die kleinste
Dimension d zu bestimmen, fiir die eine Einbettung M < R? méglich ist.

Beispiel: Wir kennen bereits die Einbettungsdimension edim(S") = n + 1.
Fiir geschlossene Flichen gilt edim(F}) = 3, denn F; < R? dank K1y,
sowie edim(F, ") = 4, was allerdings etwas schwieriger zu beweisen ist.

Koénnen wir Mannigfaltigkeiten triangulieren? o
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Welche Mannigfaltigkeiten kénnen wir triangulieren?

b d / b

FiRx[-1,1]» ZCR®:

3 cos(ms)
(j) = (J sill(ws))
t

b d a

g:Rx[~1,1] » M CR?:

) [3+tsin(ms/2)] cos(ms)
(z) = ([3+t sin(ﬂs/Q)]sin(ﬂ‘s))
tcos(ms/2)

a < e b

Ubung: Zylindermantel Z und Mobius-Band M erlauben Atlanten mit

nur zwei Karten. (Mit einer einzigen Karte gelingt dies nicht, siche K1v.)
Dies gelingt glatt, wie hier zu sehen, fiir Z sogar orientiert. Beide Flichen
lassen sich zudem triangulieren. (Obige Eckenzahl ist minimal. Warum?)

Triangulierungsvermutung fiir topologische Mannigfaltigkeiten:
Jede kompakte topologische Mannigfaltigkeit M ist triangulierbar,
d.h. es existiert ein endlicher Simplizialkomplex K mit |K| = M.

© Dies gilt fiir €*-glatte Mannigfaltigkeiten, leider nicht allgemein!
Hauptvermutung der kombinatorischen Topologie: Seien K und L
Simplizialkomplexe mit homdomorphen Realisierungen |K| = |L|.
Dann existieren isomorphe Unterteilungen K’ < Kund L’ < L.

© Dies gilt gliicklicherweise in Dimension < 3, leider nicht allgemein!
Fir Mannigfaltigkeiten der Dimension < 3 gelten beide Vermutungen,
fur Mannigfaltigkeiten der Dimension > 4 hingegen sind beide falsch!
Satz K1L: Triangulierbarkeit fir Mfkten der Dimension < 3

Jede topologische Mannigfaltigkeit der Dimension < 3 ist triangulierbar.
Je zwei Triangulierungen sind isomorph nach geeigneter Unterteilung.

© Triangulierungen vereinfachen unsere Arbeit dramatisch!
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Klassifikation der Kurven aka eindim. Mannigfaltigkeiten
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Klassifikation der simplizialen Kurven

Fiir 1-Mannigfaltigkeiten haben wir zunichst vier konkrete Beispiele:
ohne Rand
die reelle Gerade R
die Kreislinie S!

mit Rand
die Halbgerade R,
das Intervall [0, 1]

1-Mannigfaltigkeit

nicht kompakt

kompakt

Satz K1n: topologische Klassifikation der Kurven

Jede zusammenhingende Kurve (eindimensionale Mannigfaltigkeit)
ist homdomorph zu genau einem der Modellrdume [0, 1], S, R, R.,.
Jede kompakte Kurve K besteht somit aus p € N Intervallen und ¢ € N
Kreislinien, ist also homéomorph zu genau einem der Modellrdume

E,,={1,...,p} x[0,1])U({p+1,..,p+ ¢} xS') C RxC=R3

Der Satz ist anschaulich plausibel, doch die Voraussetzung ist schwach.
Ohne weitere Hilfsmittel ist der Beweis eher ldnglich und mithsam...
Versuchen Sie es! Eine Anleitung gibt David Gale, The classification of
1-manifolds: A take-home exam, Am. Math. Monthly 94 (1987) 170-175.

© Wir nutzen triangulierte Mfkten, das ist starker... und damit leichter!
Nach Satz K1v ist jede Kurve (eindim. Mannigfaltigkeit) triangulierbar.

A |4,| = (0,1 B
0 1 2 3

|B = R

n—2 n-—1 0 1 2 3 4 5
Jede dieser Skizzen zeigt einen Simplizialkomplex K der Dimension 1
also einen Graphen aus Ecken und Kanten. Die geometrische Realisierung
K| ist eine zusammenhingende eindimensionale Mannigfaltigkeit

Sie ist kompakt fiir A,, und C,,, unberandet fiir C,, und D.

D D|=R
n—1 -2 -1 0 1 2 3 4 5

n—2

Ubung K1o: Klassifikation simplizialer Kurven
Sei K ein Simplizialkomplex und X = | K| seine Realisierung.
1 Genau dann ist X eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, wenn
dim K < 1 gilt, und jede Ecke in genau einer oder zwei Kanten liegt.
2 Ist K zudem zshgd, so ist K isomorph zu einem der obigen Modelle.
Jede zshgde Kurve ist homdomorph zu einem der vier Modellrdume.
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Perspektive: Geraden werden zu Punkten.
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Perspektive: Geraden werden zu Punkten.

Auge oder Kamera nutzen die Zentralprojektion auf eine Bildebene E:
Alle Punkte auf einer Ursprungsgeraden werden zu einem Bildpunkt.

Ay

b

Die Bildebene E = R? entspricht

dem Kartengebiet U, C RP? in K2F.

Die Projektion 16scht die Tiefeninformation: Die dreidimensionale Szene
wird zum zweidimensionalen Bild projiziert, perspektivische Darstellung.
Zusitzliche Tiefeninformation ist wichtig fir praktische Anwendungen:
Astronomie (Parallaxe), Photographie (Tiefenschérfe), Computer Vision.

1 der Renaissance.

Bildquelle: wi

Albrecht Diirers Underweysung zum Perspektivproblem

Projektive Raume: Geraden sind die neuen Punkte! o

Projektive Raume: homogene Koordinaten o

Definition K2A: der projektive Raum P(V)
Sei K ein Korper und K* = K* = K \ {0} seine multiplikative Gruppe.

Diese operiert durch Multiplikation K* ~ Vauf jedem K-Vektorraum V,
ebenso K* ~ V* auf der Menge V* = V \ {0} aller Nicht-Null-Vektoren.

Jede Bahn / Aquivalenzklasse ist eine Gerade (jeweils ohne Nullpunkt).
Wir definieren den projektiven Raum P(V) als den Quotientenraum:

K> ’@Vﬁ—q»IP’(V) =VHR sz q@) =[2] =KX -z

Der Ubergang von Vzu P(V) heifit Projektiv(is)ierung.

V.

Genau dann erzeugen zwei Vektoren z,y € V* dieselbe Gerade Ka = Ky,
geschrieben = ~ y, wenn ein Skalar A\ € K* mit Az = y existiert.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf V*. Die Aquivalenzklasse K* -

ist die von z aufgespannte Gerade (hier immer ohne den Nullpunkt 0).
Der Quotientenraum V*/_ ist der oben definierte projektive Raum P(V/).
Kurz gesagt, als Slogan: Die Punkte von P(V) sind die Geraden von V.

Als kanonisches Beispiel betrachten wir den Koordinatenraum

V=K"= {(z,2,....3,) | 0,2, ..., 2, EK}.

Den projektiven Raum schreiben wir dann P(K"*!) = P*(K) = KP" mit

q s KN A{0} = KP™ : (29, 2,05 @) = [T i@y ¢ i3, ] = KX - 20

Diese Schreibweise nennen wir homogene Koordinaten, denn

[Tg i@y ixy] = Ay s Az s Axy,]  fur A e KX

© Speziell im Falle K = R, C trigt K"*! die euklidische Topologie,
K"+1\ {0} ist ein Teilraum, und P(K"*!) = KP" der Quotientenraum.
Diese Rdume RP" und CP™ untersuchen wir im Folgenden genauer.
Diese Quotientenkonstruktion ist wunderbar einfach, konkret, explizit.
Schwierig ist allein die globale Form des Quotientenraumes, dazu spater.
Die Projektivierung kénnen wir auf jeden Vektorraum anwenden, auch
auf unendlich-dimensionale Vektorraume und auf Untervektorraume.

. . . e K205
Projektive Raume: Teilraume

Projektive Raume: die Fano—Ebene P?(FF,) ka0

Projektivierung respektiert Teilrdume: Ist U < Vein Untervektorraum,
so operiert K* auf der Teilmenge U* C V*#, und wir erhalten P(U) C P(V).
Fiir die Koordinatenrdume haben wir die kanonischen Einbettungen

inc : K" L>Kn+1 : (f”07~~~737n71) g (x07---7xn—170)
inc: KPP 1 KP" ¢ [3g: 2y ] b [Tg t o 2 @y q 2 0]
Kl inc KQ inc Kg inc K4

J J ] ]

KU\ {0} <2 K2\ {0} 2% K3\ {0} <25 K4\ {0} — ...

| | ! !

KPU inc KPI inc KP2 inc K]Pg

Die allgemeine lineare Gruppe GL,,, | (K) operiert auf K"*! durch lineare
Abbildungen und somit auch auf KP". Vielfache operieren dabei gleich,
wir erhalten daher eine Operation der projektiven linearen Gruppe
PGL, ., (K) := GL, ., (K)/K* auf dem projektiven Raum KP".

Das kleinste Beispiel erhalten wir fiir den Korper F, = {0,1} und n = 2:

F3

Hier besteht V = F2 = {000,001, 010,011, 100,101,110, 111} aus acht
Vektoren, also V* = 3 \ {0} aus sieben. Jeder Vektor v € V* spannt die
Gerade {0,v} C FJ auf, seine Aquivalenzklasse ist also {v}. Die sieben
Geraden in F; sind die Punkte des projektiven Raumes P(F3) = P(F,).
Die obige Illustration zeigt F3 als Wiirfel und P(F3) als Fano—Ebene.
Die sieben Ebenen in Fj betrachten wir als Geraden in P(F3) = P?(F,).
Dies ist ein berithmt-elegantes Minimalmodell der Inzidenzgeometrie.
Je zwei Punkte inzidieren mit genau einer Geraden, und umgekehrt.

Projektive Raume iiber einem endlichen Kérper I, “
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Projektive Raume iiber einem endlichen Kérper I,

Beispiel / Ubung K28: endliche projektive Raume J

Wie viele Elemente hat P"(F,)? Wie erkldren Sie das geometrisch?

© Die Menge F;"*! hat ¢"*! Elemente. Jede Gerade F, - v hat q Elemente.
@ Dies ist keine Zerlegung, da alle Geraden den Nullpunkt enthalten.
Losung: Die Menge V* = F*1 \ {0} hat genau ¢"*! — 1 Elemente.

Jede Gerade ‘v hat genau g — 1 Elemente. Dies ist eine Zerlegung!

qn+1_1
fP(V) :ﬁ:1+q+q2+---+q"
Beispiele: e 1
fPA(F,) = —— =7=1+2+4
2—-1
625 —1
P(E;) = o =156=1+5+25+125

Dabhinter steckt die Zellzerlegung KP* =~ K° UK! UK? U - U K",

© Wir nutzen dankend die Bahnengleichung, hier frei.
Touristin fragt Schifer: \Wie zahlen Sie so schnell Thre Schafe?*
— ,Das ist ganz einfach, ich zéhle die Beine und teile durch vier

© Hinter der geometrischen Summe steckt tatséchlich Geometrie!

K[mel :{[xo’% Do :In] EKPH‘IW,:O}v
KP" \KP" ' = {[zg: @ ¢ ... 2,] € KP" |z, = 1} = K"

Aus der kanonischen Filtrierung KP° C KP! C KP? C --- C KP"
gewinnen wir die Zellzerlegung KP" =~ K° UK! UK? U - U K",

© Dies erklart die Formel fP*(F,) = 1+ ¢ + ¢? + - + ¢" geometrisch:
Die abstrakten Zahlen 1,q,¢?, ..., ¢" entsprechen konkreten Objekte!
Ja, Sie lesen richtig: Zahlen sind abstrakt, Objekte sind konkret.

© Das ist eine Illustration fiir algebraisch-geometrischen Zahlenzauber.
Diese Art der Konkretisierung ist oft niitzlich und iiberaus erfolgreich.
Vornehm heif3t dies Kategorifizierung: Unsere abstrakt-algebraische
Rechnung wird in einer konkreten Kategorie erklart und interpretiert.
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Lobgesang der projektiven Raume RP" und CP"

Als motivierenden Ausblick nenne ich die folgenden Ergebnisse als Ziele:

Satz K2c: Lobgesang der projektiven Raume RP" und CP"

Der projektive Raum KP” ist eine unberandete Mannigfaltigkeit,
zusammenhingend, der Dimension dim RP™ = n und dim CP" = 2n.
(Wir zédhlen die reelle Dimension; CP" ist komplex n—dimensional.)

Er ist ein Sphirenquotient, RP" = §"/SY und CP" = §?"*1/S!, also
kompakt. Die Koordinaten « : K" < KP" : (zy,...,x,) b 2y : ... s 2, : 1]
kompaktifizieren K” mit Rand KP"~! und heften eine einzige Zelle an.

Der kanonische Atlas of = (hy, ..., h,,) ist >°—glatt, analytisch, rational.
Die Mfkt RP" ist orientierbar fiir n ungerade, aber nicht-orientierbar fiir
n > 2 gerade. Die Mfkt CP™ ist kanonisch orientiert in jeder Dimension n.

Kleine Beispiele: Fiir geschlossene Flichen gilt [ = S? und Fy = RP2.
Fiir n # 1 gilt RP" 2 S” und CP" % $?", doch RP! ~ S! und CP! =~ S2.
Fiir Matrixgruppen gilt GO; R = S° und SO, R = S! und SO; R = RP3.

Fiir jeden endlichen Korper K ist P*(K) kombinatorisch interessant.
Geometrisch-topologisch interessieren wir uns vor allem fiir K = R, C.
Hier entfalten die projektiven Rdume KP" eine Vielfalt faszinierender
Eigenschaften, sie sind ein idealer Test unserer Begriffe und Werkzeuge.

Jedoch, leicht anschaulich sind die projektiven Rdume KP" leider nicht.
Das mag manche:r als Makel empfinden, einige meiden sie dngstlich
oder verteufeln sie gar zu den Schrecken der sieben Weltmeere.

Das ist natiirlich iibertrieben und vollig fehlgeleitet.

Sehen wir es positiv: Da wir KP" zwar global definieren, aber meist nicht
leicht als Ganzes tiberblicken kénnen, eignet sich die lokale Sichtweise
der Mannigfaltigkeiten hier als Hilfsmittel und ideales Denkwerkzeug.
Dies werden wir daher erfolgreich einsetzen, tiben und vertiefen.

Zudem werden hier nahezu alle topologischen Begriffe und Techniken
mobilisiert: Einbettungen, Quotienten, Kompakt-Hausdorff-Kriterium,
Kompaktifizieren und Verkleben, uvm. Auflerdem hat KP" neben seiner
geometrischen Anwendung auch physikalische Bedeutung.

Erinnerung: die Sphare S” als Teilraum Eetuterung Erinnerung: die Sphare S™ als Quotient Eetuterung
Die n—dimensionale Sphire ist der Teilraum Im Raum R"*! \ {0} nutzen wir Polarkoordinaten R_,, x S":
§" ={(wo, ., ) ERMH g 4 4ol =1} C R RO\ (0] U5 Ry 8% R {0) T RO {0)
{0} = x§" RMIN{0} = RN\ {0

Die kanonische Einbettung inc : R* < R"*! : z = (,0) beschert uns: rsei(r,s) o0 g !

Rl inc RZ inc R3 inc R4 inc (P*H)'pel‘t‘bt‘ﬂﬁ‘) \

T I I I q ret | |inc ret | |inc

SO inc §1 inc SQ inc S3 inc (Aquntor Schnitt) \ \

/()O
Jede Sphire ungerader Dimension n = 2m + 1 erhalten wir als Teilraum g
(Rn+1 \ {0})/R>0 = sr s" P S s”

STl = {{(zg, ..., 2) € C™H |22 4+ + |2, =1} € CmHL

Die kanonische Einbettung inc : C* < C"*! : 2 15 (z,0) beschert uns:

[ OEFRLIHENS g IR LICHEN o PSRN (L L (C-Hyperebene)
(SJRENRLLNENG - USRI S N -t (Schnittmenge)

Jeder lineare Automorphismus g € GL, . (R) induziert einen
Homéomorphismus g : " — S" : & = g(z)/|g(z)| mit re g = gor.

Diese Operation GL,,, ; (R) ~ S™ haben wir in J3E bereits genutzt.
Positive Vielfache Ag € GL,,,; (R) mit A € R_, operieren dabei gleich,
wir erhalten daher eine Operation der Quotientengruppe GL,,,, (R)/R..
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Der projektive Raum KP" als Sphirenquotient

G \ {0} r*zt» sn Ccntl \ {0} r*zt» §2n+1
mc mc
] \ v \ \ v

N

CP" —_— S2n+1/§1

A\

RP™ —_— sn /SO

R|=

QIR
-~

© Wir nutzen viermal die universelle Eigenschaft des Quotienten:

Die obere Zeile faktorisiert wie angegeben und liefert in der unteren
(f,g) : RP" = S§"/S® mit f: R* -2+ S 2/|z|und g: S - a = R* - a bzw.
(h,k): CP" = §**+1 /St mit h: C* -2+ S' - z/|r|und k: S' -a = C* - a.

Ubung K2b: Der projektive Raum KP" ist Quotient einer Sphire.

In jeder Dimension n € N haben wir RP" = S"/S? und CP" = §27*1/St.
Insbesondere sind alle projektiven Rdume RP" und CP" kompakt (F1j).

Uber K = R, C haben wir die folgenden kanonischen Einbettungen:

R! inc R2 inc R3 inc R
T T T T
S(] inc Sl inc SZ inc S3
¢ ¥ ¢ ¢
RPO <lzdle, ppl 2zl pp2 (sa-Zde pm3
Hierbei entsteht RP™ aus RP?~! durch Anheften einer n-Zelle D™.
(Cl inc (CQ inc (CS inc (C4
T T T T
Sl inc Sg inc S5 inc S7
¥ 4 ¢ ¢
CP° e, opt Lzelle o2 67l op3

Hierbei entsteht CP" aus CP"~! durch Anheften einer 2n—Zelle D*".
Fiir die Euler—Charakteristik folgt x(RP") = @ und x(CP") =1+n.

Der projektive Raum KP" als euklidischer Teilraum “r
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Der projektive Raum KP™ als euklidischer Teilraum

Zu jedem Vektor s € K" \ {0} definieren wir F(s) : K™ — K" als
F(s): x> s(s|x)/(s|s),
Fls):zmro— s(s|z)/(sls),

(c) die Hyperebenenspiegelung F(s):xax—2s(s|z)/(s]s).
Die Abbildung F(s) : K» — K" entspricht folgender Matrix:

(a) die orthogonale Projektion
(b) die orthogonale Projektion

(a) f(S) = S gT/<5 | S> mit Ks = Ker[f<5> - lnxn]v
(b) f(8)=1,y, — 5-5 /(s]s) mit Ks=Ker f(s),
(© £5) = Ly — 255 /(s]s) mit Ks=Ker[f(s) + 1,5,].

Die so definierte Abbildung f: K™ \ {0} — K™*" ist demnach stetig!

Ubung K2E: der projektive Raum KP" als euklidischer Teilraum

Wir erhalten die euklidische Einbettung f : KP"~1 < K™*" : [s] i+ f(s)
dank kanonischer Faktorisierung und Kompakt-Hausdorff-Kriterium.
Insbesondere ist der Raum KP" hausdorffsch und zweitabzahlbar (E1gG),
sogar metrisierbar durch d([s], [s']) = |f(s) — f(s")| dank Norm auf K™*".

Wir wollen zeigen, dass KP™ eine Mannigfaltigkeit ist. Lokale Karten

ergeben sich kanonisch und sind erfreulich leicht, wie wir gleich sehen.
Zur Definition K1B gehort aber auch die Hausdorff-Eigenschaft und die
Zweitabzahlbarkeit. Der Raum K"*! \ {0} hat diese guten Eigenschaften
offensichtlich, doch diese konnen bei Quotientenbildung verloren gehen!

Erinnerung: Der Raum X = {41} x R ist hausdorffsch, nicht jedoch die
verzweigte Gerade Y = X/ (E2E). Der Raum R ist zweitabzihlbar, das
unendliche Bouquet R /Z jedoch ist nicht einmal erstabzahlbar (E2w).

Fiir den projektiven Raum KP" = (K"*!\ {0})/(K \ {0}) miissen wir
daher befiirchten, dass auch bei diesem Quotienten gute topologische
Eigenschaften zerbrechen konnten. Dies tritt gliicklicherweise nicht ein,
genau das beweisen wir effizient-elegant durch die obige Einbettung

[s] = f(s).

Die kanonische Faktorisierung E2n von f liefert die stetige Injektion f
Dank Kompakt-Hausdorff-Kriterium F1v ist f eine Einbettung.

f: KP» < KntD)x(n+l) |
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Der projektive Raum KP" als Mannigfaltigkeit

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass der projektive
Raum KP" eine wunderschone Mannigfaltigkeit ist!

Die Bildebene F
dem Kartengebiet { in K2s

2 entspricht

Die urspriingliche Idee der Projektivierung liefert uns Karten fiir
die Sphére S", siehe K115, und den projektiven Raum RP", siehe K2F.
Die folgende Ubung fiihrt dies in epischer Schonheit aus.

Die Fragen leiten Sie schrittweise an und bieten Ihnen die wunderbare
Gelegenbheit, alle notigen Begriffe hier zu wiederholen und einzutiben.
Fingerfertigkeit und Verstdndnis trainieren Sie mit Stift und Papier!

Ubung K2F: Der projektive Raum KP" ist eine Mannigfaltigkeit.
Der projektive Raum KP" ist eine geschlossene Mannigfaltigkeit:
0 Er ist kompakt (K2p), hausdorffsch und zweitabzahlbar (K2E).

1 Darinist U; := {[zg: ... : 2, |2; #0} = {[zg : ... : @] |z, = 1} offen.
2 Es gilt KP" = [J_, U; mit den kanonischen Karten (h;, ;) : U; 2 K*
gegeben durch &; : (yy, .., yn) = [yr sy 1 gy ¢ sy, und

[t 8 (g 8 oo B &8s B g 8 BB 8 oo B By B> Ty (B coo 7 Bl Bl oo ' Bep)e
3 Als Komplement von U,, im Raum KP" erhalten wir KP" 1.
Wir schauen noch etwas genauer hin:
4 Bestimmen Sie explizit die Kartenwechsel h,; : K* D V;; > V;; C K"
5 Ist KP” mit dem Atlas o = (h, ..., h,,) eine glatte Mannigfaltigkeit?

'

6 Ist der Atlas o orientiert? Ist die Mannigfaltigkeit KP™ orientierbar?
7 Fir 0 < m < nist KP™ C KP" eine glatte Untermannigfaltigkeit.

© Alle Daten liegen explizit vor: Es gentigt sorgsames Nachrechnen!

K219

Der projektive Raum KP" als Kompaktifizierung

K220

Der projektive Raum KP" als Kompaktifizierung

Der projektive Raum KP" ist kompakt (K2p) und hausdorffsch (K2E).

Ubung K2a: der projektive Raum als Kompaktifizierung K" < KP"

Die Einbettung x = £, : K*" 2 U, CKP" : (2q,...,2,) - [ : ... 1z, : 1]

ist eine Hausdorff-Kompaktifizierung (F4a) mit KP" = KP"~! U x(K").

Im Falle n = 1 ist dies Alexandroffs Einpunktkompaktifizierung (F4p):
R=>U; - RP! =
C =~ U, = CP!

RPY U £(R)
CPOUK(C) =

IR

RU {oo} =R ~§!
CU{oo} =C=§?

R

Losung: Das Bild x(K") ist dicht in KP": Jeder Punkt in KP™ \ x(K")

ist von der Form [z : ... : ¢, : 0] mit 2 € K" \ {0} und somit Grenzwert
(Fernpunkt) der Geraden K — KP™ : A i [Az; : ... : Az, : 1] fiir A — oo.
Besonders iibersichtlich ist KP': Hier wird nur ein Punkt co = [1 : 0]
hinzugefiigt. Wir erhalten die Einpunktkompaktifizierung (F4p)!

© Die Homéomorphie RP! = S! und CP! = S§? wollen wir noch genauer
untersuchen und dazu noch schonere Homéomorphismen konstruieren!

Rﬂpn—l

Sn—l

Zu R” kennen Sie die Einpunktkompaktifizierung R" = S" \ {oc} < S™
sowie die Ballkompaktifizierung R" =4 B" < D" mit ihrem ,unendlich
fernen Rand“ D" \ B" = S"~!. Genau dazwischen sitzt der projektive
Raum R" 2% U,, < RP" mit seinen ,Fernpunkten® RP" \ U, = RP" .

Wir haben D" — RP™ —» S", jeweils durch Identifikation auf dem Rand.
Die Einpunktkompaktifizierung ist terminal, siehe F4G, speziell F1r.
Bei D" — RP" identifizieren wir gegeniiberliegende Punkte +x € S"~!
Genauso fiir CP" mit C" ~ B?" < D", auf dem Rand S?"~! operiert S'.
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Erinnerung: ein minimaler Atlas fiir die Sphare S™ o

Ubung K2k: der reell-eindimensionale Sonderfall RP! =~ S'

Konstruieren Sie einen Homdomorphismus RP! = S!, méglichst glatt.

A\ Der Fall n = 1 ist die Ausnahme. Fiir n # 1 gilt S”/{+} % S™!
Losung: Besonders elegant und einfach ist folgende Konstruktion:

ret
N (V) S ———

f=RXZHz2/X4
%

RP! = St

R*z¢422: g

pizs2?

Alternativ gelingt Zusammenschlagen [—1,1]/{—1,1} =~ S' (K2j).
Leider erhalten wir damit zunéchst nur einen Homéomorphismus.

Beispiel / Ubung K11: ein minimaler Atlas fiir die Sphére S”
Konstruieren Sie fiir die Sphare S™ einen glatten und orientierten Atlas. J

(0, +1)

(hg, k) + Uy = R™

Karte fiir Uy

Rn-H B

'\ {(0, +1)}

R™ x> x/|z|?
Der Kartenwechsel h

die Inversion]/ Spi

an der Sphire §™

(hy, k) : Uy =R"

(0,-1) Karte fiir U (0,-1)}

Losung: Unser Atlas of = (h, h,) besteht aus zwei stereographischen
Projektionen hy, : Vj; = R™ bzgl. Nordpol und h, : V} =5 R" bzgl. Stidpol.
Der Kartenwechsel = - z/|z|? ist glatt, zudem analytisch, sogar rational.
Zur Orientierung miissen wir eine der beiden spiegeln, sagen wir h.
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Ubung K2v: der komplex-eindimensionale Sonderfall CP' = S?
Konstruieren Sie einen Homéomorphismus CP! = §2, mgglichst glatt. J
1% = R2 = = U,
Lj) (,y,2)~ 22 U (@ y)etiy U z[1:2] UU
Vor R?\ {0} C\ {0} Uot
b b J;
S? = CP!
P
(zy) 5l 21/z
Vig R*\ {0} C {0} Ui
‘2 (y(fe!/,l)f% IQQ (z,@;):x+i1/ 8 z»—iz-l] (91

Links steht ein Atlas fiir S (K11), rechts steht ein Atlas fiir CP* (K2F).
Verkleben (E1p) ergibt (p,v) : S? = CP'. Dasselbe gilt fiir RP! =~ S*.

Ubung: Global und wunderbar explizit erhalten wir p : §3 — CP* ~ §2,
pla,b,c,d) = (2ac + 2bd, 2ad — 2be, ¢ + d?> — a® — b?).

Diese Polynomfunktion p : §* — R? ist stetig. Die S!-Invarianz ist klar:
Sie erhélt das Skalarprodukt ac + bd, das Kreuzprodukt ad — be und die
Normquadrate a® + b2 und ¢? + d?. Die Bildmenge erfiillt p(S®) C S?, denn
(2ac +2bd)? + (2ad —2bc)? + (% + % — 2 —d?)? = (a® + b2 + 2+ d?)? = 1.
Die Surjektivitit p(S*) = S? und Homdomorphie p : $*/S ~ §? scheinen
zunichst schwer... doch dann rettet uns p = 1 o . Rechnen Sie es nach!

Bemerkung;: Fiir k < n wissen wir bereits [S¥,S"] = {x} (I4B).

Im Falle & = n haben wir deg : [S",S"] = Z (J3a). Fur k > n wurde
zunichst [S¥,S"] = {*} vermutet. Fiir n = 1 stimmt dies tatsichlich,
dank Hochhebung auf die universelle Uberlagerung R — S* : t 1 ¢,
Fir n > 2 blieb die Frage zunéchst offen. Heinz Hopf zeigte 1931, dass
p: S* - S? nicht zusammenziehbar ist, kurz p % *, somit [S?,S?] # {x}.
Diese Sensation 6ffnete der Homotopietheorie eine neue Welt.
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animiert youtu. be/AKotHPGFIYk

edu/magazine/fall2009

nilesjohnson. net

Bildquelle: Lun-Yi Tsai / news. tufts

Bildquelle: wikimedia
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Die Hopf-Faserung S' ~ S — §? aka Bloch—-Sphare Die Hopf-Faserung S' ~ S* — §? aka Bloch-Sphare Erliuterang

Die Konstruktion der komplex-projektiven Geraden CP! = S3/S! fithrt
zur Hopf-Faserung S' ~ S? —» S2. Zuerst beschrieben und untersucht
wurde dieses faszinierende Objekt von Heinz Hopf: Uber die Abbildungen
der dreidim. Sphdre auf die Kugelfldche, Math. Ann. 104 (1931) 637-665.

Ubung: (1) Wie liegen die S'-Orbits in S*? un/verschlungen? Zeichnen
Sie einige Orbits in stereographischer Projektion $3 \ {(0,0,0,1)} ~ R?,
so wie in obigen Graphiken so eindriicklich und asthetisch dargestellt.
(2) Zum Kontrast: Zerlegen Sie die Sphére S? in Kreislinien, die sich nicht
paarweise verschlingen. (Konkret: Zerlegen Sie R? in eine Gerade und
darum unverschlungene Kreislinien wie beim Magnetfeld eines Leiters.)

(3) Wer sich das bildgewaltig vorfithren lassen mdchte, dem empfehle ich
die wunderschonen Videos von Etienne Ghys et al., youtu.be/SxDxUrBSZBM,
und von Niles Johnson, youtu.be/AKotMPGFIYk. Auch in der Erzeugung der
Graphiken steckt viel schone Mathematik: Wie wiirden Sie das anstellen?
Versuchen Sie es gerne, dabei lernen Sie Projektivierung, homogene
Koordinaten und alle obigen Techniken aus eigener Erfahrung.

Anwendung im Quantencomputing: Qubit und Bloch-Sphére ciuenne|| Anwendung im Quantencomputing: Qubit und Bloch-Sphére s

Physikalisch messbar sind jedoch nicht der Zustand s = a|0) + b|1) oder
die Amplituden a,b € C, sondern nur die Absolutquadrate |a|?, [b]> € R:
Diese bestimmen die Wkt, dass der Zustand 0 bzw. 1 gemessen wird.

Die klassische Physik beschreibt den Zustand eines Systems durch

deterministische Grofien, etwa Massen m,, € R mit Positionen u;, € R?
und Geschwindigkeiten v;, € R3. Newtons Himmelsmechanik kénnen
wir so elegant als ein Differentialgleichungssystem formulieren: Das Langenquadrat des Zustandsvektors s # 0 ist |s|* = |a[* + [b]* > 0.
Normiert zu |s| = 1 erhalten wir Wahrscheinlichkeiten: |a|? + [b|? = 1.

u; —u
Uy = v, U = fr(u) = Z ym, M Der normierte Zustand s mit |s| = 1 liegt demnach auf der 3-Sphére:
j#h ik .
. . o . §% = {(a,0) € C?[Jaf? + o’ = 1} = (C2\ {0})/Ro,
Die Quantenmechanik beschreibt jeden Zustand durch einen Vektor
in einem C-Vektorraum und projiziert diese zu Wahrscheinlichkeiten. Auch die Multiplikation mit X € S! dndert den Zustand nur unwesentlich;
Damit modelliert sie Zufall mit Superposition, Wellenphénomene, etc. sie bewirkt eine globale Phasenverschiebung und ist nicht messbar.
Warum diese Beschreibung? Weil sie erfolgreich erkldrt und vorhersagt! Wir bilden den Quotienten nicht nur modulo R, sondern modulo C*:
Als kleinste Informationseinheit kann ein Bit nur den Zustand 0 oder 1 CP! := (C2\{0})/(C\ {0}) = S3/St ~§2

annehmen. Die Quantenmechanik erlaubt zudem Uberlagerungen: . L . . .
Jeder Zustand ist eine Linearkombination s = a|0) + b|1) mit komplexen Die komplex-prOJektlye Gerade CP aka Bloch—Sphare Abesch"relbt
Amplituden a,b € C, wobei (a,b) # (0,0). Die moglichen Zustdnde und de.n Qlan.tenzustan'dJeQes Systems m1.t genau zwel Ba51sz.ustande.n.
der Nullvektor bilden somit einen zweidimensionalen C-Vektorraum. D}es ist die Grundeinheit ‘?‘ef Qy“antemnformatlor.l und heifit Qubit.
Fiir n 4 1 orthogonale Basiszustanden erhalten wir entsprechend CP".
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Sind Anwendungsbeispiele ein Fluch oder ein Segen? etwerang| | Sind Anwendungsbeispiele ein Fluch oder ein Segen? Erliuterung
So manche:r stéhnt an dieser Stelle: ,Jetzt iibertreibt der gute Prof: Der Spagat zwischen diesen beiden Polen ist eine fragile Kunst:
Erst sollen wir Mathematik lernen, jetzt auch noch Quantenmechanik!* Einerseits die abstrakten Grundlagen: einfach, elegant, allgemein.

Ja, bitte neh Sie méeliche A d int iert Kenntnis! Andererseits die konkreten Einzelfélle: verwirrend, sonderbar, speziell.
a, bitte nehmen Sie mogliche Anwendungen interessiert zur Kenntnis!

Der Blick iiber den Tellerrand lohnt SiCh, gerade an der Uni Stuttgart Manche vertauschen hier die Adjektive, das halte ich fiir einen Fehler.
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfille.
Studierende wiinschen zu Recht motivierende Beispiele, Querverbindung
1. Wir sollten uns freuen, dass mathematische Begriffe und Techniken so zwischen den Themen und auch Bezug zu méglichen Anwendungen.
iiberraschend vielseitig anwendbar sind: Was Sie in einem Gebiet lernen, Wir sollten uns also iiber jede Gelegenheit freuen, wo dies gelingt!

hier Topologie, kénnen Sie in anderen Gebieten wiederverwenden.

Sind solche Exkurse tibertrieben? ablenkend? oder gar iiberfordernd?
Ich nenne drei Griinde fiir akademische Neugier und Abenteuerlust:

Wird der Wunsch nach Beispielen und Anwendungen jedoch ernsthaft

2. Speziell im Fall des Quantencomputing ist realistisch absehbar, erfiillt, so fangen erfahrungsgemafl auch immer einige an zu jammern:
dass dies Thr Leben nachhaltig beeinflussen wird. Ich will daher nicht Der Ruf nach Anwendungsbeispielen entsprang nicht ihrer Neugier,
kommentarlos an diesem wichtigen Anwendungsbeispiel voriibergehen. sondern der naiven Sehnsucht nach Einfachheit. Die ist oft unerfiillbar:
3. Das Studium mathematischer Grundlagen ist fundamental wichtig. Ehrliche Anwendungen sind meist nicht leichter zu verstehen, sondern
Wir wollen abstrahieren, um zahlreiche Einzelfille zusammenzufassen, komplizierter als die ibergeordnete Theorie. Sie bendtigen beides!

zugleich auch motivieren, konkretisieren, illustrieren. Nur so geht es! Be careful what you wish for, it might just come true!



news.tufts.edu/magazine/fall2009
http://nilesjohnson.net
http://youtu.be/AKotMPGFJYk
http://youtu.be/SxDxUrBSZBM
http://youtu.be/AKotMPGFJYk
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Anheften von Zellen und Euler-Charakteristik o

O XY

Wir identifizieren je zwei gegeniiberliegende Punkte +z von F.
Der Quotientenraum ist die nicht-orientierbare Fliche F, := Fj /{+}.

Beriihmtestes Beispiel ist die reell-projektive Ebene RP? =~ §2/{+}.

Kompaktifizierung
+ + <+ R]P)Q
==

T -+

— - U = R?
Mobius—Band
+ Kreisscheibe

Ubung K2j: rekursiver Aufbau durch Anheften von Zellen

(1) Wir erhalten die Rdume {+} = RP® C RP' C RP? C RP? C ... durch
Anbheften je einer Zelle D" lings ihres Randes, D" D §"~1 — RP"~ 1.

(2) Fiir n = 1 erhalten wir erneut S* «~ D! /S® ~ RP! (Satz E2T, K26).
(3) Wir erhalten die Riume {+} = CP’ C CP! C CP2 C CP? C ... durch
Anbheften je einer Zelle D?" lings des Randes, D?* D §2"~1 — CP"~1.
(4) Fiir n = 1 erhalten wir erneut S? « D? /S! ~ CP! (Satz F1r, K26).
(5) Die Euler-Charakteristik ist x(RP") = 21" ynd y(CP") = 1+ n.

2
Insbesondere gilt RP"™ 2= S™ fiir n gerade und CP™ 2 S?" fiir alle n # 1.

© Der Aufbau eines Raumes X als Zellkomplex durch sukzessives
Anbheften von Zellen ist eine extrem effiziente Beschreibung. Fiir RP? und
KP™ haben wir dies oben graphisch dargestellt. Solche Zellkomplexe
nutzen wir in der Algebraischen Topologie, etwa zur Berechnung der
Fundamentalgruppe 7(X, z,) sowie spater der Homologie H,(X) und
der Cohomologie H*(X). Hiervon kiindet die Euler-Charakteristik.

K235
Erliuterung

Anheften von Zellen: RP" =~ RP"! U, D"
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Anheften von Zellen: CP" =~ CP"! U, D2n

-1 +n—Zelle Si sn §2n—1 2nozele Sin . §2n+1
an—l +n-Zelle RP" RP" (Cpn,l +2n-Zelle CP™ Cpm

Losung: (1) Reeller Fall: In S™ betrachten wir die obere Hemisphére:

St = {(zg,- 2,) €S |2, €Rso }
Dm = Si : (1707 7"1’4n71) '(_—>| ((L‘O, ey L1 \/1 - "’E(]'2 e “’I‘.nfl|2)

OST =AD" =S§"1 = §" (R = { (g, ..., ¥,_1,0) € S"}

Die Einschrankung der Quotientenabbildung g,, : S — RP™ auf die
n—Zelle S = D" ist stetig und surjektiv, also eine Identifizierung dank
Kompakt-Hausdorff-Kriterium (F1r). Sie identifiziert dabei nur Punkte
auf dem Rand 9S7? = S"7!, und zwar gemaf3 ¢,_, : S"~! — RP"L.

Wir erhalten so die behauptete Verheftung einer n—Zelle (E3j):

RP" = RP"'Uq,(S}) = RP*'uy, D"

© Oben haben wir das Anheften als Kompaktifizierung gesehen (K220).
Die Skizze macht das Vorgehen anschaulich, die Formel liefert Prazision.
Ebenso wie den reell-projektiven Raum RP" O RP" ! erhalten wir auch
den komplex-projektiven Raum CP" O CP"~! durch Verheften:

(2) Komplexer Fall: In §?*1 C C"*! betrachten wir ebenso

Sin = {(Z(n ety Zn) € S2n+1 ‘ Zn € REO}
D" 2 §3% ¢ (20, s Zo1) '@ (20, o0 Znts V1=lz = = [zl?)
agin — oD?n = §2n—1 — §2n+l nCon = {(Z()v vy By 0) c §2n+1 }

Die Einschrinkung der Quotientenabbildung g, : S>**! — CP" auf die
2n-Zelle S2" =~ D" ist stetig und surjektiv, also eine Identifizierung dank
Kompakt-Hausdorff-Kriterium (F1r). Sie identifiziert dabei nur Punkte
auf dem Rand 92" = §?"~!, und zwar gemif ¢, _, : S>»~! — CP*~L.
Wir erhalten so die behauptete Verheftung einer 2n-Zelle (E3y):

Cpn (CP"_l U q, (S?F") o~ (CIP’"_l an,l DQn

Erinnerung an die Lineare Algebra: Drehungen im R? “r
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Die orthogonale Gruppe SO, =~ RP?

Wir wollen SO, R = RP? zeigen. Zunichst die anschauliche Erklarung,
die nétigen Beweise entnehmen wir dankend der Linearen Algebra:

Es gilt SO; R =~ RP?. Aufgabe: Warum? Losung: Jedes Element in SO R
ist eine Drehung p(s, §) um eine Achse s € S? mit Drehwinkel 6 € [0, 7).
Dabei gilt p(s,0) = id fiir alle s € S? sowie p(s, 7) = p(—s, 7), ansonsten
ist die Darstellung eindeutig. Das Paar (s, 6) stellen wir durch den Punkt
s-0/m € D? dar. Mit s ~ —s fiir s € S? erhalten wir SO; R 2 D3/ = RP3.

Aufgabe: Formulieren Sie die Drehung p(s,6) € SO4 R explizit!
Losung: Dies leistet die wunderbar praktische Rodrigues—Formel:

p(5,0) : R® = R3 : 25 2 +sin(d) - s x 2+ (1 —cos()) - s x (s x 7)

Wir nutzen hier das beliebte Kreuzprodukt R? x R? — R? : (a,b) - a x b.
Diese Formel zu finden erfordert Kreativitat. Steht sie erst einmal vor uns,
so kénnen wir sie leicht beweisen; zum Nachrechnen gentigt Handwerk:

Wir erginzen s € S? zu einer Orthonormalbasis s, u, v € R mit s x u = v.
Dann gilt s - s sowie u - cos(f)u + sin(f)v und v = —sin(f)u + cos(6)v.

Ubung K2p: Die Rodrigues—Formel beweist SO, = RIP?,

Konstruieren Sie einen Homdomorphismus SO; R = RP?, direkt mit der
Rodriques—Formel oder elegant mit Quaternionen H O S* — SO; R.

$? x [0,20] —2—» S?

§? x [0,7] —2— D?

SO;R " RP3 SO, R «+—— RP3

(1) Wir haben die stetige Surjektion p dank der Rodrigues—Formel
p(s,0) : R* = R3 : x> 2 +sin(d) - s x z+ (1 —cos(d)) - s x (s x x).
Diese explizite Formel zeigt die Stetigkeit von p : S? x [0, 27] — SO3 R.
Surjektivitat und Identifizierungen entnehmen wir der Linearen Algebra.
(2) Wir faktorisieren p iiber Kugelkoordinaten p : S§? x [0, 27] — S?

mit p(s, 0) = (cos(9/2),sin(?/2)s) zu h : S* — SO; R : p(s,0) = p(s, 0).
Die kanonische Faktorisierung (E2n) liefert 4 : RP? =~ SO, R (F11).
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Die orthogonale Gruppe SO, = RP?
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Lobgesang der projektiven Raume RP" und CP"

Die Ubung fiir Sie besteht darin, wie immer, die angegebenen Daten
und Argumente sorgfiltig nachzuvollziehen: Was ist zu zeigen?
Warum und wie geniigen hierzu die obigen expliziten Angaben?
Welche topologischen Werkzeuge erleichtern dabei Thre Arbeit?

Variante 1: Wir betrachten §? x [0, 7] = X — SO; R wie oben erklért.
Die kanonische Faktorisierung nutzt die Identifikationen (s, 0) ~ (s’,0)
und (s, ) ~ (—s,n) und fithrt zu D* — RP? =~ X/_ > SO4 R. Das ist
kurz und anschaulich, leider nicht ganz glatt, da D? berandet ist.

Variante 2: Wir betrachten S? x [0, 2] = Y — SO; R wie in der Ubung.
Die kanonische Faktorisierung nutzt die Identifikationen (s,0) ~ (s’,0)
und (s, 27) ~ (s, 27) sowie (s,0) ~ (—s, 27 — 6). Auch dies fihrt zu

S% — RP? = Y/ _ = SO4 R. Das ist ebenso einfach, zudem fast glatt.
Variante 3: Wir betrachten Quaternionen H D S® —» SO, R und nutzen
hier bequem die Konjugation ¢ : S ~ ImH : (4,Y) = AY A~L, siehe
Skript (K2s). Das ist am elegantesten und liefert eine glatte Uberlagerung,

Als Riickblick fasse ich die erreichten Ergebnisse feierlich zusammen:

Satz K2c: Lobgesang der projektiven Raume RP" und CP”

Der projektive Raum KP" ist eine unberandete Mannigfaltigkeit,
zusammenhingend, der Dimension dim RP" = n und dim CP" = 2n.
(Wir zahlen die reelle Dimension; CP" ist komplex n—dimensional.)

Er ist ein Sphirenquotient, RP" =~ S§"/S° und CP" = §?"*+1/S!, also
kompakt. Die Koordinaten « : K" < KP™ : (z1,...,2,) b 27 : ... s 2, : 1]
kompaktifizieren K* mit Rand KP"~! und heften eine einzige Zelle an.

Der kanonische Atlas of = (hy, ..., h,,) ist €°°—glatt, analytisch, rational.
Die Mfkt RP™ ist orientierbar fiir n ungerade, aber nicht-orientierbar fiir
n > 2 gerade. Die Mfkt CP™ ist kanonisch orientiert in jeder Dimension n.

Kleine Beispiele: Fiir geschlossene Flichen gilt Ff = S? und Fy = RP2.
Fiir n # 1 gilt RP* 2 S” und CP" % $?", doch RP! =~ S! und CP! =~ §2.
Fiir Matrixgruppen gilt GO; R = S° und SO, R = S! und SO; R =~ RP2.




Klassifikation der kompakten Flachen o

Kubische Modelle geschlossener Flachen o

Wir wollen alle kompakten Flichen F klassifizieren (zweidim. Mfkten).
Wir diirfen, kénnen und werden F als zusammenhingend annehmen.
Die Fldche F darf berandet sein oder unberandet (geschlossen).

Jede Flache kann trianguliert werden, kurz F =~

|K|. (Rad6 1925, K1L)

Vorgehen zur Klassifikation:
Wir vollenden nun die Klassfikation in voller Pracht und Schonheit!

(0) Als Beispiele konstruieren wir zunichst unsere Modellflichen F,
(1) Wir zeigen, dass unsere Liste keine Dopplungen enthalt: Invarianten!
(2) Wir zeigen, dass unsere Liste vollstandig ist: Schneiden und Kleben!

Qo= | 2 Q= Qo\]=L 1P Qg+ Ui:I(Ql —2-29+4k)
Der Grundriss @, C R? gibt den Henkelkérper H,, ; X [ ] CR3
und dieser die Randﬂache Ff =0H,=(0Q, x [~ 1 1]) -1,1})

1y F 1+
f T T T f
L L L L L

+
" — =
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Zusammenfassung unserer Modellflachen F;

Wir erhalten die Modellflache Fyf explizit als kubischen Komplex .
Unterteilung (I3m) ergibt den simplizialen Komplex K; = S(H, # ;).

Durch Identifikation gegeniiberliegender Punkte von F erhalten wir
als Quotientenraum die nicht-orientierbare Fliche F; = Fyf /{+}.
Unsere Triangulierung K auf F/ tibertragt sich zu K auf Fj,.

=5 COC

Kleinsche Flasche
aus einem Halbtorus

Torus Fit zerlegt
in zwei Halbtori

Mbobius-Band
+ Kreisscheibe

Q@D

Beriihmtestes Beispiel ist die reell-projektive Ebene RP? ~ S2/{+}.
Zweit-berithmtestes Beispiel ist die Kleinsche Flasche Fi = Fi" /{+}.

Satz K3A: unsere Modellflichen F; mit g € N

(1) Der Grundriss @, C R? ist eine kompakte Fliche mit Rand 0Q,.

Der Henkelkérper H =Q, x [-1,1] C R? ist demnach eine kompakte
3-Mannigfaltigkeit m1t Rand Ff :=0H, = (0Q, x [-1,1]) U(Q, x {£1}).
Dies ist eine zusammenhangende geschlossene orientierte Flache.

Die Rdume Q,, H,, Fyf sind kubuliert und nach Unterteilung trianguliert,
mit Euler— Charaktenstlk X(@Qy) = x(Hy) =1—gund x(Fg)=2—2g.

(2) Die Punktspiegelung x > —z erhalt H, = —H, und Fj = 0H,.

Thr einziger Fixpunkt ist 0, auf der Randﬂache F+ ist sie ﬁxpunktfre1
Der Quotientenraum F,; := F,; /{+} ist eine zshgde geschlossene
nicht-orientierbare Fléche, ebenso trianguliert, mit x(F, ) =1 —g.
Hierbei sind F untereinander nicht homéomorph dank topologischer
Invarianz der Orientierbarkeit (J7p) und der Euler—Charakteristik (A3j).

Beweis: Alle Daten liegen explizit vor, nun sorgfiltig nachrechnen!
Dies ist eine schone und lehrreiche Ubung zu all diesen Begriffen.
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Eigenschaften triangulierter Flachen o

Verstindnisfrage: Warum ist F; nicht orientierbar? Wie erkennen und
beweisen Sie das moglichst eﬂ?ment" Losung: Wir betrachten im Rand
0Q,, die dufiere Kreislinie C. Der Zylindermantel C' x [~1,1] C Fjf ergibt
im Quotienten modulo Antipoden ein Mébius-Band C'/{+1}. Voilé!

© Diese Konstruktion prazisiert die Einleitung mit handfesten Begriffen
und Techniken: Sie kénnen jetzt alles explizit nachpriifen!

Damit haben wir zwei der drei Klassifikfationsschritte bereits vollzogen:
(0) Wir konstruieren zunéchst unsere Modellflichen F . als Beispiele.
(1) Wir zeigen, dass unsere Liste keine Dopplungen enthalt: Invarianten!
(2) Wir zeigen, dass unsere Liste vollstandig ist: Schneiden und Kleben!
Wir wollen nun die Klassifikation mit Schritt (2) krénen und abschliefen.
Hierzu nutzen wir Triangulierungen und ihre besonderen Eigenschaften.

Sei K ein Simplizialkomplex mit Polyeder | K|. Genau dann ist | K| eine
Flache, wenn jeder Eckenstern wie links in folgender Abbildung aussieht:

& &

© Wir iibersetzen topologische Eigenschaften in kombinatorische:

Satz K3B: simpliziale Flachen, Charakterisierung

Sei K ein Simplizialkomplex. Ist das Polyeder | K| eine Flache, so gilt:
(a) Jeder Simplex von K liegt in einem 2-Simplex:

Dies ist notwendig wegen Invarianz der Dimension (J7c).

(b) Jede Kante liegt in genau einem oder zwei 2-Simplizes:

Dies ist notwendig wegen Jordanschem Kurvensatz (J24).

(c) Jede Ecke liegt in endlich vielen 2-Simplizes A, A,, ..., A;, wobei
jeweils A; und A, ; eine Kante teilen: lokaler Zusammenhang (G34).
Sind umgekehrt (a,b,c) erfiillt, so ist das Polyeder | K| eine Fliche.

Eigenschaften triangulierter Flachen o

Eigenschaften triangulierter Flachen o

& X

Satz K3B: simpliziale Flachen, Eigenschaften
Die so triangulierte Fliache | K| hat dann folgende Eigenschaften:

(1) Genau dann ist die Flache | K| # () zusammenhéngend, wenn sich
je zwei 2-Simplizes A, A’ € K, verbinden lassen durch eine Galerie
von 2-Simplizes A = Ay, Ay, ..., A, = A" e K, mit A, | NA; € K.
(2) Eine Orientierung der Fldche |K| entspricht einer Orientierung
fiir jeden 2-Simplex A € K,, sodass je zwei benachbarte 2-Simplizes
kompatibel orientiert sind, wie skizziert, also ihre gemeinsame Kante
ANA"={a,b} € K, gegenlaufig orientieren.

(3) Den Rand 9| K| = |0K]| bilden alle Kanten, die in genau einem
2-Simplex liegen, also 0K = ({a,b} € K, |3lc € Q: {a,b,c} € K,).

Satz K3B: simpliziale Flachen, Heawood-Ungleichung

(4) Genau dann ist | K| kompakt, wenn K endlich ist, und geschlossen,
wenn jede Kante in genau zwei 2-Simplizes liegt, also 0K = {0} gilt.

(5) Fir |K| # 0 geschlossen folgt daraus die Heawood-Ungleichung:
2fy > 7+ (\/49 - 24;&

Beweis: (5) Hier gilt 2f, = 3f,. Immer gilt f, < (fQU) Joldo=l) Fiir die
Euler-Charakteristik folgt x = fo — fi + fo = fo — f1 > fo h(fo—1),
also f2 — 7f, + 6x > 0. Dank Mitternachtsformel folgt Heawood.

Der zweite Fall ,2f, <7 — |...|“ ist geometrisch nicht realisierbar, da mit
fo < 3 Ecken keine geschlossene Fliche |K| # () mdglich ist.
Beispiele fiir kleine Euler—Charakteristik:

x=1] 21 1]0 ] 1] =2]3]4]-5] 6] _-7]-3
fo=>] 4 6 7 8 9 9 10 10 11 11 12
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Die Heawood-Ungleichung

Skizze der Heawood-Funktion i : R, — R : h(z) = 5(7 + V49 — 24x).
Diese Funktion verlauft bemerkenswert oft durch ganzzahlige Punkte.

)

Bihd debchlobshmhe Flachd [k 120
e

eri-Chardkfelristikl N (K) =[x

© Die Heawood-Ungleichung 2f, > 7 + /49 — 24x folgt sofort aus der
beliebten Mitternachtsformel zur Losung quadratischer Gleichungen.
Bitte rechnen Sie es selbst nach, es macht Freude... und Aha!

Vier Unbekannte und drei Un/Gleichungen, einsetzen, voila!

1950 formulierte Ernst Peschl (1906-1986) in seinem Seminar an der
Universitat Bonn folgende Frage: Was ist die minimale Eckenzahl zur
Triangulierung der Flachen Fi? Die Frage hatten sich vermutlich schon
viele zuvor gestellt, er prasentierte sie wissensdurstigen Studierenden,
darunter Gerhard Ringel. Diesen sollte die Frage nicht mehr loslassen,
bis er sie 30 Jahre spater vollstandig 16sen konnte. Auch heute noch im
Riickblick ist das ein sensationelles Ergebnis: Die minimale Eckenzahl ist
iiberhaupt nur fiir ganz wenige Mannigfaltigkeiten bekannt.

Wie finden wir minimale Triangulierungen der Flache Fj?

Wie konnen wir sicher sein, dass sie wirklich minimal sind?
Zunéchst scheint die untere Schranke sehr einfach und allzu grob.
Wir schauen deshalb genauer hin... und erleben ein Wunder!

.. . . K311
Minimale Triangulierungen

P . . K312
Minimale Triangulierungen

X = 2 1 0 -1 | -2|-3|—-4|-5|—-6]-7|-8
fo=>] 4 6 7 8 9 9 10 | 10 | 11 | 11 | 12

P K

Die Konstruktion minimaler Triangulierungen ist iiberraschend schwer.
Die Vorgaben sind extrem knapp! Heawood—-Ungleichung fiir Flachen:

2 3 11 2 3 1
g= 0 1 2 3 10 20 50 | 100 | 200 | 500
Ff 4 7 9 10 15 19 28 39 53 81
Fy 6 7 8 9 12 15 21 29 39 59

/N N

2 3 11 2 1

© Die Heawood-Ungleichung ist scharf fiir die Sphére Fi” =~ §? =~ A3
und die projektive Ebene Fy =~ RP? sowie den Torus Fit =~ S x Sh:
Diese lassen sich mit 4, 6, 7 Ecken triangulieren, wie oben gezeigt.

® Die Kleinsche Flasche Fi = Fit /{+1} hingegen lasst sich
nicht mit 7 Ecken triangulieren, dies gelingt erst mit 8 Ecken.
Der Nachweis erfolgt durch systematisches Ausprobieren.

© Fiir die ersten drei Flachen Fy, Fy, Fit ist die Ungleichung scharf.

® Die nachsten drei Fi, F5', F5 benétigen jeweils eine Ecke mehr.

Wie geht es weiter? Sensation: Die Heawood-Ungleichung ist scharf
fur alle geschlossenen Flachen mit nur diesen drei Ausnahmen!

Gerhard Ringel fand 1955 minimale Triangulierungen fiir die Flachen F,
und zusammen mit Mark Jungerman 1980 schlief3lich fiir die Flachen Ff

,Die Formel ist zu kurz, um richtig zu sein®, argwohnte ein Kollege.
,Die Formel ist zu schon, um nicht wahr zu sein®, entgegnete Ringel.
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Polygonmodelle geschlossener Flachen

© Sie kennen diese Bastelanleitungen vermutlich aus der Schule:
Dort betrachtet man Polyeder, die fiinf reguléren und vielleicht weitere.

Als praktische Bastelanleitung und mathematische Beschreibung

kann man solch ein Polyeder aufschneiden und in die Ebene legen.
Umgekehrt kénnen wir aus der ebenen Darstellung das Polyeder
rekonstruieren, durch Verkleben entlang der gleich beschrifteten Kanten.

© Bei diesen Bastelanleitungen nutzen wir implizit die Geometrie:
Diese schreibt eindeutig vor, welche Kanten wir miteinander verkleben.
Topologisch gesehen ist alles flexibel und wir konnen jede Verklebung
willkiirlich vorgeben. Daher werden wir diese zuséatzliche Daten explizit
als Verklebevorschrift codieren. Dies fithrt uns zu Flaichenwoérten und
somit zu einer sehr effizienten Beschreibung geschlossener Flidchen.
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Polygonmodell und Verklebevorschrift

K318

Polygonmodell und Verklebevorschrift

Wir benennen die Verklebevorschrift nun explizit! Kanten mit gleichem
Buchstaben verkleben wir entsprechend der angegebenen Orientierung:

b b b b

b1 b b1 b

Geometrisch gelingt dies sehr leicht mit einem regularen n—Eck:

Ein topologisch #quivalentes Modell (F6a) ist die Kreisscheibe D?:

Definition K3c: Polygonmodell und Flachenwort

Die Kreislinie S' = 9D? teilen wir in n > 1 gleichlange Kreisbdgen

Ve [0,1] = St it exp[Z(k—1+¢)] firk=1,2,...,n.

Gegeben sei ein Alphabet A = {a*!,b%!, c*!, ... } mit fixpunktfreier
Involution A — A : x - z~!. Hieriiber sei w = w; -~ w,, € A™ ein Wort.
7, (t) fr jedes t € [0,1].

® Beiw;, = w, "' identifizieren wir v, (t) ~ v,(1 — t) fiir jedes ¢ € [0,1].

@ Bei w, = w, identifizieren wir ~y,(t) ~

Dies erzeugt eine Aquivalenzrelation ~ auf der Kreisscheibe D2.
Den Quotientenraum bezeichnen wir mit D?/(w) := D?/_.

Im Sonderfall n = 0 vereinbaren wir D?/() := S Dies entspricht der
Zusammenschlagung D? /S' = §? des Randes zu einem Punkt (F1R).
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Polygonmodell und Verklebevorschrift

Wir wollen alle geschlossenen Flichen F beschreiben und klassifizieren.
Eine universelle Darstellung sind simpliziale oder zellulédre Komplexe.
Speziell fir Flachen ist das Polygonmodell aus K3c extrem effizient,

es reduziert die Notation auf das absolute Minimum.

Die gesamte Konstruktion von D?/{w) codieren wir prizise und kurz
durch das Wort w als Verklebevorschrift entlang des Randes.

Das ist wieder einmal eine genial einfache Notation!

Thren Nutzen werden wir gleich nieflen kénnen.

Welche Flachen konnen wir so darstellen? Alle!

Das folgende Beispiel K3D zeigt die kleinsten Fille,

der anschliefende Satz K3k klart den allgemeinen Fall:

Alle Flichen lassen sich im Polygonmodell D?/(w) schreiben!

Dies fithrt uns zu den Flichenwortern w wie in K3€ erklart.

Mit diesen Wortern kénnen wir wunderbar rechnen (Satz K3F).
Dies beschert uns schliellich den effizienten Fldchenkalkiil und
nach einfacher Rechnung die lang ersehnte Fliachenklassifikation!

Beispiel / Ubung K3b: kleinste Beispiele

Konstruieren Sie moglichst explizit folgende Homéomorphismen:
1 D?/(aa™t) = §?

2 D?/{aa) = RP? = §?/S°
3 D?/(aba"tb7t) = St x St (zweidimensionaler Torus)
4 D?/(abab™') = (S* x SY)/{x1} (Kleinsche Flasche)

Die Kreisscheibe D? ist kompakt (F10), und der rechts stehende Raum X
ist hausdorffsch. Wir nutzen das Kompakt-Hausdorff-Kriterium (F1r).

Skizzieren und formalisieren Sie eine geeignete Abbildung D? — X mit
dem ersehnten Zielraum und den angegebenen Identifizierungen.

(zweidimensionale Sphére)
(reell-projektive Ebene)

Darstellung von Flachen durch Flachenworter o
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Satz K3E: Darstellung einer Flache durch ein Flachenwort
(0) Der Quotientenraum D?/(w) ist zusammenhingend, kompakt und
triangulierbar durch einen endlichen zweidimensionalen Komplex.

(1) Jede triangulierte, zusammenhangende, kompakte Flache F
ist homdomorph zu D?/(w) fiir ein geeignetes Wort w.

Beweis: (1) Wir nutzen die Triangulierung |K| =~ F.
Thr dualer Graph T hat als Ecken die Dreiecke von
K, Kanten von I sind benachbarte Dreiecke in K
mit gemeinsamer Kante. Nach K38 ist I zshgd.

Wir wihlen einen Spannbaum 7' C I' und verkleben alle Dreiecke
von K entlang der Kanten in 7 zu einem Polyeder D. Es gilt D =~ D?
durch Einklappen wie beim simplizialen Satz von Schoenflies (J21).

Die verbleibenden Kanten in I" \ T codieren die abschliefende
Verklebung auf dem Rand von D, sodass D/{w) = |K| = F.

© Viele von Ihnen diirften dieselbe Idee bereits aus der Schule kennen:
Dort betrachtet man Polyeder (die funf regularen und vielleicht weitere).
Als praktische Bastelanleitung und mathematische Beschreibung

kann man solch ein Polyeder aufschneiden und in die Ebene legen.

© Genau das tun wir hier: Polyeder schneiden und kleben!

Um dies moglichst allgemein und doch prézise formulieren zu kénnen,
nutzen wir die Darstellung durch polytopale / simpliziale Komplexe.
Das ist ein Beispiel fiir Schulmathematik vom héheren Standpunkt.

© Anders als zu Schulzeiten verfiigen wir nun iiber alle nétigen Begriffe
und Techniken, um die Sachlage allgemein und prézise zu behandeln.
Aussage (1) beruht auf Satz K38, der Charakterisierung simplizialer
Flachen, denn wir benétigen diese kombinatorischen Eigenschaften.

Darstellung von Flachen durch Flachenworter o
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Satz K3E: Darstellung einer Flache durch ein Flachenwort

(2) Fir unsere Modellflichen Fj finden wir als Standarddarstellung

Fy 2 D?/{a;bya; byt - agbyag byt ) und Fy =2 D?/{cocy -+ c e, ).

(3) Genau dann ist der Quotient D?/(w) eine geschlossene Fliche,
wenn jeder Buchstabe im Wort w exakt zweimal auftritt (K38/K3F).
In diesem Falle nennen wir w ein (geschlossenes) Flachenwort.

(4) Tritt ein Buchstabe im Flachenwort w zweimal mit gleichen
Exponenten auf, dann ist die Fliche D? /{w) nicht orientierbar.
Andernfalls ist die Fliche orientierbar (K3B/K3F).

Beweis: (2) Man kann geeignete Homéomorphismen anschaulich
skizzieren bzw. explizit konstruieren; das ist eine lehrreiche Ubung.
Die vier einfachsten Beispiele sind Gegenstand der vorigen Ubung K3p.

Bequemer: Jede unserer Modellflichen F konnen wir dank (1) als
Polygonmodell darstellen und dank Satz K3F in Normalform bringen.
Das ist formal richtig und kiirzer, aber weniger anschaulich.

(3) ,=": Ist D*/{w) eine geschlossene Fliche, so muss nach Satz K38
jeder Buchstabe, der im Wort w auftritt, genau zweimal vorkommen.
(Einmal erzeugt Rand, dreimal oder mehr ist nicht lokal euklidisch.)

<" Jedes Flichenwort w iiberfithren wir dank Satz K3F in Normalform
(2), und diese ist leicht als Fliche erkennbar, genauer: D?/(w) = Fy.

(4) Tritt im Flachenwort w ein Buchstabe zweimal mit den gleichen
Exponenten auf, so lisst sich ein Mébius—Band in die Fliche D?/{w)
einbetten, diese ist somit nicht-orientierbar. Andernfalls iiberfithren wir
das Wort w dank K3F in Normalform (2), und F;f ist orientierbar.
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Flachenkalkiil: Umformung von Flachenwortern o

Wir kénnen inverse Nachbarn bb~! einklappen:

14
o

1R

Wir konnen jeden Henkel aba='b~! zusammenfassen:

b b b
vy ¥ a a
,,,,,,, -~
b’ ~ T ~ a
a a| = =
v b * ‘a
,,,,,,, e a a
b
w p X v u wv b 752
7
v b u w b B B wv b ux
,,,,,,, PR
a al >~ |V bou ~ <a
b = = a
,,,,,,, [P a a
b’ a a
w x
b b b

© Dieser Flachenkalkiil ist sehr einfach, konzise und effizient.

Die Regeln gelten, sobald a. b, c im restlichen Wort nicht vorkommen.
Das Inverse des Wortes w = w;ws -+ w, ist w™! L

Sein Triger supp w = {wf,wi, ..., wF } sammelt alle Buchstaben.

] —1, =
= Wy Wy Wy
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Satz K3F: Reduktion von Flachenwortern auf Normalform
Folgende Umformungen liefern homéomorphe Quotienten /(... ):

UYW = VWU
3

(zyklische Umordnung)

uatvadw = ub*vbdw = ub~*vbw (Austauschen freier Buchstaben)

ubb™lv = wo

cucv = uleew

(Einklappen inverser Nachbarn)
(Gruppieren einer Kreuzhaube)
(Verschieben einer Kreuzhaube)
aubva~lwb™lz = aba~ b lzwvu (Gruppieren eines Henkels)

wwaba b w = waba b vw

1

2

3

4

5 uvccw = uccow
6

7 (Verschieben eines Henkels)
8

uaba~tb~tecv = uaabbecv (Kreuzhaube transformiert Henkel)
Hierbei sind a, b, c, ... € A Buchstaben, u, v, w, z,... € A* Teilworter und

w + w! die Inversion. In (2) diirfen a, b sonst nirgends vorkommen.

Beweis: Umformungen (1-2) sind klar, (3—7) haben wir oben gezeigt.
Eine Kreuzhaube und einen Henkel verwandelt (4) in drei Kreuzhauben

gemif aba 'blec = aba~lcbe = abbc lac = aach 'blc = aabbee.

Satz K3F: Reduktion von Flachenwoértern auf Normalform

Damit konnen wir jedes Flachenwort tiberfithren in eine Normalform,
D?/(aybyar byt - agbya bt ) = Ff oder D?/(coey -+ cpe,) = Fy .
Somit ist jede zusammenhangende geschlossene Fldche

homd6omorph zu genau einer unserer Modellflichen Fj.

Beweis: Wir konnen jede Kreuzhaube zusammenfassen (4) und
an den Anfang des Wortes schieben (5), ebenso jeden Henkel (6,7).
Wir erhalten ein Flichenwort a;b;a7b7! - abpai tbit cqeq -+ cocp u.

In u hat jedes Buchstabenpaar entgegengesetzte Exponenten (keine
Kreuzhauben) und je zwei Paare sind unverschréinkt (keine Henkel).
Ist das Wort u nicht leer, so gibt es ein innerstes Paar u = -2z ! -+
dieses konnen wir 16schen (3). So fortfahrend 16schen wir ganz u.

Kreuzhauben fressen Henkel auf (8). Wir erreichen also eine der beiden
Normalformen. Verschiedene Normalformen liefern nicht-homéomorphe
Flidchen dank Orientierbarkeit und Euler—Charakteristik.
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Simpliziale und topologische Klassifikation

Satz K3a: simpliziale Klassifikation geschlossener Flachen

Sei K ein Simplizialkomplex und F' = |K| eine zshgde geschlossene
Flache. Dann existiert ein stiickweise affiner Homéomorphismus
(h, k) : F = F; zu genau einer unserer Modellflichen F§ = |L|.

Somit gilt die Hauptvermutung fiir geschlossene Flachen:
Zwischen geeigneten Unterteilungen K’ < Kund L' X L
existiert ein simplizialer [somorphismus K’ = L’.

Korollar K3H: topologische Klassifikation geschlossener Flachen

Sei F eine (topologische) Fliache. Dank Satz K1v ist F triangulierbar.
Gemafl K36 ist Fhom6omorph zu einer unserer Modellflachen Fy,
und zwar zu genau einer dank der topologischen Invarianten (x;,¢).

Demnach sind zwei zusammenhingende geschlossene Flichen
Fund F’ genau dann homéomorph, wenn sie tibereinstimmen in
Orientierbarkeit e(F) = ¢(F’) und Euler—Charakteristik x(F) = x(F").

© Sie sehen, wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt:
Triangulierungen vereinfachen unsere Arbeit dramatisch!
Simplizialkomplexe sind eine universelle und effiziente Datenstruktur.
Damit beschreiben wir auch simpliziale Flachen prazise und bequem.

Den Klassifikationssatz konnen wir damit sehr leicht beweisen,
schliefilich sogar rein kombinatorisch-algebraisch und génzlich
unbeschwert von geometrisch-topologischen Komplikationen.
Dieser Ansatz und sein Erfolg sind iiberaus bemerkenswert.

Der Triangulierungssatz K11 garantiert: Jede Fldche ist triangulierbar,
also als ein Simplizialkomplex realisierbar. Sein Beweis ist sehr technisch
und wesentlich aufwéndiger. Wir beweisen diesen Satz

daher hier nicht, nutzen ihn aber dennoch dankend zur Abrundung.

Zur Betonung, Klarstellung und Redlichkeit, formuliere ich daher den
simplizialen und den topologischen Fall getrennt. Dies offenbart eine
Finesse: Die simpliziale Klassifikation hat stirkere Voraussetzungen, aber
auch stérkere Folgerungen, ndmlich die Hauptvermutung.
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Lobpreis der guten Notation

© Der Weg war lang, doch das Ergebnis ist schén, einfach und elegant.

Wir Gibersetzen das urspriingliche geometrisch-topologische Problem
in einen kombinatorisch-algebraischen Kalkiil — und verlustfrei zurtick!

© Das ist typisch fiir gute Notation, insbesondere in der Mathematik:
Wir kénnen damit alles préazise benennen und effizient berechnen.

By relieving the brain of all unnecessary work, a good notation sets it free to
concentrate on more advanced problems, and in effect increases the mental
power of the race. Before the introduction of the Arabic notation, multiplication
was difficult, and the division even of integers called into play the highest
mathematical faculties. Probably nothing in the modern world would have
more astonished a Greek mathematician than to learn that, under the influence
of compulsory education, the whole population of Western Europe, from the
highest to the lowest, could perform the operation of division for the largest
numbers. (...) Our modern power of easy reckoning with decimal fractions is
the almost miraculous result of the gradual discovery of a perfect notation.

Alfred North Whitehead (1861-1947), An Introduction to Mathematics (1911)

Sie kennen bereits einige sehr erfolgreiche mathematische Kalkiile,
diese beruhen auch und vor allem auf einer zweckméfligen Notation:
Die Stellenschreibweise fiir natiirliche Zahlen N und ganze Zahlen Z,
sowie die Bruchrechnung fiir die rationalen Zahlen Q. Das kostet in der
Schulmathematik erst einige Jahre, doch es lohnt sich und hilft tiberall:
Die Rechenregeln sind nicht willkiirlich, sondern effizient und niitzlich.

Spater lernen Sie Differenzieren und Integrieren, und auch dies kann
man formal als einen Kalkiil auffassen und kommt damit recht weit — bis
zum Abitur! Das ist nicht blof§ formal, dahinter steckt eine wichtige
Bedeutung, ndmlich Grenzwerte, wie Sie aus der Analysis wissen.

Der Matrizenkalkiil ist eine wichtige Technik fiir die Lineare Algebra
und die Numerik. Eine Vielzahl mathematischer Objekte lasst sich durch
Matrizen beschreiben und behandeln, zum Beispiel lineare Abbildungen,
quadratische Formen, gewichtete Graphen, stochastische Prozesse, etc.
Der stochastische Kalkiil formalisiert das Rechnen mit Wahrschein-
lichkeiten. Es ist bemerkenswert, dass sich das kalkiilisieren lasst!
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Anwendung der Topologie: stetige Richtungswabhl

Alice und Bob wihlen frei und unabhingig voneinander jeweils eine
Richtung in der Ebene: Alice wihlt z € S, und Bob wihlt y € S.

Sie suchen nun einen Kompromiss z = f(x,y), also ein Wahlverfahren,
das aus ihren Stimmabgaben ein gemeinsames Endergebnis extrahiert.

/ )
V\H
Wahlverfahren

Als Wahlverfahren suchen wir eine stetige Abbildung f: S! x St — S™.
Wir fordern Symmetrie, f(z,y) = f(y, z), und Einhelligkeit, f(z,z) = .
Aufgabe: Finden Sie alle in diesem Sinne fairen Wahlverfahren!

Naive Beispiele: Geniigt (z,y) + const? oder zy? oder /zy?

Losung: (1) Symmetrie bedeutet, f faktorisiert iiber den Quotienten
M = (8" x$")/ (4 y)~(yx) 20 g : M — S*. Dies ist ein Mobius-Band!

bt c AN

& M auf den Rand.

(2) Einhelligkeit bedeutet Retraktion (i, g) : S

K335
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Anwendung der Topologie: stetige Richtungswabhl

Behauptung: Es existiert keine Retraktion (i, g) : S* & M auf den Rand.
Gegeben ist i : S' — M: x> [z, 2], gesucht g: M — S! mit goi = idg:.
Wir haben den Deformationsretrakt (¢, p) : S* ~ M auf die Mittelachse.
Explizit in Formeln? Gerne! ¢ : z i [+/z, —/z] und p(z,y) = —zy.

Wir hitten (p,¢) : S' 2 S! mit p = poiund ¢y = gorund ¢ o ~ idgs,
somit 1 = deg(idg:1) = deg(¢) o ) = deg(v)) - deg(¢p), also deg(p) = +1.

Es gilt jedoch deg(y) = +2. Daran zerbricht unsere Annahme:

Es gibt keine Retraktion g, somit kein faires Wahlverfahren f.
© Dieses Argument ist verbliiffend raffiniert und doch einfach elegant.
Unsere topologischen Werkzeuge gldnzen durch effiziente Anwendung:
(1) Flachenkalkiil und (2) Umlaufzahl sowie Stetigkeit, Quotienten, etc.

Kaum macht man es richtig, schon funktioniert’s!

Dieses schone topologische Anwendungsbeispiel verdanken wir Graciela
Chichilnisky, einer argentinisch-US-amerikanischen Mathematikerin und
Wirtschaftswissenschaftlerin, en.wikipedia.org/wiki/Graciela_Chichilnisky.

Sie sehen hier ein erstes schones und durchaus typisches Ergebnis

der Sozialwahltheorie [social choice theory], auch Theorie kollektiver
Entscheidungen [theory of collective choice]. Diese untersucht Wahlen
und Abstimmungen, also ganz allgemein Gruppenentscheidungen durch
Aggregation individueller Praferenzen zu einer kollektiven Préiferenz.

Meist sucht man nach bestimmten ,fairen“ Wahlverfahren, so wie hier.
Der erste Schritt ist die mathematische Prézisierung der Fragestellung!
Oft erweisen sich jedoch die naiv-gutgemeinten Forderungen als in sich
widerspriichlich und erlauben somit nachweislich keine Losung, so wie
oben gezeigt. Daher beschiftigt sich die Sozialwahltheorie nicht nur mit
der Konstruktion von Losungen, sondern auch mit Unmoglichkeitssétzen.

Mathematik hilft tiberall, sogar in weit entfernt geglaubten Gebieten...
Die Sozialwahltheorie verbindet Mathematik mit Volkswirtschaftslehre,
Politikwissenschaft, Psychologie, Philosophie, Rechtswissenschaft, uvm.
Beriihmt ist der ,Satz vom Diktator” nach Kenneth Arrow (1921-2017);
fur diese und weitere Arbeiten erhielt er 1972 den Wirtschaftsnobelpreis.
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Anwendungsbeispiel: Verdopplung des Mébius—Bandes

Mit dem Flachenkalkiil konnen Sie rechnen, effizient und sicher!

P

Beispiel / Ubung K3m: die verbundene Summe RP? ¢ RPP?

Entfernen Sie aus RP? eine Kreisscheibe; schreiben Sie das so entstehende
Mobius-Band als Flichenwort aus drei Buchstaben. Welche Flache F
entsteht, wenn Sie zwei Mobius—Binder an ihrem Rand verkleben?

Anleitung: Verschiedene Lésungswege stehen Thnen nun offen:

(1) Formulieren Sie F als Flachenwort und bringen Sie es in Normalform.
(2) Berechnen Sie x, 7, ¢ und nutzen Sie den Fliachenklassifikationssatz.
(3) Versuchen Sie es anschaulich / zeichnerisch / ohne Theorie (A412).

© Geometrische Intuition und Anschauung sind willkommene Hilfen.
Nun sind Sie nicht mehr darauf allein angewiesen, sie konnen rechnen!

Anwendungsbeispiel: der Satz von Dyck m
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Anwendungsbeispiel: der Satz von Dyck

Walther Dyck (1856-1934) 1oste 1888 folgendes Problem:

b b

Beispiel / Ubung K3n: die verbundene Summe Torus § RP?

Entfernen Sie aus einem Torus eine Kreisscheibe und kleben Sie am so
geschaffenen Rand ein Mobius-Band ein. Welche Flache F entsteht?

Anleitung: Kreuzhaube fressen Henkel auf. (RW. Fassbinder, 1974)

(1) Formulieren Sie F als Flachenwort und bringen Sie es in Normalform.
(2) Berechnen Sie x, 7, € und nutzen Sie den Flichenklassifikationssatz.
(3) Versuchen Sie es anschaulich / zeichnerisch / ohne Theorie.

Der Flachenkalkiil erweitert Thren Werkzeugkasten ganz wesentlich.
Sie verfiigen nun tiber beides: geometrisch-anschauliche Skizzen und
kombinatorisch-algebraische Rechnungen. Das ist schén und gut,
beide sind niitzlich, sie stiitzen und ergénzen sich gegenseitig.

In einfachen Fillen fithrt die Anschauung schneller und leichter zum Ziel.
In den meisten Fillen jedoch fithrt der Kalkiil weiter als die Intuition.
Ideal ist es daher, beides zu entwickeln, sowohl die Anschauung zu
schulen als auch den Kalkiil zu perfektionieren. So geht Mathematik!

Ich hoffe sehr, dass diese Vorlesung Ihnen beides vermitteln konnte:
intuitive Anschauung und prézise Rechnung. Beides wird Thnen niitzen.

C’est par la logique que I'on prouve
et par Uintuition que I’on découvre.
[Mit der Logik beweisen wir,
mit der Intuition entdecken wir.]
Henri Poincaré (1854-1912)



https://www.youtube.com/watch?v=v5ev-RAg7Xs
http://en.wikipedia.org/wiki/Graciela_Chichilnisky
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Klassifikation kompakter Flichen mit/ohne Rand

In Natur und Mathematik begegnen Thnen nicht nur geschlossene
Flachen, sondern haufig auch Flachen mit Rand. Zur Vereinfachung
haben wir zunéchst geschlossene Flachen klassifiziert, nun kostet es
kaum Mehraufwand, die Flichen mit Rand ebenso zu klassifizieren.

Wir gehen wie oben vor und beginnen mit konkreten Modellflichen F,.
Allgemein betrachten wir schliellich eine beliebige kompakte Fliche F,
trianguliert, zusammenhingend, kompakt und eventuell mit Rand.
Durch Schneiden und Kleben konnen wir Fin Fg, iberfithren!

Fir diese naheliegende Erweiterung bieten sich zwei Beweiswege:

Wir erweitern den Flichenkalkiil um Buchstaben, die nicht in Paaren,
sondern auch einzeln auftreten diirfen. Das codiert einem Teil des Randes.
Die entsprechenden Rechenregeln kénnen wir entsprechend erweitern.

Alternativ und einfacher: Wir schliefen jede Randkomponente durch
Anheften einer Kreisscheibe und nutzen dann die Klassifikation der
geschlossenen Flichen. (Ubung: Formulieren Sie dies genau aus.) Auf
allen Wege erhalten wir den folgenden eleganten Satz.

Klassifikation kompakter Flachen mit/ohne Rand o

Klassifikation kompakter Flachen mit/ohne Rand o

D D =

1
Fi =
; | ¢ | ST .. ;
1
Fo,=
o T Il el T T T 1l T T

Satz K31: simpliziale Klassifikation kompakter Flachen

Sei K ein Simplizialkomplex und F = |K| eine zshgde kompakte Flache,
eventuell mit Rand. Dann existiert ein stiickw. affiner Homéomorphismus
(h,k) : F = F;, zu genau einer unserer obigen Modellflichen F

Fir alle g,r € N gilt dabei x(F;,) =2—2g —rund x(F,,) =1—¢g
Allein aus den drei Daten (x, r, €), oder d4quivalent hierzu (g,r,¢),
folgt bereits die Homéomorphie F = Fj . zur obigen Modellfldche.

= {5

L P L

%&

© Mit unseren topologischen und kombinatorischen Werkzeugen
konnen Sie alle kompakten Flachen beschreiben und klassifizieren.

Das Gelingen dieser Klassifikation ist keineswegs selbstverstandlich,
sondern tiberaus gliicklich. Mathematik schafft Ordnung und Klarheit!

Die Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner Welt.
Ludwig Wittgenstein (1889-1951), Tractatus logico-philosophicus (1922)
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Poincaré—Vermutung: Wie erkennen wir die Sphare?

In Dimension n € N betrachten wir n-Mannigfaltigkeiten 1,
zusammenhéngend und geschlossen (also kompakt und ohne Rand).

Dimension n = 1: Hier gibt es nur die Kreislinie, M = S (K1N).
n = 2: Dank Klassifikation K36 kennen wir alle Moglichkeiten:

SR

Wie konnen wir die Sphire charakterisieren / leicht erkennen?
Fir M = §? gilt [S*, M] = {x}. Fur M % §? gilt [S', M] # {«}.

Charakterisierung der 2-Sphire bis auf Homéomorphie
Fiir jede geschlossene 2-Mfkt M mit [S°, M] = [S!, M] = {*} gilt M = SZ.J

Poincaré-Vermutung (1904), Satz von Hamilton—Perelman (2003)
Fiir jede geschlossene 3—-Mfkt M mit [S°, M] = [S!, M] = {x} gilt M = S3.J

,In was fiir einer Welt leben wir eigentlich?®, so fragten wir uns in der
Einleitung. Sie kennen nun das nétige Vokalubar der Mannigfaltigkeiten
und die Klassifikation der kompakten Fliachen. Die topologischen
Eigenschaften bestimmen die (Erdober-)Flache, auf der wir leben!

Grundannahme: Wir leben auf einer zshgden, orientierten geschlossenen
Flache, also kompakt, doch ohne Rand. (Flacherdler verabschieden sich.)
Wir miissen also ,nur noch unter den Modellen F; unterscheiden:
Leben wir auf einer Sphéare oder einem Torus oder Doppeltorus usw?

Wenn die Kriimmung tiberall positiv ist, oder zumindest in ihrer Summe,
dann bleibt nur die Sphére! Der Satz von Gaufi-Bonnet sagt allgemein
k(F) =27 - x(F) und bestimmt somit x und die Fliche eindeutig.

Aus lokalen (Kriimmungs-)Daten schlieflen wir die globale Form!

Alternative: Die Bedingung [S!, X] = {*} bedeutet, in X ldsst sich jedes
(beliebig elastische) Gummiband zusammenziehen. Dies ist fiir die
Sphare Fy erfillt, fiir alle anderen Flachen F;f mit g > 1 hingegen nicht.
Mehr hierzu im néchsten Kapitel zu Fundamentalgruppen!
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Poincaré—Vermutung: Wie erkennen wir die Sphare?

Allzu naive Verallgemeinerung

Fiir jede geschlossene 4-Mfkt M mit [S°, M] =[S, M] = {x} gilt M = S“?J

Das ist falsch, ein einfaches Gegenbeispiel ist M = S? x S?. (Ubung!)
Wir fordern daher stirker [S, M] = [St, M] = - = [S"71, M] = {x}.
Homotopie-Charakterisierung der n-Sphéare

Sei M eine geschlossene n—Mfkt mit [S*, M] = {x} fiir 0 < k < [n/2].
Dann folgt Homotopie-Aquivalenz M ~ S".

Verallgemeinerte Poincaré—Vermutung (in drei Varianten)

Sei M eine geschlossene n—Mfkt mit [S*, M] = {x} fiir 0 < k < [n/2].
Dann folgt Homéomorphie / PL-Isomorphie / Diffeomorphie M = S™.

Top: Wabhr fiir alle n € N,,;. PL: Wahr fiir n # 4, unbekannt fir n = 4.
Diff: Wahr fir n = 1,2, 3,5, 6. Falsch fiir n = 7. Unbekannt fir n = 4.

Antworten auf diese grundlegenden Fragen markieren mathematische
Hoéhepunkte des 20. Jahrhunderts und wirken auch in das 21. hinein.
Diese beeindruckenden, tiefliegenden Arbeiten wurden mit einer Reihe
von Fields—-Medaillen ausgezeichnet und haben neue Gebiete erschlossen.

,In was fiir einer Welt leben wir eigentlich?®, so fragen sich auch heute
noch Astronom:innen mit Blick auf unser Universum. Seine globale
Gestalt ist zuerst eine Frage der Phantasie, dann eine mathematische
Frage nach Beispielen und Klassifikationen. Das suggeriert eine Reihe
von Maglichkeiten und drangt schliefflich zur physikalischen Frage
nach diskriminierenden Beobachtungen und Messungen.

Ich erwihne dies vor allem, um die Fliachenklassifikation in das rechte,
selbstbewusst-bescheidene Licht zu riicken. Sie dirfen stolz sein auf
diese Errungenschaft. Sie markiert kein Ende, sondern einen Anfang.

The theorem of classification of surfaces is a top-class mathematical
achievement, comparable with the discovery of America or X-rays.
Vladimir Arnold (1937-2010), On teaching mathematics (1997)
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