Prof. Dr. Michael Eisermann . Topologie

Kapitel F

Kompaktheit und Kompaktifizierung

Habe nun, ach! Philosophie, // Juristerei und Medizin,
Und leider auch Topologie // Durchaus studiert, mit heiflem Bemiihn.
Da steh’ ich nun, ich armer Tor, // Und bin so klug als wie zuvor!

Nun sag, wie hast du’s mit dem Auswahlaxiom? Du bist ein
herzlich guter Mann, allein ich glaub, du hdltst nicht viel davon.

frei nach Goethe (1749-1832), Faust, zur Gretchen-Grundlagen-Frage:
Zahlt Tychonoffs Theorem noch zur Topologie oder schon zur Theologie?
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Kompakt heif3t topologisch endlich. Motivation

© Jede endliche Menge X + () erfreut sich besonderer Eigenschaften:
(3) Jede Funktion f: X — R ist beschrankt und nimmt ihre Extrema an:
Es existieren a,b € X mit f(a) < f(x) < f(b) fur alle x € X.

(2) Jede Folge z, z, x5, ... in X nimmt einen Wert a unendlich oft an:
Es existieren Indizes ny <n; <n, <.. mitz, =z, =z, =..=a.

(1) Jede Uberdeckung X = UZE 1 U, enthalt eine endliche Teih'iberdeckung:
Es existieren Indizes iy, ..., 1, € Imit X =U; U-~UU;

7TL

© Dem entsprechen topologische Elgenschaften eines Raums (X,9),
die Sie in verschiedenen Varianten aus der Analysis kennen und lieben:
(1) Kompaktheit: Jede offene Uberdeckung X = | J,;; U;, mit U, € .
enthélt eine endliche Teiliiberdeckung, also X = U; U--UU, .

(2) Folgenkompaktheit: Jede Folge x, 21, x5, ... im Raum (X, J) enthalt
eine konvergente Teilfolge, also ny <n; <n, <.. mitz, — a.

(3) Pseudokompaktheit: Jede stetige Funktion f: (X,J) — (R, %)
nimmt ihre Extrema an, also f(a) < f(z) < f(b) fur alle x € X.
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Kompakt heif3t topologisch endlich. Motivation

Nach Vollstandigkeit ist Kompaktheit der wichtigste Grundbegriff der
Analysis. Viele Satze gelten nur bei Kompaktheit, siehe obige Beispiele.
Andere Sétze sind fir kompakte Raume leicht, sonst aber nur schwer zu
beweisen. Wir sind daher im Allgemeinen gut beraten, bei der Erkundung
schwierigen Terrains zundchst von kompakten Raumen auszugehen.

Umgekehrt kommt es vor, dass kompakte Raume fiir bestimmte Fragen
ungeeignet sind, etwa weil sie fiir die gewiinschten Konstruktionen ,zu
klein“ sind. Manch wichtiger Raum, wie die reelle Zahlengerade R, ist
eben nicht kompakt. Hier leistet lokale Kompaktheit (§F3) gute Dienste,
mit Kompaktifizierung (§F4) und eigentlichen Abbildungen (§F5).

Ein topologischer R-Vektorraum X ist genau dann lokal-kompakt, wenn
er endlich-dimensional ist, also n = dimp X < oo gilt (F6U). In diesem Fall
ist er sogar linear homéomorph zum euklidischen Vektorraum R"™ (Fé6s).
Die einzige Vektorraumtopologie auf R™ ist somit die euklidische (F60).
Dieses schone Ergebnis bestarkt unsere bisherige Erfahrung, dass die
euklidische Topologie auf R besonders gute Eigenschaften hat.



Kompakte topologische Raume o

Sei (X, J) ein topologischer Raum. Eine Familie (U;),.; von Teilmengen
U, C X heifit Uberdeckung von X, falls X = | J;; U, gilt. Sie heif3t offen,
falls jede Menge U, offen in X ist, also U, € J. Sie heif3t abzédhlbar, wenn
I abzahlbar ist, und endlich, wenn I endlich ist. Eine Teiliiberdeckung ist
eine Teilfamilie (U;);.; mit J C I und weiter iiberdeckend, X = ( J;,.;U,.

Die folgende Definition hat sich als fundamental herauskristallisiert:

Definition F1A: Kompaktheit / Uberdeckungseigenschaft
Ein topologischer Raum (X, 7) heif3t kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung enthlt:

Zu jeder Familie (U,),.; offener Mengen U; € I mit X = | J;c; U;
existieren endliche viele Indizes i, ...,4, € Imit X =U; U--UU;, .

Manche Autoren folgen Bourbaki und nennen F1A nur quasikompakt,
fir kompakte Raume verlangen sie zudem die Hausdorff-Eigenschaft.
Ich sage nicht ,quasikompakt®, sondern kurz und einfach ,kompakt®,
und spreche gegebenenfalls von einem kompakten Hausdorff-Raum.



Kompakte topologische Raume e

Beispiele: Ein diskreter Raum (X, B (X)) ist kompakt gdw X endlich ist.
Jeder indiskrete Raum (X, {(), X'}) ist kompakt... und laaaaaaangweilig.

Fir n € N, ist der euklidische Raum R™ = |,y B(0, r) nicht kompakt.
Diese offene Uberdeckung enthilt keine endliche Teiliiberdeckung!

Die offene Uberdeckung R = |—oc0, —99[ U |4+99, +oo[ U [,ezln —1,n+ 1]
erlaubt eine endliche Teilitberdeckung. Dennoch ist R nicht kompakt!

A Kompaktheit F1a fordert, dass jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliitberdeckung erlaubt. Irgendeine existiert immer, etwa X = | J{X}.

Auch das beschrankte Intervall |0, 1] = | J,,cx]27", 1] ist nicht kompakt.
Diese offene (!) Uberdeckung enthilt keine endliche Teiliiberdeckung!
© Im euklidischen Raum R™ gilt eine erfreuliche Charakterisierung:

Satz von Heine-Borel (F10): Ein euklidischer Teilraum A C R" ist
kompakt gdw die Menge A in R™ abgeschlossen und beschrankt ist.

A\ Das ist nicht die Definition von Kompaktheit, sondern eine Folgerung!
Fir A C R™ ist es ein bequemes Kriterium, notwendig und hinreichend.
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Definition F1B: absolute / relative Kompaktheit einer Teilmenge
Sei (X, Iy ) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.
(1) Wir nennen A C X kompakt im Raum (X, 7y ), wenn jede offene
Uberdeckung von A in (X, Jy) eine endliche Teiliiberdeckung enthilt:
Zu A C | J;e; V; mit V; € Iy existiert J C I endlich mit A C | J,.; V.
Dank Teilraumtopologie 7, = {U =V N A|V € Jy } ist dquivalent:
(0) Der Teilraum (A, 7, ) ist kompakt gemaf} obiger Definition F1a:
Zu A =J;c; U; mit U; € 9, existiert J C I endlich mit A = J;.; U;.

(2) Wir nennen A C X relativ kompakt im Raum (X, Jy),
falls der Abschluss A in (X, Jy) kompakt ist.

Erfreulicherweise sind die ex- und intrinsische Sichtweise dquivalent,
(1) als Teilmenge A in (X, ) und (0) als eigenstandiger Raum (A, 7).
Relative Kompaktheit (2) bezieht sich immer auf den umgebenden Raum.
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Beispiele: Jede endliche Teilmenge A C X ist kompakt in (X, 7).

Sind A, ..., 4,, (relativ) kompakt in (X, J), so auch A, U--U A,, (D5aG).
Fir A; NN A, benétigen wir die Hausdorff-Eigenschaft! (F1r, F1G)
InRist A= {27"|n € N} nicht kompakt, siehe A C [ J72(]27",2].

Der Abschluss A = AU {0} in R ist hingegen kompakt (F1c, F10).

Beispiel / Ubung F1c: Kompaktheit einer konvergenten Folge

Im Raum (X, J) sei (z,,),,ey — T €ine konvergente Folge.
Dann ist die Menge A = {z,, |n € N} U{z_ } kompakt in (X, T).

In R ist das Intervall A = |0, 1] nicht kompakt, siehe A C [ J°,]27™, 2],
es ist aber relativ kompakt, denn |0, 1] = [0, 1] ist kompakt (F1p, F10).

In R™ ist der offene Ball B” = B(0,1) = | J,.; B(0,7) zwar nicht kompakt,

doch relativ kompakt, denn der Abschluss D™ = B(0, 1) ist kompakt (F10).

In R" ist jede beschrankte Menge B C R" relativ kompakt (F10),
denn A = B ist abgeschlossen und immer noch beschrankt.
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In R ist jedes Intervall X = [a, b] mit a < b kompakt. Allgemein sei (X, <)
eine totalgeordnete Menge, X # (), mit Ordnungstopologie 7_ (D1m).
Satz F1p: Kompaktheit von Intervallen

Genau dann ist der topologische Raum (X, 7_) mit X # () kompakt, wenn
jede Teilmenge E C X ein Supremum und ein Infimum in (X, <) besitzt.

Beispiele: Fiir X = {0 < ... < n} ist I_ diskret und (X, 9_) kompakt.
In R ist [a, b] kompakt. Die reelle Gerade R ist nicht kompakt, siehe

R=UserRes = Urer Roy = Uren =771

ebensowenig die Halbgeraden R., = (J,-, [a,s[und R, = J,-; |5, D].
In Q ist [a, b mit a < b nicht kompakt; fiir £ € [a,b] \ Q gilt

[a,b]g = Uu<ela;ulg U Upse v, blg-

Jede endliche Teiliiberdeckung liefert nur [a, u[g U Jv, blg mit u < § < v,
lasst also eine erhebliche Liicke und iiberdeckt niemals ganz [a, b]g.
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Kompaktheit von Intervallen Erliuterung

Satz F1p: Kompaktheit von Intervallen

Genau dann ist der topologische Raum (X, 7_) mit X # () kompakt, wenn
jede Teilmenge E C X ein Supremum und ein Infimum in (X, <) besitzt.

Beweis: Wir zeigen ,,=“ durch Kontraposition (wie in obigen Beispielen).

(1) Hatte (X, <) kein Supremum, so wére X = | J,.x X_, eine offene
Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung. Infimum entsprechend.
Im Folgenden sei also @ = inf X und b = sup X in X, somit X = [a, b].
(2)ZuEC XseiT :={te X|FE <t} die Menge der oberen Schranken.
Angenommen T hat kein Minimum. Wir erhalten die offene Uberdeckung

X = UuEE‘X<u U U’L)ETX>’U'

(2a) Fur z € X gilt entweder x € T' = | J,cp X., oder x < u fiir ein u € E.
(2b) Diese erlaubt keine endliche Teiliitberdeckung, andernfalls hatten wir
T =t;,b]U---U]t,,b] = ]t,b] mit t = min{t,,...,t,,} € T, Widerspruch!



Kompaktheit von Intervallen o

Satz F1p: Kompaktheit von Intervallen

Genau dann ist der topologische Raum (X, I_) mit X # () kompakt, wenn
jede Teilmenge E C X ein Supremum und ein Infimum in (X, <) besitzt.

Beweis: ,,<“: Wir haben a = inf X und b = sup ){, also X = [a, b].

Sei X = [a,b] = U;c; U; mit U; € J_ eine offene Uberdeckung.

Sei E die Menge aller ¢ € [a, b], fiir die [a, t] endlich Giberdeckt wird, also
la,t] CU; U--UU,; fur geeignete iy, ..., i, € I. Offensichtlich gilt a € E.
Wir zeigen nun E = [a, b] durch ,ordnungsvollstandige Induktion®.

a t v b

y
1

—— U,
(3) Zujedemt € Emita <t < bexistiertt’ € Emitt <t <.
Beweis: Aus [a,t] CU; U--UU,; folgtt e U, fureini € {iy,...,i,}.
Da die Menge U, in (X, 7_) offen ist, existiert ¢" € |¢, b] mit [¢t,t'[ C U,.
Zu t’ existiert i, € I mitt’ € U; . Somit gilt [a,¢'] CU; UU; U-UU, .
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a t s b
| —ys

0
(4) Fir s :=sup E gilt s € F, also s = max E.
Beweis: Dank (3) gilt s > a. Zu s € U, existiertt € [a, s[ mit ]t s] C U,

Esgiltt € E, also [a,t] C U; U--UU,; fir geeignete i, ..., i, € L.
Somit gilt [a,s] CU; UU; U--UU, ,alsos € E.
Nach (3) gilt s = b. Ganz X = [a, b] wird endlich tiberdeckt.

[lustration: Wir betrachten erneut [a, b]g = [J,<¢ [a, ulg U U,»¢ v, blg
Hier ist & = [a, [y, denn [a, t]o wird endhch uberdeckt fur ¢t < &, aber
nicht fir ¢ > & Aussage (3) gilt weiterhin, doch ohne Vollstandigkeit
schlagt Schritt (4) fehl: Die Menge E erlaubt kein Supremum in Q.

Anwendung: Wir ordnen Z = [0, 1)? lexikographisch, d.h. (x y) < (z',y")
bedeutet x < 2z’ oder (z = 2’ und y < y’). Ist der Raum (Z, I_) kompakt?

Ubung: In der geordneten Menge (Z, <) existieren alle Suprema / Infima.
Der zugehorige topologische Raum (Z, J_ ) ist dank Satz F1p kompakt.
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Lemma F1E: T, = T; fiir kompakte Teilmengen A C X
Sei (X, 7) hausdorffsch, darin A C X kompakt und b € X \ A.

Dann existieren U, Vmit ACU € Jundbe Ve TundUNV = 0.

Beweis: Dank Hausdorff-Eigenschaft (7;) existieren zu jedem Punkt
a € A offene Umgebungena € U, € TJundb eV, € Tmit U, NV, = 0.

Wir erhalten A C | J,.4 U,. Da A kompakt ist, existiert J C A endlich mit
A CUuesU, = U Damitist V :=),c;V, 2 boffen und U NV = (), denn
uvnv = (UaGJ Ua) nv= Uae.](Ua N V) C UaeJ(Ua N Va) = @

© Sie kennen diese Technik bereits aus dem Lemma von Tychonoff E5j,
dort statt Kompaktheit mit der schwécheren Lindel6f-Eigenschaft Dév.

Mit Kompaktheit wird alles endlich und damit erfreulich einfach!
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Satz F1e: T, = T, fir kompakte Teilmengen A, B C X

Sei (X, 7) hausdorffsch und darin A, B C X kompakt mit AN B = .
Dann existieren U, Vmit ACU € J

Jund BCVeT

und UNV = (.

© Der Beweis ist wortlich derselbe wie im vorangegangenen Lemma

wobei wir ,b“ durch ,, B ersetzen. Dennoch benétigen wir erst einmal das

Lemma, um uns damit hochzuarbeiten. Ich fihre dies noch einmal aus:

Beweis: Dank dem vorigen Lemma existieren zu jedem Punkt a € A

offene Umgebungena € U, € Tund BCV, € Tmit U, NV, = 0.

Wir erhalten A C | J,.4 U,. Da A kompakt ist, existiert J C A endlich mit

ACUpesU, = U Damitist V :=(,.;V, 2 Boffenund UNV =0,
(UaeJ Ua) nv = UaEJ(Ua n V) - UaEJ(Ua N Va) = @

dennUNV =
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Satz F1F: Abgeschlossen in Kompaktum ist kompakt.
Ist (X, J) kompakt, so ist jede abgeschlossene Menge A C X kompakt. J

Beweis: Sei A C | J;.; U; mit U, € J eine offene Uberdeckung. Diese
erweitern wir durch die offene Menge X \ A: Zu X = (X \ A) U ;1 U;
existiert J C I endlich mit X = (X \ A)UJ,c,U;, also A C e, U

Satz F1:G: Kompakt in Hausdorff ist abgeschlossen.
Ist (X, 9) hausdorffsch, so ist jede kompakte Teilmenge A abgeschlossen.J

Beweis: Nach Lemma F1E ist das Komplement C' := X \ A offen,

denn die Menge C' ist Umgebung jedes ihrer Punkte (D3c). Erinnerung:
Zu jedem b € C existieren offene Umgebungen U, V, mit A C U, € T
und b €V, € Tund U NV = (). Demnach ist C' = | J,. V,, offen.

Folgerung: Sei (X, J) ein kompakter Hausdorff-Raum. Darin sind die
kompakten Teilraume A C X genau die abgeschlossenen Teilmengen.
Dank Satz F1E ist demnach (X, J) automatisch ein 7)-Raum.
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Korollar F1H: Heine-Borel-Lebesgue in R

Ein Teilraum A C R ist genau dann kompakt,
wenn die Menge A in R abgeschlossen und beschrénkt ist.

Beweis: ,=": Sei A C R kompakt. Dann ist A abgeschlossen (F1a).
Die offene Uberdeckung A C | J,.y]—7,7[ = R enthilt eine endliche
Teiliitberdeckung, also A C |—r, r[ fiir ein r € N, somit ist A beschrankt.

,<=":Da A beschrankt ist, existiert r € R., mit A C [—r, r]. Das Intervall
ist kompakt (F1p). Hierin ist A abgeschlossen, also kompakt (F1F).

Der Satz war der entscheidende Durchbruch zum heutigen Verstandnis
von Kompaktheit. Seine Entwicklung dauerte 50 Jahre! Dirichlet nutzte
die endliche Uberdeckungseigenschaft implizit bereits 1852, spiter Heine,
Weierstrass und Pincherle. Borel benannte und bewies sie 1895 als erster
explizit, zun4chst noch fiir abzihlbare Uberdeckungen, anschliefend
dann Cousin, Lebesgue und Schoenflies fiir beliebige Uberdeckungen.
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Stetige Abbildungen kompakter Raume

Satz F1): Das stetige Bild eines Kompaktums ist kompakt.
Sei f: (X,Jy) — (Y, F) stetig. Ist A C X kompakt, so auch f(A4) CY.

Beweis: Vorgelegt se1 f(A) CUe; Vi mit V; € Fy. Daraus folgt

AC fHfA) ! Uzil‘) UzGIUmltU = f1(V;) € Ty.

Hierzu ex1st1ert eine endliche Teiliitberdeckung A C U, i U U UZn

Wir schlieBen f(A) C f(U; U~ U f(U;, )TV, U-UV, .

Das bedeutet, die Bildmenge f(A) C Yist kompakt.

Satz F1k: Minimum und Maximum reeller Funktionen

Sei X # () kompakt. Jede stetige Funktion f: X — R nimmt ihre Extrema
an: Es existieren Punkte a,b € X mit f(a) < f(x) < f(b) fur alle z € X.

Beweis: Nimmt f ihr Supremum s nicht an, so wire X = J,_, f}(R_,)
eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung. (Zu jedem

z € X existiert a € Q mit f(z) < a < s, also z € f~(R_,). Bei endlicher
Teiliiberdeckung steht X C f~'(R_,) im Widerspruch zu a < s.)
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Das Kompakt-Hausdorff-Kriterium: Abgeschlossenheit

Satz F1L: das Kompakt-Hausdorff-Kriterium

Sei X kompakt und Y hausdorffsch. (0) Dann ist jede stetige Abbildung
f: X — Yabgeschlossen. Die kanonische Faktorisierung ergibt daher:

x — o Ly
kompakt ql } hausdorffsch
filzly
X/R X
/ | Homoo! fX)

(1) Jede stetige Bijektion f: X — Yist ein Homéomorphismus.
(2) Jede stetige Surjektion f: X — Yist eine Identifizierung.
(3) Jede stetige Injektion f: X — Yist eine Einbettung.

Beweis: (0) Sei A C X abgeschlossen.

Da X kompakt ist, ist A kompakt (F1F).

Da f stetig ist, ist das Bild f(A) kompakt (F1j).

Da Y hausdorffsch ist, ist f(A) abgeschlossen (F1g).



Das Kompakt-Hausdorff-Kriterium: Anwendungsbeispiele e

Aufgabe: Faktorisieren Sie p : [0,1] — C : ¢ = €*™, vergleiche Satz E2T.

p: t'_>e27rit

X =10,1] Yy =C
kompakt qi ]L hausdorffsch
X){0.1} 5 p(x) =5t
Aufgabe: Faktorisieren Sie p : R — C : ¢t = ¢>™, vergleiche Satz E2p.
0,1 ¢ R-2"2T, ¢
kompakt L/ 0,1 lq } hausdorffsch
, ; pe[t]emit
q([0,1]) = R/Z Hombo! St

Der Quotientenraum ist kompakt (F15) und S! C C hausdorffsch (D1x).
Dabher ist die stetige Bijektion p sogar ein Homéomorphismus (F1L).
In E21 / E2P haben wir explizit die stetige Umkehrung konstruiert.
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Kompakt-Hausdorff-Gleichgewicht

© Lernen Sie das Kompakt-Hausdorff-Kriterium zu nutzen, es lohnt sich!
Es vereinfacht Thre Arbeit, Konstruktionen und Beweise erheblich.

Wir werden seine wohltuende Einfachheit im Folgenden oft nief3en.
Manche Resultate und Techniken beruhen ausschliefilich darauf!

© Zur Abrundung noch eine amiisant-lehrreiche Beobachtung:

Die Hausdorff-Eigenschaft benétigt moglichst viele offene Mengen,
um je zwei Punkte a # b durch disjunkte Umgebungen zu trennen.

Die Kompaktheit hingegen bendtigt moglichst wenige offene Mengen,
damit jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.

Aus dem Kompakt-Hausdorff-Kriterium F1r folgt:

Korollar F1A: Kompakt-Hausdorff-Gleichgewicht

Jeder kompakte Hausdorff-Raum (X, 7) ist im perfekten Gleichgewicht:
Jede echt feinere Topologie I’ O 7 ist hausdorftsch, aber nicht kompakt.
Jede echt grobere Topologie 7' C T ist kompakt, aber nicht hausdorffsch.




Der kleine Satz von Tychonoff
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Satz F1N: kleiner Satz von Tychonoff

Sind (X, Jy) und (Y, %) kompakt, so auch (XxY,J) = (X, Ty )x (Y, F).

Y]

X XY X xY
/\ Wity
Yy
hiassus
r U X X

Yy

Beweis: Sei X x Y = | J;; W, mit W, € T eine offene Uberdeckung.

Wir fixieren x € X. Zu jedem y € Yexistiert i(y) € I mit (z,y) € W;(,.

Hierzu existieren U, € Iy und V,, € & mit (z,y) € U, x V,, C Wy,
Die offene Uberdeckung Y = [,y V, enthilt V, U=V, =Y.

Der Durchschnitt U, := U, N--NU, erfilltz € U, € Ix.
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Der kleine Satz von Tychonoff

Fiir die endliche Indexmenge J,, := {i(y,), ..., i(y,,) } gilt demnach:

Die offene Uberdeckung X = | J, .y U, enthilt U, u--uu, =X
Fiir die endliche Indexmenge J := J, U--UJ, C I folgt schlieBlich:

XxY C (U, xY)U-U(U, xY) C Ujes W;

Damit haben wir zu jeder offenen Uberdeckung (W,),.; von X x Y eine
endliche Teiliiberdeckung (W, ),.; gefunden.

Korollar F1n: Kompaktheit endlicher Produkte

(1) Seien X, ..., X,, # 0 topologische Raume. Genau dann ist das Produkt
X = X, x - x X, kompakt, wenn jeder Faktor X}, ..., X, kompakt ist.

Beweis: ,=": Ist X kompakt, so auch das stetige Bild p,(X) = X; (F1y).
Die Umkehrung < folgt aus Satz FIN per Induktion iiber n.
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Korollar FIN: kompakte Quader
(2) Jeder Quader [ay,b;] X -+ X [a,,,b,] C R™ ist kompakt.

Beweis: In R ist jedes Intervall [a, b] kompakt beziiglich der euklidischen
Topologie (F1p). Auf [ay,b,] X - X [a,,,b,] CR x -+ x R = R" stimmt die

euklidische Topologie mit der Produkttopologie tiberein.

Satz F1o: Heine-Borel-Lebesgue in R"

Ein euklidischer Teilraum A C R" ist genau dann kompakt,
wenn die Menge A in R™ abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis: ,=": Sei A C R" kompakt. Dann ist A abgeschlossen (F1G).
Die offene Uberdeckung A C | .y B(0,7) = R" enthilt eine endliche
Teiliberdeckung, also A C B(0, ) fiir ein r € N, somit ist A beschrankt.

»<":Da A beschrankt ist, existiert r € R, mit A C [—r, r]". Der Wiirfel
ist kompakt (F1n). Hierin ist A abgeschlossen, also kompakt (F1F).
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Beispiel: Im euklidischen Raum R ist jeder abgeschlossene Ball B(a, r)
kompakt, ebenso die Sphire S"! = {x e R" |2} + - + 22 = 1}.

© Sie kennen Heine-Borel als einen wichtigen Satz aus der Analysis.
Wir erhalten einen unabhéngigen, topologisch strukturierten Beweis:
Kompaktheit fiir Intervalle (F1p), Teilraume (F1F, F1G), stetige Bilder (F1y)
und schlief3lich endliche Produkte (F1n).

A\ Der Satz F1o von Heine—Borel ist eine Besonderheit des euklidischen
Raums R" und gilt nicht fiir beliebige metrische Raume. Gegenbeispiel:
In jedem diskreten metrischen Raum (X, d) ist jede Teilmenge A C X
abgeschlossen und beschrankt, aber nur endliche sind kompakt.

Beispiel: In X = /*(N,R) ist A = B(0,1) = [~1, 1] nicht kompakt, denn
E ={e, |n € N} C A ist abgeschlossen, diskret, aber unendlich. (F1F)
Aufgabe: Konstruieren Sie daraus explizit eine offene Uberdeckung ohne

endliche Teiliitberdeckung. Losung: Zun € Nist U, := X \ {e, |k >n}
offen, und A C | J,,cn U,, = X erlaubt keine endliche Teilitberdeckung.
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Klassische Matrixgruppen iiber K = R, C

Sei K = R, C. In jeder Dimension n € N, haben wir die K-Algebra K"*"
aller n x n—Matrizen iiber K mit der euklidischen Norm (C1p) und hierin
die allgemeine/spezielle lineare/orthogonale/unitire Gruppe:

GL,K={AecK™ |detA#0}, SL,K={AeK""|detAd=1}
GO, R={AeR™|ATA=1, .}, SO, R={A€cCO,R|detA=1}
GU,C={AeC™|ATA=1,,,}, SU,C={A€CU,CldetA=1}
Sind diese Teilmengen in K™*" dicht? offen? abgeschlossen? kompakt?
Die Determinante ist eine Polynomfunktion, also insbesondere stetig:
detn K 5 K: A= (aij) = ZUESn sign(a) As(1),1 " Ao(2),2 " Ao(n),n-
Orthogonalitit ATA = AA" =1 und Unitéritit ATA = AAT =1__
entsprechen Polynomfunktionen iiber R, diese sind insbesondere stetig.

Die Zeilen (bzw. Spalten) jeder Matrix A = (a4, ...,a,) € GO, R C R™*"
sind eine Orthonormalbasis, insbesondere gilt a4, ..., a,, € S"~. Somit ist
GO,, R abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt dank Heine-Borel.
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Satz F1a: Klassische Matrixgruppen tiber K =R, C

In K" ist die Gruppe GL, K = det,,' (K*) offen und dicht, hingegen ist
die Untergruppe SL,, K = det,,* ({1}) abgeschlossen und nirgends dicht.
Fiir n > 2 ist SL,, K nicht beschrinkt, da diag(a,a™!,1,...,1) € SL, K.

Die Untergruppen GO,, R > SO,, R sowie GU, C > SU,, C sind kompakt,
dank Heine—Borel F10, da abgeschlossen und beschrankt. Insbesondere:

R* = GL;R > GO;R = {aeR|a®?=1}={zx1} = §°
C* = GL;C > GU,C = {a+ibeCla®+b? =1} = St

Hierin sind SL; R = SO; R = SL; C = SU, C = {1} trivial. Fir n = 2 gilt:

B a —b a,beR, B cost —sint ~ Ql
SOQR—{[[) a] a2+52:1}_{[sint cost] tER}:S
_ a+ib —c+id a,b,c,d R, ~ §3
SUZC_{[C+Id a_lb:| a2+b2+c2+d2:1} —S
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Bemerkenswert: Die drei Sphiren S°, S, S? sind topologische Gruppen.
Sensationell: Dies sind die einzigen Spharen mit top. Gruppenstruktur!

Satz F1Rr: Rand eines Balles zusammenschlagen
Fiir alle n € N gilt ([0,1] x S1)/({0} x S*~!) =~ D" und D?JS"~! =~ S". J
n—1 p:(r,s)—(cos(mr),sin(mr)s) n+l
[0’ 1] xS Kugelkoordinaten R
lrj:(r,s)}—rrs abgeschlossen dank F1L
" p:rst(cos(mr),sin(wr)s) n+l
D wohldefiniert und stetig R
abgeschlossen dank F1L
lq:rs)—)[rs] [L
]D)n//Sn_l p:[rs|(cos(mr),sin(wr)s) n

Homdomorphismus dank F1r!

Wir nutzen Polarkoordinaten ¢. Die Kugelkoordinaten p induzieren somit
p, und deren kanonische Faktorisierung liefert den Homéomorphismus p.
Wir wenden hier zweimal das Kompakt-Hausdorff-Kriterium F1L an!
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Ubung: Fithren Sie dies aus! Wie hilft das Kompakt-Hausdorff-Kriterium?

Skizze: Wir nutzen hier Polarkoordinaten ¢, also ,Radius mal Richtung®.
Dabei schligt ¢ den Boden {0} x S*~! zusammen. Das Bild ist D" C R"*!,
Dank Kompakt-Hausdorff-Kriterium F1v ist ¢ identifizierend.

Die Kugelkoordinaten p induzieren somit p : D* — R"™! wie angegeben.
Die kanonische Faktorisierung von p liefert dann die stetige Bijektion
p: D"JS"! ~ S Diese ist ein Homéomorphismus, erneut dank F11.

Anschauung oder Formalisierung? Beides! Dies ist ein Paradebeispiel:
Die geometrische Aussage ist anschaulich plausibel, aber wir miissen
beweisen, dass sie in unserem topologischen Modell tatsachlich gilt.

Die technisch sorgfiltige Ausfithrung erfordert eine Reihe nicht-trivialer
Begriffe und Techniken: metrische und allgemeiner topologische Raume,
stetige / offene / abgeschlossene Abbildungen und Homdéomorphismen,
kanonische Faktorisierung und das Kompaktheit-Hausdorft-Kriterium.
Das Zusammenspiel dieser Begriffe und Techniken beschert uns klare,
prazise Aussagen und leichte, tragfdhige Argumente, so wie hier.



Intervallschachtelung in R und in Q e

Wir betrachten eine reelle vs rationale Intervallschachtelung fiir v/2:

,2 R BO_ ,2

=[1 ] [1 lo
=[14 15 g =[14  ,15 g
=[141 142 g =[141 142 g
=[1414 1415 Iy B3 =[1414 1415 g
A4 = [1.4142 | 1.4143 g B4 = [1.4142 , 1.4143 g
[1 41421, 1.41422], [1 41421, 1.41422]

= ﬂneN An = {\/5} — ﬂngN Bn = (Z)

In R entspricht (3) dem beliebten Intervallschachtelungsprinzip:
ZuR D [ag,by] 2 [ay,b1] 2 [ay, by] D ... existiert z € [),enlay,, b, )-
Gilt zudem b,, — a,, “\, 0, so ist z eindeutig, also (,,cxla,,,b,] = {z}.
Fiir offene Intervalle kann der Schnitt leer sein: [),,cy]0,27"[ = 0
Ebenso fiir abgeschlossene Intervalle in den rationalen Zahlen Q.

Was fehlt? Kompaktheit ist genau die richtige Forderung!
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Die Endliche-Schnitt-Eigenschaft

Eine Familie (F),.; von Teilmengen F; C X erfiillt die Endliche-Schnitt-
Eigenschaft, falls (,.; F; # 0 gilt fir jede endliche Indexmenge J C I.
Lemma F1s: finite intersection property (FIP)

Fiir jeden topologischen Raum (X, ) sind aquivalent:

(1) Der Raum (X, J) ist kompakt: Jede Uberdeckung X = | J;.; U; durch
offene Mengen U, € J enthilt eine endliche Teiliberdeckung,

(2) Hat eine Familie (F}),.; abgeschlossener Teilmengen F; € J°¢ leeren
Durchschnitt (;c; F; = 0, so ist bereits ein endlicher Durchschnitt leer,
F, n-NF, =0

(3) Hat (F;),.; mit F; € J°¢ die Endliche-Schnitt-Eigenschaft (FIP)
F, n--nFE, #0firalleiy,..,i, € I, so gilt insgesamt ;c, F; # 0.

v

Beweis: (1) < (2) Komplementbildung, (2) < (3) Kontraposition.
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Der Satz von Tychonoff

Nach dem kleinen Satz F1N hier nun der grofie Satz von Tychonoft:

Satz F11: Tychonoff 1930

Seien (X, 7;),.; topologische Rdume mit a, € X fiir alle i € 1.
Das Produkt (X, J) = [[;c;(X;, 7;) ist genau dann kompakt,
wenn jeder Faktor (X, ) fiir i € I kompakt ist.

Beispiele: Der diskrete Raum {0, 1} ist kompakt, also auch {0, 1}*.
Diesen Raum {0, 1} kann man sich besser vorstellen, wenn man ihn in
R einbettet; er ist homdomorph zur Cantor-Menge C' C [0, 1], sieche E4w.

Jeder Quader [aq,b;] X -+ X [a,,,b,] in R™ ist kompakt, siehe FIN.

Jeder Quader []cy[ax, by,] in RY ist kompakt, insbesondere [0, 1]".
Jeder Quader [],cg[a,,b,] in R¥ ist kompakt, insbesondere [0, 1]%.

Beweis des Satzes: ,=“: Ist X kompakt, so auch p,(X) = X;.
Dies ist der leichte Teil: Jede Projektion p, : X — X ist stetig (E4D).
Zudem ist p; surjektiv: Zu x; € X; gilt p;(v) = z; mit z; = a; fir j # i.

Ist der Raum X kompakt, so auch das stetige Blld p;(X) = X; (F1y).



F128

Der Satz von Tychonoff

,<=":Sei g C T° eine Familie abgeschlossener Mengen mit FIP (F1s).
Zur Kompaktheit von (X, ) zeigen wir [ # 0, kurz und elegant;
wenige Zeilen destillieren hundert Jahre bis Tychonoft und Bourbaki.

Wir setzen %, :={V, NNV, |neN, V},...V, €ed} Dd;zun=0
vereinbaren wir wie iblich X € %,. Wir betrachten alle Familien ¥ mit
% C F C B(X) und Eigenschaft (a): Fiir U,V € Fgilt 0 £ U NV € F.
Dank Zorns Lemma existiert ein maximales ¥; fiir dieses gilt zudem (b):
Fir jede Teilmenge U C XmitUNV # O fiuralle V € Fgilt U € F

FIP gilt fur %, dank E1A auch fir {p,(V)|V € F} und {pz( )|V e F}
Da der Raum (X, J;) kompakt ist, existiert z; € [y cq p;(V) dank Fls.
Wir zeigen nun, dass der Punkt = = (x;),.; im Durchschnitt (] o liegt.
Firz, e U; € J, g11tU Np;(V )#@furalleVE F, also p; 1(U;) NV + 0.
Dank (b) gilt p; 1 (U;) € F. Dank (a) U = p;* (U; ) N Np; "(U; ) € F.

n

Jede Umgebung U’ € I von = = ( i )icr enthalt eine solche Menge U
(E4c), schneidet also jedes V € F, somit gilt x € V. Speziell fiir jedes
V € d C Fbedeutetdas x € V="V, also z € (.



Abstand zwischen Teilmengen o

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wie in C3m vereinbart, messen wir den
Abstand zwischen Mengen als das Infimum der punktweisen Abstdnde:
d:PX x X [0.00], d(Ab) :=inf{d(z,b)|z € A}
d: PX x PX — [0,00], d(A,B):=inf{d(z,y) |z € A, y € B}

Existiert z € AN B, so folgt d(A, B) = 0. Die Umkehrung gilt nicht:

Beispiel: In R? sind die Achse A = {(z,0) |z € R} und die Hyperbel
B = {(z,1/z) |z #+ 0} abgeschlossen und disjunkt, doch d(A, B) = 0.

Satz F2A: positiver Abstand von kompakt zu abgeschlossen
Sind A, B C X disjunkt, A abgeschlossen, B kompakt, so gilt d(A, B) > 0.

Beweis: Seien A und B nicht leer und die Metrik d endlich.

Die Abstandsfunktion f: B — R : > d(A4, z) ist stetig (C3N).

Da B kompakt ist, existiert b € B mit d(A4, B) = d(A,b) > 0 (F1K).

Die Funktion f nimmt ihr Infimum in einem Punkt b € B an.

Da A abgeschlossen ist und b ¢ A gilt, folgt d(A,b) > 0.



Hausdorff-Abstand zwischen Teilmengen fune

Erlauterung

maxd(z, B) = 3.0

€A A
maxd(A,y) =1.7

yeB

dyy(A, B) = 3.0

RQ

Fir Teilmengen A, B in (X, d) definieren wir den Hausdorff-Abstand
dy(A, B) :=sup{d(z, B), d(A,y) |z € A, y € B}.

Dies misst anschaulich, wie ,nahe“ oder ,ihnlich“ sich A und B sind.
Fir Kompakta gilt dy (A, B) = max{maxmind(a,b), , max m1£ d(a,b)}.
S

acA beB
Aufgabe: Auf B(X) ist dy eine Halbmetrik, mit dg (A, B) = 0 gdw A = B.
Auf der Menge I aller abgeschlossenen Teilmengen ist dy eine Metrik.
Wir erhalten die isometrische Einbettung ¢ : (X,d) < (J},dy) : « = {z}.
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Hausdorff-Abstand zwischen Teilmengen

Losung: Symmetrie ist klar. Definitheit ist interessant:
d(z,B)=0 < zcB
supyeqad(z,B)=0 < ACRB
dy(A,B)=0 < A=0B
Auch die Dreiecksungleichung ist etwas raffiniert: Seien A, B,C C X.
Fir alle a € A, b € B, ¢ € C gelten dann die folgenden Ungleichungen:
A(@,0) < dlae) < dla,b)+dbc)
= d(a,C) < d(a,b)+d(b,C) < d(a,b)+dy(B,C)
= d(a,C) < d(a,B)+dy(B,C) < dy(A,B)+dy(B,C)
Per Symmetrie gilt {d(a,C), d(A,c)} < dy(A, B) 4+ dg(B, C).
Daraus folgt doy(A, C) < dg(A, B) 4+ de (B, C), wie behauptet.

Bemerkung: Per Definition gilt dy (0, 0) = 0 und dy(A,0) = oo fir A # .
Wir kénnen () daher getrost ausschlieflen, das ist traditionell iblich.
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© Fir nicht-leere Kompakta A, B C X gilt Definitheit und Endlichkeit.
Wir erhalten so die (endliche) Hausdorff-Metrik dy, : # x # — R_
auf der Menge # C J7 aller nicht-leeren Kompakta in (X, d).

Die Maximin-Definition ist raffiniert und liefert genau das Richtige.
TIhre Berechnung ist selbst fiir Polytope nicht ganz offensichtlich.

Die Hausdorff-Metrik ist ein zentrales Werkzeug in fraktaler Geometrie
und Bilderkennung. Sie hat exzellente mathematische Eigenschaften:

© Ist (X, d) vollstandig / totalbeschrankt / kompakt, so auch (%, dy):

(1) Sei (A,,),,cy eine Cauchy-Folge in (%, dy). Nach Ubergang zu einer
Teilfolge gelte dg(A,,, A,,,1) < 27" Sei A C X die Menge der Grenzwerte
r =limz, mitz, € A, und d(z,,,z,,,) < 27". Dann gilt dy (A4, A4,,) = 0
(2) Totalbeschranktheit von (X, d) bedeutet: Zu e € R g existiert £ C X
endlich mit X = | J,.p B(x,¢/2).Sei F = P(E)* ={ACE|A+0}.
Dann wird (%, dy) iiberdeckt von den dy—Ballen B(A,¢) mit A € F.

(3) Kompaktheit von (#, dy) folgt aus (1) und (2) dank Satz F2E.
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Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zur Uberdeckung (U, ), ; ist § € R., eine
Lebesgue—Zahl, falls gilt: Zu jedem a € X existiert i € I mit B(a,d) C U,.
Anwendung: Fiir « ¢ A C X mit diam(A) < gilt A C B(a,0) CU,.

Beispiel: Zur offenen Uberdeckung R = | J,c; ]k, k + 2[ geniigt 6 € |0, /2.
Hingegen hat R = | J,cyl24, 1o mit ;, = In k keine Lebesguezahl ¢ > 0.
Satz F2B: Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann erlaubt jede
offene Uberdeckung (U, ),.; von X eine Lebesgue-Zahl § € R_,,.

Beweis: Zu jedem Punkt z € X existiert ein Index i(z) € I'mit z € Uy,
und somit ¢, € R., mit B(z, 2¢,) C Uy, Zur offenen Uberdeckung

X =U,ex B(z,e,) existiert £ C X endlich mit X = |,y B(z,¢,).

Sei § :=min{e, |z € E} > 0. Jeder Punkt a € X erfillt a € B(x,¢,)

fir ein z € E. Also gilt B(a,0) C B(x,e, + ) C B(z,2¢,) C Uy



Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung Exlterang

Ist § € R, eine Lebesgue-Zahl zur Uberdeckung (U,),.; so auch jede
kleinere Zahl ¢, mit 0 < 6" < ¢. Im obigen Beispiel ist 6 = 1/2 maximal.

A\ Die Existenz einer Lebesgue-Zahl hangt von der Metrik d ab,
sie ist tatsdchlich eine metrische Eigenschaft und keine topologische:

Beispiel: Auf R haben wir neben der euklidischen Metrik d(z,y) = |z — y|
die dquivalente Metrik e(z, y) := |exp(x) — exp(y)|: Da (exp,In) : R=R_,
ein Hom6omorphismus ist, definieren d und e dieselbe Topologie auf R.
Beziiglich e erlaubt R = (J,,cn]2,,, %, o[ die Lebesgue-Zahl § = 1/2.

A\ Fur Kompaktheit ist die Existenz einer Lebesgue-Zahl § > 0 zu jeder
offenen Uberdeckung notwendig, aber nicht hinreichend:

Beispiel: In (X, d) mit diskreter Metrik ist 6 € |0, 1] eine Lebesgue—Zahl
zu jeder Uberdeckung, auch wenn X unendlich ist, somit nicht kompakt.
(Hingegen ist 6 > 1 nur dann eine Lebesgue—-Zahl fiir eine offene
Uberdeckung X = | J;.; U;, wenn U; = X fiir ein i € I gilt.)

© Hierzu fehlt noch die Totalbeschranktheit, die wir jetzt erklaren.



Totalbeschrankte metrische Raume o

Ein metrischer Raum (X, d) heif3t beschriankt, wenn gilt: Fiir einen bzw.
jeden Punkt a € X ist die Funktion f: X — R. : # = d(z, a) beschrankt.
Fir r € Rmit f < rfolgt X = B(a,r). Wir verscharfen diese Bedingung;:

Definition F2c: totalbeschrankter metrischer Raum

Ein metrischer Raum (X, d) heifit totalbeschrankt, wenn gilt:
Fiir jedes ¢ € R, , wird X tiberdeckt von endlich vielen e-Béllen.

VeeR,, 3A={ay,...,a,} CX : X =DB(a;,e)U--UB(a,,¢)

D.h. die Abstandsfunktion f(z) = d(z, A) erfillt f(z) < ¢ fir alle z € X.

v

Beispiel: Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist totalbeschréankt.
Totalbeschrankt impliziert beschrankt: Aus X = B(a,,e) U U B(a,,,¢)
folgt d(x,a,) < r := e+ maxd(a,, a;). Die Umkehrung gilt nicht:

Beispiel: Jeder Raum (X, d) mit diskreter Metrik ist beschrénkt,
aber totalbeschrankt nur genau dann, wenn X endlich ist.
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Beispiel: In /°(N) ist B(0, 1) beschrinkt, aber nicht totalbeschrinkt:
Die kanonische Basis (e,,),,cy erfillt |e;, —e,|,, =1 fiir alle & # ¢.
Zu ¢ = 1/2 iiberdecken endlich viele Bille B(ay, ) nicht B(0, 1),
denn jeder Ball B(ay, ¢) enthalt hochstens einen der Punkte e,,.

Beispiel: In R” mit euklidischer Metrik ist [—r, 7]™ totalbeschrankt.
Genau dann ist A C R" totalbeschrankt, wenn A beschrankt ist:

Proposition F2p:
Ist (X, d) totalbeschréankt, so auch jeder Teilraum A C X.

Beweis: Zue € R sei X = | J,;c; B(z;,¢/2) mit I endlich.

Sei J ={i€I|3a, € AN B(x,,¢/2)}. Aus x; € B(a,,¢/2) folgt

B(x;,¢/2) C B(a;,¢), also A C ;s B(w;,¢/2) C Uicr Blay, €).
A\ Fir Kompaktheit ist Totalbeschréinktheit nicht hinreichend:

Beispiel: Das rationale Intervall [0, 1] mit euklidischer Metrik ist
totalbeschrankt (F2p), aber nicht kompakt (F1p).



Kompaktheit fiir metrische Raume

F209

Satz F2k: siebenfache Kompaktheit fiir metrische Raume

Fiir jeden nicht-leeren metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:

1

Kompaktheit: Jede (beliebige) offene Uberdeckung von X
enthalt eine endliche Teiliitberdeckung.

Abzihlbare Kompaktheit: Jede abzihlbare offene Uberdeckung
von X enthilt eine endliche Teiliiberdeckung.

Haufungskompaktheit: Jede Folge in X hat einen Haufungspunkt.
Folgenkompaktheit: Jede Folge (z,,),,cy in X hat eine konvergente

Teilfolge; es gibt ny <n; <n, < ... und z € X sodass (z,,, )geny — -

Pseudokompaktheit: Jede stetige Funktion f: X — R nimmt ihre
Extrema an; es gibt a,b € X mit f(a) < f(x) < f(b) fur alle z € X.

Lebesgue-Kompaktheit: (X, d) ist totalbeschrankt und jede
offene Uberdeckung von X erlaubt eine Lebesgue-Zahl § > 0.

Heine—Borel-Lebesgue-Kompaktheit:
Der metrische Raum (X, d) ist vollstindig und totalbeschrankt.




Kompaktheit fir topologische Raume
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Die ersten fiinf dieser Kompaktheitsbegriffe konnen wir auf topologische
Réume iibertragen. Dort sind sie im Allgemeinen nicht dquivalent!

Satz F2F: fiinffache Kompaktheit fiir topologische Raume

Fiir topologische Rdume gelten folgende Beziehungen:

<——
Lindelof

(1) kompakt || (2) abzahlbar kompakt |~ | (4) folgenkompakt

S O I T
(5) pseudokompakt (3) haufungskompakt

A\ Anders als fir metrische Rdume sind fiir topologische Raume
Kompaktheit und Folgenkompaktheit unabhangige Eigenschaften:
Das heifit: Ein kompakter Raum muss nicht folgenkompakt sein (F2a).

Umgekehrt muss ein folgenkompakter Raum nicht kompakt sein (F2n).

SchlieBllich braucht ein pseudokompakter Raum nicht abzahlbar kompakt
zu sein (F21), also auch nicht kompakt oder folgenkompakt.



Kompaktheit fir topologische Raume Exlterung

Hier spater mehr, vorerst siehe Skript.
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Definition F3A: lokale Kompaktheit

Ein topologischer Raum (X, 7) heif3t lokal-kompakt im Punkt a € X,
wenn jede Umgebung U von a eine kompakte Umgebung V enthalt:

YU € U, (X,T) IV €U (X,T) : V CUund Vkompakt

Das heifit, der Punkt a erlaubt beliebig kleine kompakte Umgebungen:
Die kompakten Umgebungen von a bilden eine Umgebungsbasis %X.

Gilt dies in jedem Punkt a € X, so nennen wir (X, 7) lokal-kompakt.

v

Aufgabe: Ist der Raum (X, 7) lokal-kompakt und hausdorffsch,
so erlaubt die Topologie eine Basis aus relativ kompakten Mengen.

Losung: Jede kompakte Umgebung V € UK ist abgeschlossen (F1G). Jede
Teilmenge W C Vst also relativ kompakt, denn W C Vist abgeschlossen
und somit kompakt (F1F). Ist der Raum (X, 7) lokal-kompakt, das heifit
in jedem Punkt a € X, so erhalten die Basis B = {V°|V € Uk, a € X}.
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Beispiele: Der euklidische Raum R" ist lokal-kompakt. Fiir jeden Punkt
z € R” sind die kompakten Umgebungen B(z,¢) mit ¢ € R., eine UBasis.
Jeder diskrete Raum ist lokal-kompakt, zum Beispiel der Teilraum Z C R.

Jede offene Menge U C R™ ist demnach lokal-kompakt dank B(z,s) C U.

Jede abgeschlossene Menge A C R™ ist lokal-kompakt dank B(z,¢) N A.
Auch U N A C R ist lokal-kompakt, zur Umkehrung siehe Satz F3F.

A\ Der Teilraum @Q C R ist nicht lokal-kompakt: Jede Umgebung U von
z in Q enthélt ein abgeschlossenes Intervall I = [a, bl mita < z < b.
Wire U kompakt, so auch I (F1F), was jedoch falsch ist (F1p).

Die Menge X = QU {oo} mit der Topologie T = J U { X'} ist kompakt,
aber nicht lokal-kompakt. Jeder Punkt hat eine kompakte Umgebung, X,
aber nicht beliebig kleine. Hierzu verhilft uns die Hausdorff-Eigenschaft:

Satz F3c: Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist lokal-kompakt.

Sei (X, 7) hausdorffsch. Existiert zum Punkt z € X eine kompakte
Umgebung K € UK, dann ist (X, J) lokal-kompakt im Punkt z.
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Jeder kompakte Hausdorff-Raum ist lokal-kompakt.
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Beweis: Zu jeder offenen Umgebung U € %2 konstruieren wir eine
kompakte Umgebung K;; C U von x wie oben skizziert: Im Teilraum K
ist K N U offen, also A := K \ U abgeschlossen, somit kompakt (F1F).

Im Hausdorff-Raum X gibt es offene disjunkte Umgebungen Vvon x
und Wvon A (F1E). Im Teilraum K ist K N W offen, also K; := K\ W
abgeschlossen, somit kompakt (F1F). Zudem gilt K NV C K, C U.
(Warum? Siehe Skizze! Aus VNW = folgt KNV C K\ W = K.
Aus W D Afolgt K, = K\W CK\A=KnUCU)

Mit K und Vsind auch K N Vund K;; Umgebungen von z in X.
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Lokale Kompaktheit vererbt sich nicht auf jeden Teilraum, sieche Q C R,
doch zum Beispiel im R™ auf jeden offenen / abgeschlossenen Teilraum.
Diesem interessanten Phanomen wollen wir auf den Grund gehen:

Lemma F3E: Lokale Kompaktheit vererbt sich...

Ist der topologische Raum X lokal-kompakt, so auch
(1) jeder offene und (2) jeder abgeschlossene Teilraum Y C X.

Beispiele: [0, 1] und |0, 1] sind lokal-kompakt, aber auch [0, 1] C |—1, 1].

Beweis: (1) Jede Umgebung Vvon z in Yist auch eine Umgebung von x
in X (D1k). Nach Voraussetzung enthélt V' eine kompakte Umgebung U
von z in X. Somit ist U C Veine kompakte Umgebung von z in Y.

(2) Jede Umgebung Vvon z in Yist von der Form V = V N'Y, wobei V eine
Umgebung von z in X ist (D1k). Die Umgebung V enthilt eine kompakte
Umgebung U von z in X. In U ist U := U N Y abgeschlossen, also kompakt
(F1F). Somit ist U C Veine kompakte Umgebung von z in Y.
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Satz F3F: ... auf lokal-abgeschlossene Teilraume.

Sei (X, ) lokal-kompakt hausdorffsch. Fir Y C X sind dquivalent:
1 Der Teilraum Yist lokal-kompakt (im Sinne der Definition F3a).

2 Jeder Punkt x € Yhat eine kompakte Umgebung in Y (F3c).
3 Jeder Punkt z € Yhat eine offene Umgebung U in X,
sodass Y N U in U abgeschlossen ist.

4 Esgilt Y =U N Amit U C X offen und A C X abgeschlossen.
Hierzu sagen wir: Yist lokal-abgeschlossen im Raum (X, 9).

Bemerkung: Der Satz enthalt das vorige Lemma F3E als Spezialfall:

Jeder offene Teilraum U C X ist lokal-kompakt (wahle A = X)
ebenso jeder abgeschlossene Teilraum A C X (wahle U = X).

Beweis: Die Implikation ,,(1) = (2)“ ist trivial.
Die Umkehrung ,,(2) = (1) verdanken wir Satz F3c.
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»(1) = (3)“: Sei Veine kompakte Umgebung von z in Y, also V =Y N W
fiir eine Umgebung Win X. Somit ist U = W* offen in X und
Y NU =V NUinU abgeschlossen, denn Vist abgeschlossen in X (F1G).

»(3)=(4)": Zu jedem z € Yseiz € U, € Tund Y N U abgeschlossen in U,.
Das bedeutet Y N U, = YN U,. Somit ist Y N U abgeschlossen in U, denn

Y=Yn <Uz€YUac> = UzEY(Y/m Ua:) = ?ﬂ (UzeYUa:>

»(4) = (1)“: In X ist die abgeschlossene Teilmenge A C X lokal-kompakt
und hierin ist die offene Teilmenge Y C A lokal-kompakt (F3E).

Bemerkung: Der Satz zeigt fiir A C X die erstaunliche Aquivalenz
zwischen der intrinsischen Eigenschaft ,lokal-kompakt® des Teilraums A
und der extrinsischen Eigenschaft ,lokal-abgeschlossen® im Raum X.

© Der Satz F10 von Heine—Borel stiftet fiir A C R” eine dhnlich
verbliiffende Beziehung zwischen der intrinsischen Eigenschaft
~kompakt”“ des Teilraums A und der extrinsischen Eigenschaft
»abgeschlossen und beschrankt” im umgebenden Raum R".
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Euklidische Umgebungsretrakte Erlauterung

Eine Inklusion / Einbettung ¢ : A — X heif3t Umgebungsretrakt,
wenn eine p : U — A auf einer Umgebung U von «(A) in X existiert.

Beispiel: Zu A =S"sei U = R*""'\ {0} und p: U — S" : 2 = z/|x|.
Im euklidischen Raum X = R™ nennen wir dies einen euklidischen
Umgebungsretrakt, engl. euclidean neighbourhood retract, kurz ENR.

Ubung F3u: euklidische Umgebungsretrakte
Wir nutzen die lokale Kompaktheit (F3F) des euklidischen Raumes R™:

1 Jeder ENR A C R" ist lokal-abgeschlossen und somit lokal-kompakt.

Seien A C R™ und B C R"™ homdomorph vermége h : A = B.
2 Ist A in R™ lokal-abgeschlossen, so auch B in R™.
3 Ist Ain R™ ein ENR, so auch B in R". Hinweis: Tietze (E5N)

Die Eigenschaft ENR ist also topologisch invariant: Ist eine Einbettung
i: A< R™ ein ENR, so ist jede Einbettung j : A < R" ein ENR.
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Euklidische Umgebungsretrakte Erlauterung

Losung: (1) Sei U eine Umgebung von A in R” und p : U — A eine
Retraktion. Dann ist A = {z € U° |z = p(z) } abgeschlossen in U,
also lokal-abgeschlossen in R™ (eine extrinsische Eigenschaft).

(2) Dank Satz F3F gelten folgende Aquivalenzen:

A in R™ ist lokal-abgeschlossen. < A ist lokal-kompakt.

< B ist lokal-kompakt. < B in R" ist lokal-abgeschlossen.

(Lokale Kompaktheit ist eine intrinsisch topologische Eigenschaft!)

(3) Es existiert U C R™ offen mit Inklusionen i : A < Uund j: U < R™
sowie eine Retraktion r : U — A mit r o i = id 4. Nach (2) ist B in R"
lokal-abgeschlossen, also B = O N C' mit O C R™ offen und C' C R"
abgeschlossen, und somit ist B in O abgeschlossen. Die Abbildung
f=joioh™: B— R™ ist stetig. Dank des Fortsetzungssatzes von
Tietze (E5N) existiert eine stetige Fortsetzung F': O — R™ mit F|z = f.
Die Menge U’ = F~1(U) ist offen in O und somit in R™. Die Abbildung
7" =h"toroF:U" — Bist stetig und erfillt r'| 5 = id.
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Kompaktheit und Hausdorft-Eigenschaft sind wunderschén und niitzlich.
Daher unser Ziel: Was noch nicht kompakt ist, wird kompakt gemacht!

Beispiele: Die Inklusionen [0, 1] < [0,1] und |1, 1] < [—1, 1] sind
Kompaktifizierungen, ebenso R, < [0,00] und R < R := R U {400},
denn der Zielraum ist hausdorffsch und kompakt (F1p) und Abschluss
des Startraums. Ebenso ist N < N := N U {o0} eine Kompaktifizierung.

Ist ein topologischer Raum X nicht kompakt, so wollen wir ihn moglichst
kompaktifizieren, das heif3t, in einen kompakten Raum Y einbetten.

In Yist dann der Abschluss X kompakt (F1r), daher geniigt Y = X.
Zudem wollen wir fortan immer die Hausdorff-Eigenschaft fordern.

Dies motiviert die folgende Zielsetzung und Vereinbarung:

Definition F4A: (Hausdorff-)Kompaktifizierung

Sei X ein topologischer Raum. Eine (Hausdorff-)Kompaktifizierung
von X ist ein Paar (Y, k) aus einem kompakten (Hausdorff-)Raum Y
zusammen mit einer Einbettung « : X < Y, wobei Y = x(X) gilt.
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Beispiel: Die Inklusion B" < D" ist eine Kompaktifizierung (F10),
ebenso die Komposition x : R” = B" & D" : z + 2 /(1 + |z]).

Speziell in Dimension n = 1 ist R = |—1,1[ & [—1, 1] topologisch
dquivalent zur obigen Kompaktifizierung R < R = R U {400}.

Beispiel: Stereographische Projektion x : R™ =~ §" \ {p} & S" (A1L)
kompaktifiziert mit nur einen Punkt, kurz ,S™ =~ R" U {c0}*.

Fiir n = 1,2 erhalten wir die Kreislinie R < S! 2 R = R U {co} und die
Riemannsche Zahlensphire C < S2 = C := C U {oo}. Diese sind optimal
sparsam: Ein einziger Punkt ,00” geniigt zur Kompaktifizierung!
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Die Einpunktkompaktifizierung nach Alexandroff

Satz F4p: Einpunktkompaktifizierung nach Alexandroff, 1924

Sei (X, J) ein topologischer Raum und oo ¢ X ein weiterer Punkt.
Auf X = X U {oo} definieren wir die Alexandroff-Topologie

= JU{X\ K|K C X kompakt und abgeschlossen in (X, 7) }.

Letzteres sind die offenen Umgebungen des Punktes oo im Raum X.
Damit ist I tatsachlich eine Topologie auf X: Es gilt (O1-3).

Der Raum (X, A) ist kompakt und hierin ist (X, J) ein offener Teilraum.
Die Topologie T auf X ist die feinste mit diesen beiden Eigenschaften.

Wir nennen (X, ) die E1npunktkompakt1ﬁz1erung von (X, J) oder die
Alexandroff-Kompaktifizierung. Genau dann ist (X J) hausdorffsch,
wenn (X, 7) lokal-kompakt hausdorffsch ist. In dlesem Fall ist 7 auf X
die einzige kompakte Hausdorff-Topologie mit Teilraum (X, 7).

Beweis: Sorgfiltig nachrechnen. Das ist eine lehrreiche Ubung!



Die Einpunktkompaktifizierung nach Alexandroff Exlterang

Bemerkung: Ist (X, 7) hausdorffsch, so ist jede kompakte Teilmenge
K in X abgeschlossen (F1G) und die Konstruktion vereinfacht sich zu

J=JU{X\K|K C X kompakt}.

Bemerkung: Ist der Startraum (X, ) bereits kompakt, so ist jede
abgeschlossene Teilmenge K in X kompakt (F1F), und somit ist

T=JU{UU{x}|U€T}
gerade die Summentopologie auf X = X Ll {oo} (E3A).

Korollar F4F: Charakterisierung lokal-kompakter Hausdorff-Raume

Die lokal-kompakten Hausdorff-Rédume sind genau
die offenen Teilraume kompakter Hausdorff-Raume.

Beweis: ,<=": Lokale Kompaktheit vererbt sich (F3E).
»=: Hierzu gentigt die Einpunktkompaktifizierung (F4D).
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Korollar F4G: universelle Abbildungseigenschaft

Sei X lokal-kompakt hausdorfIsch, aber selbst noch nicht kompakt.
Jede Einpunktkompaktifizierung o : X — X erfreut sich folgender UAE;
sie besagt, dass a terminal ist unter allen Kompaktifizierungen:

Zu jeder Kompaktifizierung  : X — Yexistiert genau eine stetige
Abbildung f:Y — X mit f o k = . Dabei wird der gesamte ,,Ra/r\ld“

Y \ k(X) in Y zusammengeschlagen auf den einen Punkt co in X.
Daraus folgt erneut Eindeutigkeit: Sind o : X — Xund a: X — X
zwei Einpunktkompaktifizierungen, dann existiert genau ein
Homdéomorphismus (f, g) : X ~ X mit foa=aund goa = a.

Beweis: Sorgfiltig nachrechnen. Auch dies ist eine lehrreiche Ubung!
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Sei X lokal-kompakt hausdorffsch, aber selbst noch nicht kompakt.
Wir sehen zwei dquivalente Zugénge zur Einpunktkompaktifizierung:

1 Die konkrete Konstruktion der Grundmenge X = X U {oco} mit der
Alexandroff-Topologie 7 = JU { X \ K| K C X kompakt }.

2 Die abstrakte Charakterisierung als kleinste Kompaktifizierung
im Sinne der obigen universellen Abbildungseigenschaft (UAE).

In (1) arbeiten wir konkret mit den Elementen von X und X sowie den
offenen Mengen in 7 und 7. Die Konstruktion erfordert ehrliche Arbeit.
In (2) betrachten wir nicht konkret, wie der Raum (X, J) aufgebaut ist,
sondern bequem-abstrakt, was die Kompaktifizierung o : X — X leistet.

Auch so lasst sich die Einpunktkompaktifizierung charakterisieren!

© Analogie: Auch in der Informatik trennt man die Implementierung,
also den internen Aufbau, von der Funktionaltitit, also der nach auflen
sichtbaren Schnittstelle. Vorteil: Wir konnen das Objekt jederzeit durch
ein anderes ersetzen mit gleichwertiger Funktionalitét.
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Einpunktkompaktifizierung, Produkt, Summe, Quotient, Teilraum, ...
Viele mathematische Objekte lassen sich auf zwei Arten betrachten:

Menge mit Struktur (X, ...)

Morphismen VY 3!f: Y — X

interne Beschaffenheit:
Beziehung zwischen Elementen
Datenstruktur, Implementierung
Was ist X? Wie ist X aufgebaut?
konkret und theoretisch
explizite Bauanleitung

Konstruktion = Existenz

externe Eigenschaften:
Beziehung zu anderen Objekten
Verhalten, Semantik, Axiome
Was tut X? Was leistet X fiir uns?
abstrakt und angewandt
bequeme Bedienungsanleitung
Definition = Eindeutigkeit

Ebenso: Vektorraum V mit Basis B =

(b;);cr> Polynomring K[X], ...

Auch natiirliche Zahlen (N, +,0, -, 1), ganze Zahlen (Z, +,0,-,1),
rationale Zahlen (Q, +,0, -, 1, <), reelle Zahlen (R, +,0,-,1, <), ...

In Kapitel H formen wir diese Idee zu einer mathematischen Sprache,
mit der Sie effizient arbeiten und rechnen kénnen, gar Sitze beweisen!
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Dieses grundlegende Muster finden Sie nicht nur in der Mathematik,
sondern ebenso in der Informatik, der Physik, der Technik, etc.

Die Etiketten ,konkret” und ,abstrakt” gefallen mir nicht besonders;
sie sind manchmal hilfreich, doch oft verschleiern sie das Wesentliche!

Mathematik ist zugleich abstrakte Theorie und konkrete Anwendung.
Sie ist schon und gut: dsthetische Kunst und niitzliches Handwerk.

Sie erklart und quantifiziert Zusammenhénge: Das ist ihr Nutzen!
Dank Abstraktion ist sie universell anwendbar: Das ist ihre Stérke!

Das Wort ,abstrakt” missbraucht der Ignorant gern als Schimpfwort fir
alles, wortuiber ihm die Kenntnis fehlt oder wovor er die Miuhe scheut.

Zur Klarstellung muss und will ich Partei ergreifen fiir die Abstraktion:
Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialfille.

Abstraktion ist die Kunst, Wesentliches von Unwesentlichem zu trennen.
Denkokonomie: Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen.
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Wichtigstes Beispiel: Kompaktifizierungen des R™

Beispiel F4H: Kompaktifizierungen des euklidischen Raumes R"

(0) Die stereographische Projektion  : R" 2 §" \ {p} < S§" (Al1) und
Alexandroffs Einpunktkompaktifizierung o : R" < R” = R" U {oo} (F4D)
sind homéomorph: Es existiert (f, g) : S = R”, sogar eindeutig (F4G).

(1) Von der Zweipunktkompaktifizierung R <+ R = R U {£oo} = [-1,1]
zu Alexandroffs Einpunktkompaktifizierung o : R < R=RU {oo} =St
haben wir f: R - R durch Zusammenschlagen 400 - oo. (E2T, F1R).

(2) Von der Ballkompaktifizierung « : R" % B" & D" : x — z/(1 + |z])
zur Einpunktkompaktifizierung o : R™ = S™ \ {p} < S™ haben wir
f:D" — D*JS™! ~4 S durch Zusammenschlagen des Randes (F1Rr).

Beispiel:

2
N

X:[O 5]\ Z
= [0,5]/{0, ..., 5}



Weitere Beispiele zur Einpunktkompaktifizierung Exluterung

Beispiel / Ubung F4u: erste einfache lllustrationen

Bestimmen Sie zu der euklidischen Halbebene A = R_, x R

moglichst explizit eine Einpunktkompaktifizierung x : A < K C R"™.
Dieselbe Aufgabe fir B =]0,1[, C =[0,1[U[2,3[, D =]0,1[U]2,3[.
Wenn Sie mochten, denken Sie sich weitere Beispiele dieser Art aus!

Beispiel / Ubung F4j: etwas kniffligere Illustrationen

Nennen Sie zu Alexandroffs Einpunktkompaktifizierung o; : X; < X,
explizit eine homdomorphe Kompaktifizierung «, : X; < Y, mit Y; C R™:
X, ={zcR?|0< |z| <1}, X,={zcR?|1<|z| < 0},
X;={zeR?|0< |z| <1}, X, ={zcR?|0< |z| <1},
X = {2z € R?[ |z, [zo] <1}, X ={z € R?|lzy] <1},
X, ={zeR?|z, >0,]z] <1}, Xg CR™ offen und sternférmig,
X, =R\Z Bouquet R/Z? hawaiianischer Ohrring | J*,(S* —1i)/k?
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Satze formuliere ich moglichst explizit: Alle nétigen Daten liegen vor.
Der Beweis besteht im sorgsamen Nachrechnen aller Behauptungen.

Auch diese Pflicht muss getan werden, es ist ehrliche Arbeit, oft Routine.
Wir leiten Sie zu dieser Sorgfalt an, es wird Thnen auch selbst gelingen.

Das ist mathematisches Handwerk und hat bekanntlich goldenen Boden.
Als Mathematiker:in wollen Sie genau wissen, wovon Sie sprechen.

Dariiber hinaus geht es um zentrale Ideen, Bedeutung und Uberblick,
mathematische Intuition, geometrische Anschauung und Beispiele.

Mathematik umschrieb man einst als die Lehre von Zahlen und Figuren.
Speziell in der Topologie erweisen beide ihren gegenseitigen Nutzen.

Diirfen wir Bildern vertrauen? Kénnen wir Formeln veranschaulichen?
Lieber Anschauung oder Formalisierung? Sie benétigen beides!

Sie sollen beides beherrschen und ineinander tibersetzen konnen.
C’est par la logique que I’on prouve et par Uintuition que ['on découvre.
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Vielleicht sind Sie gerade etwas ungliicklich, dass ich nicht alles vorfiihre,
oder unsicher, welche Arbeit Sie genau tibernehmen sollen.

Tatsachlich will und kann ich nicht alles vorturnen, das ware langweilig.
Es geht vielmehr darum, Sie zu mathematischer Arbeit anzuleiten,
Thnen die nétigen Techniken zu erklaren und Werkzeuge mitzugeben,
zu deren eigenstiandigen Nutzung zu ermutigen, Sie zu aktivieren.

Gib einem Menschen einen Fisch, und du erndhrst ihn fiir einen Tag.
Lehre ihn zu fischen, und er erndhrt sich sein Leben lang.

Die Auseinandersetzung mit der Mathematik ist fiir Sie harte Arbeit,
tibrigens auch fiir mich und alle Beteiligten, doch es lohnt sich!
Unsere Arbeitsteilung ist nicht fix, sondern muss austariert werden.
Die Grenzziehung ist fein, erfahrungsgemaf; funktioniert es recht gut.

Sie diirfen der Erfahrung Ihrer Dozenten vertrauen, sie meinen es gut,
doch nicht darauf ausruhen: Werden Sie kritisch und selbststandig!
Wo immer Sie das Leben hinfiihrt, Thre Lehrer werden nicht mitgehen.
Am Ende z&hlt allein Thr solides Wissen und eigenstandiges Kénnen.
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Eigentliche Abbildungen

Definition F5B: eigentliche Abbildung

Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Yheifit
eigentlich, engl. proper, wenn sie stetig und abgeschlossen ist mit
kompakter Faser f~!({y}) iiber jedem y € Y.

Beispiele: (1) Jeder Homéomorphismus f: X — Yist eigentlich.

(2) Jede stetige Abbildung f: X — Y von einem kompakten Raum X
in einen Hausdorff-Raum Y'ist eigentlich: fist abgeschlossen (F1L)
und iiber jedem Punkt y € Yist die Faser f~!({y}) kompakt (F1F).

Satz F5c: Eigentliche Abbildungen haben starke Eigenschaften. |
Sei f: X — Ysurjektiv und eigentlich. Dann ist f identifizierend (E2H).
1 Ist X hausdorffsch, dann ist auch Y hausdorffsch.

2 Ist K C Ykompakt, dann ist auch f~!(K) C X kompakt.
3 Genau dann ist X lokal-kompakt, wenn Y lokal-kompakt ist.
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Eigentliche Abbildungen Erlauterung

Aus (2) folgt: Die Komposition eigentlicher Abbildungen ist eigentlich.
Das ist allein aus der Definition F5B nicht sofort ersichtlich.

Die ausfiihrlichen Beweise dieser Satze finden Sie im Skript.

Ich mochte zunichst lieber die Begriffe und Eigenschaften erkldren,
die formalen Beweise stelle ich fiir spater zuriick, falls dies nétig wird.
Sie haben in der ersten Hélfte dieses Kapitels gesehen, dass dies alles
zwar nicht wirklich schwer ist, aber doch Geduld und Miihe kostet.

Sie kennen nun alle nétigen Techniken, um es selbst zu versuchen.
Wo diese Ausfithrung zu schwer ist, helfen Skript und Literatur.
Aus Zeitgriinden scheint mir dies ein guter Kompromiss.

Auf uns warten noch weitere schéne Themen!
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Charakterisierung eigentlicher Abbildungen
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Satz F5€: Charakterisierung eigentlicher Abbildungen

Seien X, Ylokal-kompakte Hausdorff-Raume, etwa X, Y C R" offen oder
abgeschlossen. Fiir jede stetige Abbildung f: X — Y'sind dquivalent:

1 Die Abbildung f ist eigentlich (im Sinne der Definition F58).
2 Fiir jedes Kompaktum K C Yist das Urbild f~!(K) C X kompakt.
3 Die Fortsetzung von f: X — Yzu f: X — Ymit 00 - 00y ist stetig.

Beispiel: Zu ¢ € C definieren wir f: R., — C durch f(t) = exp(ct).
Fiir ¢ = a + bi mit a,b € R gilt demnach f(t) = e*(cos bt + isin bt).
Fiir a # 0 ist dies eine Einbettung, fiir « = 0 identifizierend.

Die Abbildung f ist eigentlich fiir @ > 0, nicht fiir a < 0.
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Charakterisierung eigentlicher Abbildungen

Bemerkung: Wir haben zunéachst eigentliche Abbildungen zwischen
allgemeinen topologischen Raumen diskutiert. Wenn man sich nur fiir
eigentliche Abbildungen lokal-kompakter Hausdorff-Rédume interessiert,
dann kann man Bedingung (2) aus Satz F5€ als Definition verwenden:
Diese ist dann zwar nur auf einen Spezialfall zugeschnitten, aber die
allgemeineren Ausfithrungen werden umgangen. Bei unserem Vorgehen
ist F5E ein Satz, der aus der allgemeineren Definition abgeleitet wird.
Manche Autoren behandeln ausschlief3lich diesen einfachen Spezialfall.

Ubung F5F: eigentliche Polynomfunktionen

Sei K = R,C und hierauf f: K - K: z > ay + a;2+ -+ + a,2"
eine Polynomfunktion mit ag, ay, ..., a, € Kund a,, # 0.
Genau dann ist f eigentlich, wenn n > 1 gilt.

Hinweis: Nutzen Sie Satz F5E zur Charakterisierung eigentlicher
Abbildungen! Eine der drei Eigenschaften ist hier leicht zu sehen...
Durch Beispiele erfahren Sie den Nutzen topologischer Werkzeuge.
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Definition F6F: konvex und sternférmig

Sei Vein R-Vektorraum. Die Verbindungsstrecke zwischen a,b € Vist
[a,b] :=={(1—t)a+th|teR,0<¢t<1}.
Eine Teilmenge X C Vist konvex, wenn gilt:
Va, b€ X : [a,b] C X
Die Menge X ist sternformig zum Zentrum a € X, wenn gilt:

Vbe X : [a,b]C X

v

Beispiel: In der Skizze sind Y und Z konvex, somit sternférmig beziiglich
jedes ihrer Punkte; S und 7 sind sternférmig beziiglich a (und nur a).



Sternformige Kompakta Fo02

Satz F6aG: sternformige Kompakta
Sei X C R™ kompakt und sternformig zu a € X°. Jeder Randpunkt b € §.X
sei sichtbar gemaf [a, b] N 0 X = {b}. Dann folgt X =~ D". Genauer:

(1) Wir haben den ambienten Homéomorphismus 4 : (R™, X) =~ (R”, D)
dank Zentralprojektion h(x) = z/p(x/|z|) fur  # 0 und h( ) =

(2) Verschdrfung: Ist X C R™ kompakt und sternférmig beztglich jedes
Punktes a € B(ay,¢), so ist unser Homéomorphismus h bilipschitz.

Beweis: (1) Nach Translation kénnen wir a = 0 annehmen. Wir haben
B(0,e) C X C B(0, R) fur geeignete Konstanten 0 < ¢ < R und somit
p: S = [e,R]: st sup{r € Rog|rs € X} mit 6X NR.g-s = {p(s)-s}.
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Die Projektion f: X — S"~! : 2 i x/|z| ist wohldefiniert dank 0 ¢ §.X,
stetig, bijektiv dank f~1(s) = p(s) - s, also ein Homdomorphismus (F1L).
Insbesondere ist p : s = |f~1(s)| stetig! Wir erhalten inverse Bijektionen

0 fur x =0,
h:RP>%R": 2
z/p(x/lz]) firz #0,

0 fir x =0,

k:R">=R": 2z
{a:p(x/x|) fir x # 0.

Beide sind stetig in z # 0, und in 0 dank |h(z)| < |z|/e und |k(z)| < |z| - R.
Das Homoomorphismuspaar (h, k) erfillt A(X) C D™ und £(D") C X.

(2) Wieder sei ay = 0. Fiir r € R., und s € S"! liegt s im Inneren von X
fiir 0 < r < p(s), wie obige Skizze zeigt, denn fiir t := r/p(s) < 1 gilt

B(rs,(1—t)e) = {(1—t)a+tp(s)-s|a € B(0,e) } C X.Insbesondere gilt
dX NR.y-s={p(s)-s} wiein (1) gefordert. Der Rand § X trifft nicht das
Innere des Doppelkegels um p(s) - s, somit ist p lipschitz-stetig.
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Satz F6H: Hom6omorphie der konvexen Korper
(1) Jeder konvexe Korper X C R, das heifit konvex und kompakt mit
nicht-leerem Inneren X° # (), ist (bilipschitz) homéomorph zum Ball D".

(2) Allgemein, X C R" nicht-leer, kompakt und konvex ist (bilipschitz)
homdomorph zu DF mit 0 < k < n, vermdge h : (R", X) = (R*,D*).

Beweis: Aussage (1) ist ein (einfacher, aber wichtiger) Spezialfall von F6G.
(2) Sei v, € X. Nach Verschiebung gilt v, = 0. Seien vy, ..., v, € X linear

unabhingig mit k£ maximal. Nach Rotation gilt X C R¥ mit X° # (), denn
tovg + -+ tpv, € X° furalle ¢, ..., t, > 0mit ty 4 -+ ¢, = 1.
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Satz F61: sternférmige offene Mengen

Jede sternférmige offene Menge U C R" ist homéomorph zu R™.
Noch besser: Wir kénnen 0 € U C B" annehmen. Dann existiert
g : D™ — D" lipschitz-stetig mit g|g.—1+ = idg.—1 und g|;; : U > B™.

Das beweist man dhnlich wie die Satze fiir Kompakta. Versuchen Sie es,
so fordern Sie Thre mathematische Kreativitat und technische Virtuositat.
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A\ Offene Mengen des R" konnen extrem franselig sein und der Rand
SU = U\ U extrem irregulir. In unserer Konstruktion wird 6U auf S"~*
geworfen. Hier haben wir aufler Stetigkeit herzlich wenig Kontrolle.
Doch auf dem Inneren U erhalten wir einen Homéomorphismus!

Beweis: Die offene Menge U C R" sei sternformig beziiglich a € U.
Nach Verschiebung kénnen wir a = 0 annehmen. Aulerdem diirfen

U C B™ wir voraussetzen, notfalls wenden wir den Homéomorphismus
h:R™ =~ B" mit h(z) = z/(1 + |z|) an (A1B).

Das Komplement V' = R" \ U ist abgeschlossen. Wir definieren

¥ : R™ — [0, 1] durch ¢(z) = d([0, z], V') und erhalten:

1 Fir o € Ugilt (z) > 0. (C3n, F24)

2 Es gilt [(x) — ¢(y)| < [z -yl (C3N)

3 Fir s € S" st ¢(rs) fallend in r € R.,.

4 Esgilty(z) =0furallex € V=R"\U.
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Die Funktion f: U — R™ : x + x/1¢(z) ist somit wohldefiniert dank (1),
stetig dank (2), injektiv dank (3) und schlief3lich surjektiv dank (4) und
Zwischenwertsatz (C3A) langs jeder Halbgeraden.

Zur stetigen Bijektion f: B" D U ~ R" bleibt schliellich die Stetigkeit
von f~! nachzuweisen. (Mit fortgeschrittenen Hilfsmitteln kénnen wir
an die Invarianz des Gebietes appellieren, siehe Satz J7k.) Mit folgendem
genial-einfachen Trick gelingt es elementar... durch Kompaktifizierung:

Fiir die Komposition g = ho f: U — B" gilt

z/¢(z) x
)= T gl ~ 9 +
Die letzte Formel beschert uns eine stetige Fortsetzung ¢ : D" — D", die
U bijektiv auf B™ abbildet und das Komplement D" \ U auf den Rand S™!.
Da der Ball D™ kompakt ist, ist g eine abgeschlossene Abbildung (F1L).
Dies gilt dann auch fiir die stetige Bijektion g|?" : U = B", denn
g(ANU) = g(A) NB™. Diese ist somit ein Homéomorphismus.
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Beispiele: Vergleichen Sie die Beispiele aus der Einleitung (A1B, AlDp,
A1E). In welchen Fallen erhalten Sie dieselben Homdomorphismen?

Bemerkung: Wir kénnen diese elegante Konstruktion auf die vorigen
Beispiele anwenden, etwa wie in die obigen Skizzen oder allgemein ein
Kompaktum X C D" sternférmig zu a € X°. Ist jeder Randpunkt b € 6.X
von a aus sichtbar gemaf [a,b] N dX = {b}, so erhalten wir g|, : K ~ D".

Andernfalls werden alle Randpunkte auf derselben Halbgerade R, - s auf
denselben Punkt s € S"~! geworfen. Unsere vorige Konstruktion aus F6c
und F6H hat etwas starkere Voraussetzungen, liefert dafiir aber auch
etwas mehr: einen ambienten Homéomorphismus.

© Unsere schone Konstruktion liefert zwar g : U =~ B" lipschitz-stetig,
aber ohne weiteres Zutun ist g nicht notwendigerweise differenzierbar.
Jede sternformige offene Menge U C R” ist sogar diffeomorph zu R™.

Das ist aber, soweit ich weif3, nur wesentlich aufwandiger zu beweisen.
Ich fande es recht befriedigend, fiir einen Diffeomorphismus g : U =~ B"
eine ebenso elementare und elegante Konstruktion wie oben zu finden.



Sind auf Q" Gber Q alle Normen aquivalent? o

Der Q-Vektorraum Q? erbt die euklidische Norm |(a, b)| = Va2 + b2.
Gibt es weitere, nicht-dquivalente Normen? Erstaunlicherweise ja!

Satz F6): iiberabzahlbar viele Normen auf Q?

Zu jedem £ € R\ Qist |-|¢ : Q% = Ry : (a,b) = |a + b€| eine Norm.
Das sind tiberabzahlbar viele Normen, alle topologisch verschieden!

Beweis: (1) Fiir ||, gilt (N1), denn aus |a + b¢| = 0 folgt b = 0 und a = 0.
Ausfiihrlich: Aus a + b¢ = 0 und b # 0 folgt £ = —a/b € Q, Widerspruch!
Homogenitit (N2) und Dreiecksungleichung (N3) erbt |-| von |-|.

Fiir £ # ¢ wahlen wir eine Folge a,, € Q mit a,, — £ und setzen b,, := —1.
Dann gilt [(a,,, b,)|¢ = |a,, +b,&| = 0, aber |(a,,,b,)|, — [ —¢| > 0und
auch |(a,,,b, )| = /€2 +1 > 1. Somit sind alle Topologien J(Q?, |-|,)
paarweise verschieden, und keine davon ist die euklidische.

Auf R? {iber R konnten wir ahnliches vermuten, denn vermeintlich ist
dieser Vektorraum noch ,gréBer” und bietet noch mehr Moglichkeiten.
Das Gegenteil ist der Fall: Alle Normen auf R™ tiber R sind dquivalent!



Auf R™ tiber R sind alle Normen aquivalent! o

Satz F6k: Normaquivalenz

(1) Auf jedem endlich-dimensionalen R—Vektorraum V'sind je zwei

Normen |-| und |-| Aquivalent: Es gibt Konstanten ¢, L € R_, mit
| <|z|| < L|z| furalle zeV.

Insbesondere induzieren sie auf V dieselbe Topologie J_| = .

(2) Speziell fiir V= R™ mit euklidischer Norm |-| ist die euklidische
Sphire S" ' = {z € R"||z| = 1} kompakt und die Konkurrenznorm
f:S"! - R: 2 |z| stetig. Somit geniigen die Konstanten

0 < ¢:=min{|z||z €S} < L:=max{|z]|zeS" !} < .

Beweis: Es gentigt, (2) zu beweisen. Fiir die kanonische Basis e, ..., ¢, in
R" gl [a] = [2ye, + -+ 2e0l < 2] Jer| + -+ [z,] - e, | < cla] mit
¢ = /[l + - + e, [?, insbesondere ||| — |ly]| < [ —y| < c|z —y].

Somit ist ||| stetig. Alles Weitere folgt dank Heine-Borel (F10, F1K).




. (e . Fo11
Geometrische Klassifikation aller Normen auf R” Erliuterung

Satz FéL: Skalarprodukte und Normen

(1) Zu je zwei Skalarprodukten (-|-) und (-|-)) auf R" existiert ein
linearer Homdomorphismus A : R™ =% R™ mit (h(u) | h(v)) = (u|v).

(2) Zu je zwei Normen |-| und |-| auf R"™ existiert ein Homdomorphismus
h : R™ ~ R™, bilipschitz, mit |h(v)| = |jv| und h(Av) = Ah(v) fiir A € R.

Beweis: (1) Sei ey, ..., e,, eine Basis von R”. Gram-Schmidt (C1n) liefert
eine Orthonormalbasis u, ..., u,, beztglich {-|-) und entsprechend

vy, ..., v, beziiglich (-|-). Sei h : R™ — R™ der lineare Isomorphismus mit
h(uy) = vy, fir alle k. Dann gilt (h(u) | h(v)) = (u]|v)) fur alle u,v € R™.
(2) Wir haben die Bijektion A : R™ =% R™ mit h(v) = (|v||/|v]) - v und
h=t(v) = (Jv]/|v]) - v fiir v # 0 sowie h(0) = h=1(0) = 0. Dank F6x haben
wir 0 < £ < |v||/|v| < L < oo, also sind h und h~! bilipschitz-stetig.



Geometrische Klassifikation aller Normen auf R”

F612
Erlauterung

7

N

\N

.

Satz Fém: Symmetrische konvexe Korper entsprechen Normen.

(1) Zu jeder Norm |—| : R™ — R ist der abgeschlossene Einheitsball

kompakt und konvex mit —K = K und K° # () (euklidisch offener Kern).

(2) Erfillt eine Menge K C R™ diese Eigenschaften, so existiert genau
eine Norm |—| mit Einheitsball K, namlich ||z| = inf{r € R_, | z/r € K }.

K= {z e R"||o] <1}
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Definition F6N: topologischer Vektorraum iiber K = Q, R, C

Ein topologischer K-Vektorraum (X, 7, +, -) ist ein Vektorraum (X, +, -)
tiber K zusammen mit einer Hausdorff-Topologie I auf X, sodass die
Addition + : X x X — X und die Skalierung - : K x X — X stetig sind.

Wir nennen dann 7 eine K-Vektorraumtopologie auf (X, +,-).

Beispiele: Jeder normierte Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum.
Auf R¥ definieren punktweise, gleichméBige und kompakte Konvergenz
jeweils eine Vektorraumtopologie, und diese drei sind sehr verschieden.

Satz Fé6s: die Vektorraumtopologie auf R”

Sei R" der euklidische und X ein beliebiger topologischer R-Vektorraum.
(1) Jede R-lineare Abbildung f: R™ — X ist stetig.

(2) Ist f: R™ — X linear und injektiv, so ist f abgeschlossen.

(3) Ist f: R™ — X linear und bijektiv, so ist f ein Homdomorphismus.
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Auf R™ und jedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum X sind alle
Normen aquivalent (F6x), induzieren also dieselbe Topologie. Satz F6o
beweist die Eindeutigkeit ohne die Voraussetzung der Normierbarkeit.

Dieses Ergebnis bestarkt unsere Erfahrung, dass die euklidische
Topologie auf R™ besonders gute Eigenschaften hat, die sie unter allen
denkbaren Topologien auf R™ auszeichnen. Die Aussage scheint
geometrisch plausibel, beruht aber ganz wesentlich auf der Kompaktheit
und somit letztlich auf der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen (R, +, -, <).

Als Kontrast betrachten wir den geordneten Korper (Q, +, -, <) mit seiner
Ordnungstopologie; dies ist zugleich die Teilraumtopologie in R. Fir Q"
gilt der Satz von Heine-Borel nicht, zum Beispiel ist der Einheitsball

{x € Q"|2? + -+ 22 < 1} beschrankt und abgeschlossen in Q", aber
nicht kompakt; schon das Intervall [-1, 1] ist nicht kompakt (F1D).
Unsere Beweise fiir R" beruhen auf lokaler Kompaktheit, fiir Q" brechen
sie zusammen. Tatsichlich existieren auf dem Q-Vektorraum (Q?, +,-)
tiberabzahlbar viele verschiedene Vektorraumtopologien (F6y).
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Topologische Vektorraume

Hier spater mehr, vorerst siehe Skript.

Ohne Injektivitat sind lineare Abbildungen f: R™ — X nicht
abgeschlossen! Das Standardbeispiel ist die Projektion

f:R* = R: (z,y) = x. In R? ist die Hyperbel A = {(z,y) € R? |2y = 1}
abgeschlossen, aber ihr Bild f(A) = R\ {0} in R nicht.
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Satz F6u: lokal-kompakte Vektorraume

Ein topologischer R—Vektorraum X ist genau dann lokal-kompakt,
wenn er endlich-dimensional ist, also n = dimp X < oo und X = R".
In diesem Fall ist er linear homéomorph zum euklidischen Raum R".

Bemerkung: Die Funktionalanalysis untersucht und nutzt je nach Bedarf
normierte und auch ganz allgemein topologische Vektorraume.

Fiir endlich-dimensionale R-Vektorraume gentigt die Lineare Algebra.
Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume geniigt dies meist nicht,
der Durchbruch gelingt erst in Verbindung mit der Topologie!
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Lemma F6T: Abschluss in topologischem Vektorraum

Sei (X, T, +, ) ein topologischer Vektorraum und %, eine UBasis von 0.
Fiir jede Teilmenge A C X ist der Abschluss A =({A+U|U € %, }.

Beweis: Fiir jedes z € X ist B, = {x — U|U € B, } eine UBasis (F6Q).
Genau dann gilt # € A, wenn (z — U) N A # () fiir alle U € B, gilt:

Das heifit, fiir jedes U € %, existiert eina € Amita € x — U,
alsoxrea+Ukurzz € A+ U.

Beweis von Satz F6u: ,<*: Gilt dimp X = n < oo, so existiert ein
R-Isomorphismus f: R™ =% X. Dank Fés ist dieser ein
Homoéomorphismus. Genau wie R" ist dann auch X lokal-kompakt.

»=": Sei nun umgekehrt X lokal-kompakt. Es existiert also eine offene
Umgebung V von 0 in X mit kompaktem Abschluss V.
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Nach F6¢ enthilt jede Umgebung von 0 eine ausgewogene Umgebung U
von 0, mit U C 2U C 3U C ... und X = |J,,cy 2"U. Dank Kompaktheit
folgt V C V C 2"U fiir ein n, also 27"V C U. Demnach ist (27"V),, ey eine
Umgebungsbasis von 0. Mit Vist auch 2 + 1V offen (F6Q). Zur offenen
Uberdeckung X = |, (7 + 3V) existieren z, ..., z,, € X mit

VC (2 +3V) U U(zy, +3V).

Wir betrachten den erzeugten Vektorraum Y := Rz, + -+ + Rz,,,. Es gilt
dimp Y <m < co. Aus V C Y + $Vund 1Y = Yfolgt §V C Y + 1V, also

V C Y+3V C Y+Y+3iV = Y+iV.
Per Induktion folgt so V' C Y + 27" Vfiir alle n € N, nach F6T also
V C MY +2"V = Y.

Nach Fés ist Yin X abgeschlossen, also V' C Y. Die Umgebung V'von 0 in
X ist absorbierend (F6Q), also X = | J,,cynV C Yund X =Y.
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Cantor und Netto: Gilt [0,1] 2 [0, 1]??

Gibt es Bijektionen [0,1] = [0, 1]?? — Ja! (Cantor 1878)
Gibt es stetige Bijektionen [0, 1] 2 [0, 1]>? — Nein! (Netto 1879)

Georg Cantor bewies 1878 den erstaunlichen Satz, dass das Intervall [0, 1]
und das Quadrat [0, 1]? gleich viele Punkte haben, also eine Bijektion
[0,1] > [0, 1]? existiert. (Wir haben dies bereits in Satz B2n gezeigt.)
Dies warf die Frage auf, ob stetige Bijektionen [0, 1] = [0, 1]? existieren.

Beweis: Wire die Bijektion f: [0, 1] = [0, 1]* stetig, so wire f dank der
Kompaktheit des Startraums [0, 1] und der Hausdorff-Eigenschaft des
Zielraums [0, 1] ein Homdomorphismus (F1vr). Das widerspricht A1H.

Es blieb die Frage, ob statt stetiger Bijektionen noch stetige Surjektionen
[0,1] = [0, 1]2 méglich sind. Dies scheint zunéchst kaum vorstellbar, doch
Giuseppe Peano (1858-1932) tiberraschte 1890 die Fachwelt mit der
ersten Konstruktion einer flaichenfiillenden Kurve. Ebenso existieren
Einbettungen [0, 1] < [0, 1]* mit positivem Friacheninhalt. Fiir all diese
Konstruktionen nutzen wir dankend die gleichméflige Konvergenz.
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Peano und Osgood: flachenfiillende Wege

Gibt es stetige Surjektionen v : [0, 1] —» [0, 1]2? — Ja! (Peano 1890)

Gibt es stetige Injektionen + : [0, 1] < [0, 1]> mit positivem Flicheninhalt?
— Ja, beliebig nahe an 100%! (Osgood 1903, siche C6n). Konstruktion:

(1)
v(3/8)
~(1/s
~(0) ~(1)

y(/a) (3/a)

Aufgabe: Kann der volle Flicheninhalt in X = [0, 1] erreicht werden?

Losung: Nein! Nach Netto ist  nicht surjektiv. Das Bild ist kompakt (F1j),
also in X abgeschlossen (F1G). Demnach existiert a € X \ Im+ sowie ein
Radius € € R., mit B = Bx 4 (a,e) € X \ Im~ und somit vol, B > 0.

© Ein kleiner, aber positiver Flacheninhalt geht also immer verloren!
Der gesamte Flacheninhalt ist niemals ganz erreichbar.
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Beispiel / Ubung E2k: Schnitt und Retraktion

(1) Die Inklusion s : {—1,1} < [—1, 1] ist eine Einbettung, erlaubt aber
keine Retraktion, also p : [-1,1] — {—1,1} stetigmit po s =id;_, ;.
Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz C3A miisste p konstant sein.

(2) Die Kreislinie S' kénnen wir in R? einbetten, aber nicht in R'; zu
jeder stetigen Abbildung f: S' — R! existiert z € S! mit f(z) = f(—x),
dank ZWS fiir g : [0, 7] — R : t = f(e't) — f(el™™)) mit g(7) = —g(0).

(3) Die Abbildung p : R — S* : ¢ - €*™ = (cos 2nt, sin 27t) ist eine
Identifizierung (dank E2p), erlaubt aber keinen Schnitt s : St — R.
Als Schnitt wire s : S* — R stetig, also nicht injektiv nach (2).

(4) Ist @ # U C R? offen, so existiert keine stetige Injektion f: U < R!.
Zu a € U existiert r > 0 mit B(a,2r) C U, also g: S' < U: s+ a + rs;
mit f: U < R! ergibe dies eine stetige Injektion f o g: S! < R!.

Wir erhalten erneut R? 2 R!: Diese Riume sind nicht homéomorph.

In hoherer Dimension folgt dies aus dem Abbildungsgrad, siehe Kapitel J.
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Existiert ein Schnitt zup: S — S' : 2z 1 2"?

Sei n € N. Die Abbildung p : S' — S! : 2+ 2" wickelt die Kreislinie nmal
um sich selbst. In Polarkoordinaten ausgeschrieben gilt fiir alle ¢ € R:

z=¢e' = (cos(t), sin(t)) 2" =e" = (cos(nt), sin(nt))

Aufgabe: (1) Fiir welche n € N erlaubt p : St — S! : 2 - 2™ einen Schnitt?
(2) Ist jede stetige Injektion s : S' < S! bereits ein Homdomorphismus?

Losung: (2) Ja! Wire s nicht surjektiv, so stiinde s : S' < S'\ {p} = R
im Widerspruch zu E2k(2). Erinnerung: Die Kreislinie S! l4sst sich nicht
in die Gerade R! einbetten. Die stetige Bijektion s ist abgeschlossen,
dank Kompakt-Hausdorff-Kriterium F11, also ein Homéomorphismus.

(1) Ist s : St — S! stetig mit p o s = idg:, so ist s dank (2) ein
Homéomorphismus, also auch p = s~!. Das gilt genau fiir n = 1.
Fir n = 0 ist p(z) = 1 nicht surjektiv, erlaubt also keinen Schnitt.

Fir n = 1ist p = idg: ein Homdomorphismus, erlaubt also p~! als Schnitt.
Fir n > 2 ist p nicht injektiv, erlaubt also nach (2) keinen Schnitt.
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