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Kapitel E

Topologische Konstruktionen

Mathematics is security. Certainty. Truth. Beauty. Insight.
Structure. Architecture. I see mathematics, the part of human knowledge
that I call mathematics, as one thing — one great, glorious thing.
Whether it is differential topology, or functional analysis,
or homological algebra, it is all one thing.

Paul R. Halmos (1916-2006)
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Ausblick und Motivation

Dieses Kapitel folgt dem Leitmotiv: ,Neue Rdume aus alten!“
Dazu diskutieren wir die vier Grundrechenarten der Topologie:

§E1 Teilraume A C X eines topologischen Raumes
§E2 Quotienten X /R eines topologischen Raumes
§E3 Summen X U Yund [],;.; X; topologischer Raume
§E4 Produkte X x Yund [[,.; X, topologischer Rdume

Pars pro toto: Wir nutzen zunehmend freiziigig die Abkiirzung

»der Raum X“ wo wir vollstindig ,der Raum (X, 7)“ sagen miissten.
Die implizit gemeinte Topologie J auf der Grundmenge X muss dann
jeweils aus dem Kontext klar und unmissverstandlich hervorgehen.

Fiir metrische Rdume haben wir Teilraume (C2E) und Summen (C2F).
An Quotienten und Produkten hingegen scheitern Metriken meist (E4v).
Fiir topologische Raume gelingen einheitlich alle vier Konstruktionen!
Abschlieffend klaren wir Metrisierung in §E5: Aus dem Fortsetzungssatz
von Tietze (E5N) erhalten wir den Metrisierungssatz von Urysohn (E5R).

Aus alten Rdumen, die wir bereits hergestellt haben, wollen wir neue
Réaume konstruieren, die die jeweils gewiinschten Eigenschaften haben.
Parallel dazu konstruieren wir stetige Funktionen. Aus den Definitionen
von Teilraum, Quotient, Summe und Produkt folgt sofort die zugehdorige
universelle Abbildungseigenschaft (UAE) in Form einer Faktorisierung.
Diese abstrakte Charakterisierung ist ein erstes praktisches Werkzeug.

Stetiges Verkleben E1p ist ein universelles Werkzeug zur Konstruktion
stetiger Abbildungen. Wir kldren damit in befriedigender Weise, wann
stiickweise definierte Funktionen stetig sind. Tietzes Fortsetzungssatz E5N
kommt bescheiden daher, doch entfaltet oft eine erstaunliche Wirkung.
Zur Illustration fithre ich in §E6 erste geometrische Anwendungen vor.

Abschlieffiend betrachten wir kurz topologische Gruppen. Topologische
und algebraische Grundbegriffe arbeiten hier wunderbar zusammen und
stirken sich gegenseitig. Hier konnen wir all unsere Techniken erproben
und schérfen. Dieses wunderschéne Thema verdient eigentlich eine
eigene Vorlesung, doch ich will es hier in §E7 zumindest bewerben.
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Erinnerung: Ur/Bilder und Mengenoperationen

Initiale und finale Topologie o

Satz E1A: Ur/Bilder und Mengenoperationen
Seif: X — Y. Furalle A, A, A, C Xund B, B’, B, C Ymiti € I + () gilt:

Py )%‘ﬁ( ) Urbild fo: BX) = B(Y) Bild

B fY(B):={z € X|f(z) e B}, A f(4A):={f(z)|ze€ A},
BCB — [(B)C B, ACA’ — f(4) C f(A),
1@ =0, fY(Y) =X, f@) =0, f(X)CvY,

F ' Uier Bi) = User £7H(By), fUier A ) Uier f(45),

T (Mier Bs) = Mier F71(By), FMier Ai) € Nier F(A),
STHUBNB) = fTUB)NfTU(B),  fANA) D fAN f(A),
f(f71(B) =Bn f(X) £ B ) 2 A

Fiir jede injektive / surjektive Abbildung f gilt statt ,C“/,C" stirker ,=*

Wir transportieren Topologien durch Abbildungen vom Ziel zum Start:

(X,9)

<Z7 gZ)

1

9Ty ={g (W) CY|W e T,)

Definition E1B: initiale Topologie / Zuriickziehen / pull back

(1) Jede Abbildung g : Y — (Z, J) definiert auf Y die initiale Topologie
99 = {97

(1a) Genau dannist g : (Y, %) — (Z, ) stetig, wenn %, O ¢*J,,. (D24)

Demnach ist g* 7, die grobste Topologie auf'V, fiir die g stetig ist. (D1F)

(1b) Eine Komposition go f: (X, Jy) —
wenn die Abbildung f: (X, Jy) —

W) CY|W ey}

(Z,9,) ist genau dann stetig,
(Y, g*F,) stetig ist. (UAE)

Ubung: Erinnern Sie sich an Thr erstes Semester? Schon war die Zeit!

Aufgabe: Rechnen Sie (a) und (b) sorgsam nach, siehe folgende Skizze.

Initiale und finale Topologie o
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Initiale und finale Topologie

Wir transportieren Topologien durch Abbildungen vom Start zum Ziel:

(X, 9x)

(Z,7,)

(Vay|fY(V)edx} = f.7

Definition E1B: finale Topologie / Vorschieben / push forward
(2) Jede Abbildung f: (X, 9y) — Y definiert auf Y die finale Topologie

LI ={V CY|fH(V) e Ty}

(2a) Genau dann ist f: (X, Jy) — (Y, J) stetig, wenn F, C f,Tx. (D2A)
Demnach ist f,Jy die feinste Topologie auf'Y; fiir die f stetig ist. (D1F)
(2b) Eine Komposition g o f: (X, Jy) — (Z, ;) ist genau dann stetig,
wenn die Abbildung g : (Y, f,Ix) — (Z, Jy) stetig ist. (UAE)

Aufgabe: Rechnen Sie (a) und (b) sorgsam nach, siehe folgende Skizze.

(X, 9) ——2L (2,9,

(VCY|fL(V)e T} = £ (Y, ?7) 9Ty = {g (W) CY|W € Iy}

Beweis: Dies sind tatsdchlich Topologien dank des vorigen Satzes E1A.
Die Aussagen (a) sind trivial, da direkte Umformulierung der Definition.
(1b) Ist f: (X, Iyx) — (Y, g*Ty) stetig, so auch go f: (X, Ty) — (Z,T,) als
Komposition (D2B) mit der stetigen Abbildung g : (Y, ¢*J,) — (Z, J).
Ist umgekehrt go f: (X, Ix) — (Z, ) stetig, so gilt fiir jedes W € I,
stets f1(g71(W)) € Jy. Jede offene Menge V € ¢*J, ist von der Form
V =g Y (W) firein W € Ty, also gilt f~1(V) € Ty, somit ist f stetig.
(2b)Istg: (Y, f,9%) — (Z,T,) stetig, soauch go f: (X,Ty) = (Z,%,)
als Komposition mit der stetigen Abbildung f: (X, Jy) — (Y, f,9%).

Ist umgekehrt go f: (X, I%) — (Z, ) stetig, so gilt fiir jedes W € I,
stets f1(g71(W)) € Ty, also g 1(W) € f,Ty, somit ist g stetig.
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Teilraume und initiale Topologie

Universelle Abbildungseigenschaft des Teilraums e

Sei (X, y) ein topologischer Raumund ¢ 4 : A < X : a + a die Inklusion
einer Teilmenge A C X. Die Teilraumtopologie von A in (X, Jy) ist

Ty ={ANU =3*(U)|U € Iy } =: 1}, .

Wir nennen (A, 9, ) den Teilraum von (X, Jy) auf der Teilmenge A C X.
Seine Topologie I, = 1% Jy ist die initiale Topologie beziiglich . 4 (E1B),
also die grobste Topologie auf A, fiir die ¢4 : (A, Ty) & (X, Ty ) stetig ist.
Beispiel / Ubung E1g: zur Erinnerung und Wiederholung
Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir den Teilraum (4, J,) in (X, Jy):
0 Ist (X, Jy) hausdorffsch bzw. metrisierbar, so auch (4, Jy).
1 Ist (X, Jy) erstabzihlbar, so auch (A, J): Ist B, C U, (X, Iy) eine
UBasis, dann ist B, = {UNA|U € B, } C U,(A, J,) eine UBasis.
2 Ist (X, Jy) zweitabzahlbar, so auch (A4, J4): Ist By C I eine Basis,
dannist B, = {UNA|U € By} C I, eine Basis der Topologie J,.

Wiederholung: Fithren Sie selbst alle nétigen Argumente sorgsam aus.

Y ———— X (Y, %) —— (X,9y)

. o
glz)=F(x) >~ Ly g(z)=F(z) >~ ‘
FY)CA & 3g >, f(Y)CA lg >
Sy A

Satz E11: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)

(0) Auf jeder Teilmenge A C X von (X, Jy) ist die Teilraumtopologie
Iy ={ANU =3 (U)|U € Iy} = 1/, Ty
(A, Ty) = (X, Tx) : at a stetig ist.
(X,Jx) gemdfl f =109

die grobste, fiir die die Inklusion ¢4 :
(1) Genau dann faktorisiert f: (Y, %) —
mitg: (Y, %) — (A, J,) stetig, wenn f stetig ist und f(Y) C A erfillt.
(2) Postkomposition und Faktorlslerung g 2y f mit f
die Bijektion (. V) : B(Y,A) = {f € B(Y,X) | f(Y

L4 © g stiften somit
) C A} cglzy f

Beweis: Klar nach Definition E18 der initialen Topologie 7, = %, Ty.
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Einbettungen sind verallgemeinerte Teilraume.
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Einbettungen sind verallgemeinerte Teilraume.

Eine Abbildung f: (Y, %) — (X, Jy) ist stetig, wenn Jy, O f* Ty gilt.
Fiir jeden Teilraum ¢ : (Y, %) < (X, Iy) gilt % := 1} Ty. Allgemein:
Definition E1k: Einbettung = Homéomorphismus auf das Bild
Eine injektive Abbildung f: (Y, %) < (X, Jx) topologischer Rdume
heiflt Einbettung, wenn %, = f*Jy gilt. Aquivalent hierzu: f =1, o f
ist die Inklusion ¢ 4 : (4, Jy) < (X, Jy) des Teilraums A = f(Y) C X
nach einem Homéomorphismus f: (Y, %) = (4, 9y).

Beispiel: Fiir 0 < a < 2w ist f, : [0,a] — C : t > e’ einbettend.
Hingegen ist f,, stetig und injektiv, aber nicht einbettend. m

Fiir a > 27 ist f, nicht injektiv, also auch nicht einbettend.

Bemerkung E1L: Einbettungen bilden eine (Unter)Kategorie. ‘

Zu jedem Raum ist die Identitét idy : (X, J) — (X, J) eine Einbettung.
Sind f: (X,9%) < (Y,%)und g: (Y, gy) (Z,9,) Einbettungen,
ist auch ihre Komposition g o f: (X, Iy) = (Z, Fy).

Beispiel: Fiir m < n haben wir die kanonische Einbettung

s:R™ SR : (@, ...,2,) B (T, ..., 2, 0, ..., 0).

Das kénnen wir schon direkt nachrechnen, noch leichter mit Werkzeug.
Dazu entwickeln wir in Satz E21 ein einfaches und effizientes Kriterium.

Es gibt auch stetige Injektionen R < R?, die nicht einbetten!

y(t) Explizit: x(t) = 2tel™

3 7/2

S \ﬂ |

Ubung: Skizzieren Sie z,y : R — R mit x(t) = 2t e~ und y(t) = 23¢~*
sowie f,g,h: R — R? mit f = (id,z) und g = (id,y) und h = (z,y).
Welche dieser Abbildungen sind injektiv? Welche sind einbettend?

Das Uberdeckungskriterium o
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Das Uberdeckungskriterium

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Familie (X;),.; von Teilmengen
X, C X heiit Uberdeckung von X, falls X = | J,.; X; gilt. Wir nennen
(X;);c offen bzw. abgeschlossen, falls jede Menge X, in (X, 7) dies ist.
Lokal-endliche Familien kennen wir aus D5F und Satz D5G.

Satz E1n: Uberdeckungskriterium
Sei (X, J) ein topologischer Raum und X = | J,.; X, eine Uberdeckung.

(1) Ist eine Abbildung f: (X,9J) — (Y, %) stetig, so auch lokal auf X
jede Einschrankung f; = flx, : (X;, %) — (Y, %). Die Umkehrung gilt,
wenn (X;),c; (a) offen ist oder (b) lokal-endlich abgeschlossen in (X, 7).

(2) Fiir jede Teilmenge U C X und jhr Komplement V' = X \ U gilt:

‘ U € 9, offen im Raum (X, 7) ‘ = ‘ V € J¢, abgeschlossen
| Def. D1k 1 (a) dank (O3) |l Def. D1k 1 (b) dank D56
Viel:U:=X,nNUeT |« |Viel:V;=X,nVeg |

Beweis: (2) Die Aquivalenzen ,<“ sind Teil der Definition D14, und die
Implikationen ,,|l“ sind trivial nach Definition D1k der Teilraumtopologie.
Wir zeigen die interessante Implikation ,“ in den Fillen (a) und (b):

(2a) Wirhaben U =UNX =U N (Uie; X;) = Uies(UN X;) = Uier U;
Gegeben ist U; € J;. Gemafd D1k existiert U, € Tmit U] N X; = U,.
Aus X; € I folgt U, € T dank (02). Also U = | J;; U; € T dank (O3).

(2b) Wirhaben V =V NX =V N (Uie; X;) = Uicr (VN X;) = Uicr Vi
Sei V; C X, abgeschlossen in (X;, 7). Gemaf3 D1x existiert V; C X
abgeschlossen in (X, 7) mit V/ N X; = V;. Dank (A2) ist also auch V;
abgeschlossen in (X, 7). Da (V;),c; lokal-endlich in (X, 9) ist,

ist auch V = | J,¢; V; abgeschlossen in (X, J) dank Satz D5a.

(1) ,=: Sei f stetig. Fiir O € y gilt 71(0) € 7, nach D1x also ist
[71(0) = f1(0) N X, offen in (X;, T;). Somit ist f; : X; — Y stetig.

»<=" Sei f; : X; — Ystetig fur Jedes i€ LFirO e Jist U, = f71(0)
offen in (X,i,ET) Dank (2) ist f1(0) = J;c; U; offen in (X 9).

Wie konnen wir stetige Funktionen stetig verkleben? o

E112
Das Verklebelemma

= [k, k+1] ¥
fR=R fk X, =R g

f Uk fk .fl f2 ff} f4

(@ Wir wollen eine Abbildung f: X — Y stiickweise aus f, : X; =V
zusammensetzen und dabei zugleich die Stetigkeit von f garantieren.

Beispiele: Welche der folgenden Funktionen sind stetig?

FROR {1fﬁrz6@ } 050 {()fiirx2>2}

CR—=>RKR:2 - s Q= X 5
0firz e R\Q g 1 fiir 22 < 2
0firz <0 Vaz firz >0

h:R—=>R:zH R , k:R—>R:z— . .
1firxz >0 —/—x furxz <0

@ Jede dieser Funktionen setzt sich zusammen aus zwei stetigen
Funktionen, dennoch sind nur g, k stetig, f, h hingegen nicht.

© Idealerweise ist unsere Uberdeckung des Definitionsbereichs offen
oder lokal-endlich abgeschlossen. Damit ist die stetige Verklebung leicht!

© So konnen wir Abbildungen f: X — Y stiickweise zusammensetzen:

Satz E1p: Verkleben stetiger Funktionen

(0) Gegeben sei eine Uberdeckung X = | J;.; X; und darauf Abbildungen
fi+ X; = Yfir i € I. Genau dann existiert f: X — Ymit f|XL = f; fur
alle i € I, wenn Kompatibilitat fi‘XlﬁX,] = fj‘XlﬁX,] fur alle 4, j € I gilt.
In diesem Falle ist f = | J;c; f; : X — Y die ersehnte Abbildung.

(1) Sei (X, 9) ein topologischer Raum. Die Uberdeckung X = | J;c; X; sei

(a) offen oder (b) lokal-endlich abgeschlossen. Hierauf seien f; : X; — Y
stetig und kompatibel gemafy fi\XmX] = fj‘X]ﬁXl furallei,je L

Dann ist f = J;c; f; : X — Yeine Abbildung und stetig.
Beweis: (0) Dank X = ;c; X; und filx nx, = filx,nx, ist f = Uics fi

eine Abbildung von X nach Y: Zu jedem z € X existiert genaueiny € Y
mit (z,y) € f. Diese Abbildung f: X — Verfiillt f|y = f; fiir jedesi € I.

(1) Die Stetigkeit von f folgt aus dem Uberdeckunskriterium E1N.
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N . . . E202
Aquivalenzrelation und Quotient

In der Mathematik sind Aquivalenzrelationen und Quotienten iiberaus
nitzlich, daher allgegenwirtig, und fiir viele Konstruktionen unerlasslich.

Eine binére Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X.
Infix # Ry bedeutet (z,y) € R, gesprochen ,z,y stehen in der Relation R".

Wir nennen R eine Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

Reflexivitit, Refl(X,R): A, CR, xRz
Symmetrie, Sym(X,R): R =R', xRy = yRux
Transitivitit, Tran(X,R): Re<R C R, tRyANyRz= xRz

Die Aquivalenzklasse von = € X beziiglich R ist die Menge

2] = [¢] = [2]x = {y € X[z Ry}
Dank Reflexivitit gilt [2], > 2: Jede Aquivalenzklasse ist nicht-leer.
Aus [z]; 5 yfolgt [z]; D [y]; dank Transitivitat, und [z], C [y]; dank
Symmetrie, also [z]; = [y] ;. Wir erhalten demnach eine Zerlegung!

© Je zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt.
© Jedes Element z € X liegt in genau einer Klasse, namlich [z].

Der Quotient von X beziiglich R ist die Menge aller Aquivalenzklassen:
(X.R) = X/R:={[z];|v e X}

Dies ist eine Zerlegung von X, also X/R C P(X)* und X = | | X/R.
Umgekehrt definiert jede Zerlegung X = | | Peine Aquivalenzrelation
R={(z,2/) € X x X |3c€ P:cD{z,2’}} mit P = X/R. (Ubung!)
So entsprechen sich die Aquivalenzrelationen und die Zerlegungen.

Die zugehorige Quotientenabbildung oder kanonische Surjektion ist
Q=ap =dxp: X > X/R:ze (2]

Ist ¢ € X/R eine Aquivalenzklasse, so nennen wir jedes Element x € ¢
einen Reprisentanten der Klasse ¢. Die Wahl eines Reprasentanten ist im
Allgemeinen willkiirlich, weder eindeutig noch irgendwie kanonisch...
und im Allgemeinen auch nicht erforderlich: Die Quotientenkonstruktion
wurde gerade dazu erschaffen, um uns von Représentanten zu befreien!

© Statt mit Elementen = € X arbeiten wir nun mit Klassen ¢ € X/R.
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Faktorisierung tiber eine Injektion etwerang| | Faktorisierung tiber eine Surjektion Erliuterung
Vorgelegt sei eine beliebige Abbildung f: X — YV X I Vorgelegt sei eine beliebige Abbildung f: X — YV x_ I .y
und eine Injektion i : U < Y, etwa eine Inklusion. N ‘ und eine Surjektion ¢ : X —» @, etwa ein Quotient. l - 3

Zu (f,i) suchen wir eine Faktorisierung f =iog ET ’] Zu (f,q) suchen wir eine Faktorisierung f = gog¢ " 3g

mit g: X — U, also f(z) =i(g(x)) fur alle z € X. * U mit g: Q — Y, also f(x) = g(q(z)) fir alle z € X. Q

Eindeutigkeit: Aus f = io g =iog folgt g = ¢’ dank Injektivitit von i.

Satz E2A: eindeutige Faktorisierung tiber eine Injektion

Zu jeder Abbildung f: X — Yund Injektion i : U < Yexistiert g: X — U
mit f = i o g genau dann, wenn Im f C Im; diesenfalls gilt g = i' o ,
kurz {g: X 2 U}={f: X = Y|Imf CImi}, giriog i  of i f
Dabei gilt R, = R; und Im g = Im f, also g surjektiv gdw Imi = Im f.

Eindeutigkeit: Aus f = go q = ¢’ o g folgt g = ¢’ dank Surjektivitat von q.

Satz E2B: eindeutige Faktorisierung iiber eine Surjektion

Zuf: X —Yund ¢g: X - Q existiert g : Q — Ymit f = go g gdw
R, C Ry, also g(z) = q(2") = f(x) = f(2'); diesenfalls gilt g = foq',
kurZ{g:Q%Y}%{f:X*)Y‘ngRf}, g gog, fho i f.
Dabei gilt Im g = Im fund R, = R;/R,, also g injektiv gdw R, = R;.

Beweis: ,=": klar. ,,<=*: Wir definieren g : X — U durch g(z) = i1 (f(x)),
genauer g =i' o f = (X,G,U) mit G = {(z,u) € X x U| f(x) =i(u) }.
Dies ist linkstotal, da Im f C Im3, und rechtseindeutig, da i injektiv.
In Worten: Zu jedem z € X und seinem Bild y = f(z) wéhlen wir das
(eindeutig existente) Urbild u € U mit i(u) = y und setzen g(z) := u.

Beweis: ,=: klar. ,<=“: Die genannte Relation g = foq" = (Q,G,Y)
mit G = {(T,y) € Q x Y|Jz € X : g(x) =T A f(z) = y} ist linkstotal,

da ¢ surjektiv ist, und rechtseindeutig dank Kompatibilitit R, C R .
In Worten: Zu jedem 7 € @ wihlen wir willkiirlich ein Urbild 2 € X mit
q(z) = T und setzen ¢(T) := f(z). Dies ist wohldefiniert dank R, C R;.
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Surjektiv und injektiv machen dank Faktorisierung

Bijektiv machen dank kanonischer Faktorisierung e

Gegeben sei eine beliebige Abbildung f: X — Y. Im Allgemeinen ist f
weder injektiv noch surjektiv. Dies konnen wir wie folgt korrigieren:

x—1 .y x—1 .y

R L q -
fzm ] l Filalo flw)

f(X) X/Ry

F(X)={f(z)e Y|z e X} Ry = {

e, z’)| f(z) = f(z')}

Surjektiv machen (links): Wir schrinken f: X — Yzu fiX— f(X) ein.
Dies ist wohldefiniert und surjektiv dank Einschrankung auf das Bild.
Wir erhalten die Faktorisierung f = ¢ o f in Surjektion und Inklusion.
Injektiv machen (rechts): Die Abbildung f: X/R; < Y [x] - f(x) ist
wohldefiniert und injektiv, denn es gilt [z] = [2/] gdw f(z) = f(a).

Wir erhalten die Faktorisierung f = fo ¢ in Quotient und Injektion.

Kanonische
Faktorisierung

Satz E2A: die kanonische Faktorisierung

Jede Abbildung f: X — Y faktorisiert eindeutig gemaf} f = 1o fo gin
die Quotientenabbildung ¢ : X - X /Ry, die kanonische Bijektion

[+ X/R; > f(X): [z] = f(z) und die Inklusion ¢ : f(X) < Y.

Beispiel: In obiger Illustration f: X — Ygilt X/R; = {{1,2},{3,4}, {5}}
und f(X) = {b,c,d} sowie f : {1,2} =+ ¢, {3,4} = d, {5} = b.

© So kénnen wir jede beliebige Abbildung f: X — Ykanonisch zerlegen
in die drei einfacheren Abbildungen g, f, ¢; diese sind sur/bi/injektiv.

E207

Die Quotiententopologie
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Universelle Abbildungseigenschaft des Quotienten

X [z] € X

:

Definition E2B: Quotiententopologie und Quotientenraum

U)X
UC

[z] € Q

Q

Sei (X, Jy) ein topologischer Raum, R C X x X eine Aquivalenzrelation
und Q = X/R = {[z]g|r € X} mitq: X — Q : [z]g der Quotient.

Die Quotiententopologie auf @ = X /R ist die finale Topologie (E1B)
To ={UCQ|q'(U) €I} = .9

Das Paar (Q, 9;) =: (X, Ix)/R nennen wir den Quotientenraum.

x—L vy X.7) —L— (v.%)

d ,,7
q /’/(/ r])=f(x q //f/z/\ ])=f(x)
- 3lg & RCR, _--"3lg & RCR,

Q (Qv gQ)

Satz E2c: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)
(0) Auf jedem Quotienten Q = X/R ist die Quotiententopologie
o ={UCQlg'(U)eIx}=0q9
die feinste, fiir die der Quotient ¢ : (X, Jx) = (Q, Jy) : © = [z]p stetig ist.
(1) Genau dann faktorisiert f: (X, Jx) — (Y, %) geméB f =gogq
mit g : (Q,9y) — (Y, Jy) stetig, wenn f stetig ist und R C R erfiillt.

(2) Prakomposition und Faktorisierung g = f mit f = g o ¢ stiften somit
die Bijektion (¢, V) : B(Q,Y) = {f € G(X,Y)|RC Ry} : g 2 /.

Beweis: Klar nach Definition E18 der finalen Topologie 9, = ¢, Jy.
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Zwei beriihmt-beriichtigte Beispiele

Die verzweigte Gerade und die Gerade mit doppeltem Ursprung:

U x {+1}
V=R = = =
<0 C U=R UX{fl} V=R\{0} C U=R
q
Q :

Beispiel / Ubung E2E: lokal euklidisch aber nicht hausdorffsch ‘

Seien ) # V C U = R" offen. In R™! besteht X = U x {+1} aus zwei
Kopien U, = U x {1} von U. Wir verheften die beiden Kopien V,:

(z,9) = (2

Die Aquivalenzklassen sind hier also [(z,y)] = {(z,y)} fir z € U \ Vund
[(z,y)] = {(z, +y)} fiir £ € V. Damit ist der Quotient ¢ : (X, Iy) = (Q, T)
ein lokaler Homéomorphismus vermége (q,, s, ) : U, = @, . Der Raum Q
ist lokal homéomorph zum Raum R”, aber dennoch nicht hausdorffsch!

(z,y) ~ (@',y) = 'Y) V=2 €V.

Sie kennen unsere (vorlaufige) Definition A0A einer Mannigfaltigkeit:
Ein Raum M C R" heifit m—dimensionale Mannigfaltigkeit,
eventuell mit Rand 9}/, falls zu jedem Punkt a € M ein lokaler
Homéomorphismus (M, a) = (R™,0) oder (M, a) = (RZ},0) existiert.

Wir wollen uns von Teilrdumen M C R™ 16sen und Mannigfaltigkeiten
auf der Grundlage allgemeiner topologischer Raume erkléren.

Dabei wird klar, welche Bedingungen wir wirklich benétigen.

Die Hausdorff-Eigenschaft gehort jedenfalls dazu!

A\ Aller Erfahrung nach vermuten Lernende an dieser Stelle, dass lokal
euklidisch automatisch auch hausdorffsch nach sich zieht. Das ist ganz
verstandlich, die Phantasie muss erst geschult werden, anfangs fehlt es
an einem Fundus konkreter Gegenbeispiele. Das dndert sich nun:

Obige Gegenbeispiele sind lokal euklidisch, aber nicht hausdorffsch!
Solch exotische Konstruktionen gelingen uns nur als Quotienten;
als Teilraume Q C R™ lasst sich dies sicher nicht realisieren.
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Die kanonische Faktorisierung stetiger Abbildungen o

Eine Abbildung f: (X, Jx) — (Y, %) ist stetig, wenn f, Ty 2 % gilt.
Fiir jeden Quotienten ¢ : (X, Jy) — (Y, %) gilt ¢, Ty =: F. Allgemein:

Definition E2F: Identifizierung = Homéo auf dem Quotienten

Eine surjektive Abbildung f: (X, Jy) - (Y, %) topologischer Rdume
heif3t Identifizierung, wenn %, = f,Jy gilt. Aquivalent hierzu: f = foq
ist der Quotient ¢ : (X, Jx) = (Q, J) beziiglich der Relation R,
gefolgt von einem Homdomorphismus f: (Q, ;) = (Y, %).

Beispiel: Fiir a > 2w ist f, : [0,a[ — S' : ¢ i ¢’ identifizierend (E2Q).
Hingegen ist f,, stetig und surjektiv, aber nicht identifizierend (D2c).
Fir 0 < a < 27 ist f, nicht surjektiv, also auch nicht identifizierend.

Bemerkung E2c: Identifizierungen bilden eine (Unter)Kategorie. ‘
Zu jedem Raum ist die Identitat idy : (X, 9) — (X, ) identifizierend.

Sind f: (X,9%) - (V,%)und g: (Y, %) - (Z, ) identifizierend,
so auch ihre Komposition go f: (X, Ty) = (Z,T).

x— 1 .y

Wir machen f injektiv
durch Quotient des Start-
raums von X zu X/R;
und erhalten die stetige
Injektion f: X/R; < Y.
Bijektiv machen liefert f.

Wir machen f surjektiv
durch Einschrankung des
Zielraums von Y zu f(X)
und erhalten die stetige
Surjektion f: X —» f(Y).
Bijektiv machen liefert f.

Satz E2H: kanonische Faktorisierung stetiger Abbildungen

Jede stetige Abbildung f: X — Y faktorisiert gemafl f = 1o foqin
die Quotientenabbildung ¢ : X - X/R; : x - [z], die stetige Bijektion
f: X/Rs > f(X): [2] = f(= )unddlelnklusmn/ fX)o Yy

Im Allgemeinen ist f kein Homgomorphismus. Aquivalent sind:

(1) Die stetige Bijektion f : X/R; — f(X) ist ein Homdomorphismus.
(2) Die stetige Surjektion f: X — f(X) ist eine Identifizierung.

(3) Die stetige Injektion fix /R; — Yist eine Einbettung.

Ist f zudem offen / abgeschlossen, so auch f, f, f, und es gilt (1-3).
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Einbettung mit Retraktion / Identifizierung mit Schnitt

Beispiel: Zwischen der n-Sphire X = S” und dem Raum Y = R**1 \ {0}
haben wir die Inklusion ¢ : X < Y': 2 » z und die radiale Projektion
p: Y= X:y>y/ly| Beide sind stetig und erfiillen p o ¢ = idgn.

Eine Retraktion des Raums Y auf einen Teilraum X C Yist eine stetige
Abbildung p : Y — X mit p|y = idy, kurz (,p) : X & Ymitro, =idy.
Satz E21: Schnitt und Retraktion

Ein Retraktionspaar (s,p) : (X, Jy) & (Y, %) bestehtaus s : X —» Y
und p : Y — X stetig mit p o s = idy. Daraus folgt Ty = s*%, = p, %
Wir nennen s : X < Yeine Einbettung mit Retraktion p : Y- X und
p: Y — X eine Identifizierung mit (globalem) Schnitt s : X < Y.

Beispiel: Zwischen den Rdumen R™ und R" mit m < n haben wir
die Einbettung s : R™ < R" : (24, ...,2,,) = (¥4, Z,,0,...,0) und
die Projektion p : R™ = R™ : (2, ..., &pyy oo s ) B> (T, e, Ty )-

Den Satz konnen wir auf zwei Arten beweisen: (1) Direkt Nachrechnen;
Versuchen Sie es selbst, Sie lernen viel und schitzen die Abkiirzung...
(2) Geschickt die kanonische Faktorisierung nutzen! Das gelingt so:

Die Abbildung s = ¢ o § ist Die Abbildung p = po ¢ ist
N (X, Tg) —— (Y, %) Abbildung p = pe g
die stetige Bijektion $ ge- der Quotient ¢ gefolgt von
folgt von der Inklusion ¢. der stetigen Bijektion p.
Linksinvers zu §ist p = po HEIR q Rechtsinvers zu pist s = gos,
dennpos=pos=id dennpos=pos=idy.
Es folgt i‘f;w:i‘f/; 5 Esfolgtp~ ! =pltopos=3.
Die U ml\duuu” ist stetig! x % Y gy) Die Umkehrung ist stetig!
15

Ubung E2j: Let factorization do the work for you!

Jedes Retraktionspaar (s,p) : X & Y induziert Homéomorphismen
(3,p) : X = X :=Im(s) sowie (5,p) : X = ¥ := Y/R,.
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Gegen/Beispiele zu Schnitt und Retraktion

Beispiel / Ubung E2k: Schnitt und Retraktion

(1) Die Inklusion s : {—1,1} < [—1, 1] ist eine Einbettung, erlaubt aber
keine Retraktion, also p : [~1,1] — {—1,1} stetigmit po s =id;_, ).
Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz C3A miisste p konstant sein.

(2) Die Kreislinie S' kénnen wir in R? einbetten, aber nicht in R!; zu
jeder stetigen Abbildung f: S! — R? existiert x € S! mit f(z) = f(—x),
dank ZWS fiir g : [0, 7] — R : t = f(e') — f(e!™*™) mit g(7) = —g(0).

(3) Die Abbildung p : R — S : ¢ - e2™* = (cos 27, sin 27t) ist eine
Identifizierung (dank E2p), erlaubt aber keinen Schnitt s : S — R.

Als Schnitt wire s : S' — R stetig, also nicht injektiv nach (2).

(4) Ist @ # U C R? offen, so existiert keine stetige Injektion f: U < R1.
Zu a € U existiert r > 0 mit B(a, 2r) C U, also g : S! 18 a+TSs;

mit f: U < R! o RL

U

Ql

ergibe dies eine stetige Injektion fog: S

Wir erhalten erneut R? 2 R!: Diese Riume sind nicht homdomorph.
In hoherer Dimension folgt dies aus dem Abbildungsgrad, siehe Kapitel J.

Gegenbeispiele wie (1) und (3) bewahren Sie vor naivem Irrglauben:
Nicht jede Einbettung s : X < Yerlaubt eine Retraktion p : Y -+ X.

Nicht jede Identifizierung p : X — Yerlaubt einen Schnitt s : Y& X.
(So verhalt es sich in vielen Kategorien / Gebieten der Mathematik.)

Die Folgerungen (2) und (4) sind interessant und hier schon erfreulich
elegant beweisbar. In héherer Dimension benétigen wir dazu stérkere
Werkzeuge, in Kapitel J gelingt uns dies mit dem Abbildungsgrad (als

einer ersten spektakuldren Anwendung der algebraischen Topologie).

Freuen Sie sich auf diese fundamentalen Ergebnisse der (geometrischen)
Topologie: Zur Inklusion S"~! < D" existiert keine Retraktion des Balls
D" auf seinen Rand S"~! (Brouwer J4E). Zu jeder stetigen Funktion
f:S"™ — R" existiert z € S" mit f(z) = f(—z) (Borsuk-Ulam J6c).

Die Abbildung p : R - S! : ¢ = e?>"i untersuchen wir gleich genauer.

Es gibt immerhin lokale Schnitte, und wir erhalten so (p, 5) : R/Z = S!.
Dies ist spater das typische Beispiel einer Uberlagerung, siehe M18, und
ermoglicht die Berechnung und Untersuchung von Fundamentalgruppen.
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Aufgabe: Faktorisieren Sie p : R — C : t = €™ = (cos(27t), sin(271)).

Losung: Die Abbildung p ist stetig, aber weder injektiv noch surjektiv.

Thr Bild ist p(R) = S'. Genau dann gilt p(t) = p(t'), wenn t — ' € Z.
Global ist ,p~!(2) = 5% In(2) grober Unfug! Dies gelingt nur lokal:

Up = 1=1/2, /4], Vo= {(z,y) €S|z >0},

po Uy 22 Vy : t 1 et S Vy 2 Uy (z,y) ﬁ arctan(%).
Wir verschieben U, um ¢ € R und drehen V, um > ¢ S':

Uy = Uy + 0, Vy = V- 620,

Py Up 22 Vy i t 1 2™t sp: Vg Uyt 2 s9(2 - e720) 40,

Genau dann gilt p(t) = p(t'), wenn t — ¢’ € Z. Fir t,¢’ € R definieren wir
daher die Aquivalenz t ~ ' durch t —t’ € Z und setzen R/Z := R/ _.
Die Schreibweise R/Z entspricht der Untergruppe (Z, +) < (R, +).

Die Abbildung p : R — C ist nicht surjektiv, ihr Bild ist p(R) = S* ¢ C.
Ausfiihrlich: Aus [p(t)| = 1 folgt p(R) C S!. Die Inklusion p(R) D S! folgt
implizit dank Zwischenwertsatz C3A fiir cos und sin, noch besser explizit:
Wir konstruieren offene Uberdeckungen R = | Jpep Up und St = Jgeg Vo,
auf denen p den lokalen Hom6omorphismus (py, sy) : Uy = V, stiftet:

Es gilt s o py = idy;, und py o sy = idy, fiir & = 0 und damit fiir alle 6 € R.

Die lokalen Schnitte incy o s4 : V; — Uy — R fiir 6 € R lassen sich nicht
zu einem globalen Schnitt s : S! — R verkleben; maximal erreichen wir

)i 10—1p,0+1k] = ST\ {—e

Das Hindernis verschwindet fiir 5y = goincgo sy : Vy = Uy =& R - R/Z.
Anders als (sg)ger erfillt (5p)peg nun 54|y, v, = s£|v av, furalle 6, € R.
Verklebung E1p liefert die stetige Abblldung 5:8t— R/Z mit 5[y, = 5.

(Po 56 o},
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Verkleben lokaler Schnitte

Polarkoordinaten niitzen iiberall in der Mathematik und Anwendungen.
Der folgende Satz fiigt all diese lokalen Daten elegant zusammen:

p inc,
R—————C Re—"2 >0,
kanonische . stetige s
Faktorisierung Verklebung e
Jp s
R/Z ------~"----- > St R/Z «+-*-—- St DV,

Satz E2p: Polarkoordinaten und universelle Uberlagerung der Kreislinie
Dank kanonischer Faktorisierung E2H induziert die stetige Abbildung
p:R— C:t+s e?™ die stetige Bijektion p : R/Z — S! : t + Z 1 ™.
(1) Dies ist ein Homéomorphismus, denn p ist offen und somit auch p.
Somit ist p : R/Z =4 S* ein Isomorphismus topologischer Gruppen.

(2) Die inverse Abbildung 5 : S' > R/Z entsteht durch Verkleben E1p
der lokalen Schnitte sy = goincyosy: Vy =% Uy = R - R/Z.

:.<

Die stetige Surjektion p

Xe—
faktorisiert tiber den Quo- l
X_—_—=

Wir verldngern die lokalen
Schnitte s, : Y; - X zu
5 S;=¢qes;:Y;, - X und

\mc verkleben diese zur steti-

gen Abbildung s: Y — X.
Y

tienten ¢ zur stetigen Bi-
jektion p. Fiir jede Rechts-

inverse s mit pe 5 = idy

folgtpt =ptopos=a. Dies liefert p o § = idy.

b1l

@) HZ

Satz E2q: Verkleben lokaler Schnitte

Seip: (X,Jy) — (Y, %) stetig. Die Uberdeckung Y = ;. V; sei offen

oder lokal-endlich abgeschlossen. Fiir jeden Index i € I'seis; : ¥; - X

stetig mit p o s, = inc, : ¥; < Y. Uber den Quotienten ¢: X - X = X/R,
induzieren p und (si)Ze I das Homé&ormorphismuspaar (p,5) : X = Y.

Y — X ist wohldefiniert und stetig
l=plopos=3.

Beweis: Die Verklebung 5 = J;.;§; :
und erfillt p o § = idy. Daraus folgt D

Komplexe Exponentialfunktion und Potenzen e
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Zusammenschlagen eines Teilraumes

Ahnlich wichtige und ebenso schéne Anwendungsbeispiele:

C L C Cx ””" s C St —>p"n C
ZHZ;C:() 2F k! 2z oz

ql [L ql /{L ql /[L

(C/ZTHZ Lj) Cx (CX/W i C* Sl/W *L Sl

Beispiel / Ubung E2R: komplexe Exponentialfunktion ‘
Die Exponentialfunktion exp : (C,+) — (C*,-) : z > > .22, 2F /Kl ist

ein Gruppenhomomorphismus, periodisch gemafl Ker(exp) = 27iZ

und zudem ein lokaler Homéomorphismus, also identifizierend.

Die kanonische Faktorisierung E2H von exp : C — C liefert demnach
den Hom6omorphismus exp : C/2mZ = C* : z + 27iZ > exp(z).

Dies ist somit ein Isomorphismus topologischer Gruppen.
Entsprechendes gilt fiir p,, : C* — Cund p,, : S! — C mit 2 — 2" und
Ker(p,) =W, ={we C|w" =1} = {*™ /" |k =0,..,n—1} = Z/n.

Wir wollen einen Teilraum A C X zu einem Punkt zusammenschlagen:

X 4 >

XJA -AJA

Beispiel: Wenn Sie eine Schnur an ihren Enden zusammenkleben,
so erhalten Sie eine Kreislinie. Wenn Sie im Ball D" den Rand S"~!
zusammenschlagen, dann erhalten Sie die Sphére S” =~ D" /S"~1.

Definition E2s: Zusammenschlagung X/ A eines Teilraumes A C X

Zu () # A C X definieren wir auf X die Aquivalenzrelation x ~ y durch
z =y oder {z,y} C A. Als Quotientenraum erhalten wir

XJA:=X/.={A {a}|z e X\ A}
A\ Unterscheide Gruppenoperation R/Z und Zusammenschlagen R /7!

Verkleben eines Intervalls an den Endpunkten e

Un/endliches Bouquet von Kreislinien e

Beispiel / Ubung E2T: Verkleben eines Intervalls an den Endpunkten

Die Abbildung p : [-1,1] — S' : ¢ - e™ ist identifizierend, induziert also
kanonisch einen Homéomorphismus p : [—1,1]/{—1,1} = S' : [¢] > €™,

X=[-1,1] +—2 4 7
p lokale +1 '
Schnitte! "
P
XL s 4

Beweis: Wie in E2p nutzen wir stetige Abbildungen s; : A; — [—1, 1] mit
Ay ={z€S"Im(z) <0} = {e™|t € [-1,0]} mit s, (e™) =t € [-1,0],

Ay ={z€eS" Im(z) >0} = {e™|t € [0, +1]} mit so(e™) =t € [0, +1].

Sie lassen sich nicht verkleben, aufgrund s,(—1) = —1 und s,(—1) = +1,
doch fiir 5, = qos; : A, = [-1,1]/{—1,1} verschwindet dieses Problem.
Dank Verklebelemma E1p ist 5 : S — [~1, 1] /{—1, 1} mit 5la, = s; stetig.
Wir erhalten p o s = idg und 50 p = id_; )11} Wie in E2Q.

f:St—=cC
zz- |2 =1

Beispiel / Ubung E2w: unendliches Bouquet von Kreislinien

Der Quotient ¢ : R — R//Z (nicht R/Z!) entsteht durch Verheften aller
ganzzahligen Punkte in R, vermégez ~y < =y V {z,y} C Z.
Dies nennen wir das unendliche Bouquet von Kreislinien.

(1) In R/Z konvergieren [n], oy und [27"],,cy, nicht aber [n + 27", .
(2) Beide Abzahlbarkeitsaxiome gelten fiir R, aber keines fiir R /Z.

(3) Der Quotientenraum R /Z ist hausdorffsch, aber nicht metrisierbar.
Anders als S' /W, ldsst sich R/Z nur schlecht zeichnen. Warum?
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Blatterung: Zerlegung der Ebene in Kurven

i
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Beispiel / Ubung E2y: Blatterungen a la Georges Reeb ‘

Welche Quotienten ¢ : R? —» Q = R?/_ ergeben folgende Aquivalenzen?

(1) (21, 91) ~ (23,92) genau dann, wenn z; + 7 = 5 + 45.

(2) (71,y1) ~ (4, s) genau dann, wenn x? + ¢ = 23 + y2.

(3) (1,90 ~ (9, yy) genau dann, wenn z, = 2 und |, = [z5| > 1,
oder |z;| < 1und |2y| < 1und y; — 2, /(1 — 23) = yp — 25 /(1 — 23).

4) (1,9;) ~ (@4,Y,) genau dann, wenn z; = z, und |z, | = |z,| > 1,
oder |7;| < 1und |z,| < lund y; +1/(1 — %) =y, + 1/(1 — 232).

Welche dieser Rdume sind lokal euklidisch? Welche sind hausdorffsch?

Obige Skizze zeigt die Aquivalenzklassen in Blau und mogliche Reprisentanten in Rot.

(1) Die stetige Surjektion p : RZ = R : (z,y) > @ + y? erfilllt p(z,, ¥, ) = (4, ¥s) gdw
(1,Y;) ~ (x4, Yo ). GemaB E2H induziert p eine stetige Bijektion p : R/ — Rmitp = poq.
Der stetige Schnitt s : R — R? : - (z, 0) liefert (p, 5) : R?/_ = R geméB E2J.

(2) Die stetige Surjektion p : R = R : (z,y) = /a2 + y2 erfillt p(z, y,) = p(25, y)
gdw (1, y,) ~ (x5, y,). Gemi E2u induziert p eine stetige Bijektion p : R?/_ — R..

Der stetige Schnitt s : R,y — R? : z - (2, 0) liefert (p, 5) : R?/_ = R, gemif E2J.

(3) Analog zu (1) finden wir auch hier (p, §) : R?/_ = R. Rechnen Sie dies explizit aus!

(4) Aquivalenzklassen sind senkrechte Geraden mit Abszisse > 1 oder x < —1, sowie die
Funktionsgraphen F, von f,(z) = ¢ — 1/(1 — 2?) fiir —1 < & < 1 und eine Konstante ¢ € R.
Wir betrachten zudem den Graphen G der Funktion g(z) = —1/|z| fir z € R* := R\ {0}.
Jede der Geraden schneidet G in genau einem Punkt (z, g(x)) mit || > 1, und jede Kurve F,
schneidet G in genau zwei Punkten (+x, g(x)) mit |z| < 1. Wir gehen deshalb zum Quotienten
R*/. iiber beziiglich der Aquivalenz « ~ z fiir || > 1 und « ~ £ fiir 0 < || < 1. Damit
erhalten wir die stetige Surjektion p : R?/_ = R*/_. Umgekehrt haben wir die stetige Surjektion
s:R* - R? - Q: z = [z, g(x)]. Nach Faktorisierung wie in E2j erhalten wir den
Homédomorphismus (p, §) : R?/_ =~ R*/_. Dies ist die verzweigte Gerade aus Beispiel E2E!
Alle vier Quotientenrdume sind lokal euklidisch der Dimension 1, also lokal homdomorph zu R
bzw. R.. Der letzte Quotientenraum ist jedoch erstaunlicherweise nicht hausdorffsch. So ganz
exotisch ist diese Situation gar nicht, wie wir jetzt sehen. Sie tritt jedenfalls in der Natur auf.

Differentialgleichung: Zerlegung des Phasenraums in Bahnen o
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Auf dem euklidischen Raum X = R" bzw. X* = R" \ {0} untersuchen
wir die lineare Differentialgleichung #(¢) = A x(¢) mit konstanter Matrix
A € R™™, Die Losungskurve durch = € X ist gegeben durch ¢ - *4 .
Dies sind die Flusslinien der Operation der Gruppe (R, +) durch

:RxX = X:(tz)eda.

Ubung: Skizzieren Sie fiir die Matrizen H = [ ° ] und K = [¢ '] mit
a € R die Bahnen. Bestimmen Sie die Quotientenraume X/ _ und X*/_
durch explizite Homéomorphismen zu vertrauteren Rdumen, Teilraume
des R oder Quotientenrdume wie der verzweigten Geraden (E2E).
Welche dieser Rdume sind lokal euklidisch? Welche sind hausdorffsch?
Sehen Sie einen Zusammenhang zur obigen Reeb—Blatterung?

Allgemein: Wiederholen Sie die Klassifikation der Matrizen A € R?*? bis
auf Konjugation durch die allgemeine lineare Gruppe GL, R. Diskutieren
Sie die so entstehenden Quotientenraume @ , = X/_ und Q* = X*/_.
Dies ist ein erster, einfacher Schritt zur topologischen Klassifikation
der Fixpunkte dynamischer Systeme, hier zweidimensional skizziert.
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Seien (X, Jy) und (Y, %) topologische Raume und disjunkt, X N Y = 0.
(X, Tx) Y. % v |

Definition E3A: Summe zweier topologischer Raume

Wir bilden die disjunkte Vereinigung X UY := X UYmit X NY = () und

erhalten die Inklusioneni: X & X UY:zzundj: Yo XUY:y .

Hierauf definieren wir die Summentopologie durch
F:={UUuV|Ue%, VeRK}=i9Nj%

Wir erhalten den Summenraum (X UY,J) =: (X, Jy) U (Y, %), genannt
die Summe oder disjunkte Vereinigung der Raume (X, Jy) und (Y, %).

In diesem Raum sind die Teilmengen X und Y offen und abgeschlossen.

Beispiel: Es gilt R* = R_; UR_, und GL, R = GL} R U GL,, R nicht
nur als Mengen, sondern auch als Riume mit der Summentopologie.

Es gilt Q = Q_, U Q. als Mengen, aber nicht als topologische Raume,
Q=Q_,5UQ, s als offene Mengen, somit als topologische Raume.

Bemerkung: Im Raum (Z, J,) seien X,Y C Z disjunkt. Aquivalent sind:
(1) Die Teilraumtopologie auf X LI Yin (Z, J) ist die Summentopologie.
(2)In (Z,9,) existieren A O Xund B D Yoffenmit ANY = XN B = 0.

Bemerkung: Sei (X ),., eine Familie paarweise disjunkter Mengen.
In diesem Falle ist ihre Summe oder (interne) disjunkte Vereinigung
nichts weiter als ihre Vereinigung — mit der Zusage der Disjunktheit:

|_|)\6A Xy = U/\EA X\

Was tun, wenn die vorgegebene Familie (X, ),., nicht disjunkt ist?
Dann machen wir sie disjunkt, indem wir jede Menge X, durch ihre
Kopie {\} x X, ersetzen. Was nicht disjunkt ist, wird disjunkt gemacht!

wobei X, N X, =0 fir \ # p.
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Definition E3c: Summe einer Familie topologischer Raume

Sei (X, 9 )xca eine Familie topologischer Réume. Wir definieren die
(externe) disjunkte Vereinigung der Tragermengen (X )ycs durch

X= HAGA X, = Um{’\} x X,.

Hierzu gehoren die kanonischen Injektionen iy : X\, < X : z = (), z).
Der Index A € A unterscheidet die disjunkten Teilrdume {A} x X, in X.
Sind alle (X,),c, disjunkt, so kénnen wir ebenso X = | |,., X, nutzen.

Die Summentopologie auf X definieren wir durch

U= {HAeA UA‘UA € %} =, (2)-5

Die Eigenschaften (O1-3) priift man leicht nach. Auf X ist I die feinste
Topologie, fiir die alle Injektionen 7, : (X,,9,) < (X, J) stetig sind (E3B).

Wir nennen (X, ) =: [T, (X, 7,) den Summenraum zu (X, 9, ) ca-

Mit der Summentopologie ist iy : (X, 7,) — (X, J) eine Einbettung,
also ein Homéomorphismus auf den Bildraum i, (X, ) = {\} x X,.
Meist identifizieren wir X, mit seiner Kopie X} =i, (X)) := {A} x X,
und somit die externe Summe [],_, X, mit der internen | |y, X}.

Im Summenraum (X, 9) ist jeder Teilraum X offen, denn X} € 7,

und abgeschlossen, denn das Komplement X \ X} = [J,., X}, ist offen.
Beispiel: Es gilt Q = | |,co{z} als Mengen, nicht als topologische Raume:
die Topologie links ist euklidisch, die Summentopologie rechts ist diskret.
Es gilt Q = | |z (&, &1 [N Q) als Raume, rechts mit Summentopologie,
wobei Z < R\ Q : k = &, strikt monoton und beidseitig unbeschrankt.

Bemerkung: Sei X =| |,., X, eine Zerlegung in Teilrdume X, C X.
Genau dann triagt X die Summentopologie, wenn alle X, offen sind.

Zu X, C Z existiere U, 2 X, offen, sodass U, N X, = 0 fir alle \ # p.
Dann ist die Teilraumtopologie auf X =| | ., X die Summentopologie.
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Universelle Abbildungseigenschaft des Summenraumes

X

Satz E3F: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)

(0) Die Summentopologie 7 auf X = [, X, ist die feinste,

die alle Injektionen 7, : (X, %) < (X, ) :  — (\, z) stetig macht.

(1) Zu jeder Familie ( f, : (X,,9,) = (Y, %) )sca stetiger Abbildungen
existiert genau eine stetige Abbildung f: (X,9) — (Y, %) mit foiy = fy.

(2) Zerlegung und Summe f &2 (f))xea mit fy = foiy und f =l ca fa
stiften somit die Bijektion (©, V) : B(][xea Xy, Y) = [Taer €( X, Y).

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition E3c der Summentopologie.
Stetigkeit von f: Fir V € Jy gilt f~1(V) = [Taea [ (V) € T.

Die Konstruktion des Summenraums ist natiirlich und recht einfach.
Die universelle Abbildungseigenschaft ist der einfachste Spezialfall

des Verklebelemmas E1p: Die Teilraume X, C X mit A € A, genauer
ihre homéomorphen Kopien X} C X, sind eine offene Zerlegung von X.
Jede Familie ( f, : (X, 9,) — (Y, %) )scn stetiger Abbildungen lasst sich
zur stetigen Abbildung f = Uyca fi o t3' ¢ (X, 9) = (Y, %) verkleben,
denn jede paarweise Uberlappung ist leer und somit kein Hindernis.

E307

Ein Atlas fur die Sphare S™
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(0,+1)

(ho» ko) : Uy =~ R™

Karte fiir Uy = S\ {(0, +1)}

RnJrl 2 g

R™ e x/|z)?
Der Kartenwe

die Inversion

an der Sphare (h’h kl) :

(0,-1) Karte fiir U "\ {(0,-1)}

Beispiel / Ubung E31: Verheften von Hemispharen

Wir erhalten explizite HomGomorphismen (f,g) : X/_ = S".

(1) Sei X, = X; = R". Auf dem Summenraum X = X, U X, sei die
Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch (0, z) ~ (1,2/|z|?) fiir alle x # 0.
(2) Sei X, = X; = D". Auf dem Summenraum X = X, U X, sei die
Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch (0, ) ~ (1,z) fiir alle z € S*1.

Definition E3): Verheften zweier Raume entlang einer Abbildung

Sei f:Y O B—» A C X stetig. Die Verheftung von X und Yentlang f ist
XuYy

fy)~y,yeB

Aquivalenzklassen sind {z} U f~!(z) fiir x € A sowie {2} fiir 2 ¢ AU B.

q: XUY = XUpY :=

Beispiele: (0) Fir A = B = (}ist X U; Y = X U Y die topologische Summe.

(1) Fir f:Y D {yy} = {zy} C X erhalten wir das Bouquet

Xuy

Zo ~ Yo

(2) Fir X = {z,} erhalten wir die Zusammenschlagung
{zpuY

To~Y, yEB

Vorige Beispiele: (3) Fiir f = idg,.-1 erhalten wir D" U, D" = §". (E31)

(4) Fiir g : R* \ {0} = R"\ {0} : 2 > /|2 erhalten wir R" U, R™ = §".

(5) Fiir b = idgn, g0y ist R" U, R" der Raum mit doppeltem Ursprung. (E2E)

(X, 20) V (Y, 9p) = XU, Y.

Y/B := =XU;Y.

Produkt zweier topologischer Raume o
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fi=pra 1 i
Yool Xxy, v, Xy
v ‘H\i WL i U/><V/i
,,,,, A . ‘
of | U
[~ 7 R [ Bt
‘/w_j:, L ‘\\\ Sl I”Uji]/ﬁj
Te—— e |1
i i ki Noch nicht Topologie, nur Basis!
2
z U X X

Zu Raumen (X, 9y) und (Y, 9y) betrachten wir das kartesische Produkt
XxY={(z,9)|ze X, yeY}

der Tragermengen, also die Menge aller Paare (z,y) mitz € X undy € Y.
Hierzu gehoren die Projektionen p = pr; : X x Y — X : (z,y) + 2 und
qg=pry: X xY = Y: (z,y) = y. Wir mochten nun das Produkt X x YV
mit der Produkttopologie J ausstatten, sodass p und ¢ stetig werden.
Die feinste Topologie hierzu wire die diskrete. Wie wihlen die grobste!

Definition E4A: Produkt zweier topologischer Raume
Seien (X, Jy) und (Y, %) topologische Raume. Auf der Tragermenge
X X Ydefinieren wir die Produkttopologie I durch die Produktbasis
B =93®% = {UxV|Uecy, VeF}
= {p ' O)Ng'V)|U€e Ty, VeTF}

Anschaulich besteht die Basis & aus den offenen Kastchen U x V.
Dies ist noch nicht die gesamte Topologie 7, sondern nur eine Basis:

Diese Familie erfillt die Basisaxiome (B1-2) aus Dé6c und definiert so
die Produkttopologie 7 := {{J 8|8 C B}, punktweise ausgeschrieben:

F={WCXXY |V(x,y) eW W eIy IVET:
(z,y) eUxVCW}

Wir erhalten den Produktraum (X xY,9J) =: (X, Jy) x (Y, ).

Produkt einer Familie topologischer Raume o
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Im Folgenden sei (X, 9, )., eine Familie topologischer Raume.
Wir definieren das Produkt der Tragermengen (X)), durch

X =Jhea Xy = {z=(2 ) ea|VAEA 7, € X, }

={z: A= Xy A2, [VAeA:a, € X, }.
Hierzu gehoren die kanonischen Projektionen p, : X — X, : x > .
[T X, 1 - X =]Le Xy
-1 (U )i
PV
i 3 Pa
: +
Uy Xy

Wir méchten das Produkt X mit einer Topologie I ausstatten, sodass alle
Projektionen p, stetig sind. Die feinste, PB(X)? Wie wihlen die grobste:
Die offenen Zylinder py ' (U,) mit U, € J, erzeugen die Produkttopologie.

Definition E4c: Produkt einer Familie topologischer Raume

Die Produkttopologie T auf X = [[,., X, wird erzeugt von
&=Urea 3% = {px'(U\)| A €A, Uy €93}
={Tl,ea U, |U, € 9, fiirein A € A, sonst U, = X, fir alle p # A }.
Nach Satz D6F erhalten wir eine Basis % fir 7 mittels endlicher Schnitte:
B=Q@rer T = {0y} (Uy) N ﬂPKj(UA,L”" EN, N €A U, €9, )
={I1,ca U, | U, € 9, fiir endlich viele A € A; sonst U, = X, }
Diese erfillt die Basisaxiome (B1-2) und definiert so die Topologie
T={US|SCB}={WCX|VzeW IneN 3,..,\, €A
U, €9, Uy, €T sz epy (Uy)N-Npy (U, ) S W}

Wir nennen (X, 9) =: [[yep (X, J3) den Produktraum zu (X, 93 ) yca-
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Pawel Alexandroff ~ Andrei Tychonoff
(1896-1982) (1906-1993)
Die Teilraumtopologie wurde 1914 von Felix Hausdorff eingefiihrt,
die Quotiententopologie 1925 von Eliakim Moore und zeitgleich 1926 von
Pawel Alexandroff, die Produkttopologie 1930 von Andrei Tychonoft.
Die topologische Summe wurde von Nicolas Bourbaki (1940) eingefiihrt.
Seine Topologie générale (1947) etablierte die kategorielle Sichtweise und
universelle Abbildungseigenschaft von Initial- und Finaltopologien.

Eliakim H. Moore
(1862-1932)

Felix Hausdorff
(1868-1942)

(V. %) T (X,9)
Y= (Fa(Y)) xea
-
(X)ng/\)

Satz E4p: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)
(0) Die Produkttopologie I auf X = [[,c5 X, ist die gréobste,
die alle Projektionen p, : (X,9) — (X,,9,) : ¢ b z, stetig macht.

(1) Zu jeder Familie ( fy : (Y, %) — (X, ) )ea stetiger Abbildungen
existiert genau eine stetige Abbildung f: (Y, %) — (X, J) mit py o f = f.

(2) Zerlegung und Produkt f (f)\))\eA mit fy =py o fund f =T]xe fx
stiften somit die Bijektion (©. W) : B(Y, [[xea Xa) = [Trea €Y, Xy).

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition E4c der Produkttopologie.
Stetigkeit dank Déa: Fiir U, € 9, gilt f~(p3'(U,)) = £ (Uy) € %

Produkttopologie: Erzeugung und Basen o
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Endliche Produkte (X,J) = (X, %) x - x (X,,, Jn) sind etwas einfacher
zu beschreiben. Auf der Produktmenge X = X, x .- x X, erhalten wir

E=piF U-UpsT, ={p;"(U;)]i=1,...,n,U; €T}
={X; x XX, | x Uy x Xjpy x o x X, |i=1,...n, U; € T},
B = {p Ul ﬂ mpn n)‘Ulegl'r”"rUneg;L}
:{Ul n‘Ulele"'vUneJ =7 ®®7,
T={US|SC B}
={WCX|VaeW3U,€9,...U, €9, : 2 €U, xxU, CW}

Allgemeiner: Aus Basen 3, C 7, ..., B,, C 9, erhalten wir die Basis
B =B @ @B, ={U x U, |Uy € By,..,U, € B} CBCT.

Beispiel: Der euklidische Raum (R",
offenen Quader, &, = {]ay,b;[ X - % |a,,b,[|ay < by, ...y a,, < b, InR}.
Somit gilt (R, F;) x - x (R, F;) = (R",F,) dank B, @ - @ B, = B,,.
Fiir k + ¢ = n gilt B, ® B, = B,,, also (R*, F,) x (RY,F,) = (R, T,).

J,,) hat als eine mogliche Basis die

Wird 9, erzeugt von &, C J,, fir jedes A € A, so wird T erzeugt von

&= UAEA PEN = {HMEA U

Hat 7, als Basis B, C J,, fiir jedes A € A, so hat §

U, €&y firein A € A,
U,=X, fiurallep# A [’

als Basis

B = ®AeA By = {HAeA Uy

U, € B, fir endlich viele A € A,
U, = X, sonst

Die Endlichkeitsbedingung ist wesentlich: Wir fordern U, = X, fiir fast
alle A € A. Dies ergibt sich zwangslaufig aus unserem Wunsch, dass 7 die
grobste Topologie sein soll, die alle Projektionen p, stetig macht.

Ohne die Endlichkeitsbedingung erhalten wir statt der Produkttopologie
die sogenannte Boxtopologie; sie hat ganz anderen Eigenschaften! (E4Q)

Beispiel: Auf der Menge RX = {f: X - R: 2+ f(2)} = [[,ex R ist die
Produkttopologie E4c die Topologie der punktweisen Konvergenz D4a,
dennaus B, = {]a,b[|a <binR} wird B = @,cx B, und 7(B) = I,
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Die universelle Abbildungseigenschaft von Summe und Produkt:

BXUY,Z)=BX,Z)xB(Y,Z): [ (fr=[ci fy=[c])
G2, XxY)= B2, X)x6(ZY): fr(fi=pef fa=q°f)

Die Schreibweise B# := 6(A, B) und X +Y := X U Yist suggestiv:

ZXH) = 7X % 7V und (X xY)? = X% xY?Z

Diese Rechenregeln gelten fiir beliebige Summen und Produkte,
zudem Neutralitit, Kommutativitit, Assoziativitit und Distributivitit.
© Ubung / Frage aus dem Publikum: Gilt damit die binomische Formel?

Fir jede Bijektion ¢ : A’ = A gilt das allgemeine Kommutativgesetz:

H X/\ = H X«p()\’) : ((,0(/\/),1?) }(j( (/\lvx)
AEA NeN

H Xy = H Xoovy o (@3 )aea 20 (o0 aven
AeA NeN

Fir jede Zerlegung A = J];; A, gilt das allgemeine Assoziativgesetz:

11 x g]_[(]_[ X/\> (i, N, 2) 'y (6, (M 7))
AeA i€l Xel;

H Xy = H( H XA) ¢ (@3 )xea 2 ((@a)rea,ier
AEA i€l XeA;

Fir A = [[;c; A, gilt das allgemeine Distributivgesetz:

IICIL ) = (T« «

i€l N\;EA AeA i€l

)\z»IA,)iel 2 ((A)iers (a7>\,)iel)

All diese Abbildungen sind stetig dank UAE, also Homéomorphismen.

Topologische Eigenschaften von Summen und Produkten o
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Ubung E4s: Hausdorff-Eigenschaft und Diagonale

Der topologische Raum (X, 7) ist hausdorffsch gdw die Diagonale
Ax ={(z,z)|z € X} im Produktraum X x X abgeschlossen ist.

Beweis: Der Raum (X, J) ist hausdorffsch, wenn gilt:
Zuz #+ yin X existieren U,V € Tmitz € U,y € VundU NV = (.

Das Komplement (X x X)\ A x i ist offen in der Produkttopologie:
Zuz # yin X existieren U,V € Imitz € U,y € Vund (U x V)NAyx = 0.

Ubung E4T: Vergleich stetiger Funktionen

Sind f,¢: X — Ystetige Abbildungen und der Zielraum Y hausdorffsch,
so ist die Menge {z € X | f(z) = g(z) } abgeschlossen im Startraum X.
Aus A C X und f|, = g|, folgt f|x = g|5; ist A dicht in X, so folgt f = g.

Beweis: Die Abbildung h: X - Y X Y: 2 = (f(x), g(z)) ist stetig (UAE).
Somit ist A1 (Ay) = {z € X| f(z) = g(x) } abgeschlossen in X.

Satz E4v: Metrisierung von Produktraumen
Sei (X, T) = [[;c1(X;, J;) das Produkt topologlscher Raume (X, 7;), und

13
jeder enthalte mindestens zwei Elemente x; # ;. Dann sind 4quivalent:
1 Der Produktraum (X, J) ist metrisierbar.

2 Jeder Faktor (X, J;) ist metrisierbar, und I ist abzahlbar.

1Y%

Beweis: ,(2) = (1)“: Firi € I'seid; : X; x X; — [0, 1] eine Metrik fir 7,
Da I abzihlbar ist, kénnen wir a; € R, wahlen mit )", ;a; < 1.

Dank Satz D4c wird die Produkttopologle T auf X = [[;c; X, erzeugt
durch die Metrik d : X x X — [0,1] : (z,y) = > ;cra;d;(z l,yz)

S(1) = (2)“: Wir haben (sini) s X, XZ’ 1= H]-€1 A]- mit 4, = X, und
A; = {=z;} fir j # i. Ist X metrisierbar, so auch jeder Teilraum X/ (D1L).
Wie in Satz D48 fiir RF folgt: Ist die Indexmenge I iiberabzihlbar,
so ist der Produktraum (X, J) = [[;;(X;, J) nicht erstabzahlbar.
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Satz E5A: Trennung durch offene Mengen...
Jeder metrische Raum (X, d) erfreut sich folgender Eigenschaften:
Ty: Zu a # b in X hat einer eine Umgebung, die den anderen nicht trifft.

Ti: Zu a # b in X hat jeder eine Umgebung, die den anderen nicht trifft.
Aquivalent hierzu: Fiir jeden Punkt a € X ist {a} in X abgeschlossen.

T,: Zu a # b in X existieren disjunkte Umgebungen. (Hausdorff C20/D3y)
T;:Zu A € I¢und b € X \ A existieren disjunkte Umgebungen.

Ty: Zu A, B € I disjunkt existieren disjunkte Umgebungen.

T;:Zu A, B C Xmit AN B = ) = AN B existieren disjunkte Umgebungen.

Konstruktion: Im Falle A + () # B geniigen hierzu die offenen Mengen
U={zeX|d(z,A) <d(z,B)}undV = {z € X|d(z,B) < d(z,A)}.

Satz E5A: Trennung durch... stetige reelle Funktionen

Ebenso trennen wir Punkte und Mengen durch stetige Funktionen:

Ty1pt Zua # bin X existiert f: X — [0,1] stetig mit f(a) = 0 und f(b) = 1.
T30 Zu A € I und b € X \ A existiert fmit f[, = 0und f(b) = L.

Tyt Zu A, B € Ty disjunkt existiert f mit f|, =0und f[g =1, ...

Ty, sogar f1(0) = Aund f~'(1) = B, genannt Urysohn-Funktion.

Im Falle A # () + B geniigt f: X — [0,1] : z = d(z, A)/(d(z, A) + d(x, B)).

Uberblick: 184
|| Ty & 2AA || Urysohn Metrisierung ESR
T T
— — —
L l— 5 |= s L L || B |«
endlich kompakt F1E kompakt F1E

parakompakt F8 1) parakompakt F8r
2AA /Lindelof E5y Urysohn E5k

s s

Tyujs || Tyr gy || Tae | 4= | To | =

JIONITRqIDTISLIIAIN
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Die Trennungseigenschaften gelten nicht in jedem topologischen Raum.
Extremes Beispiel: Die indiskrete Topologie erfiillt nicht einmal 7}, 7, T;,.

Definition E5B: Trennungseigenschaften

Ein topologischer Raum (X, J) heifit 7-Raum, wenn er die obige
Eigenschaft 7; hat. Traditionell tiblich sind folgende Bezeichnungen:

T, hausdorffsch | separiert

T & T reguldr

T, & Ty, vollstdndig reguldr / Tychonoff
L, & T, normal

., & T, vollstandig normal

T, & Ty, perfekt normal

Dank Lemma von Urysohn (E5k) gilt: perfekt normal = vollstindig
normal = normal = vollstindig reguldr = reguldr = hausdorffsch.

Beispiel: Wir versehen Z = [0, 1]? mit der lexikographischen Ordnung.

Satz E5p: Ordnungstopologie und Trennungseigenschaften ‘

Sei (X, <) total geordnet und J die Ordnungstopologie (D1m).
Dann erfillt (X, J) alle Trennungsaxiome T, 7}, T, T3, Ty, T;.

L.A. Steen, J.A. Seebach:
Counterexamples in Topology

Aus Tj folgt nicht T Beispiele dazu sind
allerdings nicht leicht zu finden. Man
kann es zunachst selbst versuchen... oder
gleich in Counterexamples nachschlagen.
Der Ubersicht entnehmen wir, dass dort
Beispiele 82, 84, 90-94, 103 die von uns
gesuchte Eigenschaft haben. Beispiel 84
ist die Sorgenfrey-Ebene (D6z).

Lindelof-Eigenschaft und Lemma von Tychonoff o
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Ubung D6v: Zweitabzahlbarkeit impliziert die Lindelsf-Eigenschaft.

Sei (X, J) ein topologischer Raum und % eine abzihlbare Basis. Dann
enthilt jede offene Uberdeckung von X eine abzihlbare Teiliiberdeckung:
Zu X = J;e; U; mit U; € T existiert J C I abzahlbar mit X = J,.;U;.

Bemerkung: Kompaktheit von (X, ) fordert stirker .J endlich, siehe F1a.

Beweis: Die Teilmenge € := {V € B|3i € [: V C U; } C B ist abzihlbar.
Hierauf wahlen wir eine Zuordnung j: € — I: V = j(V) mit V C Ujy,.

Esgilt X = JC = Uyee Ujv): Zu = € X existiert i € I mit x € U;. Dazu
existiert V€ Bmitz € V C U;. Somit gilt V € Cundz € V C Uy p).
Lemma E5): Tychonoff J

Sei (X, ) lindelof, etwa zweitabzahlbar. Dann impliziert T; bereits 7).

Beweis: Seien A, B C X abgeschlossen mit AN B = ().
Wir konstruieren ACU € Jund BCV e ImitUNV = 0.

(1) Nach Voraussetzung T3 existieren zu jedem Punkt a € A disjunkte
offene Umgebungen a € U, € Tund B C U, € T mit U, N U, = 0.

Die offene Uberdeckung X = (X \ A) UJ,ca U, erlaubt eine
abzéhlbare Teiliiberdeckung dank Dév (Lindel6f-Eigenschaft).

Nach Nummerierung mit n € N erhalten wir daher 0,0 eg

mit A C |J,,en U,, sowie B C U;, und U, N U;, = 0 fiir jedes n € N.

(2) Sei U, = Uy_, Uy und U}, := (7, U}. Damit gilt Uy C U, C U, C ...
mit A C J,en U, und U, D U] D U} D ... D B sowie U, NU,, = 0.

Mit vertauschten Rollen von A und B erhalten wir V; C V; C V, C ... mit
BCUpenV,,und Vy D V/ 2V, D ... 2 AmitV, NV, =0 firallen € N.
(3) Schliellich gilt A C U := Jpen(U, NV}) und B C V := Jpen(V, N UY).
Nach Konstruktion sind U und V offen und disjunkt, denn

UNV =Uwnen2 (U, N V) N (VN TY).
Furk <(giltU,NnU; =0.Far ¢ < kgilt V, n V] = 0.
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Lemma E5k: Urysohn, 1925
Fiir jeden topologischen Raum (X, 7) gilt: Aus T folgt T}, ,. J

Ausgeschrieben: Sei (X, 7) ein 7;—Raum; zu je zwei abgeschlossenen
disjunkten Mengen A, B C X existieren disjunkte offene Umgebungen.
Dann gilt T}, ,: Es existiert f: X — [0, 1] stetig mit f|, = 0und f|z = 1.

Beweisidee: b

Beweis: (1) Die dichte Teilmenge D = [0,1] N Z[%] in [0, 1] knnen wir
abzihlen durch die Folge (1) ey = (0,1,1/2,1/4,3/4,1/8,3/8,5/8,7/8, ...).

Zu jedem r € D konstruieren wir rekursiv eine offene Menge U(r) € 7,

sodass fir r < s stets U(r) C U(s) gilt. Wir beginnen mit U(1) := X \ B.
Dank T} existiert U(0) € Tmit A CU(0) CU(0) CU(1) = X\ B.

Seien U(ry), ..., U(r,_;) € T bereits konstruiert. Seien k, ¢ < n die Indizes
der direkten Nachbarn r;, < r,, < r,; fur alle i < n gelte also r; ¢ |r;, r,[.

Dank T} existiert U(r,,) € T mit U(r,) C U(r,) CU(r,) CU(ry).

(2) Wir definieren

FoX 0]z inf{re D|z eU(r)} fallszecU(1),
’ T 1 fallsz € B= X\ U(1).

Wegen A C U(0) gilt f|, =0. Wegen B=X\U(1) gilt f|5z = 1.

(3) Die Intervalle [0, a[ und ]b, 1] mit a,b € [0, 1] erzeugen die euklidische
Topologie auf [0, 1]. Dank Satz D6G geniigt es, die Stetigkeit von f damit
zu testen: Es gilt f(z) < a gdw « € U(r) fir ein r € D mit r < a; also ist

F71[0,a]) = Ureq U(r) offen. Es gilt f(z) > b gdw 2 ¢ U(s) firein s € D
mit s > b; also ist f71(]b,1]) = Uyop X \U($) = U,y X \U(r) offen.
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Satz E5L: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T)-Raum und darin A C X abgeschlossen.
Zu f: A — [a,b] stetig existiert F: X — [a, b] stetig mit F|, = f.

Satz E5L: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T)-Raum und darin A C X abgeschlossen.
Zu f: A — [a,b] stetig existiert F: X — [a, b] stetig mit F|, = f.

Lemma E5m: Konstruktion einer Naherungsfortsetzung
Zu ¢ : A— [—s, 5] stetig existiert ® : X — [—3, 3] stetig mit [p — @[, < %SJ
+s

+% ® L33

H

A A A A
VVY N AV VY

wlw

AN (NUH)
—s
Beweis: In A sind N = ¢! ([—s,—%]) und H = ¢~ '([$, s]) abgeschlossen,
also auch in X. Dank Urysohn (E5K) existiert ® : X — [—%, £] stetig mit

303
®|y =—3% und |y = £. Somit gilt [p(a) — ®(a)| < 3sfiirallea € A.

Beweis: Ohne Einschrankung sei [a,b] = [-1,1]. Zu gy = f: A = [-1,1]

existiert dank Lemma E5M eine Niherungsfortsetzung ®, : X — [—1,1].

Der Fehler auf A ist eine stetige Funktion ¢, = f — ®4|, : A — [-1,1] -
Hierzu wiederum existiert ®; : X — [—%, 1] - 2. Rekursiv erhalten wir

(1 ®,:X—=[-41-(2)" stetigmit
n+1
@ pun == (@t Bl A LI ()T
Dank (1) konvergiert F,, = >"7_ @, gleichméBig auf X, denn
k
Yol®ilx < Xos(3) = 1.

Die Grenzfunktion F': X — [—1, 1] ist demnach stetig (C3Q).
Dank (2) gilt |f — F,[4]4 < (2)""" = 0, also F|, = f.

2
3
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Korollar E5N: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T;-Raum und darin A C X abgeschlossen.

(1) Zu f: A — R" stetig existiert F: X — R" stetig mit F|, = f.

(2) Dasselbe gilt statt R" fiir jeden euklidischen Retrakt (¢, p) : Y & R™.

Beweis: (1) Wir setzen [ = (fy, ..., f,,) stetig fort zu F' = (F, ..., F,).
Dank UAE (E4p) geniigt n = 1. Wir nutzen den Homéomorphismus (A1B)

h:R>|-1,1:zz/(1+ |z|).

Die Komposition ¢ := ho f: A — ]—1, 1] ist stetig. Dank E5L existiert
@ : X — [—1,1] stetig mit |, = ¢. Die Menge B = & 1({—1,1}) istin X
abgeschlossen und A N B = . Dank E5k existiert g : X — [0, 1] stetig mit
gl4 = 1und g|5 = 0. Somit ist das Produkt ¥ =g - ® : X — |—1,1] stetig
und V|, = ¢. SchlieBlich ist F = A1 o ¥ : X — R stetig und F|, = f.

(2)Sei f: A — Ystetig. Zug:=10 f: A — R" existiert G : X — R"stetig
mit G|, = g. Wir erhalten F := po G : X — Vstetig mit F|, = f.

Brouwer und Lebesgue bewiesen die Fortsetzungseigenschaft E5n
zunachst nur fir euklidische Rdume X = R", Tietze (1915) dann fiir
metrische Rdume (E5Q), Urysohn (1925) schliefilich fiir alle 7, -Raume.

Ubung E50: Die Fortsetzungseigenschaft impliziert 7.

Erlaubt (X, ) zu C C X abgeschlossen und g : C' — R stetig immer
eine stetige Fortsetzung G : X — R, dann ist (X, 9) ein 7;,-Raum.

Losung: Seien A, B C X disjunkt und abgeschlossen in (X, 7).
Dann ist C' = A U B abgeschlossen und g = 15 : C' — R stetig.
Hierzu existiert G : X — R stetig mit G| = g. Fir f = (GA1)VO0
gilt dann f|, = 0 und f| = 1, wie fiir 7},, gefordert (E54).

Auf der anderen Seite ist der Zielraum R™ wesentlicher Teil des Satzes:

Ubung E5p: topologisches Hindernis zur Fortsetzung

In X = [—1,1]ist A = {—1,1} abgeschlossen. Sei Y = R\ {0}. Erlaubt die
stetige Abbildung f: A — Y: a = a eine stetige Fortsetzung F': X — ¥?

.. E513
Der Metrisierungssatz von Urysohn

Der Metrisierungssatz von Urysohn

E514
Erlauterung

Satz E5R: Metrisierungssatz von Urysohn, 1924

Sei (X, ) ein zweitabzdhlbarer Raum. Dann sind 4quivalent:

(1) Der Raum (X, 9) ist metrisierbar.

(2) Der Raum (X, 9) ist regulér (T3 & T3).

(3) Der Raum (X, 9) ist normal (T} & ).

(4) Der Raum (X, J) erfiillt 77 und T, ,.

(5) (X, 9) ist homdomorph zu einem Teilraum im Hilbert-Wiirfel [0, 1].

Beweis: ,(5) = (1)“: Der Hilbert-Wiirfel ist metrisierbar (E4v) etwa durch
d: [0, 1N x [0, 1N — [0,1] : (z,y) > 3225 2752, —y,,|. Jede Einbettung
[+ X < [0,1] liefert somit eine Teilraummetrik dy(a,b) = d(f(a), f(b)).
A1) = (2,3,4): E5A. ,(2) = (3)“: Tychonoff E55. ,,(3) = (4)“: Urysohn E5k.
»(4) = (5)“: Sei B C T eine abzihlbare Basis der Topologie J.

Sei I die Menge aller Paare i = (U, V) mit U,V € Bund U C V.

Zui € I existiert f; : X — [0,1] stetig mit f;|; = 0 und f;| .y = 1.

Die Abbildung f: X — [0,1]/ : & = (f;()),; ist eine Einbettung.

Lemma E5s: Einbettung in einen Produktraum
Sei F' = (f;);c eine Familie stetiger Abbildungen f; : (X,9) — (X;, 7).
1 Die Abbildung f: X — [[;c; X; mit f(z) = (f;(2));; ist stetig.
2 Genau dann ist f injektiv, wenn F alle Punkte von X trennt,
also zu a # b in X ein Index i € I existiert mit f;(a) # f;(b).

3 Die Abbildung f: X — f(X) ist offen, wenn die Familie F alle
abgeschlossenen Mengen A C X von Punkten b € X \ A trennt,
also jeweils ein Index i € I existiert mit f;(b) ¢ f;(A).

Gelten alle drei Bedingungen, so ist f eine Einbettung.

Beweis: Stetigkeit (1) ist die universelle Abbildungseigenschaft des
Produkts (E4p). Injektivitit (2) folgt nach Definition der Menge [],c; X;.

(3)SeiU € Tund A = X\ U.Zub € U existiert i € I mit f;(b) ¢ f;(4).
X

)

Demnach ist f(X)\ f(A) C f(U) offene Umgebung von f(b) in f(
In f(X) ist f(U) Umgebung jedes ihrer Punkte, also offen (D3c).
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Bemerkung: Der Hilbert-Wiirfel [0, 1]V ist metrisierbar und zudem
separabel dank [0, 1] C [0, 1] und somit zweitabzihlbar (D60).
Der Hilbert-Wiirfel ist somit ein universeller metrischer Raum:
Jeder separable metrisierbare Raum lasst sich hierin einbetten.

Damit haben wir sehr einfache, notwendige und hinreichende Kriterien!

T,&1AA < Metrisierbarkeit << T} &T;&2AA

Bemerkung: Dies kénnen wir direkt auf Mannigfaltigkeiten anwenden:
Lokal euklidisch & hausdorffsch & zweitabzdhlbar impliziert metrisierbar.
1 Jeder lokal euklidische Raum (X, ) erfullt 7;:
Jeder Punkt « € X hat eine offene Umgebung (U, z) = (R",0).
2 Es gibt exotische Gegenbeispiele ohne T, siche E2E. Gilt zudem T,
so folgt T; und sogar T;./, (spater dank lokaler Kompaktheit).
3 Es gibt exotische Gegenbeispiele ohne 2AA.
Gilt zudem 2AA, so ist (X, J) metrisierbar.

Urysohns Metrisierungssatz 19st die allermeisten praktischen Probleme.
Wir betrachten dabei nur ,kleine® Riume (2AA) und lassen zwischen
notwendig (7, & 1AA) und hinreichend (7; & T; & 2AA) eine Liicke.
Eine Generation nach Urysohn wurde sein Werk vollendet:

Satz E5u: Bing-Nagata-Smirnov, 1950-51

Fiir jeden topologischen Raum (X, J) sind dquivalent:

(1) Der Raum (X, 9) ist metrisierbar.

(2) Der Raum (X, 9) ist regulér (7; & T3), und die Topologie J erlaubt
eine o—lokal-endliche Basis B = | J;,cy B(k), d.h. jede Familie B(k) ist
lokal-endlich: Zu jedem Punkt z € X existiert eine offene Umgebung U,
also x € U € 7, die nur endlich viele Mengen aus B(k) schneidet.

(3) Der Raum (X, 9) ist regulér (7; & 73), und die Topologie J erlaubt
eine o—diskrete Basis B = | J,cy B(k), d.h. jede Familie B(k) ist diskret:
Zu jedem Punkt = € X existiert eine offene Umgebung U, alsox € U € 7,
die hochstens eine Menge aus %(k) schneidet.

4
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Vorgelegt sei eine Inklusion / Einbettung ¢ : Y < X. Eine Retraktion ist
eine stetige Abbildung p : X — Ymit po: = idy. Dann heifit (¢, p) : Y& X
ein Retraktionspaar und der Teilraum A := ((Y) C X ein Retrakt.

Aufgabe: (1) Hat X = R" zweipunktige Retrakte Y = {a, b}?

Nein! Anschaulich: p : X — Ymit p o = idy misste X ,zerreilen.
Formal: Der Raum X ist wegzusammenhéngend, aber Y nicht.
Demnach gibt es keine stetige Surjektion p : X — Y. (A1H)

(2)Ist Y =R, x {0} in X = R™ ein Retrakt? auch Z = R, x {0}?

(a) Ja! Eine Retraktion zu cist p: X — Y: z — (max{0,z,},0,...,0).

(b) Nein, denn Z ist nicht abgeschlossen in X, nach (3) also kein Retrakt.
(3) Ist jeder Retrakt A C X in einem Hausdorff-Raum X abgeschlossen?
Jal Fir p: X — A stetigmit por=id, gilt A= {z € X|id(z) = p(z)}.
Dank Satz D5t ist die Teilmenge A in X abgeschlossen.

(4) Erlaubt die Gerade F': R < R? : 7 - (x,0,0) eine Retraktion?
Ja! Hierzu geniigt G : R® - R : (2,9, 2) - =

F:Ro R3Sz (2,0,0)

(>0

(5) Erlaubt jede abgeschlossene Einbettung F': R <> R? eine Retraktion?
Selbst fiir einen Knoten, egal wie kompliziert? Das ist keineswegs klar!
Ja! Wir haben A := F(R) CR? und F = 1 o fmit f: R > A. Tietze E5N:
Zug=f': A Rexistiert G : R® - Rmit G|, = g, also G o F = idp.

+o0

—00

(6) Elegant und allgemein: Sei (1, p) : K & R™ ein euklidischer Retrakt.
Ist dann jede abgeschlossene Einbettung F': K < R" ein Retrakt?

Ja! Wir haben A := F(K) CR" und F = 14 o fmit f: K = A. Tietze E5N:
Zug=1of1: A~ K — R™ existiert G : R" — R™ mit G|, = g.
FirpoG:R" — KgiltalsopoGo F =poGl o f=por=idg.
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Fiir die Gerade F(z) = (z,0,0) ist eine Retraktion offensichtlich. Aber fiir
einen beliebigen Knoten F': R < R?, etwa wie oben skizziert, siecht man
zunidchst keine Retraktion, vielleicht glaubt man {iberhaupt nicht daran.
Mit den Werkzeugen der Vorlesung konnen Sie diese Frage kurz und
elegant 16sen: Wenn die Phantasie versagt, hilft der Fortsetzungssatz von
Tietze! Er garantiert uns die Existenz stetiger Abbildungen, die wir sonst
nur mithsam beschaffen kénnen. Wenn Sie zusétzlich Anschauung oder
Intuition wollen, so kann ich zwei Geschichten anbieten:

Physikalische Intuition: Wir denken uns A = F(R) als Draht mit stetiger
Temperaturverteilung u : A = |—1, 1], strikt monoton lidngs A4, zudem
zeitlich konstant gehalten. Der umgebende Raum R \ A habe anfangs
die Temperatur 0. Nun lassen wir die Wéarme im R? flieBen. In jedem
Punkt z € R? herrscht schliefSlich eine Temperatur U(z) € |1, 1].

In z € Aist dabei U(z) = u(z) die vorgegebene Temperatur; damit ist

G =u"'oU:R3 — A eine Retraktion. Was beweist das? Noch gar nichts.
Aber es ist eine schone Geschichte.

Geometrische Intuition: Ist die abgeschlossene Einbettung f: R < R®
zahm (etwa stiickweise affin oder glatt), so kénnen wir f aufdicken zu
einer Schlauchumgebung F': R x D? < R? mit F(x,0,0) = f(z). Dabei
ist B = F(R x D?) eine abgeschlossene Umgebung von A in R? sowie
F(R x B?) offen und F(R x S') der Rand: Hier kénnen wir es explizit so
herstellen, spéter konnen wir diese Eigenschaften allgemein folgern aus
der Invarianz des Gebietes (J7K).

Wir konstruieren damit G : R* — R: AuBlerhalb von B setzen wir G = 0.
Auf B setzen wir G o F(z,y, z) = 2(1 — y? — 22). Die Verklebung ist stetig
und erfiillt G o f = idg. Was beweist das? Wesentlich mehr als nétig! Die
Konstruktion von F benétigt Sorgfalt und gelingt nur fiir zahme Knoten,
nicht fiir wilde. Eine weitere Anregung Ihrer Phantasie...

Sie sehen daran vor allem, wie einfach und elegant und durchschlagend
wirkungsvoll Tietzes Fortsetzungssatz ist: Er beschert uns die Existenz
stetiger Abbildungen, die wir sonst nur mithsam beschaffen konnen.
Mit jeder weiteren Anwendung lernt man ihn noch mehr zu schatzen.

Ambiente Homéomorphismen und euklidische Stabilisierung o
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A B
Gegeben sind A, B C R" und ein Homéomorphismuspaar (¢, ) : A = B.
Existiert ein ambienter Hom6omorphismus (¢, ¥) : (R", 4) = (R", B)?
A\ Oben gelingt dies nicht! Anschaulich: In A liegen die beiden Kreise
ineinander, in B nebeneinander. Formal: In R? \ B kann man jeden Punkt

2 mit co verbinden und muss hochstens einmal durch B laufen; in R? \ A
gelingt das nicht. In R? ist mehr Spielraum, hier gilt (R?, A’) =~ (R?, B):

==

Satz E6p: euklidische Stabilisierung

Seien A C R™ und B C R"™ abgeschlossen sowie (¢,1) : A = B.

In R™ x R™ = R® betrachten wir A’ = A x {0} und B’ = {0} x B.
Hierzu existiert ein Homéomorphismus (¢, V) : (R*, A") = (R*, B')
mit ®(a,0) = (0, p(a)) fiir a € Aund ¥(0,b) = (¥(b),0) firb € B.

Beweis: Wir nutzen auch hier den Fortsetzungssatz von Tietze (E5N):
Zup:R"™ D A~ BCR" existiert h : R™ — R™ stetig mit h|, = ¢.
Zut: R" D B~ A C R"™ existiert k : R” — R™ stetig mit k|5 = ¢
Daraus erhalten wir die ersehnten Homéomorphismen wie folgt:

H:R"xR">=%R™xR": H(z,y) = (z, y+ h(z))
K+ R™ xR & R™ x R": K(z,y) = (v + k(y), y)

Wir betrachten a € A und b € Bmit (¢,v) : a 2 b.
Fir ® := K~'o H: R 2 R* gilt (a,0) = (a,b) = (0,b).
Fiir ¥ := H~ o K : R® = R® gilt (0,) > (a,b) — (a,0).

Jeder Knoten in R3 wird in R* auflésbar! o
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Jeder Knoten in R? wird in R* auflésbar!

—oo F:RS Rz (2,0,0) +00

—00

Seien f,g: R < R3 abgeschlossene Einbettungen (,lange Knoten®).
Existiert ein ambienter Homéomorphismus ¢ : R? 2 R? mit g o f = g?
A\ Im obigen Beispiel gelingt dies nicht. (Ein Bewetis ist keineswegs
offensichtlich und gelingt uns spater mit der Fundamentalgruppe.)

Aufgabe: Zu F,G : R < R? C R* existiert ® : R* > R*mit o ' = G.
Losung: Es gentigt, dies speziell fir G(z) = (0,0, 0, z) zu beweisen.
Wie im vorigen Satz betrachten wir f: R < R? und g = idg : R < R!

und stabilisieren diese zu F'(z) = (f(x),0) und G(z) = (0,0,0, z).
Wir erhalten (&, V) : R ~R*mit ®o F =Gund Vo G = F.

Bemerkung: Wir konnen Satz E6D zur euklidischen Stabilisierung hier
direkt auf F, G : R < R3 anwenden und erhalten dann einen ambienten
Homoomorphimus (@, ¥) : R® = RS, Die Dimension 6 ist unnétig grof.
Wenn wir sparsam sind, dann geniigt R*, so wie hier erklirt. Ambiente
Homoomorphie ist eine Aquivalenzrelation, wir wihlen als einfachsten
Reprasentanten den trivialen Knoten z + (z,0,0).

Ubung: Versuchen Sie, das Entknotungsproblem im R* direkt und
explizit fiir die beiden oben skizzierten langen Knoten zu losen, gerne
zunichst anschaulich, dann formal. Wie iiberfithren Sie Fin G im R*?
Um bequem zu rechnen, seien die Einbettungen stiickweise affin-linear.
Die zusatzliche Dimension erlaubt Kreuzungswechsel, damit kénnen Sie
jeden Knoten aus dem R? im R* entknoten.

© Im R? ist die oben gezeigte Kleeblattschlinge nicht entknotbar.
Das ist anschaulich glaubwiirdig, doch nicht leicht zu beweisen.
Es gelingt uns spiter mit der Fundamentalgruppe, siehe L443
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Definition E7A: topologische Gruppe

Eine T-Gruppe (G, T, i, e, ¢) ist ein topologischer Raum (G, J) und eine
Gruppe (G, i, e, ¢), sodass Multiplikation o : G x G — G : (a,b) = a-b
und Inversion ¢ : G — G : a  a~! stetig sind. Wir nennen dies eine
topologische Gruppe, wenn zudem {e} abgeschlossen ist, G \ {e} € J.
Letzteres ist dquivalent zur Hausdorff-Eigenschaft 7, siehe unten.

Fiir je zwei Elemente a,b € G und jede Umgebung W von a - b existieren
Umgebungen U von ¢ und Vvon b mit U - V C W. Zu jedem a € G und
jeder Umgebung Vvon a~! existiert eine Umgebung U von a mit U~! C V.
Beispiele: Jede Gruppe (G, i, €,¢) mit T = {0, G} ist eine T-Gruppe,
besser noch mit 7 = PB(G) eine diskrete topologische Gruppe.

Fir K = Q, R, C haben wir (K, 7}, +,0,—) und (K*, J,,-,1,71).

In C* haben wir (S!, 7.1, -,1,71) als topologische Untergruppe.
Vektorgruppe (K", .., +,0, —), Matrixgruppe (GL, K, 9, «,-,1,7").
Ubung: Warum sind Matrixmultiplikation und Inversion stetig?

Sei (G, p, e, ) eine Gruppe. Fiir jede Topologie T auf G sind dquivalent:
(1) Das Produkt i : G x G — G und die Inversion ¢ : G — G sind stetig.
(2) Das Inversionsprodukt a : G x G — G : (a,b) = a~! - b ist stetig.
(3) Das Inversionsprodukt 3 : G x G — G : (a,b) + a - b~! ist stetig.

Damit ist © ein Homéomorphismus, ebenso z + az und z - za

sowie h : z = az~'b mit h(a) = b und h(b) = a. Aquivalent sind:

{e}: Die Teilmenge {e} ist abgeschlossen in (G, J), also G\ {e} € J.

Ty: Zua # b hat einer eine Umgebung, die den anderen nicht enthalt.
T;: Zua # bhat jeder eine Umgebung, die den anderen nicht enthalt.
T,: Zua # b existieren disjunkte Umgebungen. (Hausdorff-Eigenschaft)

Beweis: ,{e} € T¢ = T,“: Fiir a # b gilt a='b € G \ {e}. Dank Stetigkeit
existierena € U € Jundbe V € Tmit UV C G\ {e},alsoUNV = (.
Es gilt ,7) = T} = 1" und , T} = {e} € T°, und h zeigt , T, = T;“

Bemerkung: Jede endliche topologische Gruppe ist somit diskret.
Erst fiir unendliche Gruppen wird die Topologie interessant.

Kann jeder Raum eine topologische Gruppe werden? o

Wann ist eine topologische Gruppe metrisierbar? o

Aufgabe: Der euklidische Raum R? lisst sich zu einer topologischen
Gruppe machen, ebenso A =R x Zund B=7Z x R. AuchC = AU B?

Losung: Fiir jede topologische Gruppe (G, T, i, e, ¢) ist der zugrunde
liegende Raum (G, 7) homogen: Zu je zwei Punkten a, b € G existiert
ein Homdomorphismus h : G — G mit h(a) = b, etwa h(z) = azb.
Unser Raum C'ist nicht homogen: Jeder Punkt a € Z? C C trennt kleine
zusammenhingende Umgebungen in vier Komponenten, jeder Punkt

b € C\ Z* nur in zwei. Demnach existiert kein Homéomorphismus
h:C — C:ars b, somit keine topologische Gruppenstruktur auf C.

Zur Metrisierung haben wir notwendige und hinreichende Kriterien:

T,&1AA < Metrisierbarkeit <« T} &T;&2AA

Fiir topologische Gruppen hingegen ist alles einfacher und viel besser:
Die notwendigen Bedingungen sind fiir Gruppen bereits hinreichend!

Satz E7): Metrisierung topologischer Gruppen

Eine topologische Gruppe (G, 7, i1, €, ¢) ist genau dann metrisierbar, wenn
sie eine abzdhlbare Umgebungsbasis U, 2 U; D U, D ... D {e} erlaubt.
In diesem Fall kann die Topologie wahlweise durch eine linksinvariante
oder eine rechtsinvariante Metrik definiert werden. Eine biinvariante
Metrik existiert genau dann, wenn es eine abziahlbare Umgebungsbasis
(Uy)nen gibt, die zudem gU,, g~! = U, fiir alle g € G und n € N erfiillt.

Eine Metrik d : G x G — R heifit linksinvariant, wenn d(zz, zy) = d(x,y)
fur alle z, y, z € G gilt, und rechtsinvariant, wenn d(zz,yz) = d(z, y) gilt,
sowie biinvariant, wenn beides gilt. Zur Konstruktion siehe Skript.
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