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Kapitel E

Topologische Konstruktionen

Mathematics is security. Certainty. Truth. Beauty. Insight.
Structure. Architecture. I see mathematics, the part of human knowledge
that I call mathematics, as one thing — one great, glorious thing.
Whether it is differential topology, or functional analysis,
or homological algebra, it is all one thing.

Paul R. Halmos (1916-2006)
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Ausblick und Motivation Motivation

Dieses Kapitel folgt dem Leitmotiv: ,Neue Raume aus alten!”
Dazu diskutieren wir die vier Grundrechenarten der Topologie:

§E1 Teilraume A C X eines topologischen Raumes
§E2 Quotienten X /R eines topologischen Raumes
§E3 Summen X U Yund [[,.; X, topologischer Raume
§E4 Produkte X x Yund [],.; X, topologischer Raume

Pars pro toto: Wir nutzen zunehmend freiziigig die Abkiirzung

,der Raum X“ wo wir vollstindig ,,der Raum (X, )" sagen miissten.
Die implizit gemeinte Topologie I auf der Grundmenge X muss dann
jeweils aus dem Kontext klar und unmissverstandlich hervorgehen.

Fiir metrische Rdume haben wir Teilrdume (C2E) und Summen (C2F).
An Quotienten und Produkten hingegen scheitern Metriken meist (E4v).
Fiir topologische Raume gelingen einheitlich alle vier Konstruktionen!
Abschlielend klaren wir Metrisierung in §E5: Aus dem Fortsetzungssatz
von Tietze (E5N) erhalten wir den Metrisierungssatz von Urysohn (E5R).
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Ausblick und Motivation Motivation

Aus alten Raumen, die wir bereits hergestellt haben, wollen wir neue
Raume konstruieren, die die jeweils gewiinschten Eigenschaften haben.
Parallel dazu konstruieren wir stetige Funktionen. Aus den Definitionen
von Teilraum, Quotient, Summe und Produkt folgt sofort die zugehorige
universelle Abbildungseigenschaft (UAE) in Form einer Faktorisierung.
Diese abstrakte Charakterisierung ist ein erstes praktisches Werkzeug.

Stetiges Verkleben E1p ist ein universelles Werkzeug zur Konstruktion
stetiger Abbildungen. Wir klaren damit in befriedigender Weise, wann
stiickweise definierte Funktionen stetig sind. Tietzes Fortsetzungssatz E5N
kommt bescheiden daher, doch entfaltet oft eine erstaunliche Wirkung.
Zur Illustration fiihre ich in §E6 erste geometrische Anwendungen vor.

Abschlief3end betrachten wir kurz topologische Gruppen. Topologische
und algebraische Grundbegriffe arbeiten hier wunderbar zusammen und
starken sich gegenseitig. Hier konnen wir all unsere Techniken erproben
und scharfen. Dieses wunderschone Thema verdient eigentlich eine
eigene Vorlesung, doch ich will es hier in §E7 zumindest bewerben.




Erinnerung: Ur/Bilder und Mengenoperationen Bt

Satz E1A: Ur/Bilder und Mengenoperationen
Sei f: X - Y.Firalle A, A’ A, C Xund B,B’, B, C Ymit: € I + () gilt:

f*:P(Y) — P(X) Urbild f. : P(X) = P(Y) Bild

B f71(B)={z € X|f(x) € B}, A f(A)={f(z)|ze€ A},
BCB = f'(B)C f(B), ACA’ = f(4) C f(4),
7o)y =0, F7U(Y) =X, f@0) =0, f(X)CY,

F 7 (Uier Bi) = User f1(By), f(Uier )ZUZEIf< i)
FH(Mier Bi) = Nier FH(By)s fMier Ai) < Nier F(A),
fTHBN\B') = f{(B)\ fH(B), f(A\A) < )\ f(A),

X) C B, —H(f(4) 2

Fiir jede injektive / surjektive Abbildung f gilt statt ,C“/,C" stiarker ,="

v

Ubung: Erinnern Sie sich an Thr erstes Semester? Schon war die Zeit!
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Initiale und finale Topologie

Wir transportieren Topologien durch Abbildungen vom Ziel zum Start:

(X JY Z gZ)

S

Definition E1B: initiale Topologie / Zuriickziehen / pull back
(1) Jede Abbildung g : Y — (Z, J,) definiert auf Y die initiale Topologie

{g*(W)CY|WeT,}

g9, :={g (W) CY|WeT,}.
(1a) Genau dann ist g : (Y, %) — (Z,9,) stetig, wenn F, O ¢*J,. (D24)
Demnach ist g*7, die grobste Topologie auf'Y, fiir die g stetig ist. (D1F)

(1b) Eine Komposition go f: (X, Jy) — (Z,J,) ist genau dann stetig,
wenn die Abbildung f: (X, Jy) — (Y, ¢*T,) stetig ist. (UAE)

Aufgabe: Rechnen Sie (a) und (b) sorgsam nach, siehe folgende Skizze.




Initiale und finale Topologie ik

Wir transportieren Topologien durch Abbildungen vom Start zum Ziel:

(X, Ix) (2, T7)

I
s
9
N
=
~
N——

{(VCYy|f(V)edx}

Definition E18: finale Topologie / Vorschieben / push forward
(2) Jede Abbildung f: (X, Jy) — Y definiert auf Y die finale Topologie

LI ={VCY|fY(V)e Ty}

(2a) Genau dann ist f: (X, Jy) — (Y, %) stetig, wenn F, C f,Ty. (D24)
Demnach ist f,Jy die feinste Topologie auf'Y, fiir die f stetig ist. (D1F)
(2b) Eine Komposition go f: (X, Jy) — (Z,J,) ist genau dann stetig,
wenn die Abbildung ¢ : (Y, f,.Iy) — (Z, J,) stetig ist. (UAE)

Aufgabe: Rechnen Sie (a) und (b) sorgsam nach, siehe folgende Skizze.
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Initiale und finale Topologie Erliuterung
(X, Tx) (2,9
(VCY|f Y (V)eTx} = fIx (Y, 7) G Ty = {g H (W) CY|W € Ty}

Beweis: Dies sind tatsdchlich Topologien dank des vorigen Satzes E1A.
Die Aussagen (a) sind trivial, da direkte Umformulierung der Definition.
(1b) Ist f: (X, Jyx) — (Y, g*T,) stetig, soauch go f: (X, Ty) — (Z,T,) als
Komposition (D2B) mit der stetigen Abbildung ¢ : (Y, ¢*7,) — (Z, 7).
Ist umgekehrt go f: (X, Jy) — (Z,T,) stetig, so gilt fiir jedes W € T,
stets (g1 (W)) € Jy. Jede offene Menge V' € ¢g*J,, ist von der Form
V =g H(W) fir ein W € 9, also gilt f~1(V) € Ty, somit ist f stetig.
(2b)Istg: (Y, f.Ix) — (Z,9,) stetig, so auch go f: (X, Ty) — (Z,7,)
als Komposition mit der stetigen Abbildung f: (X, Jx) — (Y, f.Ix).

Ist umgekehrt go f: (X, Jy) — (Z,T,) stetig, so gilt fiir jedes W € T,
stets f~1(g71(W)) € Ty, also g7 (W) € f,Ty, somit ist g stetig. QED
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Teilraume und initiale Topologie Erliuterung

Sei (X, Jy) ein topologischer Raumund ¢4 : A < X : a — a die Inklusion
einer Teilmenge A C X. Die Teilraumtopologie von A in (X, Jy) ist

Ty ={ANU =(U)|U € Iy } = 1 Ix.
Wir nennen (A, 7,) den Teilraum von (X, Jy) auf der Teilmenge A C X.

Seine Topologie 7, = % Jy ist die initiale Topologie beziiglich ¢ , (E1B),
also die grobste Topologle auf A, furdie v, : (A,J,) < (X, Ty) stetig ist.

Beispiel / Ubung E1a: zur Erinnerung und Wiederholung

Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir den Teilraum (A, T, ) in (X, Iy ):

0 Ist (X, Jy) hausdorftsch bzw. metrisierbar, so auch (A, 7).

1 Ist (X, Jy) erstabzdhlbar, so auch (A, J,): Ist B, C U, (X, Ty ) eine
UBasis, dann ist B, ={UNA|U € B,} CU,(A,T,) eine UBasis.

2 Ist (X, Jy) zweitabzdhlbar, so auch (A, 7,): Ist B C Ty eine Basis,
dannist B, ={UNA|U € By} C T, eine Basis der Topologie J. )

Wiederholung: Fiihren Sie selbst alle nétigen Argumente sorgsam aus.

Universelle Abbildungseigenschaft des Teilraums o

\ o (o
Y § 7 > X (Y, Jy> T) (X, JX)
'(](:14'):']‘1(::1,7)\\\\ La g(x:):f(;u)\\\ LA
FY)CA < 3g >~ F(Y)CA & g
N
A (A7 gA)

Satz E11: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)
(0) Auf jeder Teilmenge A C X von (X , Iy ) ist die Teilraumtopologie

Tp:={ANU =3} (U)|U € Iy} =, Tx

die grobste, fiir die die Inklusion ¢ 4 : (A Ty) <& (X, Tyx) : a > a stetig ist.
(1) Genau dann faktorisiert f: (Y, %) — (X, Jx) gemafl f =1, 09
mit g: (Y, 9%) — (A, T,) stetig, wenn f stetig ist und f(Y) C A erfillt.

(2) Postkomposition und Faktorisierung ¢ 'z f mit f = ¢4 o g stiften somit
die Bijektion (¢, V) : (Y, A) = {f € BY,X)|f(Y)CA}: gk |

y

Beweis: Klar nach Definition E18B der initialen Topologie 7, = ¢*% J. |QED
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Einbettungen sind verallgemeinerte Teilraume.

Eine Abbildung f: (Y, %) — (X, Jy) ist stetig, wenn J, O f* T gilt.
Fiir jeden Teilraum ¢ : (Y, %) < (X, Ix) gilt & := 3 Tx. Allgemein:

Definition E1k: Einbettung = Homéomorphismus auf das Bild

Eine injektive Abbildung f: (Y, %) < (X, 9y) topologischer Raume

heifit Einbettung, wenn %, = f*Jy gilt. Aquivalent hierzu: f =1, o f
ist die Inklusion ¢4 : (A4,J,) < (X, Ty ) des Teilraums A = f(Y) C X

nach einem Homéomorphismus f: (Y, %) > (A, T,).

Beispiel: Fiir 0 < a < 2rist f, : [0,a] — C : t -+ ¢! einbettend.
Hingegen ist f,_ stetig und injektiv, aber nicht einbettend. m

Fir a > 27 ist f, nicht injektiv, also auch nicht einbettend.

v

Bemerkung E1L: Einbettungen bilden eine (Unter)Kategorie.

Zu jedem Raum ist die Identitat idy : (X,J) — (X, J) eine Einbettung.
Sind f: (X,Jy) < (Y,%)und g: (Y, %) < (Z,T,) Einbettungen,

ist auch ihre Komposition go f: (X, Jy) — (Z, %).
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Einbettungen sind verallgemeinerte Teilraume.

Beispiel: Fiir m < n haben wir die kanonische Einbettung

s: R™ S R": (xq,...,z,,) = (£,...,2,,,0,...,0).

» Ym0

Das konnen wir schon direkt nachrechnen, noch leichter mit Werkzeug.
Dazu entwickeln wir in Satz E21 ein einfaches und effizientes Kriterium.

Es gibt auch stetige Injektionen R < R?, die nicht einbetten!

A N

y(t) Explizit: x(t) = 2t e[t

y(t) = 23 et

Ubung: Skizzieren Sie 2,y : R — R mit z(t) = 2te " und y(t) = 2t3¢ "’
sowie f,g,h: R — R? mit f = (id,z) und g = (id,y) und h = (z, y).
Welche dieser Abbildungen sind injektiv? Welche sind einbettend?




Das Uberdeckungskriterium E109

Sei (X, J) ein topologischer Raum. Eine Familie (X),.; von Teilmengen
X; C X heifit Uberdeckung von X, falls X = | J,.; X, gilt. Wir nennen
(X,),c; offen bzw. abgeschlossen, falls jede Menge X, in (X, J) dies ist.
Lokal-endliche Familien kennen wir aus D5F und Satz D5aG.

Satz E1n: Uberdeckungskriterium
Sei (X, J) ein topologischer Raum und X = | J,.; X, eine Uberdeckung.

(1) Ist eine Abbildung f: (X,J) — (Y, J,) stetig, so auch lokal auf X,
jede Einschriankung f; = f|x : (X;, ;) — (Y, %). Die Umkehrung gilt,
wenn (X,),.; (a) offen ist oder (b) lokal-endlich abgeschlossen in (X, 7).

(2) Fiir jede Teilmenge U C X und ihr Komplement V' = X \ U gilt:

U € J, offen im Raum (X, ) | < |V € J¢, abgeschlossen
| Def. D1k 1 (a) dank (O3) | Def.D1x 1 (b) dank D5cG

Viel:U,:=X,NUc9, = Viel:V:=X,NVegf
Das Uberdeckungskriterium Brluterung

Beweis: (2) Die Aquivalenzen ,< sind Teil der Definition D14, und die
Implikationen ,,|}“ sind trivial nach Definition D1k der Teilraumtopologie.
Wir zeigen die interessante Implikation ,{}" in den Féllen (a) und (b):

Gegeben ist U; € 7. Gemaf} D1k existiert U] € T mit U/ N X, = U,.
Aus X; € T folgt U, € I dank (02). Also U = | J,.; U; € T dank (O3).

(2b) Wir haben V =V NX =V N (U;e; X;) = Uier(VN X,) = Uier Vi
Sei V; C X, abgeschlossen in (X, 7). Gemafy D1k existiert V' C X
abgeschlossen in (X, 7) mit V/ N X, = V.. Dank (A2) ist also auch V/
abgeschlossen in (X, 7). Da (V;),; lokal-endlich in (X, J) ist,

ist auch V' = J,.; V; abgeschlossen in (X, J) dank Satz D5a.

(1) ,=“: Sei f stetig. Fir O € J, gilt f~1(O) € 7, nach D1x also ist
f710) = f~HO0) N X, offen in (X, J;). Somit ist f; : X, — Y stetig.

,<=“:Sel f; + X; — Ystetig fir jedes i € I. Fur O € F, ist U, = f;(O)
offen in (X, 7). Dank (2) ist f~1(O) = |J;; U, offen in (X, 7). QED
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Wie konnen wir stetige Funktionen stetig verkleben? o

e X,=[kk+1 A T
R fi: X, —> R
m i / f1 fa s | f) /

(2 Wir wollen eine Abbildung f: X — Ystiickweise aus f, : X, - Y
zusammensetzen und dabei zugleich die Stetigkeit von f garantieren.

Beispiele: Welche der folgenden Funktionen sind stetig?

1 fir x € 0 fiir z2 > 2
f:]R—>R::1:I—>{ r€Q o },

OfﬁrmER\Q}’ g:Q%Q:xH{lfﬁrx2<2

0furz <0 VvV furz >0
h:R—R:xH , k:R—=>R:z+— :
1farz >0 —v/—x furz <0

& Jede dieser Funktionen setzt sich zusammen aus zwei stetigen
Funktionen, dennoch sind nur g, k stetig, f, h hingegen nicht.

© Idealerweise ist unsere Uberdeckung des Definitionsbereichs offen
oder lokal-endlich abgeschlossen. Damit ist die stetige Verklebung leicht!

E112
Das Verklebelemma

© So konnen wir Abbildungen f: X — Y stiickweise zusammensetzen:

Satz E1p: Verkleben stetiger Funktionen

(0) Gegeben sei eine Uberdeckung X = | J;.; X, und darauf Abbildungen
fi + X; = Yfuri € I. Genau dann existiert f: X — Ymit f|y = f; fur
alle ¢ € I, wenn Kompatibilitét f;|y X, = Filx.n X, fir alle 4, j € I gilt.

In diesem Falle ist f = | J;c; f; : X — Y die ersehnte Abbildung.
(1) Sei (X, 9) ein topologischer Raum. Die Uberdeckung X = | J,.; X; sei

(a) offen oder (b) lokal-endlich abgeschlossen. Hierauf seien f; : X; — Y
stetig und kompatibel gemaf f;|x X, = f;l X,NX, fir alle ¢,j € L

Dann ist f = J,c; f; : X — Yeine Abbildung und stetig.
Beweis: (0) Dank X = J;c; X; und fi|XZﬂXj = fj‘XiﬂXj ist f = Uier fi

eine Abbildung von X nach Y: Zu jedem x € X existiert genaueiny € Y
mit (z,y) € f. Diese Abbildung f: X — Verfullt f|y = f, fur jedes i € L.

(1) Die Stetigkeit von f folgt aus dem Uberdeckunskriterium EIN. [QED
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Aquivalenzrelation und Quotient

In der Mathematik sind Aquivalenzrelationen und Quotienten iiberaus
niitzlich, daher allgegenwiértig, und fiir viele Konstruktionen unerlasslich.

Eine binére Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X.
Infix x R y bedeutet (x,y) € R, gesprochen ,x, y stehen in der Relation R".
Wir nennen R eine Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z, y, z € X gilt:
Reflexivitat, Refl(X,R): A, C R, rRx

Symmetrie, Sym(X,R): R =R', rRy=yRuz

Transitivitit, Tran(X,R): R<RC R, xzRyANyRz= xRz

Die Aquivalenzklasse von z € X beziiglich R ist die Menge

[z] = [2]p = [7]x g = {y e X‘ny}-

Dank Reflexivitit gilt [z]; > 2: Jede Aquivalenzklasse ist nicht-leer.
Aus [x]; 5 y folgt [x]; D [y] , dank Transitivitat, und [z, C [y], dank
Symmetrie, also [z];, = [y],. Wir erhalten demnach eine Zerlegung!

© Je zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt.
© Jedes Element = € X liegt in genau einer Klasse, ndmlich [z].
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Aquivalenzrelation und Quotient

Der Quotient von X beziiglich R ist die Menge aller Aquivalenzklassen:
(X.R) — X/R = {[],]a € X}

Dies ist eine Zerlegung von X, also X/R C B(X)* und X = | | X/R.
Umgekehrt definiert jede Zerlegung X = | | Peine Aquivalenzrelation
R={(z,2)€ X xX|3c€P:c2D{z,2’}} mit P = X/R. (Ubung!)
So entsprechen sich die Aquivalenzrelationen und die Zerlegungen.

Die zugehorige Quotientenabbildung oder kanonische Surjektion ist
q=qr =qxp: X X/R: 2 [2]p

Ist c € X/R eine Aquivalenzklasse, so nennen wir jedes Element x € ¢
einen Repriasentanten der Klasse c. Die Wahl eines Repriasentanten ist im
Allgemeinen willkiirlich, weder eindeutig noch irgendwie kanonisch...
und im Allgemeinen auch nicht erforderlich: Die Quotientenkonstruktion
wurde gerade dazu erschaffen, um uns von Reprasentanten zu befreien!

© Statt mit Elementen = € X arbeiten wir nun mit Klassen ¢ € X /R.
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Faktorisierung iliber eine Injektion Exliuterung

Vorgelegt sei eine beliebige Abbildung f: X — Y X Iy
und eine Injektion i : U & Y, etwa eine Inklusion. |

Zu (f,1) suchen wir eine Faktorisierung f =iog 3!;\\ Z]
mit g: X — U, also f(x) =i(g(x)) fir alle x € X. U

Eindeutigkeit: Aus f =io0g =10 g folgt g = ¢’ dank Injektivitat von i.

Satz E2A: eindeutige Faktorisierung tiber eine Injektion

Zu jeder Abbildung f: X — Yund Injektion i : U & Yexistiert g: X — U
mit f =i o g genau dann, wenn Im f C Imi; diesenfalls gilt g =i ' o f,
kurz {g: X -2 U} ={f: X > Y|ImfCImi}, grriog, i’ of <1 f.
Dabei gilt R, = R; und Im g = Im f, also g surjektiv gdw Imi = Im f.

v

Beweis: ,=: klar. ,,<=“: Wir definieren g : X — U durch g(z) = i1 (f(x)),
genauer g =14 o f = (X,G,U) mit G = {(z,u) € X x U| f(z) =i(u) }.
Dies ist linkstotal, da Im f C Im ¢, und rechtseindeutig, da 7 injektiv. |QED

In Worten: Zu jedem x € X und seinem Bild y = f(z) wahlen wir das
(eindeutig existente) Urbild v € U mit i(u) = y und setzen g(z) := u.

E204

Faktorisierung liber eine Surjektion Exliuterung
Vorgelegt sei eine beliebige Abbildung f: X — Y x 4 .y
und eine Surjektion ¢ : X — @, etwa ein Quotient. . W

Zu (f,q) suchen wir eine Faktorisierung f = goq 3

mit g: Q — Y, also f(x) = g(q(x)) fir alle z € X. Q

Eindeutigkeit: Aus f = go q = ¢’ o q folgt g = ¢’ dank Surjektivitit von q.

Satz E2B: eindeutige Faktorisierung tiber eine Surjektion

Zu f: X - Yund q: X - Q existiert g: QQ — Ymit f = go g gdw
R, C Ry, also q(x) = q(z') = f(x) = f(z'); diesenfalls gilt g = foq',
kurz{g: Q =Y} ={f: X >Y|R,C R}, g goq foq i f.
Dabei gilt Ing = Im fund R, = R;/R,, also g injektiv gdw R, = R;.

Beweis: ,=“: klar. ,<=“: Die genannte Relation g = foq' = (Q,G,Y)
mit G = {(Z,y) € Q x Y|3z € X : q(x) =T A f(z) = y} ist linkstotal,
da g surjektiv ist, und rechtseindeutig dank Kompatibilitat R, C R ;. |QED

In Worten: Zu jedem = € Q wahlen wir willkiirlich ein Urbild z € X mit
q(z) = T und setzen ¢(T) := f(z). Dies ist wohldefiniert dank R, C R,.




Surjektiv und injektiv machen dank Faktorisierung Erliuterang

Gegeben sei eine beliebige Abbildung f: X — Y. Im Allgemeinen ist f
weder injektiv noch surjektiv. Dies konnen wir wie folgt korrigieren:

X I Ly X I Ly

R L q -

f=x% [ l /[w]Hf(w)
f(X) X/R;

F(X) = { f(z) € Y|z € X} R;={(z,2')| f(z) = f(z')}

Surjektiv machen (links): Wir schrinken f: X — Yzu f: X - f(X) ein.
Dies ist wohldefiniert und surjektiv dank Einschrinkung auf das Bild.
Wir erhalten die Faktorisierung f = ¢ o f in Surjektion und Inklusion.

Injektiv machen (rechts): Die Abbildung f: X/R P Y|zl f(x)ist

wohldefiniert und injektiv, denn es gilt [z] = [2'] gdw f(z) = f(2).
Wir erhalten die Faktorisierung f = fo ¢ in Quotient und Injektion.

Bijektiv machen dank kanonischer Faktorisierung o

X X Y
f e
E \ 7 [ 4H ™ d
8 By c
¥ _ J n= Ly

filzl=f(z)
X / Rf ’ f (X> L':— kanonische a
{[LL] - fﬁl(f(tL)) ‘ S X} {}L(UL) ‘ T € X} Faktorisierung

Satz E2A: die kanonische Faktorisierung

Jede Abbildung f: X — Y faktorisiert eindeutig gemafl f = 1o foqin
die Quotientenabbildung ¢ : X =+ X /R, die kanonische Bijektion
f:X/R; > f(X):[z] = f(z) und die Inklusion ¢ : f(X) < Y.

v

Beispiel: In obiger Illustration f: X — Ygilt X/R, = {{1,2},{3,4},{5}}
und f(X) = {b,c,d} sowie f: {1,2} — ¢, {3,4} — d, {5} — 0.

© So kénnen wir jede beliebige Abbildung f: X — Y'kanonisch zerlegen
in die drei einfacheren Abbildungen ¢, f, ¢; diese sind sur/bi/injektiv.
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Die Quotiententopologie

X

(7] € X
q xg
[{]EQ

~

Q

Definition E2B: Quotiententopologie und Quotientenraum

Sei (X, Jy) ein topologischer Raum, R C X x X eine Aquivalenzrelation
und Q@ = X/R={[z]g |z € X} mitq: X — @ : x — [z], der Quotient.

Die Quotiententopologie auf @) = X /R ist die finale Topologie (E1B)

To = {UCQla\(U) € Ty} = 0.9

Das Paar (Q, ;) =: (X, Ix)/R nennen wir den Quotientenraum.
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Universelle Abbildungseigenschaft des Quotienten

f f

R

q (=) =F ()
-~ 3lg & RCR;

s

Q

ql

<Q7 gQ)

> Y (X,9x) —— (Y, %)

////‘/(]([LI?D:]C(:F)
" 3g & RCR;

Satz E2c: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)
(0) Auf jedem Quotienten (Q = X /R ist die Quotiententopologie

To={UCQ|¢'(U) €Ix}=q%

ot

die feinste, fur die der Quotient ¢ : (X, Jy) = (Q,Jy) : ¥ = [x]y stetig ist.
(1) Genau dann faktorisiert f: (X, Jy) — (Y, %) gemall f = gogq

mit g : (Q, ) — (Y, Fy) stetig, wenn f stetig ist und R C R, erfillt.

(2) Prakomposition und Faktorisierung ¢ ' f mit f = g o ¢ stiften somit
die Bijektion (. V) : €(Q,Y) = {f € B(X,Y)|RC R} : g 7 .

Beweis: Klar nach Definition E1B der finalen Topologie J, = ¢, 7. |QED
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Die verzweigte Gerade und die Gerade mit doppeltem Ursprung:

— ° — UX{—I—l} — ® —
V=R_, - U=R U x {—1} V =R\ {0} C U=R
K
Q .

Beispiel / Ubung E2E: lokal euklidisch aber nicht hausdorffsch

Seien ) # V C U = R" offen. In R"™! besteht X = U x {41} aus zwei
Kopien U, = U x {£1} von U. Wir verheften die beiden Kopien V,:

(z,y) ~ (@,y) = (z,y)=(@"y) V z=2"€V.

Die Aquivalenzklassen sind hier also [(z,y)] = {(x,y)} fiir x € U \ Vund
[(x,y)] = {(z, £y)} fir z € V. Damit ist der Quotient ¢ : (X, Jy) = (Q, I)
ein lokaler Homdomorphismus vermoége (¢, s, ) : U, = Q.. Der Raum @
ist lokal hom6éomorph zum Raum R”, aber dennoch nicht hausdorffsch!

Zwei berihmt-beriichtigte Beispiele Exliuterang

Sie kennen unsere (vorldaufige) Definition A0A einer Mannigfaltigkeit:
Ein Raum M C R" heif3t m—dimensionale Mannigfaltigkeit,
eventuell mit Rand 0M, falls zu jedem Punkt a € M ein lokaler
Homoéomorphismus (M, a) = (R™,0) oder (M, a) = (RZ,0) existiert.

Wir wollen uns von Teilraumen M C R” losen und Mannigfaltigkeiten
auf der Grundlage allgemeiner topologischer Rdume erklaren.

Dabei wird klar, welche Bedingungen wir wirklich benétigen.

Die Hausdorff-Eigenschaft gehort jedenfalls dazu!

/\ Aller Erfahrung nach vermuten Lernende an dieser Stelle, dass lokal
euklidisch automatisch auch hausdorffsch nach sich zieht. Das ist ganz
verstdandlich, die Phantasie muss erst geschult werden, anfangs fehlt es
an einem Fundus konkreter Gegenbeispiele. Das dndert sich nun:

Obige Gegenbeispiele sind lokal euklidisch, aber nicht hausdorffsch!
Solch exotische Konstruktionen gelingen uns nur als Quotienten;
als Teilraume () C R™ lasst sich dies sicher nicht realisieren.
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I[dentifizierungen sind verallgemeinerte Quotienten.

Eine Abbildung f: (X, Jx) — (Y, %) ist stetig, wenn f, Ty O F gilt.
Fiir jeden Quotienten ¢ : (X, Jy) - (Y, %) gilt ¢, Ty =: F~ Allgemein:

Definition E2F: Identifizierung = Homoo auf dem Quotienten

Eine surjektive Abbildung f: (X, Jy) — (Y, J,) topologischer Raume
heifit Identifizierung, wenn %, = f,Jy gilt. Aquivalent hierzu: f = foq
ist der Quotient ¢ : (X, Jy) = (Q, Iy ) beztiglich der Relation R
gefolgt von einem Homdéomorphismus f: (Q, ) > (Y, Jy).

Beispiel: Fir a > 27 ist f, : [0,a[ — S! : ¢ — €' identifizierend (E2Q).
Hingegen ist f,_ stetig und surjektiv, aber nicht identifizierend (D2c).
Fir 0 < a < 27 ist f, nicht surjektiv, also auch nicht identifizierend.

Bemerkung E2g: Identifizierungen bilden eine (Unter)Kategorie.
Zu jedem Raum ist die Identitat id y : (X,9) — (X, J) identifizierend.
Sind f: (X,Jy) » (Y, % )und g: (Y, %) - (Z,9,) identifizierend,
so auch ihre Komposition go f: (X, Jyx) = (Z, T).

Die kanonische Faktorisierung stetiger Abbildungen o

Wir machen f injektiv X Wir machen f surjektiv

durch Quotient des Start- o durch Einschréankung des

raums von X zu X/R; S Zielraums von Y zu f(X)

und erhalten die stetige % und erhalten die stetige

Injektion f : X/R; < Y. = Surjektion f: X — f(Y).

Bijektiv machen liefert f. M Bijektiv machen liefert f.
X/R;

Satz E2H: kanonische Faktorisierung stetiger Abbildungen

Jede stetige Abbildung f: X — Y faktorisiert gemafl f = 10 foqin
die Quotientenabbildung ¢ : X - X/R;: z = [z], die stetige Bijektion
f: X/R; > f(X):[r] — f(x) und die Inklusion ¢ : f(X) = Y:y > y.

Im Allgemeinen ist f kein Homdomorphismus. Aquivalent sind:

(1) Die stetige Bijektion f : X/R; — f(X) ist ein Hombomorphismus.
(2) Die stetige Surjektion f: X — f(X) ist eine Identifizierung.

(3) Die stetige Injektion f: X /R — Yist eine Einbettung.

Ist f zudem offen / abgeschlossen, so auch f, £, f und es gilt (1-3).
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Einbettung mit Retraktion / Identifizierung mit Schnitt

Beispiel: Zwischen der n-Sphire X = S" und dem Raum Y = R"*1 \ {0}
haben wir die Inklusion ¢ : X & Y: z — z und die radiale Projektion
p:Y— X:y y/|y|. Beide sind stetig und erfiillen p o+ = idg..

Eine Retraktion des Raums Y auf einen Teilraum X C Yist eine stetige
Abbildung p: Y — X mit p|y = idy, kurz (¢,p) : X & Ymit ror = idy.
Satz E21: Schnitt und Retraktion

Ein Retraktionspaar (s,p) : (X,Jy) & (Y, %) bestehtauss: X — Y
und p : Y — X stetig mit p o s = id . Daraus folgt Ty = s*%, = p, %~
Wir nennen s : X < Yeine Einbettung mit Retraktion p : Y- X und
p: Y — X eine Identifizierung mit (globalem) Schnitt s : X < Y.

Beispiel: Zwischen den Raumen R und R™ mit m < n haben wir
die Einbettung s : R™ < R" : (2, ..., z,,) = (21, ...,2,,,0,...,0) und

9 m? )

die Projektion p : R™ = R™ : (zy,...,x,,, ..., z,) = (T1,...,2,,).

Y m
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Einbettung mit Retraktion / Identifizierung mit Schnitt

Den Satz konnen wir auf zwei Arten beweisen: (1) Direkt Nachrechnen;
Versuchen Sie es selbst, Sie lernen viel und schétzen die Abkiirzung...
(2) Geschickt die kanonische Faktorisierung nutzen! Das gelingt so:

. . L o /: . A L . . § _ — o .
Dle Abbﬂdung §=1t05 ist (X’ 57;2) LN (Y, gy) Die Abbll.dung p = poqist
die stetige Bijektion s ge- der Quotient ¢ gefolgt von

folgt von der Inklusion «. der stetigen Bijektion p.
S

Linksinvers zu s ist p = po, s|~|p » q Rechtsinvers zu pist s = gos,
dennpos§=pos=idy. dennpos=pos=idy.
Es folgt 57! = posos™t =p. 5 _ Esfolgtp™t =plopos=a3.

. . . — _ . . .
Die Umkehrung ist stetig! (X, g}() = (Y, T ) Die Umkehrung ist stetig!

p

Ubung E2j: Let factorization do the work for you!

Jedes Retraktionspaar (s, p) : X & Yinduziert Hom6omorphismen
(5,p) : X = X :=Im(s) sowie (3,p) : X =Y :=Y /R,
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Gegen/Beispiele zu Schnitt und Retraktion

Beispiel / Ubung E2k: Schnitt und Retraktion

(1) Die Inklusion s : {—1,1} < [—1, 1] ist eine Einbettung, erlaubt aber
keine Retraktion, also p : [-1,1] — {—1,1} stetig mit po s =id;_4 ;.
Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz C3A miisste p konstant sein.

(2) Die Kreislinie S* konnen wir in R? einbetten, aber nicht in R!; zu
jeder stetigen Abbildung f: S* — R' existiert 2 € S* mit f(z) = f(—x),
dank ZWS fir g : [0, 7] — R : t = f(e'') — f(e'*T™)) mit g(7) = —g(0).

(3) Die Abbildung p : R — S! : t i 2™ = (cos 27t, sin 27t) ist eine
Identifizierung (dank E2p), erlaubt aber keinen Schnitt s : ST — R.
Als Schnitt wire s : St — R stetig, also nicht injektiv nach (2).

(4) Ist ) ++ U C R? offen, so existiert keine stetige Injektion f: U < R!,
Zu a € U existiert r > 0 mit B(a,2r) C U, also g: St < U: s+ a + rs;
mit f: U < R! ergibe dies eine stetige Injektion fog: St < R

Wir erhalten erneut R? 2 R!: Diese Raume sind nicht homdomorph.
In hoherer Dimension folgt dies aus dem Abbildungsgrad, siehe Kapitel J.

Gegen/Beispiele zu Schnitt und Retraktion Erliuterang

Gegenbeispiele wie (1) und (3) bewahren Sie vor naivem Irrglauben:
Nicht jede Einbettung s : X < Yerlaubt eine Retraktion p: Y- X.

Nicht jede Identifizierung p : X — Yerlaubt einen Schnitt s : Y < X.
(So verhilt es sich in vielen Kategorien / Gebieten der Mathematik.)

Die Folgerungen (2) und (4) sind interessant und hier schon erfreulich
elegant beweisbar. In héherer Dimension bendtigen wir dazu starkere
Werkzeuge, in Kapitel J gelingt uns dies mit dem Abbildungsgrad (als

einer ersten spektakuliren Anwendung der algebraischen Topologie).

Freuen Sie sich auf diese fundamentalen Ergebnisse der (geometrischen)
Topologie: Zur Inklusion S"~1 < D" existiert keine Retraktion des Balls
D" auf seinen Rand S"~! (Brouwer J4E). Zu jeder stetigen Funktion
f:S™ — R™ existiert z € S"” mit f(z) = f(—x) (Borsuk—Ulam J6c).

Die Abbildung p : R — S! : ¢ i+ 2™ untersuchen wir gleich genauer.

Es gibt immerhin lokale Schnitte, und wir erhalten so (p, s) : R/Z =~ S!.
Dies ist spiter das typische Beispiel einer Uberlagerung, sieche M1B, und
ermoglicht die Berechnung und Untersuchung von Fundamentalgruppen.
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Polarkoordinaten als universelle Uberlagerung der Kreislinie

2mit — (cos(2nt), sin(27t)).

St 4 Y

g%

Vo

Aufgabe: Faktorisieren Siep: R - C: t e

RESRNE

Losung: Die Abbildung p ist stetig, aber weder injektiv noch surjektiv.
Thr Bild ist p(R) = S'. Genau dann gilt p(t) = p(t'), wenn t — t’ € Z.
Global ist ,p~!(z) = 5= In(z)“ grober Unfug! Dies gelingt nur lokal:

2mi

Up = =1/, 1/4], Vo :={(z,y) €St |z >0},
po: Uy =2 Vit e*™ so: Vo= Uy (z,y) = 5= arctan(¥).

Wir verschieben U, um 6 € R und drehen V; um 2™ ¢ S':
UQ = UO + 9 V@ = VO : e27ri9,
1 Uy o5 Vo t b 2™t sg: V2 Up:z b sy(z-e72™0) 0.
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Polarkoordinaten als universelle Uberlagerung der Kreislinie Esiuterang

Genau dann gilt p(t) = p(t’), wenn t — t" € Z. Fir t,t" € R definieren wir
daher die Aquivalenz ¢t ~ ¢’ durch t — ' € Z und setzen R/Z := R/ _.
Die Schreibweise R/Z entspricht der Untergruppe (Z, +) < (R, +).

Die Abbildung p : R — C ist nicht surjektiv, ihr Bild ist p(R) = St C C.
Ausfihrlich: Aus [p(t)| = 1 folgt p(R) C S*. Die Inklusion p(R) D S* folgt
implizit dank Zwischenwertsatz C3A fiir cos und sin, noch besser explizit:

Wir konstruieren offene Uberdeckungen R = | Jyog Uy und S* =  Jper Vps
auf denen p den lokalen Hom6omorphismus (py, sg) : U, =2 Vj, stiftet:
Es gilt sy o pg = idy, und py o sy = idy, fur 6 = 0 und damit fir alle § € R.

Die lokalen Schnitte incy 0 sy : V; — Uy, — R fiir § € R lassen sich nicht
zu einem globalen Schnitt s : S' — R verkleben; maximal erreichen wir

(Dg:5p) = 10 —1/2,0 + 12 = St {—e*™}.

Das Hindernis verschwindet fiir sy = goincgosy: Vy = Uy = R = R/Z.
Anders als (sg)geg erfillt (sy)geg nuUN Sply, v, = Sely,y, furalle 6,¢ € R.
Verklebung E1p liefert die stetige Abb11dung 5:St— ]R%/ Z mit |y, = 3.
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Polarkoordinaten als universelle Uberlagerung der Kreislinie

Polarkoordinaten niitzen tiberall in der Mathematik und Anwendungen.
Der folgende Satz fiigt all diese lokalen Daten elegant zusammen:

R & > C R +— > U,
kanonische , q stetige .
Faktorisierung Verklebung o

Jp 5
R/Z ------- N R/Z «->%-- S DV,

Satz E2p: Polarkoordinaten und universelle Uberlagerung der Kreislinie
Dank kanonischer Faktorisierung E2H induziert die stetige Abbildung
p:R — C:trs e?™t die stetige Bijektion p : R/Z — S : t + Z — *™,
(1) Dies ist ein Homdéomorphismus, denn p ist offen und somit auch p.
Somit ist p : R/Z =% S! ein Isomorphismus topologischer Gruppen.

(2) Die inverse Abbildung s : S! ~ R/Z entsteht durch Verkleben E1p
der lokalen Schnitte s, = goincyo s, : Vy =% Uy - R - R/Z.
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Verkleben lokaler Schnitte

Die stetige Surjektion p X < : Y; Wir verldngern die lokalen
faktorisiert iiber den Quo- " Schnitte s, : Y, — X zu
tienten g zur stetigen Bi- p . 5§, =qos;: Y, — Xund
jektion p. Fiir jede Rechts- q ine. verkleben diese zur steti-
inverse s mit p o s = idy \ ' gen Abbildung 5: Y — X.
folgt p ' =p topes=s5 ¥ D + Dies liefert p o 5 = idy~
X = %
S

Satz E2a: Verkleben lokaler Schnitte

Seip: (X,Jy) — (Y, %) stetig. Die Uberdeckung Y = | J,; Y; sei offen
oder lokal-endlich abgeschlossen. Fiir jeden Index i € I'seis, : Y, - X
stetig mit p o s, = inc, : Y; < Y. Uber den Quotienten ¢ : X — {_( = X/R,
induzieren p und (s, ),.; das Homéormorphismuspaar (p, s) : X =2 Y.

v

Beweis: Die Verklebung 5 = | J;.; 5, : Y — X ist wohldefiniert und stetig
und erfiillt p o § = idy. Daraus folgt p! = p~lopos=s. QED




Komplexe Exponentialfunktion und Potenzen -

Ahnlich wichtige und ebenso schéne Anwendungsbeispiele:

C P, C cx —2 5 C st — ¢
Z'_)Z:io 2k /Kl Zz Zrz

Ql /[L Ql /[L QL /[L

CjomiZ —22 5 CF O W, —sC* SYW, —= s S

Beispiel / Ubung E2R: komplexe Exponentialfunktion |

Die Exponentialfunktion exp : (C,+) — (C*,-) : z > D22, 27 /k! ist
ein Gruppenhomomorphismus, periodisch gemaf} Ker(exp) = 27iZ
und zudem ein lokaler Hom6omorphismus, also identifizierend.

Die kanonische Faktorisierung E2H von exp : C — C liefert demnach
den Homdéomorphismus exp : C/27iZ =~ C* : 2z + 27iZ + exp(z).
Dies ist somit ein Isomorphismus topologischer Gruppen.

Entsprechendes gilt fiir p,, : C* — Cund p,, : S* — C mit 2z + 2" und
Ker(p,) =W, :={weC|uw" =1} = {e®™* /" |k =0,..,n— 1} 2 Z/n.

. . E222
Zusammenschlagen eines Teilraumes

Wir wollen einen Teilraum A C X zu einem Punkt zusammenschlagen:
X =D"
X @ A= Sn—l :)
\
SNV "
XJA - A)A AfA Q

Beispiel: Wenn Sie eine Schnur an ihren Enden zusammenkleben,
so erhalten Sie eine Kreislinie. Wenn Sie im Ball D" den Rand S"~!
zusammenschlagen, dann erhalten Sie die Sphare S* =~ D" /S*~1,

e

Definition E2s: Zusammenschlagung X/ A eines Teilraumes A C X

Zu () #+ A C X definieren wir auf X die Aquivalenzrelation z ~ y durch
xr = yoder {x,y} C A. Als Quotientenraum erhalten wir

XJA:=X/_ ={A {z}|ze X\ A}
A\ Unterscheide Gruppenoperation R/Z und Zusammenschlagen R //Z!




Verkleben eines Intervalls an den Endpunkten o

Beispiel / Ubung E2T: Verkleben eines Intervalls an den Endpunkten

Die Abbildung p : [-1,1] — S! : t i+ €™ ist identifizierend, induziert also
kanonisch einen Homoomorphismus p : [—1,1]/{—1,1} = St : [t] > €™,

S .

¢ , lokale 1 .
Schnitte!
XJ{-1,1} ——=— s 4

Beweis: Wie in E2p nutzen wir stetige Abbildungen s, : A, — [—1, 1] mit
A ={z€S'Im(z) <0} ={e™ |t € [-1,0]} mit s;(e™) =t € [-1,0],

Ay ={zeS"|Im(z) >0} ={e™ |t € [0,+1] } mit s5(e™) =¢ € [0, +1].

Sie lassen sich nicht verkleben, aufgrund s,(—1) = —1 und s,(—1) = +1,
doch fiir s, =qos, : A, — [—1,1]/{—1, 1} verschwindet dieses Problem.
Dank Verklebelemma E1p ist 5 : S — [—1, 1] /{—1,1} mit 5], = 5, stetig.
Wir erhalten p o s = idg: und sop =id_ 4711 1y Wie in E2Q. QED
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Un/endliches Bouquet von Kreislinien

B, ~S! /W, RJZ?

~

fistC

zb 2z |27 —1]

Beispiel / Ubung E2w: unendliches Bouquet von Kreislinien

Der Quotient ¢ : R — R//Z (nicht R/Z!) entsteht durch Verheften aller
ganzzahligen Punkte in R, vermoége x ~ y < z =y V {z,y} C Z.
Dies nennen wir das unendliche Bouquet von Kreislinien.

(1) In R/Z konvergieren [n|, .y und [27"], oy, nicht aber [n +27"], .-

(2) Beide Abzahlbarkeitsaxiome gelten fiir R, aber keines fiir R /Z.
(3) Der Quotientenraum R /Z ist hausdorffsch, aber nicht metrisierbar.

Anders als S JW, lasst sich R/Z nur schlecht zeichnen. Warum?




Blatterung: Zerlegung der Ebene in Kurven o
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Beispiel / Ubung E2v: Blatterungen a la Georges Reeb

Welche Quotienten ¢ : R? - Q = R?/_ ergeben folgende Aquivalenzen?
(1) (z1,y;) ~ (24, y,) genau dann, wenn z; + y3 = x5 + ¥3.
2) (r1,y1) ~ (75,y5) genau dann, wenn x? + y? = 23 + y3.

~

(3) (zy,y;) ~ (x4,y,) genau dann, wenn x; = x, und |z,| = |z,| > 1,
oder |z,| < 1und |z,| < Tund y; — 2, /(1 — 2?) = yy — 25 /(1 — 23).
(4) (21,5,) ~ (22, yy) genau dann, wenn z, — z, und |z, | = [z,] > 1

oder |z;| < 1und |z,| < Tund y; + 1/(1 — 2%) =y, + 1/(1 — 23).
Welche dieser Raume sind lokal euklidisch? Welche sind hausdorffsch?
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Blatterung: Zerlegung der Ebene in Kurven Erliuterung

Obige Skizze zeigt die Aquivalenzklassen in Blau und mégliche Reprisentanten in Rot.

(1) Die stetige Surjektion p : R? — R : (x, y) = x + y? erfillt p(x,, y,) = (x5, y5) gdw
(x1,y;) ~ (25, y,). Gemafl E2H induziert p eine stetige Bijektion p : R?/_ — Rmitp = p o q.
Der stetige Schnitt s : R — R? : x + (z, 0) liefert (p, 5) : R?/_ = R gemaf} E2J.

(2) Die stetige Surjektion p : R* — R. : (x,y) = /a2 + y? erfillt p(x, y,) = p(x,, o)
gdw (z1,y1) ~ (24, y,). Gemaf E2H induziert p eine stetige Bijektion p : R?/  — R..
Der stetige Schnitt s : R., — R? : - (, 0) liefert (p, 5) : R?/_ = R, gemaf E2J.

(3) Analog zu (1) finden wir auch hier (p, s) : R?/_ = R. Rechnen Sie dies explizit aus!

(4) Aquivalenzklassen sind senkrechte Geraden mit Abszisse x > 1 oder x < —1, sowie die
Funktionsgraphen F, von f,(z) = ¢ — 1/(1 — z?) fir —1 < z < 1 und eine Konstante c € R.
Wir betrachten zudem den Graphen G der Funktion g(x) = —1/|x| fir x € R* := R\ {0}.
Jede der Geraden schneidet GG in genau einem Punkt (x, g(z)) mit |z| > 1, und jede Kurve F,
schneidet G in genau zwei Punkten (£, g(x)) mit |x| < 1. Wir gehen deshalb zum Quotienten
R* /. iiber beziiglich der Aquivalenz = ~ = fiir |z| > 1 und x ~ += fiir 0 < |z| < 1. Damit
erhalten wir die stetige Surjektion p : R?/_ =~ R*/_. Umgekehrt haben wir die stetige Surjektion
s:R* - R? = Q : x — [z, g(x)]. Nach Faktorisierung wie in E2J erhalten wir den
Homdomorphismus (p, ) : R?/_ = R*/_. Dies ist die verzweigte Gerade aus Beispiel E2E!

Alle vier Quotientenrdume sind lokal euklidisch der Dimension 1, also lokal homéomorph zu R
bzw. R. . Der letzte Quotientenraum ist jedoch erstaunlicherweise nicht hausdorffsch. So ganz
exotisch ist diese Situation gar nicht, wie wir jetzt sehen. Sie tritt jedenfalls in der Natur auf.




Differentialgleichung: Zerlegung des Phasenraums in Bahnen o

‘ lepunkt lepunkt 1

nodale Kontraktion T nsformation'i’i"".'t =

lineare Kontraktion ,2: s —1 Scherung oder Identitat "”/ N

lineare Expansion

NI E- -.E ‘._.,\_lﬁ'IQ:.‘ 'Zﬁj_:,:
Diskriminante A = N R 5 1 ::“'.3 e / Michael EiSermann
%(tr A)2 —det A N \ -‘ ‘2 [ e RN \w// 57 Uniyersitat Stuttgart
hyperbollsche Transformatlon E hyperbolische Transformatlon
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Differentialgleichung: Zerlegung des Phasenraums in Bahnen edsuterung

Auf dem euklidischen Raum X = R™ bzw. X* = R" \ {0} untersuchen
wir die lineare Differentialgleichung 2(¢) = A z(¢) mit konstanter Matrix
A € R™", Die Losungskurve durch x € X ist gegeben durch ¢ + e/ z.
Dies sind die Flusslinien der Operation der Gruppe (R, +) durch

P:RxX = X: (t,x)retd

Ubung: Skizzieren Sie fiir die Matrizen H = [} % ] und K = [¢ 7!] mit
a € R die Bahnen. Bestimmen Sie die Qlotientenraume X/.und X*/_
durch explizite Homéomorphismen zu vertrauteren Riumen, Teilrdume
des R™ oder Quotientenraume wie der verzweigten Geraden (E2E).
Welche dieser Raume sind lokal euklidisch? Welche sind hausdorffsch?
Sehen Sie einen Zusammenhang zur obigen Reeb-Blatterung?

Allgemein: Wiederholen Sie die Klassifikation der Matrizen A € R?*? bis
auf Konjugation durch die allgemeine lineare Gruppe GL, R. Diskutieren
Sie die so entstehenden Quotientenrdume @4, = X/ _ und Q% = X*/_.
Dies ist ein erster, einfacher Schritt zur topologischen Klassifikation
der Fixpunkte dynamischer Systeme, hier zweidimensional skizziert.
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Summe zweier topologischer Raume

Seien (X, Jy) und (Y, %) topologische Rdume und disjunkt, X N Y = (.

(X, Tx) (Y, %) i | VA

\ /

Definition E3A: Summe zweier topologischer Raume

Wir bilden die disjunkte Vereinigung X Y := X UYmit X NY = () und
erhalten die Inklusioneni: X < XUY:z—zundj: Y XUY:y .
Hierauf definieren wir die Summentopologie durch

F:={UUV|U €% VeR} =i Ni%

Wir erhalten den Summenraum (X UY,J) =: (X, Jy) U (Y, ?TY) genannt
die Summe oder disjunkte Vereinigung der Raume (X, 7 ) und (Y, %,).

In diesem Raum sind die Teilmengen X und Y offen und abgeschlossen.
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Beispiel: Es gilt R* = R_, UR_, und GL, R = GL; R U GL,, R nicht
nur als Mengen, sondern auch als Riume mit der Summentopologie.

Es gilt Q = Q_, U Q- als Mengen, aber nicht als topologische Rdume,
Q=Q_ 5 UQ. s als offene Mengen, somit als topologische Raume.

Bemerkung: Im Raum (Z, J,) seien X,Y C Z disjunkt. Aquivalent sind:
(1) Die Teilraumtopologie auf X LI Yin (Z, J,) ist die Summentopologie.
(2) In (Z,9,) existieren A D X und B D Yoffenmit ANY = XN B =1.

Bemerkung: Sei (X, ),., eine Familie paarweise disjunkter Mengen.
In diesem Falle ist ihre Summe oder (interne) disjunkte Vereinigung
nichts weiter als ihre Vereinigung — mit der Zusage der Disjunktheit:

UXEAXX = U)\EAXA WObei XAQXM:@fuI')\#,u

Was tun, wenn die vorgegebene Familie (X, ), nicht disjunkt ist?
Dann machen wir sie disjunkt, indem wir jede Menge X, durch ihre
Kopie {\} x X, ersetzen. Was nicht disjunkt ist, wird disjunkt gemacht!
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Definition E3c: Summe einer Familie topologischer Raume

Sei (X, ) ) ep €ine Familie topologischer Raume. Wir definieren die
(externe) disjunkte Vereinigung der Tragermengen (X, ),c, durch

A= HAEA Xy = UAEA{)\} X K

Hierzu gehoren die kanonischen Injektionen i, : X, & X :z — (A z).
Der Index A € A unterscheidet die disjunkten Teilraume {A} x X, in X.
Sind alle (X, ), disjunkt, so kénnen wir ebenso X = | |-, X, nutzen.

Die Summentopologie auf X definieren wir durch

7= {HAGA U ‘ Uxe gA} a mAeA@A)*gA'

Die Eigenschaften (O1-3) priift man leicht nach. Auf X ist J die feinste
Topologie, fiir die alle Injektionen i, : (X, 7,) < (X, J) stetig sind (E3B).

Wir nennen (X, J) =: [[,ca(Xy, 7, ) den Summenraum zu (X, 7, ) ycx-
y
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Mit der Summentopologie ist i, : (X,,T,) — (X, J) eine Einbettung,
also ein Hom6omorphismus auf den Bildraum i, (X, ) = {A} x X,.
Meist identifizieren wir X, mit seiner Kopie X} =i, (X, ) := {\} x X,
und somit die externe Summe [[,., X, mit der internen | | ., X3.

Im Summenraum (X, J) ist jeder Teilraum X offen, denn X} € 7,
und abgeschlossen, denn das Komplement X \ X} =[], X, ist offen.

Beispiel: Es gilt Q = | | co{z} als Mengen, nicht als topologische Rdume:
die Topologie links ist euklidisch, die Summentopologie rechts ist diskret.

Es gilt Q = | |,z (J&5, Epin[ N Q) als Rdume, rechts mit Summentopologie,
wobei Z — R\ Q : k — &, strikt monoton und beidseitig unbeschrankt.

Bemerkung: Sei X = | | ., X, eine Zerlegung in Teilrdume X, C X.
Genau dann tragt X die Summentopologie, wenn alle X, offen sind.

Zu X, C 7 existiere Uy 2 X, offen, sodass U, N X, =  fiir alle A # p.
Dann ist die Teilraumtopologie auf X =| | ., X, die Summentopologie.
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Universelle Abbildungseigenschaft des Summenraumes

Satz E3F: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)

(0) Die Summentopologie 7 auf X =[], X, ist die feinste,

die alle Injektionen i, : (X,,J,) < (X,J) : x = (A, x) stetig macht.

(1) Zu jeder Familie ( f) : (X, 7,) = (Y, %) )rca stetiger Abbildungen
existiert genau eine stetige Abbildung f: (X,J) — (Y, %) mit foi, = f,.

(2) Zerlegung und Summe f 'z (fy)ycp mit fy = foiy und f =[[rcn /o
stiften somit die Bijektion (©, V) : (] [xen Xx,Y) = [[hen (X, Y).

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition E3c der Summentopologie.
Stetigkeit von f: Fur V € F, gilt 1 (V) =[Lep /5 (V) € 7. QED
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Die Konstruktion des Summenraums ist natiirlich und recht einfach.
Die universelle Abbildungseigenschaft ist der einfachste Spezialfall

des Verklebelemmas E1p: Die Teilrdume X, C X mit A € A, genauer
ihre homéomorphen Kopien X} C X, sind eine offene Zerlegung von X.
Jede Familie ( f, : (X,,7,) = (Y, %) ),en stetiger Abbildungen lasst sich
zur stetigen Abbildung f = J,cp f; 0 txt 1 (X, 9) — (Y, %) verkleben,
denn jede paarweise Uberlappung ist leer und somit kein Hindernis.




Ein Atlas fir die Sphare S” E307

Spdx (ho, ko) = Uy = R"

Karte fir Uy =S™ \ {(0, +1)}

Rn-ﬁ-l B K

R™ T x/|z|?

Der Kartenwechsel h(; ist

die Inversion / Spiegelung
1 —mpn

ms (hy,ky) : Uy = R”

(0,-1) Karte fir U; =S™\ {(0, —-1)}

an der Sphare S™

Beispiel / Ubung E31: Verheften von Hemispharen

Wir erhalten explizite Homéomorphismen (f,g) : X/ = S".

(1) Sei X, = X; = R". Auf dem Summenraum X = X U X, sei die
Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch (0,z) ~ (1, z/|z|?) fiir alle = # 0.
(2) Sei X, = X; = D". Auf dem Summenraum X = X Ll X; sei die
Aquivalenzrelation ~ erzeugt durch (0, z) ~ (1, z) fiir alle z € S*~1.
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Definition E3): Verheften zweier Riume entlang einer Abbildung

Sei f: Y DO B—» A C X stetig. Die Verheftung von X und Y entlang f ist
Xuy

fy)~y,yeB

Aquivalenzklassen sind {z} Ll f~(x) fiir x € A sowie {z} fiir 2 ¢ AU B. )

q: XUY—»XU,Y :=

Beispiele: (0) Fir A = B = () ist X U, Y = X LI Y die topologische Summe.
() Fir f: Y D {yg} = {z,} C X erhalten wir das Bouquet

XuYy

Lo ~ Yo
(2) Fir X = {z,} erhalten wir die Zusammenschlagung

{z, LY

To~Y,YyEDB
Vorige Beispiele: (3) Fir f = idg.-1 erhalten wir D" U, D" =~ §". (E31)
(4) Fiir g : R* \ {0} = R"\ {0} : 2 = z/|z|* erhalten wir R U, R" = §".
(5) Fur h = idgn, foy ist R™ U, R" der Raum mit doppeltem Ursprung. (E2E)

<X7x0> Vv (Ya yO) =

Y/B :=
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Yoo i XxY Y XxY
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Zu Raumen (X, Jx) und (Y, %) betrachten wir das kartesische Produkt
XxY={(z,y)|zeX, yeY}

der Tragermengen, also die Menge aller Paare (x,y) mitz € X und y € Y.
Hierzu gehoren die Projektionen p = pr; : X xY — X : (z,y) = und
q=7pry: X xY —=Y: (z,y) = y. Wir méchten nun das Produkt X x Y
mit der Produkttopologie T ausstatten, sodass p und g stetig werden.
Die feinste Topologie hierzu ware die diskrete. Wie wahlen die grobste!
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Definition E4A: Produkt zweier topologischer Raume

Seien (X, Jy) und (Y, %) topologische Raume. Auf der Tragermenge

X x Y definieren wir die Produkttopologie I durch die Produktbasis
= {p M U)Ng (V)|U eI, VeFRK}.

Anschaulich besteht die Basis 9% aus den offenen Kastchen U x V.

Dies ist noch nicht die gesamte Topologie 7, sondern nur eine Basis:

Diese Familie erfiillt die Basisaxiome (B1-2) aus D6c und definiert so
die Produkttopologie 7 := {| /8|S C B}, punktweise ausgeschrieben:

T={WCXxY |VY(zyeWIUeIy IVeF:
(2,y) EUXV CW)

Wir erhalten den Produktraum (X x Y, J) =: (X, Jx) x (Y, F).
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Im Folgenden sei (X, 7, ), eine Familie topologischer Raume.
Wir definieren das Produkt der Tragermengen (X, ), durch

X = ]LheaXy = {rv=(2\)rer|VAEA 2, € X, }
= {ZL’:A%UAGAXA:)\HIE/\‘VAEA:IEAGX/\}.

Hierzu gehoren die kanonischen Projektionen p, : X — X, : z  x,.

[10 X, - X =]lea X
Py (Uy)
i i D
‘ -
Uy Xy

Wir mdchten das Produkt X mit einer Topologie I ausstatten, sodass alle
Projektionen p, stetig sind. Die feinste, 3(X)? Wie wihlen die grobste:
Die offenen Zylinder py* (U, ) mit U, € 9, erzeugen die Produkttopologie.

Produkt einer Familie topologischer Raume o

Definition E4c: Produkt einer Familie topologischer Raume

Die Produkttopologie J auf X = [],c, X, wird erzeugt von
E=Unea A% ={p3' (U)X €A Uy €9, }
= {[l.ea U, | Uy € 9, fiir ein \ € A, sonst U, =X, firalle 4 # \}.
Nach Satz D6F erhalten wir eine Basis & fiir 7 mittels endlicher Schnitte:
B=Qxren T = {5, Uy)N-Np3 Uy ) IneN, N\, €A, U, €9, }
= {[1.ea U, | Uy € 9, fiir endlich viele A € A; sonst U, = X, }
Diese erfiillt die Basisaxiome (B1-2) und definiert so die Topologie

T={US|SCRB}={WCX | VzeW IneN I\, ...\, €A
EIU)‘l c g}\l,...,UAn - g}\n pr;}(Ukl)ﬂﬂpi}(UAn) QW}

Wir nennen (X, J) =: [[1ca (X5, 9y ) den Produktraum zu (X, 7, ) cx-
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Felix Hausdorff Eliakim H. Moore =~ Pawel Alexandroff =~ Andrei Tychonoff
(1868-1942) (1862-1932) (1896-1982) (1906-1993)
Die Teilraumtopologie wurde 1914 von Felix Hausdorff eingefiihrt,
die Quotiententopologie 1925 von Eliakim Moore und zeitgleich 1926 von
Pawel Alexandroff, die Produkttopologie 1930 von Andrei Tychonoft.
Die topologische Summe wurde von Nicolas Bourbaki (1940) eingefiihrt.
Seine Topologie générale (1947) etablierte die kategorielle Sichtweise und
universelle Abbildungseigenschaft von Initial- und Finaltopologien.

Universelle Abbildungseigenschaft des Produktraumes o

3 f
Y, %) NIRTRETIN (X, 9)
\ lm

Satz E4p: universelle Abbildungseigenschaft (UAE)

(0) Die Produkttopologie 7 auf X = [, X, ist die grobste,

die alle Projektionen p, : (X,7) — (X, J,) : © > z, stetig macht.

(1) Zu jeder Familie ( f, : (Y, %) — (X, T)) )rca Stetiger Abbildungen
existiert genau eine stetige Abbildung f: (Y, %) — (X, J) mit p, o f = f,.

(2) Zerlegung und Produkt f iz (fy ) cp mit fy = py o fund f = []cn /i
stiften somit die Bijektion (¢, V) : (Y, [[rea X») = [Taen €Y, X))

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition E4c der Produkttopologie.
Stetigkeit dank Dé6c: Fur U, € J, gilt f~!(p*(U,)) = fy ' (U,) € %~ |QED
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Produkttopologie: Erzeugung und Basen

Endliche Produkte (X,J) = (X{,J;) x - x (X,,, 7,) sind etwas einfacher
zu beschreiben. Auf der Produktmenge X = X, x --- x X erhalten wir

E=piR U Upp T, ={p;'(U;)|i=1,...,n, U; € F; }

={X, x-xX,_ 1><U-><XZ.+1><---><X li=1,...,n,U; € F},
B = {pr (U, N Np;L(U,)|U, €T, .... erj}

={U; xxU,|U;€%,..,.U, €T} =9 ®-
— {(Us|sc @)
={WCX|VeeW U, €9,...U, €T, : x €U xxU, CW}

G.,
® n)

Allgemeiner: Aus Basen %, C 7, ..., B,, C I, erhalten wir die Basis
B =B,QQRB,={U x-xU,|U €By,...U, € B, } CRBCYT.

Beispiel: Der euklidische Raum (R™, 9 ) hat als eine mdgliche Basis die
offenen Quader, %, —{]al, X xay,, byl < byy.eya, <b, InR}.
Somit gilt (R, J;) x -+ x (]Rl, )= (R", T )dank B, @ - Q B, = B,,.
Fir k + ¢ =n gilt B, ® B, = B,,, also (R*, ) x (R*,F,) = (R", T,).
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Produkttopologie: Erzeugung und Basen

Wird 7, erzeugt von &£, C 9, fiir jedes A € A, so wird J erzeugt von

&= UAeApf\é,A - {HMEA U

U, € &, fiirein ) € A,
U,=X, turallepy#AJ°

Hat 7, als Basis &, C J,, fiir jedes A € A, so hat J als Basis

B = ®)\€A 9§>\ — {H)\GA UA

U, € B, tir endlich viele )\ € A,
U, = X, sonst

Die Endlichkeitsbedingung ist wesentlich: Wir fordern U, = X, fiir fast
alle A € A. Dies ergibt sich zwangsldufig aus unserem Wunsch, dass T die
grobste Topologie sein soll, die alle Projektionen p, stetig macht.

Ohne die Endlichkeitsbedingung erhalten wir statt der Produkttopologie
die sogenannte Boxtopologie; sie hat ganz anderen Eigenschaften! (E4Q)

Beispiel: Auf der Menge R* = {f: X = R: 2z f(z)} = [[,ex R ist die
Produkttopologie E4c die Topologie der punktweisen Konvergenz D4a,
denn aus B, = {]a,b[|a < bin R} wird B = ), x B, und 7(RB) = T,

pw*
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Zusammenfassung: Summen und Produkte

X X

v \ / p
X}|t|Y——§”—f— —————— "/ [ - El_'_f_% X xY

J q

Y Y

Die universelle Abbildungseigenschaft von Summe und Produkt:

BXUY,Z)»6(X,2)x6(Y,2): fre(fi=fei, fo=1Ffe])
BZ,XxY)=C(Z X)x6Z)Y): f=(fi=pof, fa=q°f)

Die Schreibweise B4 := (A, B) und X + Y := X LI Yist suggestiv:
ZEHY) = 7X 5 7Y und (X xY)? 2 XZ xY?

Diese Rechenregeln gelten fiir beliebige Summen und Produkte,
zudem Neutralitat, Kommutativitat, Assoziativitat und Distributivitat.
© Ubung / Frage aus dem Publikum: Gilt damit die binomische Formel?

E410
Zusammenfassung: Summen und Produkte Erliuterung

Fiir jede Bijektion ¢ : A" = A gilt das allgemeine Kommutativgesetz:

X)\ = Xgo()\’) : (@(A/)vx) = (>‘/7$>
AEA N eN
11 X0= L] Xeory o @3)aea B (@) ven
AeA N EA!

Fiir jede Zerlegung A = [[,c; A, gilt das allgemeine Assoziativgesetz:

X = [T(IT %a) = (G2, 2) e G (0, 2))
A€A el AeA,
11X =111 XA) b (@) aen B (@) aen, ier
AEA el AeA,

Fir A = [],c; A, gilt das allgemeine Distributivgesetz:
H< H XAZ-> = H <H Xxi> b (A oy Dier B ((Nier (@3, )ier)
el X eN; AeN el

All diese Abbildungen sind stetig dank UAE, also Hom&omorphismen.
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Ubung E4s: Hausdorff-Eigenschaft und Diagonale

Der topologische Raum (X, 7) ist hausdorffsch gdw die Diagonale
Ay ={(z,2)|r € X} im Produktraum X x X abgeschlossen ist.

Beweis: Der Raum (X, 9) ist hausdorffsch, wenn gilt:
Zuzx #+ yin X existieren U,V € Imitx € U,y € Vund U NV = 0.

Das Komplement (X x X) \ Ay ist offen in der Produkttopologie:
Zux # yin X existieren U,V € Imitx € U,y € Vund (U x V)NA = .

Ubung E4T: Vergleich stetiger Funktionen

Sind f,g: X — Y stetige Abbildungen und der Zielraum Y hausdorffsch,
so ist die Menge {x € X | f(x) = g(x) } abgeschlossen im Startraum X.
Aus A C X und f|4 = g|4 folgt f|x = gl ist A dicht in X, so folgt f = ¢.

Beweis: Die Abbildung h: X - Y xY:xz — (f(z),g(x)) ist stetig (UAE).
Somit ist "1 (Ay) = {z € X | f(x) = g(x) } abgeschlossen in X. QED
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Metrisierung von Produktraumen

Satz E4v: Metrisierung von Produktraumen
Sei (X, ) = [[,e1(X;, ;) das Produkt topologischer Raume (X, 7 ), und
jeder enthalte mindestens zwei Elemente x; # x;. Dann sind dquivalent:
1 Der Produktraum (X, J) ist metrisierbar.
2 Jeder Faktor (X, ;) ist metrisierbar, und I ist abzahlbar.

Beweis: ,(2) = (1): Firi € I'seid; : X, x X, — [0, 1] eine Metrik fir 7.
Da I abzahlbar ist, konnen wir a; € R., wahlen mit > ,.;a, < 1.

Dank Satz D4G wird die Produkttopologie 7 auf X = [[,.; X, erzeugt
durch die Metrik d : X x X — [0,1] : (z,y) = >_ic5a;d; (2, Y;).

»(1) = (2)": Wir haben (s;,p;) : X; = X] := [[;c; A; mit A; = X; und

A; = {x,} fiir j # i. Ist X metrisierbar, so auch jeder Teilraum X (D1r).

Wie in Satz D4B fiir R folgt: Ist die Indexmenge I {iberabzihlbar,
so ist der Produktraum (X, 7) = [[,c;(X;, 7;) nicht erstabzdhlbar. |QED
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Trennungseigenschaften metrischer Raume

Satz E5A: Trennung durch offene Mengen...
Jeder metrische Raum (X, d) erfreut sich folgender Eigenschaften:
T): Zu a # b in X hat einer eine Umgebung, die den anderen nicht trifft.

T: Zu a # b in X hat jeder eine Umgebung, die den anderen nicht trifft.
Aquivalent hierzu: Fiir jeden Punkt a € X ist {a} in X abgeschlossen.

T,: Zu a # b in X existieren disjunkte Umgebungen. (Hausdorft C20/D3j)
T3:Zu A € I¢und b € X \ A existieren disjunkte Umgebungen.

Ty: Zu A, B € J¢ disjunkt existieren disjunkte Umgebungen.

Ti: Zu A, B C X mit AN B = () = AN B existieren disjunkte Umgebungen.

Konstruktion: Im Falle A # () #+ B geniigen hierzu die offenen Mengen
U={ze X|dz,A) <d(z,B)}und V ={z € X|d(z,B) <d(z,A)}.
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Trennungseigenschaften metrischer Raume

Satz E5A: Trennung durch... stetige reelle Funktionen

Ebenso trennen wir Punkte und Mengen durch stetige Funktionen:

T3, Zu a # bin X existiert f: X — [0, 1] stetig mit f(a) = 0 und f(b) = 1.
T30 Zu A € Tgund b € X \ A existiert fmit f[, = 0und f(b) = 1.

Tyt Zu A, B € Ty disjunkt existiert f mit f|, =0und flg =1, ...

T;1),: sogar f~'(0) = Aund f~'(1) = B, genannt Urysohn-Funktion.

Im Falle A # () # B gentigt f: X— [0,1] : = d(z, A)/(d(x, A) + d(x, B)).

Uberblick: 1AA

‘ ‘ T, & 2AA ‘ Urysohn Metrisierung E5r z

T T a

=g =5 =1 7 2]

T S — T O,
0 1 :> 2 == 3 | 4 < 59 < Z
endlich kompakt F1E kompakt F1E 2

parakompakt F8G parakompakt F8H o

2AA /Lindelsf E5y || Urysohn E5k &:

7 T; (78_‘

1 1 ®.

1—‘21/2 B ] 1}))1/2  —) 1—211/2 S St ,1%1/2 | e+
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Die Trennungseigenschaften gelten nicht in jedem topologischen Raum.
Extremes Beispiel: Die indiskrete Topologie erfiillt nicht einmal 7)), 13, 5.

Definition E5B: Trennungseigenschaften

Ein topologischer Raum (X, ) heifit 7)-Raum, wenn er die obige

Eigenschaft T, hat. Traditionell iiblich sind folgende Bezeichnungen:

T, hausdorffsch / separiert
T, & 14 reguldr

T, & Ty, volistandig reguldr/ Tychonoff
T, & 1T, normal

L & 1 vollstindig normal
T, & 1Ty, perfekt normal

Dank Lemma von Urysohn (E5k) gilt: perfekt normal = vollstandig
normal = normal = vollstdndig reguldr = regular = hausdorffsch.

Trennungseigenschaften topologischer Raume
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Beispiel: Wir versehen Z = [0, 1]? mit der lexikographischen Ordnung.

Satz E5p: Ordnungstopologie und Trennungseigenschaften

Sei (X, <) total geordnet und T die Ordnungstopologie (D1m).
Dann erfullt (X, J) alle Trennungsaxiome 1, 13, 15, 13, 1}, 1.

L.A. Steen, J.A. Seebach:
Counterexamples in Topology

Aus Tj, folgt nicht T),. Beispiele dazu sind
allerdings nicht leicht zu finden. Man
kann es zunéchst selbst versuchen... oder

gleich in Counterexamples nachschlagen.

Der Ubersicht entnehmen wir, dass dort
Beispiele 82, 84, 90-94, 103 die von uns
gesuchte Eigenschaft haben. Beispiel 84
ist die Sorgenfrey-Ebene (D6z).
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Ubung D6v: Zweitabzihlbarkeit impliziert die Lindeléf-Eigenschaft.

Sei (X, J) ein topologischer Raum und % eine abzahlbare Basis. Dann
enthilt jede offene Uberdeckung von X eine abzihlbare Teiliiberdeckung:
Zu X =|J;c; U, mit U, € T existiert J C I abzéhlbar mit X = J,.; U,.

Bemerkung: Kompaktheit von (X, 7) fordert starker J endlich, siehe F1A.
Beweis: Die Teilmenge € :={V € B|Jdie : V CU, } C RBist abzahlbar.
Hierauf wiahlen wir eine Zuordnung j: € — I: V 1= j(V) mit V C Uy ).
Es gilt X = JC = Uyee Ujv): Zuz € X existiert i € I mit z € U;. Dazu
existiert V € Bmitz € V C U,. Somit gilt vV € Cundz € V C U;p). |QED

Lemma E5): Tychonoff

Sei (X, J) lindelof, etwa zweitabzahlbar. Dann impliziert 73 bereits 7).

Beweis: Seien A, B C X abgeschlossen mit AN B = ().
Wir konstruieren ACU e Jund BCV e ImitUNV = ().
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Das Lemma von Tychonoff: Beweis

(1) Nach Voraussetzung 7; existieren zu jedem Punkt a € A disjunkte
offene Umgebungen a € U, € Tund B C U, € T mit U, N U, = (.

Die offene Uberdeckung X = (X \ A) U J,c4 U, erlaubt eine
abzdhlbare Teiliiberdeckung dank D6v (Lindel6f-Eigenschatft).

Nach Nummerierung mit n € N erhalten wir daher U.0 €9

mit A C | J,,en U, sowie B C U/, und U, N U, = 0 fir jedes n € N.

(2) Sei U, := | Jp_, U), und U/, := (?_, U;. Damit gilt U, C U, C U, C ...
mit AC|J),.nU,und U] DU DU; D ... 2 BsowieU, NU, = .

Mit vertauschten Rollen von A und B erhalten wir V; C V; C V, C ... mit
BCU,enVyund Vy DOV D VS D ...D2 AmitV, NV, = () fir allen € N.

(3) SchlieBlich gilt A C U = J,en(U, NVY) und B CV :=J,en(V, N UY).
Nach Konstruktion sind U und V offen und disjunkt, denn

UNV =Up.nen (U, N VE) N (V, N TY).

Fiir k < ¢ gilt U, N U} = 0. Fiir £ < k gilt V, NV = 0. QED
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Lemma E5k: Urysohn, 1925
Fir jeden topologischen Raum (X, 7) gilt: Aus 7, folgt 1}, ,.

Ausgeschrieben: Sei (X, 7) ein T)-Raum; zu je zwei abgeschlossenen
disjunkten Mengen A, B C X existieren disjunkte offene Umgebungen.
Dann gilt 7}, ,: Es existiert f: X — [0, 1] stetig mit f|, = 0und f|z = 1.

Beweisidee: B
[ o]
A Be B
=0

Beweis: (1) Die dichte Teilmenge D = [0, 1] N Z[3] in [0, 1] konnen wir
abzdhlen durch die Folge (r},),cxy = (0,1,1/2,1/2,3/2,1/8,3/8,5/8,7/s, ...).
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Zu jedem r € D konstruieren wir rekursiv eine offene Menge U(r) € J,

sodass fiir r < s stets U(r) C U(s) gilt. Wir beginnen mit U(1) := X \ B.
Dank T} existiert U(0) € Tmit A CU(0) CU(0) CU(1) = X \ B.

Seien U(ry),...,U(r,_;) € T bereits konstruiert. Seien k, ¢ < n die Indizes
der direkten Nachbarn r, < r, < r,; fiir alle i < n gelte also r; & |r, ry|.

Dank T} existiert U(r,) € Tmit U(r,) C U(r,) CU(r,) C U(r,).
(2) Wir definieren

FeX s [01] a4 MHreD[eeUmn} fallseeU),
| s 1 fallsx € B= X\ U(1).

Wegen A C U(0) gilt f|, =0. Wegen B= X\ U(1) gilt f|5 = 1.

(3) Die Intervalle [0, a] und |b, 1] mit a, b € [0, 1] erzeugen die euklidische
Topologie auf [0, 1]. Dank Satz D6G geniigt es, die Stetigkeit von f damit
zu testen: Es gilt f(z) < a gdw x € U(r) fiir ein r € D mit r < a; also ist

f71(0,a]) = U,-, U(r) offen. Es gilt f(x) > bgdw = ¢ U(s) fiir ein s € D
mit s > b; also ist f71(]b,1]) = Jsop X\ U(5) = [J,~p X \ U(r) offen. |QED
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Satz E5L: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T)—Raum und darin A C X abgeschlossen.
Zu f: A — |a,b| stetig existiert F': X — [a, b] stetig mit F'| , = f.

Lemma E5m: Konstruktion einer Naherungsfortsetzung

Zu p : A— [—s, s| stetig existiert ¢ : X — [— stetig mit | — ®|, < 2 55

3’3]

B //“\\v//
-+ P o

A A AA A
V'V N 7 AV VY

/\/ AN (N UH)

ax

wWlw

Beweis: In A sind N = ¢~ ([—s,—%]) und H = ¢~ '([$, s]) abgeschlossen,
also auch in X. Dank Urysohn (ESK) existiert @ : X — [—3, 3] stetig mit
®|y =—2 und @[ = £. Somit gilt |p(a) — ®(a)| < 2s fur alle a € A.[QED

Der Fortsetzungssatz von Tietze Es10

Satz E5L: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T)—Raum und darin A C X abgeschlossen.
Zu f: A — [a,b] stetig existiert F': X — [a, b] stetig mit |, = f.

Beweis: Ohne Einschrankung sei [a,b] = [-1,1]. Zu ¢, = f: A — [—1,
existiert dank Lemma E5M eine Ndherungsfortsetzung @, : X — [—3,

Der Fehler auf A ist eine stetige Funktion ¢; = f — &, : A — [-1,1] - 2.

Hierzu wiederum existiert ®, : X — [—3, 3] - 2. Rekursiv erhalten wir

1)  @,:X—>[-1,1]-(3)" stetig mit
@) == (B4 B4 A [1,1]- (2)"

Dank (1) konvergiert F,, = ) ; ®; gleichméBig auf X, denn
00 ) k
Y ol®lx < Yo3(3) = L

Die Grenzfunktion F': X — [—1, 1] ist demnach stetig (C3Q).
Dank (2) gilt |f — F,| 4|4 < (2)""" = 0,also F|, = f. QED
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Korollar E5nN: Fortsetzungssatz von Tietze

Sei (X, J) ein T)—Raum und darin A C X abgeschlossen.
(1) Zu f: A — R" stetig existiert F': X — R” stetig mit |, = f.
(2) Dasselbe gilt statt R™ fiir jeden euklidischen Retrakt (¢, p) : Y & R™.

v

Beweis: (1) Wir setzen f = (fy,..., f,,) stetig fort zu F' = (Fy, ..., F,).

n

Dank UAE (E4D) geniigt n = 1. Wir nutzen den Homdéomorphismus (A1B)
h:R>|-1,1]:z+z/(1+ |z|).

Die Komposition ¢ := ho f: A — ]—1, 1] ist stetig. Dank E5L existiert
®: X — [—1,1] stetig mit ®|, = ¢. Die Menge B = & 1({—1,1}) istin X
abgeschlossen und A N B = (). Dank E5k existiert g : X — [0, 1] stetig mit
gl4 = 1 und g|5 = 0. Somit ist das Produkt ¥ = g - & : X — |1, 1] stetig
und ¥|, = . Schlieflich ist F = h™' o U : X — R stetig und F|, = f.

(2) Sei f: A — Ystetig. Zug:=10 f: A — R" existiert G : X — R" stetig
mit G|, = g. Wir erhalten F' := po G : X — Ystetigmit F|, = f. |QED

Der Fortsetzungssatz von Tietze B>tz

Brouwer und Lebesgue bewiesen die Fortsetzungseigenschaft E5n
zunachst nur fir euklidische Raume X = R™, Tietze (1915) dann fiir
metrische Rdume (E5Q), Urysohn (1925) schlief3lich fiir alle 7)—Raume.

Ubung E5o0: Die Fortsetzungseigenschaft impliziert ;.

Erlaubt (X, J) zu C C X abgeschlossen und g : C' — R stetig immer
eine stetige Fortsetzung G : X — R, dann ist (X, J) ein 7;—Raum.

Losung: Seien A, B C X disjunkt und abgeschlossen in (X, 7).

Dann ist C' = A LU B abgeschlossen und g = 15 : C' — R stetig.

Hierzu existiert G : X — R stetig mit G|, =g.Fur f =(GA1) VO

gilt dann f|, = 0und f|p = 1, wie fiir T}, ), gefordert (E5A). QED

Auf der anderen Seite ist der Zielraum R"™ wesentlicher Teil des Satzes:

Ubung E5p: topologisches Hindernis zur Fortsetzung

In X =[-1,1]ist A = {—1,1} abgeschlossen. Sei Y = R \ {0}. Erlaubt die
stetige Abbildung f: A — Y: a  a eine stetige Fortsetzung F': X — Y?




.« . E513
Der Metrisierungssatz von Urysohn

Satz E5R: Metrisierungssatz von Urysohn, 1924

Sei (X, 7) ein zweitabzdhlbarer Raum. Dann sind dquivalent:

(1) Der Raum (X, 9) ist metrisierbar.

(2) Der Raum (X, ) ist regular (7] & 13).

(3) Der Raum (X, 9) ist normal (7; & 7).

(4) Der Raum (X, 7) erfullt 7} und T}, ,.

(5) (X, 9) ist homdomorph zu einem Teilraum im Hilbert-Wiirfel [0, 1]V.

Beweis: ,,(5) = (1)“: Der Hilbert-Wiirfel ist metrisierbar (E4v) etwa durch
d: [0, 1N x [0,1]N = [0,1] : (2, y) = .2, 27" |z, —y,|. Jede Einbettung
f: X < [0,1]" liefert somit eine Teilraummetrik d (a,b) = d(f(a), f(b)).
»(1) = (2,3,4)": E5A. ,,(2) = (3)": Tychonoff E5j. ,(3) = (4)": Urysohn E5k.
»(4) = (5)": Sei B C T eine abzihlbare Basis der Topologie 7.

Sei I die Menge aller Paare i = (U, V) mit U,V € Bund U C V.

Zu i € I existiert f; : X — [0, 1] stetig mit f;|z = 0und f;|x.,y = 1.

Die Abbildung f: X — [0,1]! : & + (f;(x)),; ist eine Einbettung. [QED

. e E514
Der Metrisierungssatz von Urysohn Erliuterung

Lemma E5s: Einbettung in einen Produktraum
Sei F' = (f;);c; eine Familie stetiger Abbildungen f; : (X,J) — (X;, 7).
1 Die Abbildung f: X — [];c; X; mit f(z) = (f;(x)),; ist stetig.
2 Genau dann ist f injektiv, wenn F'alle Punkte von X trennt,
also zu a # b in X ein Index i € [ existiert mit f;(a) # f;(b).

3 Die Abbildung f: X — f(X) ist offen, wenn die Familie F'alle
abgeschlossenen Mengen A C X von Punkten b € X \ A trennt,

also jeweils ein Index i € [ existiert mit f;(b) ¢ f;(A).

Gelten alle drei Bedingungen, so ist f eine Einbettung.

Beweis: Stetigkeit (1) ist die universelle Abbildungseigenschaft des
Produkts (E4p). Injektivitat (2) folgt nach Definition der Menge [],.; X;.

(3)SeiU € Tund A = X\ U.Zub € U existiert i € I mit f;(b) ¢ f,(A).

Demnach ist f(X) \ f(A) C f(U) offene Umgebung von f(b) in f(X).
In f(X) ist f(U) Umgebung jedes ihrer Punkte, also offen (D3c). |QED
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Bemerkung: Der Hilbert-Wiirfel [0, 1]" ist metrisierbar und zudem
separabel dank [0, 1]@(1\1> C [0, 1]N und somit zweitabzihlbar (D60).
Der Hilbert—Wiirfel ist somit ein universeller metrischer Raum:
Jeder separable metrisierbare Raum lasst sich hierin einbetten.

Damit haben wir sehr einfache, notwendige und hinreichende Kriterien!

T,&1AA <<= Metrisierbarkeit <« T, &7T;&2AA

Bemerkung: Dies konnen wir direkt auf Mannigfaltigkeiten anwenden:
Lokal euklidisch & hausdorffsch & zweitabzdhlbar impliziert metrisierbar.

1 Jeder lokal euklidische Raum (X, J) erfillt 7;:
Jeder Punkt = € X hat eine offene Umgebung (U, z) = (R",0).

2 Es gibt exotische Gegenbeispiele ohne 7, siehe E2E. Gilt zudem 7,
so folgt 7 und sogar T3, (spater dank lokaler Kompaktheit).

3 Es gibt exotische Gegenbeispiele ohne 2AA.
Gilt zudem 2AA, so ist (X, J) metrisierbar.
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Urysohns Metrisierungssatz 16st die allermeisten praktischen Probleme.
Wir betrachten dabei nur ,kleine” Raume (2AA) und lassen zwischen
notwendig (7, & 1AA) und hinreichend (7; & T; & 2AA) eine Liicke.
Eine Generation nach Urysohn wurde sein Werk vollendet:

Satz E5u: Bing—Nagata-Smirnov, 1950-51

Fiir jeden topologischen Raum (X, 7) sind aquivalent:

(1) Der Raum (X, 7) ist metrisierbar.

(2) Der Raum (X, ) ist regular (77 & 13), und die Topologie J erlaubt
eine o—lokal-endliche Basis B = | J,.y B(k), d.h. jede Familie B(k) ist

lokal-endlich: Zu jedem Punkt = € X existiert eine offene Umgebung U,
also z € U € 9, die nur endlich viele Mengen aus %(k) schneidet.

(3) Der Raum (X, ) ist regular (7; & 13), und die Topologie J erlaubt
eine o—diskrete Basis B = | J,cy B(k), d.h. jede Familie (k) ist diskret:
Zu jedem Punkt = € X existiert eine offene Umgebung U, also z € U € 7,
die hochstens eine Menge aus (k) schneidet.

y
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Euklidische Retrakte

Vorgelegt sei eine Inklusion / Einbettung ¢ : Y X. Eine Retraktion ist
eine stetige Abbildung p : X — Ymit po: = idy. Dann heif3t (1,p) : Y& X
ein Retraktionspaar und der Teilraum A := ((Y) C X ein Retrakt.

Aufgabe: (1) Hat X = R” zweipunktige Retrakte Y = {a,b}?

Nein! Anschaulich: p : X — Ymit p o . = idy, musste X ,zerreiflen”,
Formal: Der Raum X ist wegzusammenhéngend, aber Y nicht.
Demnach gibt es keine stetige Surjektion p : X — Y. (A1H)

(2)IstY =R, x {0} in X = R" ein Retrakt? auch Z = R_, x {0}?

(a) Ja! Eine Retraktion zu ¢ ist p : X — Y: z = (max{0,z,},0,...,0).
(b) Nein, denn Z ist nicht abgeschlossen in X, nach (3) also kein Retrakt.

(3) Ist jeder Retrakt A C X in einem Hausdorff-Raum X abgeschlossen?
Jal Fir p: X — A stetigmit por=1id, gilt A ={z € X|id(z) = p(x) }.
Dank Satz D51 ist die Teilmenge A in X abgeschlossen.

(4) Erlaubt die Gerade F': R < R? : 2 - (x,0,0) eine Retraktion?
Ja! Hierzu geniigt G : R — R : (z,y, 2) b .
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Euklidische Retrakte

—00 F:RoR3:z - (x,0,0) +00

(5) Erlaubt jede abgeschlossene Einbettung F: R < R? eine Retraktion?
Selbst fiir einen Knoten, egal wie kompliziert? Das ist keineswegs klar!
Ja! Wir haben A := F(R) CR?> und F = 14 o f mit f: R >~ A. Tietze E5N:
Zug=f1:A> Rexistiert G : R> = Rmit G|, = g, also G o F = idy.

(6) Elegant und allgemein: Sei (¢, p) : K & R™ ein euklidischer Retrakt.
Ist dann jede abgeschlossene Einbettung F': K < R" ein Retrakt?

Ja! Wir haben A := F(K) CR"und F' = 14 o fmit f: K =~ A. Tietze E5N:
Zug=10f1: A~ K — R™existiert G : R” - R™ mit G|, = g.
FirpoG:R" —» Kgiltalso peGo FF ' =poG| o f=por=idg.
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Euklidische Retrakte Exliuterung

Fiir die Gerade F(z) = (x,0,0) ist eine Retraktion offensichtlich. Aber fiir
einen beliebigen Knoten F': R < R3, etwa wie oben skizziert, sieht man
zunachst keine Retraktion, vielleicht glaubt man tiberhaupt nicht daran.
Mit den Werkzeugen der Vorlesung konnen Sie diese Frage kurz und
elegant l6sen: Wenn die Phantasie versagt, hilft der Fortsetzungssatz von
Tietze! Er garantiert uns die Existenz stetiger Abbildungen, die wir sonst
nur mithsam beschaffen konnen. Wenn Sie zusétzlich Anschauung oder
Intuition wollen, so kann ich zwei Geschichten anbieten:

Physikalische Intuition: Wir denken uns A = F(R) als Draht mit stetiger
Temperaturverteilung v : A ~ |—1, 1], strikt monoton ldngs A, zudem
zeitlich konstant gehalten. Der umgebende Raum R> \ A habe anfangs
die Temperatur 0. Nun lassen wir die Warme im R? flielen. In jedem
Punkt x € R3 herrscht schlieflich eine Temperatur U(x) € ]—1, 1[.

In x € Aist dabei U(x) = u(z) die vorgegebene Temperatur; damit ist

G =u"!oU:R?® — A eine Retraktion. Was beweist das? Noch gar nichts.
Aber es ist eine schone Geschichte.
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Euklidische Retrakte Erliuterung

Geometrische Intuition: Ist die abgeschlossene Einbettung f: R < R?
zahm (etwa stiickweise affin oder glatt), so konnen wir f aufdicken zu
einer Schlauchumgebung F': R x D? < R3 mit F(z,0,0) = f(z). Dabei
ist B = F(R x D?) eine abgeschlossene Umgebung von A in R? sowie
F(R x B?) offen und F(R x S') der Rand: Hier kénnen wir es explizit so
herstellen, spater konnen wir diese Eigenschaften allgemein folgern aus
der Invarianz des Gebietes (J7K).

Wir konstruieren damit G : R? — R: Auf3erhalb von B setzen wir G = 0.
Auf B setzen wir G o F(x,y, 2) = (1 — y* — 2?). Die Verklebung ist stetig
und erfiillt G o f = idp. Was beweist das? Wesentlich mehr als nétig! Die
Konstruktion von F benotigt Sorgfalt und gelingt nur fiir zahme Knoten,
nicht fiir wilde. Eine weitere Anregung Ihrer Phantasie...

Sie sehen daran vor allem, wie einfach und elegant und durchschlagend
wirkungsvoll Tietzes Fortsetzungssatz ist: Er beschert uns die Existenz
stetiger Abbildungen, die wir sonst nur mithsam beschaffen konnen.
Mit jeder weiteren Anwendung lernt man ihn noch mehr zu schéatzen.




Ambiente Homdomorphismen und euklidische Stabilisierung o
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1, N

Gegeben sind A, B C R” und ein Hom&omorphismuspaar (¢, ) : A = B.
Existiert ein ambienter Homoomorphismus (¢, V) : (R", A) = (R", B)?
/\ Oben gelingt dies nicht! Anschaulich: In A liegen die beiden Kreise
ineinander, in B nebeneinander. Formal: In R? \ B kann man jeden Punkt

x mit oo verbinden und muss hochstens einmal durch B laufen; in R? \ 4
gelingt das nicht. In R3 ist mehr Spielraum, hier gilt (R3, A") =~ (R?, B'):

N
/BU

= e

Ambiente Homoéomorphismen und euklidische Stabilisierung o

Satz E6b: euklidische Stabilisierung

Seien A C R™ und B C R" abgeschlossen sowie (¢, %) : A = B.

In R™ x R™ = R® betrachten wir A" = A x {0} und B’ = {0} x B.
Hierzu existiert ein Homdomorphismus (¢, V) : (R®, A") = (R*, B')
mit ®(a,0) = (0, ¢(a)) fir a € A und ¥(0,b) = (1(b),0) fiir b € B.

Beweis: Wir nutzen auch hier den Fortsetzungssatz von Tietze (E5N):
Zup:R" D A=~ BCR" existiert h : R™ — R" stetig mit h|, = ¢.
Zu: R" D B~ A CR"™ existiert k : R™ — R™ stetig mit k|5 = .
Daraus erhalten wir die ersehnten Hom6omorphismen wie folgt:

H:R™xR" 2> R™xR": H(z,y) = (z, y + h(x))
K:R™xR">=R"™ xR": K(z,y) = (x+ k(y), v)
Wir betrachten a € Aund b € Bmit (¢,v) : a ‘& b.

Fiir  := K~ o [ : R® = R* gilt (a,0) > (a,b) - (0, b).
Fir ¥ := H 1o K:R® 2 R gilt (0,b) = (a,b) = (a,0). QED
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—00 F:RoR3:z+ (x,0,0) +00

o //\ oo

Seien f, g : R < R? abgeschlossene Einbettungen (,lange Knoten®).
Existiert ein ambienter Homdomorphismus ¢ : R3 24 R3 mit ¢ o f = ¢?

A\ Im obigen Beispiel gelingt dies nicht. (Ein Beweis ist keineswegs
offensichtlich und gelingt uns spater mit der Fundamentalgruppe.)

Aufgabe: Zu F,G : R < R3 C R* existiert  : R* % Rt mit do F = G.

Losung: Es gentigt, dies speziell fiir G(z) = (0,0, 0, z) zu beweisen.

Wie im vorigen Satz betrachten wir f: R < R3 und g = idp : R < R!
und stabilisieren diese zu F(z) = (f(z),0) und G(x) = (0,0, 0, x).

Wir erhalten (&, ¥) : R* 2RI mit o F =Gund Vo G = F. QED
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Jeder Knoten in R? wird in R* auflésbar! Erliuterung

Bemerkung: Wir konnen Satz E6D zur euklidischen Stabilisierung hier
direkt auf F', G : R < R3 anwenden und erhalten dann einen ambienten
Homoéomorphimus (&, ¥) : R® ~ R, Die Dimension 6 ist unnotig grof3.
Wenn wir sparsam sind, dann geniigt R?*, so wie hier erklart. Ambiente
Homoéomorphie ist eine Aquivalenzrelation, wir wihlen als einfachsten
Reprasentanten den trivialen Knoten = — (z, 0, 0).

Ubung: Versuchen Sie, das Entknotungsproblem im R* direkt und
explizit fir die beiden oben skizzierten langen Knoten zu l6sen, gerne
zunichst anschaulich, dann formal. Wie iiberfithren Sie F'in G im R*?
Um bequem zu rechnen, seien die Einbettungen stiickweise affin-linear.
Die zuséitzliche Dimension erlaubt Kreuzungswechsel, damit konnen Sie
jeden Knoten aus dem R? im R* entknoten.

© Im R? ist die oben gezeigte Kleeblattschlinge nicht entknotbar.
Das ist anschaulich glaubwiirdig, doch nicht leicht zu beweisen.
Es gelingt uns spater mit der Fundamentalgruppe, siehe 1443
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Was ist eine topologische Gruppe?

Definition E7A: topologische Gruppe

Eine T-Gruppe (G, T, i1, e, ) ist ein topologischer Raum (G, 7) und eine
Gruppe (G, u, e,t), sodass Multiplikation 4 : G x G — G : (a,b) = a - b
und Inversion ¢ : G — G : a  a™! stetig sind. Wir nennen dies eine
topologische Gruppe, wenn zudem {e} abgeschlossen ist, G \ {e} € 7.
Letzteres ist 4quivalent zur Hausdorff-Eigenschaft 7, siehe unten.

y

Fiir je zwei Elemente a,b € G und jede Umgebung W von a - b existieren
Umgebungen U von a und Vvon b mit U - V C W. Zu jedem a € G und
jeder Umgebung Vvon a! existiert eine Umgebung U von a mit U~ C V.
Beispiele: Jede Gruppe (G, i, e, 1) mit T = {0}, G} ist eine T-Gruppe,
besser noch mit 7 = P(G) eine diskrete topologische Gruppe.

Fir K = Q, R, C haben wir (K, 7., +,0, —) und (K*, T, -, 1,71).

In C* haben wir (S!, 9.1, -,1, 1) als topologische Untergruppe.
Vektorgruppe (K", J;..., +, 0, —), Matrixgruppe (GL,, K, 9, &, 1,7").
Ubung: Warum sind Matrixmultiplikation und Inversion stetig?
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Erste Eigenschaften topologischer Gruppen

Sei (G, i, e, 1) eine Gruppe. Fiir jede Topologie T auf G sind dquivalent:
(1) Das Produkt i : G x G — G und die Inversion + : G — G sind stetig.
(2) Das Inversionsprodukt a : G x G — G : (a,b) = a™! - b ist stetig.
(3) Das Inversionsprodukt 8 : G x G — G : (a,b) > a - b~ ! ist stetig.

Damit ist « ein Hom&omorphismus, ebenso x +— ax und = — za

sowie h : x > az~'b mit h(a) = b und h(b) = a. Aquivalent sind:

{e}: Die Teilmenge {e} ist abgeschlossen in (G, J), also G \ {e} € T.

Ty:  Zu a # b hat einer eine Umgebung, die den anderen nicht enthalt.
Ti: Zu a # b hat jeder eine Umgebung, die den anderen nicht enthalt.
T,: Zua # b existieren disjunkte Umgebungen. (Hausdorff-Eigenschaft)

Beweis: ,{e} € T¢ = T,“: Fir a # b gilt a='b € G \ {e}. Dank Stetigkeit
existierena € U € Tundb eV e Tmit U~V C G\ {e},alsoUNV = .
Es gilt ,7, = T, = T," und , T} = {e} € ¢, und h zeigt ,7, = T;". |QED

Bemerkung: Jede endliche topologische Gruppe ist somit diskret.
Erst fiir unendliche Gruppen wird die Topologie interessant.




Kann jeder Raum eine topologische Gruppe werden? 7

Aufgabe: Der euklidische Raum R? lisst sich zu einer topologischen
Gruppe machen, ebenso A =R xZund B=7Z x R. AuchC = AU B?

Losung: Fiir jede topologische Gruppe (G, 7, i, e, ¢) ist der zugrunde
liegende Raum (G, 7) homogen: Zu je zwei Punkten a, b € G existiert
ein Homoéomorphismus h : G — G mit h(a) = b, etwa h(z) = az~b.

Unser Raum C ist nicht homogen: Jeder Punkt a € Z* C C trennt kleine
zusammenhidngende Umgebungen in vier Komponenten, jeder Punkt

b € C\ Z? nur in zwei. Demnach existiert kein Homéomorphismus
h:C — C:ar b, somit keine topologische Gruppenstruktur auf C.

Wann ist eine topologische Gruppe metrisierbar? o

Zur Metrisierung haben wir notwendige und hinreichende Kriterien:

T, &1AA <<= Metrisierbarkeit <« T} &T5&2AA

Fiir topologische Gruppen hingegen ist alles einfacher und viel besser:
Die notwendigen Bedingungen sind fiir Gruppen bereits hinreichend!

Satz E7): Metrisierung topologischer Gruppen

Eine topologische Gruppe (G, 7, i, €, ¢) ist genau dann metrisierbar, wenn
sie eine abzahlbare Umgebungsbasis U, D U; D U, O ... D {e} erlaubt.
In diesem Fall kann die Topologie wahlweise durch eine linksinvariante
oder eine rechtsinvariante Metrik definiert werden. Eine biinvariante
Metrik existiert genau dann, wenn es eine abzdhlbare Umgebungsbasis
(U, )nen gibt, die zudem gU, g~ = U, fir alle g € G und n € N erfillt.

v

Eine Metrik d : G x G — R heift linksinvariant, wenn d(zx, zy) = d(x, y)
fir alle z, y, z € G gilt, und rechtsinvariant, wenn d(zz,yz) = d(z, y) gilt,
sowie biinvariant, wenn beides gilt. Zur Konstruktion siehe Skript.
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