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Nullum est iam dictum,
quod non dictum sit prius.
Terenz

Tout est dit, il n’y a qu’a le redire,
tout est vécu, il n’y a qu’a le revivre.
Camille Laurens (1957-)

Hobbits delighted in such things, if they were accurate;

they liked to have books filled with things that they already knew,
set out fair and square with no contradictions.

J.R.R. Tolkien, The Fellowship of the Ring
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Nicht dass ich es schon ergriffen habe oder vollendet sei;
ich jage ihm aber nach, ob ich es ergreifen mochte.
Apostel PAULUS an die Philipper, 3:12

Vorwort

Wozu sind diese Notizen gedacht?

In erster Linie sind diese Notizen fiir mich selbst gedacht. Sie dienen mir als Werkbank,
ich notiere mir hier Darstellungen, wie ich sie vortragen mochte oder schon erprobt ha-
be, dazu zahlreiche Beispiele und Ubungen, teils mit ausfiihrlichen Losungen, zudem viele
Erlduterungen und mogliche Vertiefungen. Die Mathematik ist gro3ziigig und reichhaltig!

Fiir die jeweilige Lehrveranstaltung treffe ich eine geeignete Auswahl: Vorlesung und
Ubung behandeln nur einen kleinen Teil — den fiir die Lernsituation wesentlichen, so hoffe
ich. Natiirlich wird anschlieBend nur gepriift, was behandelt wurde. Ist doch klar.

Parallel zur Vorlesung stelle ich diese Notizen online zur Verfiigung. Das ist ein gut
gemeintes Angebot: Wer etwas nachlesen mochte, kann dies hier tun, sei es als Ersatz oder
zur Wiederholung, Ubung oder Vertiefung, als Erginzung oder Briicke zur angegebenen
Literatur. Wer das nicht mochte, kann sich getrost an Vorlesung und Ubung halten. Der
Bedarf nach Umfang und Tiefe ist individuell sehr unterschiedlich: Dosieren Sie selbst!

Erst in zweiter Linie hoffe ich, diese Notizen mogen auch zur Entlastung meiner Vor-
lesung beitragen: Ich mochte dort lieber die zentralen Ideen erkléren als allzu viele Details.
Auch technische Details aber sind wichtig, insbesondere in einer Anfiangervorlesung: Gut-
gelaunt kann ich davon einige an der Tafel ausfiihren, andere mochte ich in diesen Notizen
sozusagen als Sicherheit hinterlegen. Wer mochte, kann sie bei Bedarf hier nachschlagen.

Klaus JANICH schreibt hierzu in seinem Buch Topologie (Springer 2005, S. 61):

Wer anschaulich argumentiert, setzt sich leicht dem Vorwurf aus, er wiir-
de gar nicht argumentieren, sondern nur gestikulieren; im Englischen
spricht man da von ,,handwaving®. Soll man deshalb allen anschaulichen
Argumenten von vorneherein aus dem Wege gehen? Gewill nicht. Wenn
man nur das bare Gold der strengen Beweise immer als Deckung im
Hintergrund hat, dann ist das Papiergeld der Gesten ein unschitzbares
Hilfsmittel fiir schnelle Verstdndigung und raschen Gedankenumlauf.

Besser kann ich es nicht sagen. Das Problem scheint mir in der Topologie besonders
akut. Mein personlicher Versuch einer Losung sind diese Notizen, dereinst in ihrem fiktiven
Endzustand. Bis dahin ist es freilich noch ein weiter Weg. Sehen Sie diese Notizen also
lieber als einen iterativen Prozess: Bei der ndchsten Vorlesung wird alles besser. . ..

Diese Notizen sind noch Anderungen, Umstellungen und Ergiinzungen unterworfen.
Korrekturen, Kommentare und Verbesserungsvorschlidge nehme ich jederzeit gerne an.

vi



The aim of theory really is, to a great extent, that of systematically
organizing past experience in such a way that the next generation |[...J]

will be able to absorb the essential aspects in as painless a way as possible.
Sir Michael ATIYAH (1929-2019), How research is carried out

Literatur

Lehrbiicher zur Topologie

Es gibt viele gute Lehrbiicher zur Topologie. Je nach Ausrichtung behandeln sie mehr
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Literatur viii

Klassiker der Topologie

Altere Literatur, die immer noch lehrreich ist, aber eher nicht zum Einstieg empfohlen:

o F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, Veit, Leipzig 1914.  Die Topologie zihlte
man damals noch zur Mengenlehre. Sie erfahrt hier in Kapitel VII. ,,Punktmengen in
allgemeinen Rdumen* ihre erste systematische Darstellung in einem Lehrbuch. Dem
Schopfer der Mengenlehre, Georg CANTOR, in dankbarer Verehrung gewidmet.

e H. Seifert, W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Teubner, Leipzig 1934.  Eines der
ersten Lehrbiicher zur algebraischen Topologie und fiir viele Jahre die Standardreferenz.

o P. Alexandroff, H. Hopf: Topologie, Springer, Berlin 1935.  Diesem Lehrwerk gelang
erstmals die Zusammenfiihrung von mengentheorerischer und algebraischer Topologie,
,.keine Darstellung der ganzen Topologie, aber (...) der Topologie als einem Ganzem.*

e N.Bourbaki: Topologie générale, Hermann, Paris 1971. Das Autorenkollektiv hat
seit 1947 einen enzyklopddischen Klassiker geschaffen und den berithmt-beriichtigten
Stil von Bourbaki etabliert. Als Referenz unverzichtbar, als Lehrbuch ungenief3bar.
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Es ist sehr wichtig, keine unbewiesenen Annahmen zu treffen,
aber noch wichtiger ist es, keine Worte zu benutzen,

hinter denen sich kein klarer Sinn verbirgt.

William Kingdon CLIFFORD (1845-1879)

Bezeichnungen

Zum schnellen Einstieg und als Referenz fasse ich hier einige Bezeichnungen zusammen.

Zahlen. Ich verwende die folgenden Standardbezeichnungen:
N ={0,1,2,3,...} bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Null gehort dazu.
7Z=1{0,£1,+2,+£3,...} bezeichnet die Menge / die Gruppe / den Ring der ganzen Zahlen.
Q={a/bla,beZ,b+# 0} bezeichnet die Menge / den Korper der rationalen Zahlen.
R bezeichnet die Menge / den Korper / den topologischen Raum der reellen Zahlen.
C bezeichnet die Menge / den Korper / den topologischen Raum der komplexen Zahlen.

Fiir jedem Ring (R, +,0,-, 1) bezeichnet R* = R\ {0} die Menge R ohne die Null und
R™*" die Menge aller m x n—Matrizen. In jedem Monoid (M,-) bezeichnet M* C M die
Gruppe aller invertierbaren Elemente. Beispiele: C* = C* und GL,(R) = (R™*",-)*.

Weniger Standard aber ebenso niitzlich ist die Bezeichnung R-g = {x eR|x >0}
und entsprechend Q¢ sowie Zxo = Nx¢. Analoge Bezeichnungen wie R<g, R>¢, R>1,
etc. sind selbsterkldrend. Exotische Varianten werden erklirt, wo sie gebraucht werden.

Fiir a < b in R bezeichne ich das abgeschlossene / offene / halboffene Intervall mit

[a,b] ={xeR|a<x<b}, la,p[={xeR|a<x<b},
[a,b[={xeR|a<x<b}, la,bl={xeR|a<x <b}.

Intervalle haben auch fiir @ > b einen Sinn, und zwar gilt [a,a] = {a}, alle anderen
Intervalle sind fiir @ > b leer. Falls a < b nétig ist, wird explizit darauf hingewiesen.

Diese Bezeichnungen iibertragen sich auf die erweiterte Zahlengerade R = R U {£00}.

Gelegentlich kommen auch Intervalle von rationalen Zahlen vor, diese bezeichne ich
mit [a,b]q, |a,blg, [a,blg, ]a.b]g. Entsprechende Bezeichnungen gelten fiir jede geordnete
Menge (X, <). Die Bezeichnungen ohne Index bleiben fiir reelle Intervalle reserviert.

Mengen. Die Topologie nutzt hemmungslos die Mengenlehre. Die Bezeichnungen sind
heutzutage weitgehend einheitlich, aber Varianten sollten hier besser geklirt werden.

Fiir Teilmengen schreibe ich A C B oder gleichbedeutend A C B, das heifit, aus a € A
folgt a € B. Hingegen bedeutet A C B, dass zwar A C B aber A # B gilt.

Ist X eine Menge so bezeichne ich mit P(X) = { A C X } ihre Potenzmenge: Dies ist
die Menge aller Teilmengen von X, das heifit, A € B(X) ist gleichbedeutend mit A C X.



Bezeichnungen X

Seien I und X Mengen. Eine Familie x = (x;);e; von Elementen x; € X indiziert
durch i € I ist nichts anderes als eine Abbildung x : I — X :i — x;. Ebenso ist eine
Familie (X;);ey von Teilmengen X; C X eine Abbildung I — B(X) : i — X;. Genau dann
gilt x in der Vereinigung | J;c; X;, wenn x € X; fiir mindestens ein i € I. Genau dann gilt
x in der Schnittmenge ();c; X;, wenn x € X; firallei € . Im Falle I = {1,...,n} ist die
Familie ein n—Tupel (X1,..., X;) und ich schreibe kurz X1 U---U X, bzw. X1 N---N X,,.

Im Spezialfall / = @ erhalten wir die leere Vereinigung | J; ¢4 Xi = 9. Der leere Durch-
schnitt (7);cg X; ist im Allgemeinen nicht definiert: Dies wire wortlich interpretiert die
Menge aller Elemente, was logisch bedenklich ist. Arbeiten wir jedoch innerhalb einer fes-
ten Grundmenge €2, so kénnen und werden wir (), 4 X; = 2 vereinbaren.

Jede Familie F' = (x;);es definiert eine Menge M = {x; | i € I }. Der Unterschied ist
die Indizierung: Wihrend in F' Elemente mehrfach vorkommen konnen und durch ihren In-
dex unterschieden werden, wird diese Information bei der Menge M vergessen. Umgekehrt
kann man jede Menge M als eine Familie (x),ecps auffassen, falls dies niitzlich sein sollte.

Statt einer Familie (X;);ey ist gelegentlich die Menge 2" = { X; | i € I } praktischer.
Wir schreiben dann die Vereinigung als | 2" = 4c - 4 = U, ¢ Xi und den Durchschnitt
als 2 =(\gea A =/();es Xi. Fir die leere Vereinigung gilt _J# = @. Hingegen ist der
leere Durchschnitt ()@ im Allgemeinen nicht definiert, wie oben erldutert.

Abbildungen. Mit f : X — Y bezeichne ich eine Abbildung f von der Menge X in
die Menge Y. Das bedeutet, f ordnet jedem Element x € X genau ein Element y € Y zu.

Formal ist dies ein Tripel (X, f,Y) bestehend aus Startmenge X und Zielmenge Y sowie
der Relation f C X x Y mit der Eigenschaft, dass zu jedem x € X genau ein y € ¥ mit
(x,y) € f existiert. Diese Zuordnung schreiben wir f : x — y oder kurz f(x) = y.

Mit Y X bezeichne ich die Menge aller Abbildungen f : X — Y. Fiirn = {0,...,n—1}
ist somit Y die Menge aller n—Tupel, und Y ist die Menge aller Folgen f : N — Y.

Fiir jede Menge X haben wir die Identitdit idy : X — X mit x — x fiir alle x € X. Fiir
jede Teilmenge A C X haben wir die Inklusion Lif :A— X mita—a fiurallea € A.

Die Komposition zweier Abbildungen f : X — Y und g : Y — Z ist die Abbildung
gof: X —Zmit(go f)(x)=g(f(x)).Die Linksreihung ist eher ungliicklich aber tiblich.

Beziiglich einer Abbildung f : X — Y bezeichne ich das Bild von A C X unter f mit
f(A) ={ f(a)|a € A} und das Urbild von B C Y mit f "} (B)={xe X | f(x) € B}.
Wir nennen f konstant mit Wert y € Y, kurz f = const);(, falls f(X) = {y} gilt.

Gilt f(A) C B, dann ist die Einschrinkung f |§ : A — B definiert durch a — f(a) fur
alle a € A. Es gilt fotif = Lg Of|ﬁ. Im Falle B =Y schreibe ich kurz f|4: A — Y;es
gilt fotif = f|4.ImFalle A = X schreibe ich auch f|B: X — B;esgilt f = Lg o f|B.

Die Schreibweise f : X < Y bedeutet, dass f injektiv ist (bzw. eine Einbettung).
Entsprechend bedeutet f : X —» Y, dass f surjektiv ist (bzw. ein Quotient). Schlie8lich

bedeutet f : X =5 Y, dass f bijektiv ist (bzw. ein Isomorphismus, Homdomorphismus,
Diffeomorphismus, oder dhnliches, je nach der Kategorie, in der wir gerade arbeiten).

Diese Schreibweise dient zur Betonung oder als Gedéchtnisstiitze. Eine Abbildung wird
nicht dadurch injektiv/surjektiv/bijektiv, dass ich diese Behauptung dekorativ hinschreibe.
Was genau gemeint ist, muss im Kontext erldutert und dann auch nachgewiesen werden.
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Thr naht euch wieder, schwankende Gestalten,

Die friih sich einst dem triiben Blick gezeigt.
Versuch ich wohl, euch diesmal fest zu halten?

Fiihl ich mein Herz noch jenem Wahn geneigt?
Johann Wolfgang von GOETHE (1749-1832), Faust

KAPITEL A

Was ist und was soll die Topologie?

Eine ernsthafte aber abstrakte Antwort lautet: Topologie ist qualitative Geometrie.

] - . /\ - Q
Q <— nicht — L

ABBILDUNG A:1. Homdomorphe und nicht-homdomorphe topologische Raume

12

paarweise homdomorph homdomorph paarweise homdomorph

Die Topologie nennt man auch Stetigkeitsgeometrie oder scherzend Gummigeometrie.

Wihrend in der Geometrie quantitative Angaben wie Linge, Winkel, Fliacheninhalt, etc.
im Vordergrund stehen, verzichtet man in der Topologie auf derlei Mafle und betrachtet rein
qualitativ nur die Form, die unter stetigen Abbildungen erhalten bleibt. In diesem Sinne sind
ein Dreieck, ein Quadrat und eine Kreisscheibe topologisch dquivalent, denn sie lassen sich
stetig ineinander iiberfithren. Wir sagen hierzu genauer, sie sind homdomorph (griechisch
fiir ‘gleiche Form’, zusammengesetzt aus ouélog [homoios] ‘gleich, dhnlich’ und popg
[morphé] ‘Form, Gestalt, Anmut’). Ebenso sind ihre Rinder zueinander homdomorph.

A child’s first geometrical discoveries are topological. —
If you ask him to copy a square or a triangle, he draws a closed circle.
Jean Piaget (1896-1980)

PP O OO

Eine eher scherzhafte aber prignante Antwort auf die Eingangsfrage lautet daher: Ein
Topologe unterscheidet nicht zwischen einer Kaffeetasse und einem Doughnut.

Fiir einen Geometer sind Tori mit unterschiedlichen Radien verschieden: Sie haben ver-
schiedene Flacheninhalte, Kriimmungen, etc. Eine Topologin sieht von metrischen Eigen-
schaften ab und interessiert sich fiir ropologische Eigenschaften, also die ,,abstrakte Form®.
Dann sind ein Doughnut und eine Kaffeetasse tatséchlich nicht wesentlich verschieden,
denn beide lassen sich stetig ineinander iiberfithren, wie die obige Abbildung andeutet.
(Wenn nétig sind die meisten Topolog:innen zu einer feineren Unterscheidung fihig.)

Diese Einleitung versucht einen reprisentativen Querschnitt der Vorlesung: Ich mochte
erste topologische Fragen vorstellen und auch geeignete Techniken zu ihrer Beantwortung.



Kapitel A — Was ist und was soll die Topologie? 2

In was fiir einer Welt leben wir eigentlich? Die Welt, in der wir leben, ist dreidi-
mensional, zumindest lokal in unserer unmittelbaren Umgebung scheint diese Idealisierung
eine gute Ndherung an unsere alltéigliche Erfahrung zu sein. Ist der uns umgebende Raum
deshalb auch global homdomorph zum Modellraum R3? Das ist keineswegs zwingend!

‘Wenn wir ehrlich sind, kennen wir vom Universum nur einen sehr kleinen Ausschnitt:
In unserer unmittelbaren Umgebung lisst sich jeder Punkt durch drei Koordinaten eindeutig
darstellen, so haben wir es in der Schule gelernt. Eine solche lokale Karte beschreibt unsere
Umgebung, nicht aber das gesamte Universum: Verschiedene Riume sind denkbar!

Dieses Phianomen ist zweidimensional leichter fasslich. Beginnen wir also mit Flachen!

Die Erdoberfliche um uns herum ist zweidimensional, lokal homéomorph zur Ebene R2.
Ist die Erde deshalb eine Scheibe? Nein, sehr verschiedene Flichen sind denkbar!

fi[-1,1? - R3:

A s Rcos(ms) =
ta % at (t) — | Rsin(ms) \
mit R > 0, in der Skizze R = 3 ==

g:[-1,1>? = R3:

uipt p [R+tsin(mrs/2)]cos(ms)
ta % at (t) | [R+¢sin(ws/2)]sin(ms)
tcos(ms/2)
mit R > 1, in der Skizze R = 3

5 h:[-1,12 > R3:
s : [R + rsin(t)]cos(ms)
ta % at (t) | [R+ rsin(rt)]sin(s)
rcos(mt)
b mit 0 < r < R, Skizze r = 1, R =2
N ki[-1,12 > R3:
i g rcos(mt/2)cos(ms)
ta % ar (t) > | rcos(wt/2)sin(ms) SSSS=E=
rsin(rt/2) =
‘s mitr >0

ABBILDUNG A:2. Vier Verheftungen des Quadrates [—1, 1]? zu Zylindermantel, M&bius—
Band, Torus und Sphiire, jeweils mit Einbettung im R3.
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Stellen Sie sich zur Illustration vor, Sie lebten als Ameise auf einer solchen Flache. Thre
Welt erscheint Thnen lokal wie eine Ebene: Thre unmittelbare Umgebung kdnnen Sie durch
zwei Koordinaten beschreiben und so eine Karte erstellen. Sie konnten sich als nichstes
fragen, ob die Fliche einen Rand hat, ob sie endlich ist oder sich in unendliche Weiten
erstreckt. Um dies herauszufinden, brechen Sie zu einer Expedition auf. Nach einer Welt-
umrundung bringt diese Sie wieder an ihren Ausgangspunkt — und zu der Uberzeugung,
dass die Fliche, auf der Sie leben, endlich aber randlos ist. Folgt daraus, dass Sie auf einer
Kugeloberfliche leben? Vielleicht auch nicht: Es gibt weitere Flichen, etwa die Torusfliche,
die ebenso endlich und randlos sind, sich aber wesentlich von der Kugeloberfliche unter-
scheiden. Sie brauchen also noch mehr Informationen, um auf die topologische Gestalt Ihrer
Welt schlieBen zu konnen. Genau dies leistet die Flachenklassifikation (A47).

Mannigfaltigkeiten. Prizisieren wir zunichst unsere Begriffe. Eine Fldche sieht lokal
aus wie die Ebene R? bzw. am Rand (falls vorhanden) wie die Halbebene IR{2>O. Es bereitet
keinerlei Mehraufwand, dies gleich in jeder beliebigen Dimension m € N zu formulieren:

Definition AQA (topologische Mannigfaltigkeit). Eine m—dimensionale Mannigfaltigkeit

(mit Rand), ist ein Raum M C R”, spiter allgemein ein metrisierbarer topologischer Raum,
der lokal homoomorph ist zu R™ (oder zu R”) = {x e R™ | x; > 0}).

Ausfiihrlich bedeutet das: Zu jedem Punkt a € M existiert ein lokaler Homdomorphis-
mus (M,a) = (R™,0) oder (M,a) = (RY,,0). Im ersten Falle nennen wir a einen inneren
Punkt, kurz a € Int M, im zweiten Falle ist a ein Randpunkt von M, kurz a € M .

Eine nulldimensionale Mannigfaltigkeit ist nichts anderes als eine Menge isolierter
Punkte. Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit nennen wir auch Kurve, eine zweidimen-
sionale Mannigfaltigkeit nennen wir Fldche. Soweit die niichterne Definition, deren Sinn
Sie ohne weiteres erahnen, fiir die aber Begriffe wie topologischer Raum, metrisierbar und
lokal homéomorph noch erklart werden miissen. Die systematische Konstruktion solcher
Riume und die Untersuchung topologischer Eigenschaften wie Zusammenhang und Kom-
paktheit, sowie Dimension, Inneres und Rand werden uns noch ausfiihrlich beschéftigen.
Anschauliche Beispiele im R” sind Untermannigfaltigkeiten (A1S), evtl. mit Rand (A1T).

Beispiel AOB. Abbildung A:2 zeigt vier Fldchen: Diese sind explizit als Teilmengen im
R3 dargestellt und zudem parametrisiert. Topologisch gesehen ist die Konstruktion sehr
einfach: Wir nehmen ein rechteckiges Blatt Papier, verkleben Randpunkte wie angegeben,
und erhalten einen Zylindermantel, ein Mobius—Band, einen Torus oder eine Sphire. Aus
den Parametrisierungen gewinnen wir lokale Homdomorphismen. (Ubung: Wie genau?)

Diese Vorlesung entwickelt grundlegende topologische Begriffe und Methoden. Sie
zielt dabei auf eine moglichst allgemeine und vielseitig anwendbare Klasse von Objekten:
Topologische Rdume und stetige Abbildungen werden nahezu iiberall in der Mathematik
verwendet, allen voran in der Analysis und der Geometrie. Besonders schone Raume sind
Mannigfaltigkeiten, wie oben skizziert und definiert. Unser bescheidenes aber lohnendes
Ziel ist die Klassifikation aller kompakten Fldchen bis auf Homdomorphie (A47). Entlang
des Weges konnen wir viel iiber Topologie lernen — und ganz allgemein iiber Mathematik.

The theorem of classification of surfaces is a top-class mathematical
achievement, comparable with the discovery of America or X-rays.
Vladimir Arnold (1937-2010), On teaching mathematics (1997)
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Die Mathematik umschrieb man einst als die Wissenschaft der Zahlen und Figuren.
Besonders eindriicklich ist dieses Zusammenspiel bis heute in der analytischen Geometrie.

Ubung AOC. Wir betrachten die Vollkugel V = {(x,y,z) eR3 ‘ x24y2 422 < r2} vom
Radius 7 > 0. Thr Rand ist die Sphire S = 0V = {(x,y,z) eR3 | x2+y2 + 22 =r2}.
Skizzieren Sie die Teilfliche S’ C S fiir 0 <z <r/2und (x <0 oder y < 0) und parametri-
sieren Sie S’ in Kugelkoordinaten. Hierzu gibt es zwei Konventionen: Mathematisch laufen
wir vom Nordpol mit § = 0 zum Siidpol mit # = & wie in A:3. Alternativ ist = 7/2—0
die geographische Breite vom Aquator ¥ = 0 zu den Polen ¢ = 47 /> wie in A:2.

rsin6 cos g nfy<f<nf
rsinf sing ”/2:g0227'[
rcosf - =
rcos ¥ cos @ 0<9 <7/e
reosdsing || /2—< (p_< .
rsin - =

Ubung AOD. Zu gegebenen Radien 0 < r < R haben wir den Volltorus

(R+ psinf)cose 0<p<r
V= (R+ psinf)sing | eR?® |0<6 <2n
pcost 0<¢p<2m

Fiir festen Radius p = r erhalten wir die Torusfliche T = 0V wie in A:4. Skizzieren Sie zur
Illustration und als Ubung die Teilfliche 7/ C T fiir T<¢=< %n und 0 <6 < %n. Solche
Fingeriibungen trainieren die Ubersetzung von Formeln zu Bildern und zuriick.

ABBILDUNG A:4. Toruskoordinaten
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Wie konnen Sie die Abbildungen aus A:2 iiberpriifen, zeichnen, oder gar selbst finden?

Jede Funktion f :[a,b] — R" : s — f(s) einer reellen Variablen konnen Sie als Weg
betrachten und entsprechend zeichnen (fiir n = 2, 3). Bei zwei reellen Variablen, wie hier
fia,b]lx[c,d] = R": (s,t) — f(s,t), konnen Sie jeweils eine Variable s oder ¢ festhalten
und die andere laufen lassen. Eventuell helfen auch Variablentransformationen, also die
moglichst geschickte Wahl neuer Koordinaten. In unseren vier Beispielen A:2 eignen sich
im Bildbereich R3 Zylinderkoordinaten um die z—Achse; dabei ist s ist die Winkelvariable.

Das Mobius—Band windet sich um seine Mittelachse und vollfiihrt dabei eine Drehung
um 180°. Wir erhalten eine Flidche mit nur einer Seite! Diese wurde im Jahr 1858 unabhin-
gig voneinander beschrieben (entdeckt oder erfunden?) von dem Gottinger Mathematiker
und Physiker Johann Benedict LISTING und dem Leipziger Mathematiker und Astronomen
August Ferdinand MOBIUS. Es ist das universelle Modell einer nicht-orientierbaren Fliche:
Eine beliebige Fliche ist genau dann nicht-orientierbar, wenn sie ein Mobius—Band enthilt.

Z s =-1.00 Z §=-0.75 Z §=-0.50
-, N\
F r r
Z s =-025 Z |5 =+40.00 Z s =+40.25
r r r
Z s =40.50 Z s =+40.75 Z s =+1.00
r r r
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Ist Mathematik eine Tiitigkeit des Erfindens oder des Entdeckens? Diese philoso-
phische Frage ist dhnlich alt wie die Mathematik selbst. Sie hat bis heute handfeste recht-
liche Auswirkungen. Das Patentrecht unterstellt das Entdecken: Technische Erfindungen
konnen patentiert werden, nicht aber Entdeckungen. Daher sind wissenschaftliche Theori-
en grundsitzlich nicht patentierbar. Das betrifft auch mathematische Methoden bis hin zu
Algorithmen und Computerprogrammen. Die Grenzziehung ist bisweilen problematisch.

% Sﬂdesmpub“k Doutschiand (19 DE 20 2004 005 763 U1 2004.08.19
Deutsches Patent- und Markenamt

12) Gebrauchsmusterschrift

(22) Anmeldetag: 13.04.2004 nintc.: F16F 1/00

(47) Eintragungstag: 15.07.2004
(43) Bekanntmachung im Patentblatt: 19.08.2004

(71) Name und Wohnsitz des Inhabers: (74) Name und Wohnsitz des Vertreters:
Haitovs, Leopolds, 60385 Frankfurt, DE i P., 86150 A

Die folgenden Angaben sind den vom A Ider eingereit Unterlagen

(54) Bezeichnung: Antriebsriemen

(57) Hauptanspruch: Antriebsriemen, der als ein Ring aus
einem Band gemacht ist, dessen Oberflache fiir ein Zusam-
menwirken mit einigen Antriebsscheiben bestimmt ist, da-
durch gekennzeichnet, dass der genannte Ring als Mobi-
us-Band (einseitige Flache) gemacht ist.

Beispiel. Die gezeigte elfseitige Gebrauchsmusterschrift erklirt: ,,Beschreibung: Die Erfin-
dung gehort zum Maschinenbau, insb. zu den Antriebsriemen. (...) Der Nachteil der bekann-
ten Antriebsriemen ist eine geringe Betriebszeit durch den Verschleifl der Arbeitsflichen.
(...) Um den genannten Nachteil zu beseitigen wire es zweckdienlich, nicht nur eine Ober-
flache des Riemens als Arbeitsoberfliche zu benutzen, sondern méglichst alle Oberflichen
des Riemens. Dafiir sollte man den Riemen nach Art des Mobius—Bandes verdrehen.*

Bemerkung. Seit alters her werden zwei gegenldufige Philosophien der Mathematik ver-
treten. (1) Die Mathematik existiert unabhdngig von uns: Sie besteht aus objektiven Wahr-
heiten, wir entdecken sie. (Platonismus, Realismus) (2) Die Mathematik ist Menschenwerk:
Sie ist unsere Konstruktion, wir erfinden sie. (Konstruktivismus, Formalismus)

Karl POPPER (1902-1994) versuchte, beide Sichtweisen zu versohnen, und erklirte die
Wirklichkeit als Zusammenwirken dreier Welten: Welt 1 sind die materiellen Dinge. Welt
2 sind Erlebnisse und Empfindungen. Welt 3 sind die objektiven Produkte des mensch-
lichen Geistes, wie Biicher, Kunstwerke, Maschinen, Computer, Mathematik. Diese drei
Welten iiberschneiden sich und wechselwirken miteinander. Wir erfinden Mathematik, aber
die Objekte unserer Erfindung sind nicht subjektiv, sondern gehorchen eigenen Gesetzen,
sie folgen nicht unserem Willen, sondern leisten uns Widerstand, in diesem Sinne existieren
sie objektiv und unabhingig von uns, ihre Figenschaften und Gesetze entdecken wir.

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker (1823-1891)

The typical working mathematician is a platonist on weekdays and a formalist on Sundays.
Philip Davis, Ruben Hersh, The Mathematical Experience (1981)
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§A1l. Homoomorphismen: The Good, the Bad and the Ugly

Wie lisst sich die Idee der ,,gleichen Form* priizisieren? Den allgegenwiirtigen Begriff
der Stetigkeit kennen Sie aus der Analysis und schitzen seine zahlreichen Anwendungen.
Damit kénnen wir den topologischen Begriff des Homdomorphismus wie folgt definieren:

Definition A1A (Homoomorphismus). Seien X C R” und ¥ C R” Teilriume (spiter auch
beliebige topologische Riume; zur Illustration geniigen zunichst euklidische Teilrdume).

Ein Homoomorphismus f : X =% Y ist eine Bijektion, fiir die sowohl f als auch f~!
stetig ist. In diesem Fall nennen wir X und Y homoomorph, geschrieben X =Y.

Folgende Umformulierung ist dquivalent und sehr oft niitzlich: Ein Homéomorphismus
(f,g) : X =Y besteht aus zwei stetigen Abbildungen f : X — Y und g:Y — X mit
go f =idy und f o g = idy. Dann sind nimlich f; g bijektivmitg = f~!und f =g~ !.

Beispiel A1B. Es gilt R = |1, 1[ vermoge der zueinander inversen Homéomorphismen
f i R—=]-1,1[ : x—=x/(1+ x|,
g ]-LI[=R:y—=y/(1—[y).

BEWEIS. Die Abbildungen sind wohldefiniert: Fiir x € R gilt | f(x)| = |x|/(1 + |x|) < 1,

also f(x) € ]—1,1[. Fiir jedes y € |—1, 1] erfiillt der Nenner die Bedingung 1 —|y| # 0.
Beide Abbildungen sind stetig, da Komposition stetiger Abbildungen. SchlieBlich gilt:

I A o
g(f(x)) = /D] - T =] =x, also gof =idg
fgon =2 v y, also fog=id_;,; O

L+]y/A=1yD]  1=IyI+Iyl

Dieselbe Rechnung zeigt Q = ]—1, 1[g. Alternativ kénnen wir R = ]—1, 1] mit anderen Hom6omor-
phismen nachweisen, etwa f : R — ]—1,1[: x — %arctan(x) und g:]-1,1[>R:y— tan(%y).

Definition A1C (Bille und Sphiren). Auf dem Vektorraum R” nutzen wir je nach Bedarf

die Taxinorm |x]1 = |x1|+|x2]| + -+ |xal,
die Maximumsnorm |X|oo := max{ |x1],|x2],....]|xnl|},
und vor allem die euklidische Norm |x| =|x|, := VX124 x02 44 xp2.

Letztere definiert den abgeschlossenen / offenen Einheitsball und die Einheitssphdre:
D* = {x cR” ‘ x|z < 1} = {xe]R" !x%—i—---—i—xﬁ < 1},
B" ={xeR"||x]p<1}={xeR"| xP+-xp <1}, S
S"hi={xeR"||xl2=1}={xeR"|x{+-+x; =1} K
Fiir die Maximumsnorm erhalten wir den Wiirfel, sein Inneres bzw. seinen Rand:
11" ={x eR" | |x|oo < 1}, I-L1[" ={x eR" | |x]oo < 1},
N-111"={xeR" ||xlo =1} = {xe[-11]"|xx ==l fireink}.
Fiir die Taxinorm erhalten wir dual hierzu das Kreuzpolytop (siche A21).

Ubung A1D. Es gilt R” = B” und R” = ]—1, 1[* dank der Homéomorphismen aus A1B.
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§Ala. Das Runde muss ins Eckige. In Dimension n = 1 gilt D! = [—1, 1]. In Dimen-
sion n > 2 hingegen haben Ball D” und Wiirfel [—1, 1]? verschiedene Geometrie, Volumen,
Isometrien, etc. Sie haben jedoch dieselbe Topologie, wie eingangs in A:1 behauptet:

]D)n

v

11"

oQ

Beispiel A1E. Es gilt D" = [—1, 1]". Konstruieren Sie hierzu explizit stetige Abbildungen
f:D" = [-1,1]"und g : [-1,1]" = D" mit go f =idp» und f o g =1id[_y 1}»; anschlie-
Bend geniigt sorgfiltiges Nachrechnen. Mathematik verbindet Kreativitéit und Sorgfalt!

# A1E. Wie 16st man solch eine Aufgabe? Vielleicht sehen Sie sofort eine Losung, dann priifen Sie diese. An-
dernfalls halten wir Riickschau: Welche Definitionen, Siatze und Methoden haben wir im Inventar? Wir kennen
die Definition A1A und das Beispiel A1B/AID: Wir haben B” =% R” : x +— x/(1 —|x|2) und entsprechend
R®” = —1,1[": y = y/(1 4+ |y|oo)- Als Komposition erhalten wir f : B" =% ]—1, 1[". Das ist fast schon, was
wir wollen! Wir rechnen f(x) = x/(1 —|x|2 + |x|oo) aus und staunen: Das ist genau, was wir wollen!

fiDt = =L s xe /(1= x2 + X oo).

g [FL1"=D" sy y/(1=[yleo+1y]2).
Stehen die Abbildungen erst einmal da, so geniigt sorgfiltiges Nachrechnen! Die Abbildungen sind wohlde-
finiert: Fiir x € D" gilt | f(x)]oo = |X|oo/(1 —|x|2 + |X|co) < 1, also f(x) € [-1,1]". Fir y € [—1,1]" gilt
lgM 2 = 1y2/(0 =yl + |¥]2) <1, also g(y) € D". Beide Abbildungen f und g sind stetig, da Komposi-
tion stetiger Abbildungen. SchlieBlich sind sie zueinander invers, wie wir geduldig nachrechnen:

. x
1—[x|2+[x|oo

i)
1—|x]2 +|x]oo 1_|x|21+“3;||020_:||;|‘oo+|x|2
- o0

(7 =¢( =x undebenso /(g()) =

Durch Einschrinkung erhalten wir B? 2 ]—1,1[" und $"~1 = 3[—1, 1]". Insbesondere sind Kreislinie S!
und Quadratrand 9[—1, 1]% homdomorph, wie eingangs in A:1 behauptet. Unsere Wahl ( £, g) ist keineswegs
eindeutig, sondern erlaubt zahlreiche Alternativen, siche A1K. Die Konstruktion perfektionieren wir in F6G.

§A1b. Topologische Eigenschaften. Definition A1A prizisiert die Idee der ,,gleichen
Form*: Die vage zeichnerische Darstellung prézisieren wir mit einem handfesten mathema-
tischen Begriff. Mit diesem kdnnen wir nun arbeiten und geeignete Techniken entwickeln:

Wir wollen unsere intuitive Anschauung in beweisbare mathematische Aussagen fassen.

Die Aussage X = Y, dass es einen Homdomorphismus f : X = Y gibt, beweisen
wir durch Konstruktion eines Homéomorphismus f : X = Y. Wie aber beweisen wir die
gegenteilige Aussage X 2 Y, etwa in A:1, dass es keinen Homdomorphismus f : X = Y
gibt? Wir miissen eine topologische Eigenschaft finden, in der sich X und Y unterscheiden.

Definition A1F. Eine Eigenschaft von Ridumen (C R”, spiter allgemein topologische Riu-
me) heilit topologisch invariant, wenn sie unter Homdomorphismen erhalten bleibt.

Beispiel. Beschrinktheit oder Abgeschlossenheit in R" sind nicht topologisch invariant
(A1B). Kompaktheit (F1J) und Zusammenhang (G1E) hingegen sind topologisch invariant.

Beispiel. Sind B2 und R? homdomorph? Ja, wir haben Homdomorphismen konstruiert!
Sind D? und R? homomorph? Nein, denn D? ist kompakt, R? hingegen nicht!
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§Alc. Wegzusammenhang. Das Intervall [0, 1] und das Quadrat [0, 1]? scheinen nicht
homoomorph. Auch R und R? scheinen nicht homdomorph, aber wie beweist man das? Da
es Homdomorphismen Q = Q? gibt (A1Y), sind wir lieber vorsichtig.

Wir suchen eine topologische Eigenschaft, die R und R? unterscheidet. Anschaulich
scheint klar: Jeder Punkt trennt IR, aber kein Punkt trennt R?. Ist das schon Beweis genug?
Ist hier iiberhaupt etwas zu beweisen? Oder sind diese Aussagen selbstverstidndlich?

Diese Aussagen sind nicht selbstverstindlich: Wir nutzen hier die besonderen topolo-
gischen Eigenschaften der reellen Zahlen R. Andernfalls droht das Gegenbeispiel Q = Q?:
Hier gilt Q ~ {0} = Q? \ {0}. Daher miissen wir fiir R 2 R? prizise argumentieren.

Definition A1G. Ein Raum X ## @ (in R”, spiter ein beliebiger topologischer Raum) heif3t

wegzusammenhdngend, wenn sich je zwei Punkte a,b in X durch einen Weg verbinden
lassen, wenn also eine stetige Abbildung y : [0, 1] — X mit y(0) = a und y(1) = b existiert.

Beispiel A1H. Mit diesem grundlegenden Werkzeug gewappnet konnen wir nun zeigen:

(1) Wegzusammenhang ist eine topologisch invariante Eigenschaft (A1F). Stérker:

(2) Sei f: X —» Y stetig und surjektiv. Ist X wegzusammenhingend, so auch Y.

(3) Der Raum R \ {z} ist nicht wegzusammenhingend dank Zwischenwertsatz (C3R).
(4) Sein >2und A C R” abzidhlbar. Dann ist R” \. A wegzusammenhéngend.

(5) Es gilt R 22 R” fiir n > 2: Jeder Punkt trennt R, aber kein Punkt trennt R”.

(6) Ebenso gilt [0, 1] 2 [0, 1]? und allgemein [0, 1] 2 [0, 1]" fiir alle n > 2.

(7) Fira <b in R sind |a,b[, [a,b], [a, b] paarweise nicht homGomorph.

(8) Es gilt S! 2 D?: Kreislinie und Kreisscheibe sind nicht homéomorph (A:1).

Bemerkung: Fiir Aussage (5) ist die Topologie wesentlich. Ohne die Forderung nach

Stetigkeit existieren Bijektionen R = R”, das heif3t, diese Mengen sind gleichméchtig (B2N).

¥ A1H. (2) Zu u,v € Y wihlen wir a,b € X mit f(a) = u und f(b) = v; nach Voraussetzung existiert ein
Weg y :[0,1] — X von y(0) = a nach y(1) = b, somitist f oy :[0,1] — Y ein Weg von u nach v.

(3) Seien a < z < b. Angenommen, es gibe einen Weg y : [0,1] = R~ {z} von y(0) = a nach y(1) = b.
Zur stetigen Abbildung y : [0,1] = R\ {z} — R existiert ein # € [0, 1] mit y(¢) = z. Widerspruch!

(4) Seiena #b in R? \ A und v = b —a € R". Wegen n > 2 existiert ein Vektor w € R” mit w # 0
und w L v. Zu s € R sei ¢g = 1/2(a + b) +sw und ys : [0,1] — R” der direkte Weg von «a iiber ¢s nach b,
ausgeschrieben yg () =a+2t(cg—a) fir0 <t <1/2und y5(t) = c + (2t —1)(b—c) fiir 1 /2 <t < 1. Hochstens
abzihlbar viele Wege y;s treffen A. Da R iiberabzéhlbar ist, verlaufen iiberabzéhlbar viele Wege y; in R” \ A.

(5) Gibe es einen Homdomorphismus f : R =% R” fiirn > 2, so wiren X =R~ {0} und Y =R” ~ { f(0)}
homoomorph vermoge der Einschriankung f |§( : X =% Y. Dies steht aber im Widerspruch zu (1,3,4).

(6,7) Die Anzahl der nicht-trennenden Punkt ist jeweils verschieden bzw. (8) der trennenden Paare.
Ubung A11. Wir betrachten die 26 GroBbuchstaben des lateinischen Alphabets:
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Jedes dieser Symbole ist eine Teilmenge der Ebene R?. Wir nehmen es als ideal diinn
an, etwa als Vereinigung von Geradensegmenten. Klassifizieren Sie sie bis auf Homdoo-
morphie! Warum benotigen wir beim Lesen nicht nur die Topologie, sondern auch die
Geometrie? (Wir diskutieren spiter weitere Varianten und 16sen sie sorgfiltig in GO6F.)
Zusatz: Die topologische Klassifikation hingt tatsdchlich vom gewihlten Zeichensatz ab.

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
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§A1d. Homoomorphismen vs Diffeomorphismen. Beim obigen Homdomorphismus
D" = [—1,1]" (A1E) fillt auf, dass der Ball D" ,,rund* aber der Wiirfel [—1, 1] ,,eckig® ist:
Dies sind demnach keine topologischen Eigenschaften, da sie unter Homdomorphismen
nicht erhalten bleiben. Zu ihrer Behandlung nutzen wir die Differentialrechnung:

Definition A1) (Diffeomorphismus). Seien X C R” und Y C R” offen. Die stetigen Ab-
bildungen f : X — Y bilden die Menge ¥°(X,Y ). Eine Abbildung f : X — Y heiBt stetig
differenzierbar, kurz €', wenn alle partiellen Ableitungen 9; f; : X — R existieren und
stetig sind. Rekursiv fiir @ = 1,2,3,... definieren wir 6* = { f € €' | 9; fj € €%~ }. Fiir
glarte Abbildungen verlangen wir beliebige Ableitungen, also ¢*° = (") ,ey € “. Fiir analy-
tische Abbildungen € verlangen wir stirker, dass f sich um jeden Punkt in eine lokal kon-
vergente Potenzreihe entwickeln ldsst. Ein ¥“-Diffeomorphismus (f,g) : X = Y besteht
aus zwei ¥*—Abbildungen f : X - Y undg:Y — X mitgo f =idyx und f og =idy.

Ubung A1K. (1) Es existiert ein Homdomorphismus /4 : R” =% R” mit h(D") = [—1, 1]".
(2) Hingegen existiert kein 4’ ! —Diffeomorphismus /4 : R” =% R" mit 2(D") = [-1,1]".
(3) Wir haben jedoch ¥"“-Diffeomorphismen B” = R” = |—1, 1[" vermoge

f:R* = B": x»—>x/\/1+|x|§:x/\/l—}—xf—l----—l-x,%,
g:B" - R": y»—>y/\/1—|y%zy/\/l—y%—m—y,%.
h:R" —]-1,1[": (xl,...,xn)H(xl/m,...,xn/m),
k:]-1,1" - R": (yl,...,yn)H(yl/ﬁ,...,yn/M).

# A1K. (1) Wir nutzen h,k : R? — R” mit h2(0) = k(0) = 0 sowie h(x) = x - |x|2/|x|oo und k(x) = x -
|X]oo/|x]|2 fiir x # 0. In x # 0 sind sie stetig als Komposition stetiger Abbildungen. In x = 0 sind sie stetig
dank der Ungleichungen |x|co < |X|2 <n|X|0o. Es giltkoh = hok = idgn und wie gefordert h(D") =[—1, 1]".

(2) Sei M C R” eine Teilmenge und @ € M ein Punkt. Wir betrachten die Menge €’ (R, 0; M, a) aller stetig
differenzierbaren Wege y : R — M, die durch den Punkt y(0) = a gehen. Die Tungente im Punkt a entlang des
Weges y ist die Ableitung y’(0) € R”. Den Tangentialraum von M im Punkt a definieren wir als die Menge
TaM = {y’(0) eR" | y € 1(R,0; M,a) } aller Tangentialvektoren. Beim Ball finden wir 7,D" = R” fiir
a € B" im Inneren und T,D" = {veR"” |(v]|a) =0} fir a € S" im Rand. (Skizze!) Auch beim Wiirfel
M =[1,1]" finden wir T,M = R” fiir a € ]—1,1[" im Inneren. Liegt @ im Inneren einer d—dimensionalen
Seite des Randes, so ist T; M nur d—dimensional. In jeder Ecke a = (%1,...,+1) gilt T, M = {0}.

Sei i : R" 2% R” ein ¢! -Diffeomorphismus mit (M) = N. Fiir h(a) = b und y € €1 (R,0; M, a) gilt
hoy e €Y (R,0;N,b) und (hoy)' (0) = h'(a) oy’ (0). Entsprechend fiir 1. Der R-lineare Isomorphismus
K (a) : R" = R” liefert somit eine Bijektion T, M =% Ty N. Im obigen Beispiel M = D" und N = [—1,1]"
ist dies unmoglich, da fiir n > 2 die Tangentialrdume in den Ecken des Wiirfels zu kleine Dimension haben.

(3) Die Abbildungen sind wohldefiniert und stetig. Als Komposition analytischer Abbildungen sind sie
analytisch. Sie sind sogar algebraisch, erfiillen also zudem polynomielle Gleichungen. Wie in A1B und A1E
rechnet man geduldig g o f = idg» und f o g = idgn nach, ebenso k o = idgn und hok =idj_; 1[=.

Bemerkung: Unsere €’ “-Diffeomorphismen f ok :]—1,1[" = B” und hog : B" =% ]—1, 1[" setzen sich
leider nicht fort zu Homdomorphismen [—1, 1]” = D". Es gibt durchaus solche Homéomorphismen, die auf
dem Inneren analytisch sind: Fiir jedes Polygon P C C ist die Schwarz—Christoffel-Transformation ein expli-
ziter Homdomorphismus /2 : D? 2% P fiir allgemeine Gebiete nutzt man den Riemannschen Abbildungssatz.
Diese Konstruktionen sind anspruchsvoll aber lohnend, zum Beispiel 16sen sie Probleme der ebenen Stromungs-
dynamik oder Elektrostatik auf analytisch-geometrische Weise.
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§Ale. Stereographische Projektion. Ist R” homdomorph zur euklidischen Sphire
S" = {x e R**1 | |x| = 1}? Sicher nicht, denn S” ist kompakt im Gegensatz zu R" (F17).
Dennoch sind sie sehr dhnlich; das Entfernen eines einzigen Punktes geniigt:

Sl’l

Rn

ABBILDUNG A:5. Stereographische Projektion

Ubung A1L. Es gilt S” < {p} = R” dank stereographischer Projektion: Nach geeigneter
Drehung p : R”*1 2% R?*1 k6nnen wir p = (0,...,0,1) annehmen und erhalten:

1
F oS {p} =R 1 (X1 X Xng1) = ——— (X1. X)),
I —Xxn+1

1
g R"=S"{p}: (yl,,yn)f—>|y|2—+(2y1,,2yn,|y|2_1)

1
Dies sind zueinander inverse Homdomorphismen, zudem glatt, analytisch, sogar rational.
Insbesondere ist die Sphire S” eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand (A0A).

(1) Algebra: Die Formeln liegen explizit vor; priifen Sie fiir ( £, g) alles Notige nach!
(2) Geometrie: Leiten Sie aus der obigen Skizze A:5 die Formeln geometrisch her!

Bemerkung. Stehen die Abbildungen erst einmal da, so geniigt sorgfiltiges Nachrechnen.
Geeignete Formeln zu finden, ist oft ungleich schwerer. In diesem einfachen Falle geniigt
Schulgeometrie: Strahlensatz, Geradengleichungen und quadratische Gleichungen. Versu-
chen Sie es! Nur so lernen Sie, die Kraft und die Eleganz expliziter Formeln zu schitzen.

# A1L. (1) Zunichst sind die beiden Abbildungen f und g wohldefiniert: Fiir x € S" gilt |x,+1]| < 1, und
aus xp4+1 = 1 folgt x; = --- = x, =0, also x = p. Fiir x € " \ {p} gilt x,4+1 < 1, also erfiillt der Nenner
1 —xp+41 # 0,und f ist wohldefiniert. Fiir ¢ miissen wir nur den Bildbereich priifen: Fiir y € R” gilt

AT+ Ay (P =D 4P+ -2+
(> +1? IyI*+2]y2+1
also g(y) € S". Zudem gilt (|y|2 —1)/(|y|?> +1) < 1, also g(y) # p und somit g(y) € S* . {p}. Zudem sind

f und g rationale Funktionen in den Koeffizienten und somit stetig. Wir rechnen schlieBlich geduldig nach,
dass fog =idgn und go f =idgn ¢y gilt. (Versuchen Sie es! Aus AIM erhalten wir dies gratis.)

lg)|* =

)

Wir zeigen f o g = idgn: Fiir alle y € R” finden wir

_ 1 2y1 2yn _
S, ym)) = P (|y|2+1,--.’|y|2+1 =(V1se5n)-
TP
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Wir zeigen g o f = idgn\(p): Fir alle x = (x1,...,xp41) € §* \ {p} finden wir

2 2 2
X7+ +x 1—x 1+xp41 2 2Xp4+1
P =] e E T T MO = e P =
(I=xn+1) (1=xn+1) 1 —Xp+1 1 —xp+1 1 —xp+1
1 2x1 2xn 2
seees Xn, = , 1) =(1,....xn, .
£ttt ) = s (o P 1) = ()

(2) Aufgabe (1) setzt voraus, dass fiir den erhofften Homéomorphismus bereits Kandidaten ( f, g) vorlie-
gen. Wir erkldren nun, wie man f und g konstruiert. In jeder realistischen Situation wire dies der erste Schritt:
Um das vorgelegte Homdomorphieproblem zu 16sen, miissen Sie die erhofften Formeln zunéchst einmal finden!

Konstruktion von f: Durch p = (0,...,0,1) und x € S" \ {p} verlduft die parametrisierte Gerade
R—R*L s (1=0)p+itx = (tx1.0x2, ... txn, 1 =1 4+ 1Xp41)
Sie schneidet die Ebene R” x {0} fiir 1 +7(x,41—1) =0, also = 1/(1 —x,+1). Der Schnittpunkt ist demnach

- 1
y=(y1,...,yn,0)=71 (X1,...,X5,0).
~Xn+1

n
Wir lassen den letzten Eintrag 0 weg und erhalten y =: f(x). Alternative: Dasselbe Ergebnis sehen wir auch
direkt in der obigen Abbildung A:5 mit dem Strahlensatz (etwas mehr Geometrie, etwas weniger Rechnung).

Konstruktion von g: Durch p = (0,...,0,1) und y = (y1,..., yn,0) verlduft die parametrisierte Gerade
R—R" s (1—t)p+1 = (ty1.ty2.....1yn. 1 —1)
Fiir jeden ihrer Schnittpunkte mit der Einheitssphire S* ¢ R?*1 gilt
L=yt tyn =0 =20+ +yD) + (=02 =2y + (1 -2,
also t2(]y|? + 1) —2¢ = 0. Die Losungen dieser Gleichung sind ¢ = 0 fiir den trivialen Schnittpunkt p und
t =2/(|y|?> + 1) fiir den gesuchten nicht-trivialen Schnittpunkt (y1,...,ty,,1—1) =: g(y).

Bemerkung: Die expliziten Formeln beweisen die Stetigkeit von f und g. Beide Konstruktionen zeigen
neben der Existenz der Losungen zugleich ihre Eindeutigkeit, und somit g o f =idgn {p) und f o g = idgn.
In Aufgabe (1) mussten wir dies etwas mithsam nachrechnen, in Aufgabe (2) erhalten wir es gratis obendrein!

Bemerkung. Explizite Formeln wie diese haben ihren eigenen dsthetischen Reiz und ent-
hiillen zusétzliche Information: Wir nutzen hier nur rationale Funktionen tiber Q, sie bilden
also rationale Punkte auf rationale Punkte ab. Wir erhalten daher gratis einen ebenso expli-
ziten Homdomorphismus zwischen der rationalen Sphire S” N Q"*! minus Nordpol und
dem Raum Q" C R”. Schon der einfachste Fall n = 1 hat erstaunliche Konsequenzen:

Ein pythagoreisches Tripel (x,y,z) € Z3 erfiillt x> 4+ y? = z2, zum Beispiel (3,4, 5)
und (5, 12, 13). Wir konnen und werden z > 0 und ggT(x, y,z) = 1 annehmen. Diese Tripel
entsprechen demnach Punkten (x/z,y/z) € S' N Q. Wir konnen solche Tripel naiv durch
eine erschopfende Suche gewinnen. (Versuchen Sie es!) Zudem kdnnen wir sie nun bequem
parametrisieren: Fiir ¢ = u /v € Q gekiirzt gemaB u,v € Z, v > 0, ggT(u,v) = 1, betrachten
wir wie oben g(q) = (2¢,9%>—1)/(¢%> + 1) = Quv,u? —v?)/(u? + v?). Somit durchliuft
(u,v) = (x,y,2) = Quv,u? —v?,u? + v?) alle pythagoreischen Tripel!

Bemerkung. Karl WEIERSTRASS (1815-1897) entwickelte die trigonometrische General-
substitution fiir Integrale [ R(cosx,sinx)dx: Wir parametrisieren die Kreislinie durch

1—12 2t \ . .
T2 152 = (cosx,sinx).

Dies fiihrt zu tanx = 2¢ /(1 —¢2) und tan(x /2) = ¢, und somit zur Substitution x = 2arctant
und dx = 2dt/(1 +t?). Jede rationale Funktion R(cosx,sinx) in cosx, sinx wird so zu
einer rationalen Funktion in ¢, und somit wird f R(cos x,sinx) dx elementar integrierbar!

RSN {(=1,0)} : ti—>(
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§A1f. Inversion an einer Sphiire. Wie zuvor sei p der ,,Nordpol“ der Einheitssphire
S" c R"*1. Die stereographische Projektion lisst sich auf ganz R”*1 < {p} ausdehnen:

—
ﬁ

Ubung A1M. Es gilt D"\ {p} = RZ - Hierzu nutzen wir folgende Inversionsabbildung:

hRP7TL{pt = RPPL{p): pr—FZﬁ.
Diese ist wohldefiniert, rational und somit stetig. Sie erfiillt 20/ = idgn+1. ) sOWie
h()|* = 1+4(x | p)/Ix— p|*, also
h(S"~Ap)) = {x € R"™ | xpq1 =0},
R\ {ph) = {x € R"™ | xys1 <0},
hB") ={x e R*"™ | x,41 <O0}.

Durch Einschrinkung finden wir erneut die stereographische Projektion aus A1L:
R” x{0} s"\{p}
f= h‘Sn\{p} und g = h}R”X{O}

# A1M. Zunichst ist # wohldefiniert, denn fiir x # p ist der Nenner ungleich Null, und es gilt 2(x) # p.
Zudem ist & eine rationale Funktion in den Koeffizienten x1, x5, ..., Xn4+1, also insbesondere auch stetig.
Die Eigenschaft i o h = id rechnen wir durch Einsetzen unmittelbar nach:
2(x=p)/Ix=pl* _
dx—pl?/lx—pl?
Somit ist / ein Homomorphismus (denn auch die inverse Abbildung A~ = h ist stetig).
Fiir die letzten Aussagen nutzen wir das euklidische Skalarprodukt und berechnen
()2 = (p|p>+4(x p|2p) Hx—p IX4 r) _, 4(X|p2).

|x—pl |x—pl |x—pl
Hieraus lesen wir ab: Es gilt |h(x)| = 1 genau fiir (x | p) = 0, also x,4+1 = 0. Entsprechend gilt |h(x)| < 1
genau fiir (x | p) <0, also x,+1 < 0. Die Umkehrung folgt aus 4 o i = id. Durch Einsetzen und Vereinfachen
finden wir die stereographische Projektion f und g aus der vorangegangenen Ubung A1L.

Bemerkung. Manchmal ist es leichter, mehr zu zeigen: Die Fortsetzung der stereogra-
phischen Projektion A1L zur Inversion A1M liefert stirkere Aussagen und vereinfacht die
Rechnung. Alles ist explizit ausformuliert, und ich empfehle die Rechnung nachdriicklich
als Ubung. Wir wollen einen Schritt weitergehen und die Situation auch geometrisch ver-
stehen. Hierzu dienen Spiegelungen an Sphiren analog zu Spiegelungen an Hyperebenen.

h(h(x)) = h(p+2(x—p)/Ix—p[?) = p+2
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Definition AIN. Die Hyperebene durch a € R" normal zu v € R” \ {0} ist
H={xeR" } (vix—a)=0}.

Sie zerlegt R” . H in die offenen Halbriume H* = {x eR” } (vix—a)z 0}.
Die Spiegelung an dieser Hyperebene H ist die Abbildung
(v|x—a)

(viv)

og :RP =5R", x—X=x-2

Erléuterung. Diese Formel nutzt die gewihlten Vektoren a und v, aber oz héngt nur von H ab. Der
Vektor u = (v | x—a)/{v|v)-v ist parallel zu v, also senkrecht zu H. Der Lotfufipunkt X = x —u
liegt in H und minimiert den Abstand |x — X|. Fiir die Spiegelung gilt X = ¥ —u = x —2u und somit
og ooy = idgn . Jeder Punkt von S bleibt fest, die Halbriume H T und H ~ werden vertauscht.

Definition A10. Die Sphdre um den Mittelpunkt ¢ € R” mit Radius r € R~ ist
S={XER"}(x—c|x—c)=r2}={x€R"||x—c|=r}.

Sie zerlegt R” \. S in den Ball B(c,r) = {x € R" | |x —c| < r } und sein AuBeres.
Die Spiegelung oder Inversion an dieser Sphire S ist die Abbildung
r2(x—c)

(x—c|x—c)

Ubung A1p. Die Inversion A1M ist die Spiegelung an der Sphire mit Mittelpunkt ¢ = e, 41
und Radius r = +/2. Sie bildet D" \ {c} auf den Halbraum { x,+1 <0} ab.

# Al1Pp. Die Sphire S bestimmt eindeutig ihren Mittelpunkt ¢ und Radius 7. Der Punkt X liegt auf der Halbge-
raden von ¢ durch x und erfiillt |x —c| - |X —c| = r2. Somit gilt 65 0cog = idgn (¢}, jeder Punkt der Sphire
S bleibt fest, Inneres und AuBeres werden vertauscht. Im Mittelpunkt ¢ ist og nicht definiert. Wir fiigen den
,.unendlich fernen Punkt* oo hinzu und setzen o g fort durch ¢ — oo und oo — ¢. Damit wird o'g eine Involution
auf R” U {oo} = S", dank stereographischer Projektion (A1L). Gleiches gilt fiir og : S” — S" mit co — oo.
Hyperebenen und Sphiren H,S C R” entsprechen dann einheitlich (n — 1)—dimensionalen Sphiren S C S”;
sie gehen durch den Nordpol oo oder eben nicht.

os :R*'{c} >R"{c}, x—X=c+

Alle so erklirten Spiegelungen erzeugen die Gruppe Mob(S") der Mobius—Transformationen. Sie bil-
den Sphiren auf Sphiren ab und werden in jeder Dimension n > 2 durch diese Eigenschaft charakterisiert.
Die Mobius—Geometrie spielt in der komplexen Analysis eine wichtige Rolle (n = 2), ebenso in der Lorentz—
Geometrie der speziellen Relativititstheorie (n = 3). M6bius—Transformationen sind konform, das heif3t lokal
winkeltreu. In Dimension n > 3 besagt der Satz von Liouville die Umkehrung: Jede glatte konforme Abbil-
dung f : U — V nicht-leerer offener Mengen U,V C S” ist Einschriinkung einer Mobius—Transformation. In
Dimension n = 2 hingegen sind konforme Abbildungen wesentlich flexibler: Jede biholomorphe Abbildung
f:C>OU =5V CCist konform.
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§Alg. Polarkoordinaten. Polarkoordinaten kennen Sie aus der ebenen Geometrie:

Jeder Punkt x € R? lasst sich schreiben als x = (r cos?, 7 sint) mit 7 € R>g und ¢ € R.
Die Abbildung R>¢ x R — R? mit (r,) — (rcost,rsint) ist stetig und surjektiv. Sie ist
allerdings nicht injektiv: Fiir den Radius » = 0 ist der Winkel ¢ unerheblich; fiir > 0 ist der
Winkel ¢ nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 bestimmt. Wollen wir Winkelfunktionen
vermeiden, so nutzen wir stattdessen die Schreibweise x = rs mitr € R>o und s € St

Die Darstellung durch Polarkoordinaten funktioniert ebenso in jeder Dimension n > 1:
Jeder Punkt x € R” schreibt sich x = rs mit Norm r = |x| und Richtung s € S"~!. Diese
Schreibweise ist eindeutig fiir x # 0, denn in diesem Fall gilt s = x /|x|. Im Nullpunkt x = 0
gilt 7 = 0, und x = rs ist unabhingig von der Richtung s € S* .

Beispiel. Sei K ={x € R" | a < |x| < b} die Kugelschale mit Radien 0 < a < b und hierzu
[a,b] xS"~1 c R"*! der Zylinder. Dann haben wir zueinander inverse Homdomorphismen
fila,b]xS" 1 = K:(r,s) = rsund g: K =5 [a,b] xS" ! x — (x|, x/|x]).

Auch auf der Kreisscheibe B(0,p) = {x € R" | |x| < p} vom Radius p € R~ ¢ kénnen
wir stetige Abbildungen wie folgt mittels Polarkoordinaten konstruieren:

Ubung A1Q (Polarkoordinaten). Zu je zwei stetigen Abbildungen g : S~ — §"~! und
f:10,p[ — [0,0[ mit £(0) =0und p,o € [0, 00] erhalten wir die stetige Abbildung

h:R™ > B(0,p) — B(0,0) CR" :r-s+— f(r)-g(s)

fiir alle 7 € [0, p[ und s € S, Sind zudem f und g Homdomorphismen, dann auch A.
(Die Invarianz der Dimension (J7A) besagt, dass fiir Homoomorphismen g : S~ 1 =2 §7~1
notwendigerweise m = n gilt, aber diese Information benétigen wir hier noch nicht.)

# A1Q. Die Abbildung i : R™ — R" : rs — f(r) g(s) ist wohldefiniert: Fiir den Radius r = 0 ist der Punkt
x = rs unabhéngig von der gewihlten Richtung s, sein Bild f(x) = f(r) g(s) = 0 aber auch dank f(0) = 0.

Auf R ~ {0} ist & stetig, denn h(x) = f(|x]) g(x/|x]|) ist Komposition stetiger Abbildungen. Wegen
|A(x)| = f(]x]|) ist h auch im Ursprung stetig, denn aus |x| — 0 folgt |2(x)| — 0. Somit ist / stetig.

Sind f :[0,p[ =% [0,0] und g : S"~! =4 §*~! Homgomorphismen, dann kénnen wir dieselbe Kon-
struktion anwenden auf die stetigen Umkehrabbildungen £~ :[0,0[ <% [0, p[und g~1 : §"~1 =4 §"~1 Die
Abbildung A~! : B(0,0) — B(0,p) : rs — f~1(r)g71(s) ist ebenfalls stetig. Nach Konstruktion gilt dann
hloh= idp(o,p) : s+ f(r)g(s) = rsund h oh™l = idp(,q) 1 78 = 7Y g7 (s) = rs.

Beispiel. Wir erhalten erneut den Homdomorphismus /4 : B” = R” mit h(x) = x /(1 —|x|)
vermoge der Abbildungen f : [0,1[ =5 Rsg:7+r/(1—r)und g =id:S""! = §"~ 1,
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§A1h. Winkel geradebiegen. In der Ebene R? = C sind der Quadrant A = R>o xR
und die Halbebene B = R x R>o homdomorph vermoge z — z2. Die Umkehrfunktion ist
der zugehorige Zweig der komplexen Wurzelfunktion z — /z (C3W). Allgemein verviel-
facht z — z" mit n € N> den Winkel in z = 0 und ist winkeltreu (da holomorph) in z # 0.

AR

SO
\‘\\\\\\
%“‘-‘ ERERE ‘

=

Ubung A1R. Fiir 0 <« < 8 < 27 sind die Sektoren 4 = R>¢ -ell0el ynd B = Rx>o -ell0-A]
homoomorph. Genauer gesagt existiert ein Homéomorphismus 4 : C = C mit h(A4) = B:

() FirO<a < B <moderm <a < B <2 kann h : C = C linear iiber R gewihlt
werden und ist somit insbesondere ein (reeller) Diffeomorphismus; sonst nicht.

(2) Allgemein fiir 0 < o < < 27 konnen wir & in Polarkoordinaten darstellen durch
h(re) = f(r) e'®D etwa f(r) =rf/® firr >0und g(t) =1-B/a fir 0 <t < a.

(3) Durch diese Wahl ist 4 : A = B holomorph in z # 0 (somit glatt und winkeltreu).

In jeder Dimension n > 2 erhalten wir einen Hom6omorphismus 4 : R” =5 R”, der den Or-
thanten (Rx¢)" auf den Halbraum R>q x R”~! abbildet, diffeomorph auBerhalb der Kanten.

# AIR. (1) Fiir o, B # 7 sind e und ¢# von 1 linear unabhingig tiber R. Die R-lineare Abbildung #: C — C
mit A(1) = 1 und k(') = ¢# ist dann ein R-Isomorphismus und somit ein reeller Diffeomorphismus. In den
Fillen 0 <@ < f < 7 oder w < o < 8 < 27 ist er zudem orientierungserhaltend und erfiillt daher #(A) = B.
Fiir ¢ < 7 < B ist ein Diffeomorphismus unméoglich (A1K), deshalb betrachten wir die folgende Konstruktion.

(2) Die Radialfunktion f :R>o =% Rx ist zunichst beliebig. Die Winkelfunktion g : [0, 27] =% [0, 27]
interpoliere affin zwischen den Stiitzpunkten g(0) = 0 und g(«) = 8 und g(27) = 27, wie in folgender Skizze.
Die Funktion /2 : C — C mit h(re'’) = f(r) ¢€® fiir r > 0 und 0 < ¢ < 277 ist wohldefiniert und stetig (siche
A1Q). Gleiches gilt fiir ihre Umkehrfunktion 2~ 1 (reif) = f~1(r) ei€ o,

2 21
8 g
B
o
0 0
0 « 2 0 B 27

(3) Zu 8 = B/2 —m ist der komplexe Logarithmus logg : C\Rx>q -ei? - C mit logg (e %) = r +is fiir
r € R>o und s € 16,6 + 27| wohldefiniert und holomorph. Die Abbildung 4 : C \ Rx¢ -ei? — C mit h(0)=0
und h(z) = Ble = exp(logg(z) - B/a) fiir z # 0 ist stetig und in z 7# 0 holomorph. Durch Einschrinkung
erhalten wir gerade die Funktion /2 : A =% B mit h(re’) = rBle ¢ig® ynd g :[0,a] = [0, B] affin wie in (2).
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§A1li. Untermannigfaltigkeiten in R”. Seien 0 < m < n in N. Im Raum R” ist die
Teilmenge E™ = {x € R" | xpp+1 =--- =x, =0} = R™ x {0}"~™ ein m—dimensionaler
Untervektorraum. Dies ist das Modell einer m—dimensionalen Untermannigfaltigkeit:

U offen in_]R” V offen in_R”
KK Ko
M l\ a //I Em l\\ 6 //I

ABBILDUNG A:6. Ein lokaler Diffeomorphismus (R”, M,a) = (R", E™,0)

Die Idee ist einfach und anschaulich: Eine Untermannigfaltigkeit M in R” sieht lokal
um jeden Punkt genau so aus wie der Modellraum E™ in R”. Dies prizisieren wir wie folgt:

Definition A1s (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M C R” ist eine m—dimensionale
Untermannigfaltigkeit der Differenzierbarkeitsklasse €%, falls zu jedem Punkt a € M eine
offene Umgebung U C R” von a und eine offene Umgebung V' C R” von 0 existieren sowie
ein €“-Diffeomorphismus ¢ : U =5 V mit (M NU) = E™ NV und ¢(a) = 0.

Wir sagen kurz, die Rdume (R”, M,a) und (R", E™,0) sind lokal €*—diffeomorph.

Bemerkung. Im Falle o > 1 ist M eine (¢*-)glatte Untermannigfaltigkeit. Hierzu ldsst
sich der Satz iiber implizite Funktionen aus der Analysis wunderbar anwenden; nach Mog-
lichkeit nutzen wir diese starken Werkzeuge. Im schwicheren Falle o« = 0 verlangen wir
nur Homdomorphismen und sprechen dann von einer fopologischen Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. Jede Untermannigfaltigkeit M in R” ist fiir sich selbst als Teilraum betrachtet
eine Mannigfaltigkeit im Sinne der Definition AOA, denn (M,a) = (E™,0) = (R”,0) sind
lokal homdomorph, gar ¥*—diffeomorph. Untermannigfaltigkeiten liefern uns somit viele
anschauliche Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten und sind zudem oft leicht zu konstruieren:

Beispiel. Die Sphire S”~! in R” ist eine ' “—Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1.
Anschaulich ist das klar, zumindest fiir n = 1,2, 3: Machen Sie sich ein paar Skizzen! Um
es zu beweisen, bendtigen sie eine lokale Karte ¢, die S*"! N U auf E"~! NV begradigt.
Versuchen Sie es zunichst selbst, dann vergleichen Sie Ihre Lésung mit Ubung A1M!

Beispiel. Jede offene Menge M C R” ist eine ¥“—Untermannigfaltigkeit der Dimension
n: Zu jedem Punkt @ € B" finden wir hinreichend kleine Umgebungen U = a +¢B"” C M
vona und V' = ¢B" von 0 sowie ¢ : U = V : x — x —a als Diffeomorphismus.

Beispiel. Der abgeschlossene Ball D" in R” ist keine Untermannigfaltigkeit im Sinne von
AT1s: In jedem inneren Punkt a € B” finden wir wie zuvor U = a +¢B” C D" und V = ¢B”
sowie ¢ : U =% V : x + x —a. Das Problem entsteht in den Randpunkten ¢ € S*~! ¢ D"*!

Unsere Definition A1S greift hierfiir noch zu kurz. Um das zu beheben, nutzen wir als
Modell neben E™ auch den Halbraum E{" = {x € R" | x; <0, Xpp41 =--=x, =0}.

Definition A1T (Untermannigfaltigkeit mit Rand). Eine Teilmenge M C R” ist eine m—
dimensionale €*—Untermannigfaltigkeit mit Rand, falls zu jedem Punkt @ € M ein lokaler
¢ “-Diffeomorphismus (R”, M,a) = (R", E™,0) oder (R",M,a) = (R", ET",0) existiert.
Im ersten Falle nennen wir a einen inneren Punkt, kurz a € Int M, im zweiten Falle ist a
ein Randpunkt von M, kurz a € 0M .
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Beispiel. Der Ball D” in R” ist eine 4’“—Untermannigfaltigkeit der Dimension #» mit Rand
dD” = S"! und Innerem IntD” = B”. Ubung A1M liefert einen Diffeomorphismus.

Beispiel. Fiirn > 2 und o > 1 ist der Wiirfel [—1, 1] in R” keine €"*—glatte Untermannig-
faltigkeit mit Rand im Sinne von A1T: Im Inneren gilt (R”, M,a) = (R”, E,0) und in den
Facetten gilt (R", M,a) = (R", E{",0), aber in den Ecken gilt keines von beidem.

Der Wiirfel [—1,1]™ inspiriert uns zu folgender Definition, um auch Ecken, Kanten,
Seiten, etc. behandeln zu konnen. Fiir 0 < k < m < n in N betrachten wir den Teilraum

El ={xeR"|x1,....5 0, Xxpp1 ==X, =0} = (R<o)® x R™ K 5 {0y,

Der Teilraum E™ = Ef’' = {x € R" | xpy41 = --- = X, = 0} ist ein m—dimensionaler
Untervektorrraum in R”. Im Vektorraum E{* liegt der Halbraum E7* = {x € E{' | x1 <0}
und der Viertelraum EJ' = {x € EJ* | x1,x2 <0} usw.

Definition A1U (Untermannigfaltigkeit mit Ecken). Eine Teilmenge M C R” ist eine m—
dimensionale € *—Untermannigfaltigkeit mit Ecken, falls zu jedem Punkt a € M ein lokaler
¢ “-Diffeomorphismus (R”?, M,a) = (R", E ]'C”,O) existiert, wobei 0 < k < m.

In diesem Fall sagen wir, der Punkt a € M hat Tiefe k. Punkte der Tiefe O liegen im
Inneren Int M, Punkte der Tiefe > 1 liegen im Rand M.

Beispiel. Der Wiirfel M = [—1,1]" x{0}"~™ in R” ist eine ¥ “~Untermannigfaltigkeit der
Dimension m mit Ecken. Das Innere ist Int M = ]—1, 1[™ x {0} 7", Die Tiefe jedes Punktes
a € M beschreibt seine Lage: Ecken haben Tiefe m, Kanten haben Tiefe m — 1, etc.

Ubung A1v. Sei« > 1. Falls ein lokaler € *—Diffeomorphismus (R”, 2 0=@R"E 1’3/’0)

existiert, so gilt (m,k) = (m’,k’). Fiir jede ¥*—Untermannigfaltigkeit M in R” folgt: Die

Dimension dim M = m ist wohldefiniert, ebenso das Innere Int M und der Rand oM .
Hinweis: Wiederholen Sie die Ubung A1K zum Wiirfel [—1, 1]".

#* Alv. Sei M C R” eine Teilmenge und ¢ € M ein Punkt. Wir betrachten die Menge %I(RZQ,O; M, a)
aller stetig differenzierbaren Wege y : R>9 — M, die im Punkt y(0) = a starten. Die Tungente im Punkt a
entlang des Weges y ist die Ableitung y’(0) € R”. Den Tangentialhalbraum von M im Punkt a definieren wir
als die Menge H,M = {y’/(0) e R" | y € %’l(Rzo,O; M, a)} aller Tangentialvektoren. Beim Ball finden wir
H;D" = R” fiir a € B” im Inneren und H,D" = {v e R" | (v]|a) <0} fiira € S” im Rand. (Skizze!) Fiir
unsere Modellriume (R”, EI’C",O) finden wir Ho ET* = E]’C" (Skizze!)

Sei h: (R", E",0) = (R”, El’c’f/,O) ein ¢ 1-Diffeomorphismus. Fiir y € €1 (Rx0,0; EM,0) gilt hoy €

€1 (Rx0,0; E,’C’f/,O) und (k0 y)’(0) = h'(a) oy’ (0). Entsprechend fiir ™1, Dasselbe gilt lokal. Der R-lineare

Isomorphismus /’(0) : R” =% R” liefert somit eine Bijektion der Tangentialhalbriume Ho E © = HoE ]’c’f/.
Hieraus folgt (m,k) = (m’,k’) dank Linearer Algebra: m ist die Dimension des aufgespannten affinen

Unterraums aff £ ,’C”, und m — k ist die Dimension des maximalen Untervektorraums, der ganz in E ]’C" liegt.

Bemerkung. Fiir o = 0 liegt die Sache anders: Bemerkenswerterweise gibt es Homdomor-
phismen (R”, E ,’c",O) = (R",ET",0) fiir alle 1 <k < m. Wir kénnen Winkel geradebiegen,
siehe A1R. Topologisch gesehen spielen Ecken also keine Rolle. Gliicklicherweise sind die
Dimension, das Innere und der Rand auch topologisch wohldefiniert, wie wir spiter zeigen:
Falls ein lokaler Homomorphismus (R", E7*,0) = (R", E ]’c”,/,O) existiert, so gilt m = m’
und entweder k = k' = 0 oder k,k’ > 1. Das ist allerdings wesentlich schwerer zu beweisen,
da wir nun keine Ableitung haben und somit nicht die Lineare Algebra einsetzen kdnnen.
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§A1j. Ein unerwarteter Homoomorphismus: Q2 = Q. Mathematik verbindet Sorg-
falt und Kreativitit, ich wiederhole es gern. Vorbild und Werkzeug sind uns hier die Ana-
lysis und die Lineare Algebra. Durch illustrative Beispiele wollen wir unsere topologische
Anschauung schulen und gegen naive Trugschliisse immunisieren.

Seit man begonnen hat, die einfachsten Behauptungen
zu beweisen, erwiesen sich viele von ihnen als falsch.
Bertrand Russel (1872—-1970)

Beispiele. Die folgenden Fragen sind leicht zu formulieren aber nicht alle leicht zu beant-
worten. Sie dienen als erster Test fiir intuitive Anschauung und technische Virtuositit:

(A) Sind das Intervall [0, 1] und das Quadrat [0, 1]> homomorph, kurz [0, 1] = [0, 1]??
(B) Sind die reelle Gerade R und die reelle Ebene R? homoomorph, kurz R = R2?
(C) Sind die rationale Gerade Q und ihre Ebene Q2 homdomorph, kurz Q = Q??

(D) Sind die ganzen Zahlen Z und das Gitter Z? homdomorph, kurz Z = 72?

Bevor Sie weiterlesen versuchen Sie bitte zuerst, Antworten selbst zu formulieren und
zu begriinden. Hierzu benotigen Sie geeignetes mathematisches Werkzeug, und gliicklicher-
weise kennen Sie bereits alle notigen Techniken aus Ihrem ersten Studienjahr. Die Antwor-
ten sind zum Teil tiberraschend. Den Rest dieses Abschnitts widmen wir der Kldrung dieser
Testfragen. Wer sich damit nicht aufhalten will, kann dies beim ersten Lesen iibergehen.

Ubung A1w. Die letzte Frage ist am einfachsten: Es gilt Z 2= Z2.

# A1w. Die Riume Z C R und Z2 c R? sind diskret, somit ist jede Bijektion Z 2% Z? ein Homdomorphismus.
Wir haben eine Bijektion f : N =% Z mit f(a) = a/2 fir a gerade und f(a) = —(a + 1)/2 fiir a ungerade.
Zudem haben wir eine Bijektion g : N2 2% N mit f(a,b) = a + (a + b)(a + b+ 1)/2. Ihre Komposition ergibt
h=(f f)ogo f~1:7Z 25 N=5 N2 2% 72 Alternativ gelingt dies mit folgendem Reiverschlussverfahren:

Ubung A1X. Es gibt einen Homdomorphismus Z[%] = Z[%] X Z[%] vermoge

kak3k —> (ka2k3k’ ka2k+13k )

Fiir die Ziffern gilt hierbei x; € {—1,0, 1} sowie x; = O fiir |k| hinreichend groB.
Anleitung: Wir wihlen eine Basis B € Nx3. Statt {0, 1,..., B — 1} wie iiblich wihlen
wir eine Ziffernmenge X = {a,a+1,...,b—1,b} mita <0 <bund |X|=b—a+1=B.

(1) Jede ganze Zahl x € Z hat eine eindeutige Darstellung x = Y, X% BX mit Ziffern
X € X und x = O fiir fast alle k € N: Es gibt n € N, sodass x; = 0 fiir alle k > n.
(2) Hieraus erhalten wir eine Bijektion Z =% Z? durch obiges ReiBverschlussverfahren.
(3) Jede B—adische Zahl x € Z[B~!], also x = a/B™ mit a € Z und m € N, hat eine
eindeutige Darstellung x =) ; o, X B¥ mit Xy € X und x; = O fiir fast alle k € Z.
(4) Hieraus erhalten wir den Homdomorphismus Z[B~!] =% Z[B~!]? wie oben.

% AIX. (1) Eindeutigkeit: Sei x = Y} _oxx B¥ = Y} _ x7 B¥ mit x4, x}_ € X. Wir fiihren Induktion iiber
n € N: Fiir n = 0 gilt xo = x{. Fiirn > 1 gilt x = (CF_, xx BF DB +x0 = (X7, x,’ch_l)B + x{, also
xo=xpund Y F_ x BE1 =30 x,’ch_l. Per Induktion folgt x; = x; firk =1,...,n.

Existenz: Wir fiihren Induktion iiber |x| € N. Fiir |x| = 0 gilt x = 0. Fiir |x| > 1 dividieren wir durch B
mit Rest xg € X und erhalten x = x’ B + xo mit |x’| < |x|. Bei X = {0, 1,..., B —1} scheitert dies fiir x = —1,
dies schlieBen wir daher aus.) Nach Induktionsvoraussetzung gilt x’ = Z,‘;‘;O xl’ch ,alsox = ch;o Xk Bk,
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(4) Seien f :Z[B~'1— Z[B~1]? und g : Z[B~']?> — Z[B~!] die ReiBverschlussabbildungen. Dank (3)
sind sie wohldefiniert und erfiillen go f =id und f o g = id. Wir miissen noch die Stetigkeit nachweisen; hier
hilft nur, sorgfiltig die Definition anzuwenden. Wir nutzen die Taxinorm auf R2. Fiir x, y € Z[B_l] gilt:

|l f)—f], = Z[xzj_J’2j]Bj + Z[x2j+1_YZj+1]Bj fZ[|x2j_)’2j|+|x2j+1_)’2j+1|]Bj
JEL JEZ jez
oo . o0
<2B" + Z[Ixzj—y2j|+|xz_j+1—y2j+1l]B’ <2B"+B7" Y |xg—yx| B
j=n k=2n
<2B"+ B ) |xp—yi|BF <2B"+B"|x—y|

keZ
Zujedem ¢ € R~ ¢ existiert n € Z mit 3B" < &. Wir setzen § := B?"  Fiiralle x, y € Z[B™ '] mit |[x—y| < §
giltdann | f(x)— f(y)|1 <2B" + B™"|x—y| <3B" <. Dies zeigt, dass f : Z[B~1] — Z[B~1]? stetig ist.
Umgekehrt betrachten wir Punkte (x’, x”), (y',y") € Z[B~11?. Seim € Z mit |x'|,|x"|,|y’|.|y"| < B™ /2,

also X’ = Y Xox B¥ und x” = Y"1 xp5 11 BX sowie y' = 3" yor B und y” = "¢ yor 1 BX mitxy, yp € X
und xz = yg = 0 fir k > 2m. Wir erhalten dann folgende Abschitzung:

2m 2m m
e x") =gV =| D mB¥ = Y wiBF < D lm—w|B*
k=—00 k=—00 k=—00
m m—1
SBm[ > %2k — yai| B¥ + > |x2k+1—y2k+1|Bk} < BM[Ix' =y +1x" = "]
k=—00 k=—o0

Dies zeigt, dass g : Z[B~1]% — Z[B™!] stetig ist. Wir haben also Homdomorphismen Z[B~1] = Z[B~1]2.

Ubung Aly. Auch fiir die rationalen Zahlen existiert ein Homéomorphismus Q = Q2.
Per Induktion folgt hieraus Q = Q" und somit Q™ = Q" fiir alle m,n € N> . Anleitung:

(1) Die rationalen Zahlen Q sind abzdhlbar und dicht in R. Umgekehrt gilt: Ist A C R
abzdhlbar und dicht in R, so existiert eine ordnungstreue Bijektion f : A = Q. Diese
setzt sich eindeutig fort zu einem Homdomorphismus % : R = R mit & |Q = f.

(2) Wir erhalten Homoomorphismen Q = Z[%] = Z[%]2 2% Q2 dank (1) und A1X.

(3) Die Abbildung g : R2 D> Q% — Q[+v/2] C R mit g(a,b) = a + b~/2 ist Q-linear,
bijektiv und stetig, aber kein Homdomorphismus; sie ist also kein Ersatz fiir (2).

# Aly. (1) Seien A, B C R dicht sowie N =% A, k — aj und N = B, k +— by. Wir konstruieren eine
ordnungstreue Bijektion f : A = B nach der ,Hin-und-Her-Methode* von Cantor (1895) und Hausdorff
(1914). Wir beginnen mit Ag = Bg = fo = 0. Sei n > 0 und f, : Ay, => Bj bereits konstruiert. Fiir n ge-
rade sei i € N minimal mit a; ¢ A,. Hierzu sei j € N minimal mit b; ¢ By, sodass a; +— b; die Bijektion
fn + Ay => B, monoton fortsetzt. Dies ist immer moglich, da f,(A,) = B, endlich und B dicht ist. Wir
setzen Ap+1 := Ap U{a;} und By41 := By U{b;}und fy+1 = fn U{(a;,b;)}. Fiir n ungerade vertauschen
wir die Rollen von A und B. Die Vereinigung f = |J, ey fu : A — B ist ordnungstreu, injektiv und surjektiv,
Letzteres dank ,,Hin-und-Her*. (Die Konstruktion ,,nur Hin* geniigt, man muss aber genauer hinschauen.)
Sind A, B C R dicht, so setzt sich jede ordnungstreu Bijektion f : A =% B eindeutig fort zu einem Homéo-
morphismus /2 : R =% R: Fir x € R gilt x = sup A<y, und wir setzen h(x) := sup f(A<yx). Fir y € R gilt
¥ =sup B<y, und wir setzen k(y) := sup f1 (B<y). Nach Konstruktion gilt k o s = hok = idg. Schlieflich
rechnet man die Stetigkeit von & und k nach. Wir erhalten so den Homomorphismus / : R =% R mit & |§ =f.
Aussage (2) ist damit klar. Zum Gegenbeispiel (3): Die Zahlen 1, +/2 € R sind Q-linear unabhiingig, da /2
irrational ist. Die Abbildung g : Q% — Q[+/2] mit g(a,b) = a + b+/2 ist somit ein Q—Vektorraumisomorphismus.
Zudem ist g stetig, denn |a 4+ b~/2| < v/2|(a,b)|1. Die Umkehrabbildung g~ ist jedoch nicht stetig: Wir wih-
len eine Folge a, € Q mit a, — +/2 und setzen by, := —1. Dann gilt |ay, + by /2| — 0 aber |(an,bp)|1 = 1.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§A2. Euklidische Geometrie: Polytope und Isometrien 21

§A2. Euklidische Geometrie: Polytope und Isometrien

Die Topologie vereinfacht und vergrébert. Sie verfolgt eine abstrakte Sichtweise, die
viele (durchaus interessante) Aspekte ausblendet, aber fiir manche Probleme gerade den
Blick aufs Wesentliche freimacht. Zum Beispiel sind Ball D3 und Sphire S? nicht homéo-
morph: Anschaulich umschlieft die Sphire ein Loch, der Ball nicht. In R3 ist D3 konvex
aber S? nicht. Eine topologisch invariante Formulierung erfordert weit mehr Aufwand: Ver-
suchen Sie einmal, den Begriff ,,umschlieBt ein Loch* zu definieren, und zwar so prézise
und anwendungsfreundlich, dass Sie damit konkret arbeiten konnen, gar rechnen... Naja,
ein Loch ist da, wo nichts ist, aber was heif3t umschlieBen? Antworten liefern der Abbil-
dungsgrad in Kapitel J und die Fundamentalgruppe in Kapitel L. Zur Vereinfachung begin-
nen wir hier mit konvexen Mengen im R”; diese haben sicher keine Locher.

In Einstein’s general relativity the structure of space can change

but not its topology. Topology is the property of something that doesn’t
change when you bend it or stretch it as long as you don’t break anything.
Edward Witten

§A2a. Regulire Vielecke in der Ebene. Fiir jede ganze Zahl n > 3 betrachten wir in
der Ebene C = R2 die Punkte vy = >7%/" = (cos(2rk /n),sin(2rk /n)) mit k € Z. Thre
konvexe Hiille P, = [v1,...,v,] ist das regulire n—Eck. Thre Konstruktion allein mit Zirkel
und Lineal fiir n = 3,4,5,6,... ist eine klassische Aufgabe der Geometrie, firn = 7,9,...
ist der Beweis der Unmoglichkeit allein mit Zirkel und Lineal ein Triumph der Algebra.

Sei P C R? ein 2—dimensionales Polytop (A2B). Eine Fahne (E < K < P) besteht aus
einer Ecke E = {v; } in einer Kante K = [vg, V1] des Polytops P. Wir nennen P reguliir,
wenn jede Fahne in jede andere iiberfiihrt werden kann durch eine Isometrie des R2.

Satz A2A. Jedes unserer obigen Modelle P, C R? erfreut sich dieser Eigenschaft. Bis auf
Ahnlichkeit (Isometrie und Streckung) sind dies die einzigen reguliiren 2—Polytope. ]

ABBILDUNG A:7. Transitivitit der Isometriegruppe auf Ecken, Kanten, Fahnen

Bemerkung. Fiir jedes 2—dimensionale Polytop P C R? ist Regularitit dquivalent dazu,
dass man per Isometrie jede Ecke in jede andere Ecke und jede Kante in jede andere Kante
iiberfithren kann. Jedes Rechteck erfiillt die schwichere Transitivitit auf den Ecken. Jede
Raute erfiillt die schwichere Transitivitiit auf den Kanten.
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§A2b. Die platonischen Korper. Die fiinf platonischen Korper aus Abbildung A:8
sind benannt nach dem griechischen Philosophen PLATON (ca. 428-348 v. Chr.). Sie erfreu-
en sich vollkommener Symmetrie: Wir sprechen von reguldren 3—dimensionalen Polytopen.

ABBILDUNG A:8. Hexaeder, Oktaeder, Tetraeder, Ikosaeder und Dodekaeder.

Wie konstruiert man diese Objekte? Das einfachste ist das Hexaeder [(£1,+1,+£1)].
Die Seitenmitten des Hexaeders bilden die Ecken des Oktaeders [te1, €5, +-e3]. Die Sei-
tenmitten des Oktaeders bilden die Ecken des kleineren Hexaeders [(£1/3,+1/3,+1/3)].
Diese beiden Polytope sind in diesem Sinne zueinander dual.

Aus vier Ecken des Hexaeders gewinnen wir ein regulires Tetraeder wie gezeigt. Es ist
selbstdual, denn seine vier Seitenmitten sind die Ecken eines kleineren Tetraeders.

Die Konstruktion des Ikosaeders ist trickreicher: In der Seite [(+1, 41, 1)] des Hexa-
eders wihlen wir eine Strecke [(+s,0, 1)], deren Linge anschlieBend noch zu bestimmen
ist. Fiir die anderen fiinf Seiten verfahren wir entsprechend und verbinden diese 12 Ecken
wie in Abbildung A:8. Zwecks Regularitit wihlen wir s so, dass alle Dreiecke regulér sind.
Wir finden hier den goldenen Schnitt s = (v/5—1)/2 ~ 0.618. (Ubung!)

Das Dodekaeder erhalten wir zu guter Letzt aus dem Ikosaeder, indem wir die Seiten-
mitten als Ecken wihlen. Auch Ikosaeder und Dodekaeder sind somit zueinander dual.

Wir konnen auch zuerst das Dodekaeder konstruieren: Wir nutzen die 8 Ecken des He-
xaeders; auf jedem der sechs Quadrate errichten wir ein Walmdach, dessen Hohe 4 und
Breite b noch zu bestimmen ist. Wir erhalten 12 weitere Ecken, insgesamt also 20. Zwecks
Regularitit wihlen wir s und b so, dass regulére Fiinfecke entstehen.
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§A2c. Doppelkegel, Prismen, Antiprismen. Die platonischen Korper haben groBt-
mogliche Symmetrie, wie wir im Folgenden diskutieren. Daneben gibt es auch weniger
regulidre Polytope, die wir durch einige prominente Beispiele illustrieren.

Q& L

ABBILDUNG A:9. Doppelkegel iiber einem reguldren g—Eck (¢ > 3)

o=

ABBILDUNG A:10. Prisma iiber einem reguldren g—Eck (¢ > 3)

ABBILDUNG A:11. Antiprisma iiber einem regulidren g—Eck (¢ > 2)

Der Doppelkegel entsteht aus einem regulidren g—Eck P = [vy,...,v4] mit den Ecken
v = (cos(mk/q),sin(2wk /q),0) durch Hinzunahme der Ecken (0,0,a) und (0,0,—b).
Die Hohen a, b > 0 konnen wir hier frei wihlen, die Wahl a = b ist besonders symmetrisch.
Speziell fiir ¢ = 3,4, 5 kdnnen wir wie skizziert 2¢q regulédre Dreiecke als Facetten erreichen.

Das Prisma ist die konvexe Hiille der Ecken v;ct = (cos(2wk/q),sin(2rk/q), +a).
Beim Antiprisma sind Boden und Deckel gegeneinander verdreht, hier sind die Ecken zu-
einander versetzt geméif v;f = (cos(2nk/q Lt n/2q),sinRQrk/q Lt n/2q),+a).

Doppelkegel und Prisma sind zueinander dual. Das Oktaeder ist ein spezieller Doppel-
kegel, das Hexaeder ein spezielles Prisma, Tetraeder und Oktaeder sind Antiprismen.
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§A2d. Polytope. Bislang haben wir einzelne, konkrete Beispiele diskutiert. Man sieht
jeweils, was das betrachtete Polytop sein soll, sein Inneres, sein Rand, seine Dimension,
seine Ecken und Seiten. Wenn wir nun allgemeine GesetzmiBigkeiten suchen, formulieren
und beweisen wollen, so miissen wir die von uns verwendeten Begriffe prizise definieren.
Selbst fiir scheinbar einfache Objekte wie Polytope erfordert dies Kreativitit und Sorgfalt.
Gliicklicherweise kennen wir alle nétigen Werkzeuge aus der Linearen Algebra:
Definition A2B. Sei V' ein R—Vektorraum. Die Verbindungsstrecke zwischen a,b € V ist
[a.b]:={(1—1)a+1tb|teR, 0=t <1}.
Wir nennen eine Teilmenge X C V konvex, wenn fiir jedes Paar a,b € X stets [a,b] C X

gilt. Zum Beispiel ist der gesamte Raum V' konvex, ebenso jeder affine Teilraum und jeder
Halbraum. Ist X; C V konvex fiir jedes i € I, so auch der Durchschnitt X = ﬂie 1 Xi.

Das von vg, v1,...,vg € V aufgespannte Polytop ist ihre konvexe Hiille, also die kleinste
konvexe Menge P D {vg,v1,...,v¢}. Diese konnen wir darstellen als Durchschnitt aller
Halbridume, die vg, vy, ..., vy enthalten, oder ebenso als Menge aller Konvexkombinationen:

P =[vo,v1,....v¢] := {tovo + t1v1 + -+ tgvg | fo.t1.....1g €Rso, lo+ 11+ +1g =1}
Das (geometrische) Innere des Polytops P besteht aus den positiven Konvexkombinationen:
Int[vg, vi....,ve] := {tovo + t1v1 4+ 1gvg | fo.11,....tg €Rsg, to+11 +-- 41, =1}
Die verbleibenden Punkte bilden den (geometrischen) Rand des Polytops P:
d[vo,v1,...,v¢] :=[vo,v1,...,ve] \ Int[vg, v1,..., V]
Der von P C V aufgespannte affine Teilraum ist die affine Hiille:
A =aff(P):= {soxo+ - +skxk | X0.....Xg € P, S0.,....5k ER, so+ - +5, =1}
= {tovo + vy + -+ 1gvg | to. 11, g ER, fg+ 11+ +1p =1}
= {vo+t1(v1—vo)—i—-“—l—tg(vg—vo) } ooty GR}
=v9+ (V1 —vg,..., V¢ — Vo )R
Es existiert ein affiner Isomorphismus A = RY; dies bestimmt d € {0,1,...,£} eindeutig.

Wir nennen dim P := dim A = d die Dimension des Polytops P. Fiir das leere Polytop
@ = [] vereinbaren wir dim@ = —oo. Damit gilt stets dim(P x Q) = dim P +dim Q.

Beispiel. Fiir dim P = 0 gilt P = {vg}, das Innere ist Int P = {vgo} und der Rand dP = @.

Beispiel. Fir dimP =1 gilt P = [vg,v1] = {(1—1t)vo+1tv1 |0 <¢t <1} mit vy # v;.
Dies spannt die affine Gerade A = vo + R(v; —vp) = R auf. Nach obiger Definition ist das
Innere Int[vg, v1] = {(1—1¢)vp+tvy |0 <t <1} undder Rand d[vg,v1] = {vo,v1}.

Bemerkung. Fiir jedes Polytop P C V definieren wir hier das Innere Int P und den Rand
dP als geometrische Begriffe. Dies sind zudem auch ropologische Begriffe, die wir in §D5
eingehend diskutieren werden. Im aufgespannten affinen Raum A = R stimmen beide
iberein: Das geometrische Innere Int P und der geometrische Rand dP stimmen mit dem
topologischen Inneren P° und dem topologischen Rand §P von P in A iiberein.

Dies zeigt insbesondere, dass die Begriffe Inneres und Rand tatséchlich nur von der
Menge P abhingen, und nicht von unserer Wahl der aufspannenden Punkte vg,v1,...,v,.
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§A2e. Ecken und Seiten eines Polytops. Die Darstellung eines Polytops P als kon-
vexe Hiille P = [vg,v1,...,V¢] ist nicht eindeutig: Die Punkte vg,v1,...,vy € V bestim-
men das von ihnen aufgespannte Polytop P, aber nicht umgekehrt: Wir konnen die Punkte
Vo, V1, ..., V¢ umordnen und einen beliebigen Punkt vy, ; € P hinzufiigen.

X a X

Definition A2C. Sei weiterhin P C V ein Polytop in einem R—Vektorraum V' wie in A2B.

Eine Ecke von P ist ein Punkt x € P, der beziiglich P extrem liegt in folgendem Sinne:
Firallea,b € Pund 0 <t < 1 gilt (1 —t)a +tb = x genau dann, wenn a = b = x gilt.

xevert(P) <= xe€PAVte€l0,1[ Va,beP : [(1-t)a+th=x & a=b=x]

Eine Seite von P ist eine Teilmenge Q C P, die in P extrem liegt in folgendem Sinne:
Firallea,b € Pund 0 <t < 1 gilt (1 —¢f)a +tb € Q genau dann, wenn a,b € Q gilt.

Q<P <= QCPAViel01] VabeP : [(1-t)a+the Q & a,be Q]

Wir schreiben Q < P, wenn Q eine Seite von P ist, und Q < P, wenn Q eine echte
Seite von P ist, also zudem Q # P gilt oder dquivalent dim Q < dim P.

Bemerkung. Das leere Polytop @ ist eine Seite von P, die einzige der Dimension —oo.
Fiir jede Ecke x von P ist die Menge {x} eine O—dimensionale Seite, und umgekehrt.
Die gesamte Menge P ist eine Seite von P. Dies ist die einzige der Dimension dim P.
Kanten sind Seiten der Dimension 1, Facetten sind Seiten der Dimension dim P — 1.

Beispiel. Fiir a,b € V ist die Strecke [a, b] ein Polytop, und a, b sind die beiden Ecken.
Fiir das Produkt P x Q von Polytopen gilt vert(P x Q) = {(x,y) | x e vert P, y € vertQ }:

Das Quadrat Q = [(£1,=1)] in der Ebene R? hat vier 0—dimensionale Seiten (Ecken)
(%1, £1), vier 1-dimensionale Seiten (Kanten), namlich [(£1,+1)], [(£1,=1D)], [(+1, £1)],
[(—1,4£1)], sowie die 2—dimensionale Seite Q. Weitere Seiten gibt es nicht.

Der Wiirfel W = [(&1,41,£1)] im Raum R3 hat genau acht O—dimensionale Seiten
(Ecken) (41,41, =£1), zwolf 1-dimensionale Seiten (Kanten), etwa [(£1,1,1)], sechs 2—
dimensionale Seiten (Facetten), etwa [(£1, 1, 1)], sowie die 3—dimensionale Seite W

Bemerkung. Wir betrachten das Polytop P = [S], aufgespannt von S = {vg,v1,...,v¢}.

Zur bequemen Schreibweise sei AC 1= { (tg,11,....tz) € [0, 1] |t +t1 4+ +1, =1}
das Standardsimplex. Damit gilt P = [vg, v1,...,vg] = {foUo + 1101 + -+ 1o | 1 € ALY

Das zeigt: Das Polytop P C V ist das Bild des Standardsimplex At ¢ R unter der
linearen Abbildung & : REFL 5 vV mit €p,€1,...,eg — Vg, V1,...,Vp. Dabei wird der affine
Raum aff{eg,eq,...,ey} der Dimension £ abgebildet auf aff{vg,vy,...,vy} der Dimension
d = dim P. Das Innere Int A¢ = {7 € At | 19,11,....tp > 0} wird dabei abgebildet auf das
Innere Int P. Der Rand dA* jedoch trifft im Allgemeinen nicht nur den Rand dP, sondern
auch das Innere von P, wie zum Beispiel das Quadrat P = [(£1, +1)] C R? zeigt.
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Satz A2D. Fiir jedes Polytop P = [vg,V1,...,v] ist die Eckenmenge vert(P) die kleinste
Teilmenge, die P konvex aufspannt. Insbesondere gilt vert(P) C {vg,v1,...,V¢}.

# A2D. Fir S = {vg,v1,...,vg} gilt P =[S]. Angenommen, vy, ist keine Ecke, also v = (1 —t)a + tb mit
0<t<1lunda,beP,a#v; oder b # vy. Es gibt demnach «, f € A, sodass a = > i iv; # v oder
b=73";Bivi # v, also o < 1 oder By < 1. Aus vp = > ; y;v; mit y = (1 —t)a + 1 folgt y <1 und
(1 =)ok = i Vivis also v = 37 e [yi /(1= )] Fiir 8" = 8\ {vg } gilt weiterhin P = [S’]. Nach
endlich vielen Loschungen erhalten wir schlielich P = [vert(P)]. Umgekehrt, fiir jedes Polytop P = [S] gilt
vert(P) C S C P, denn keine Ecke v ist Konvexkombination aus P ~ {v}.

Satz A2E. (1) Aus R < Q < P folgt R < P: Seiten von Seiten von P sind Seiten von P.
(2) Jede Seite Q < P ist selbst ein Polytop, und es gilt vert(Q) = vert(P) N Q.

(3)Esgilt P =| |op.pIntQ und P =| |5 _p IntQ.

Zum Polytop P betrachten wir die Familie % = ( P ) :={ Q < P } seiner Seiten. Satz
A2E garantiert, dass £ ein polytopaler Komplex ist gemdfl Definition A3B. Ausfiihrlich:
Jeder Punkt von P liegt im Inneren von genau einer Seite. Der Rand dP ist selbst kein
Polytop, aber Vereinigung von endlich vielen Polytopen, nimlich der echten Seiten von P.

BEWEIS. (1) Seix € Rsowiet €]0,1[unda,b € P mitx = (1—¢t)a+tb.Da Q < P eine
Seite ist, gilt a,b € Q. Da R < Q eine Seite ist, gilt a,b € R. Also ist R < P eine Seite.

Zu x,a € P verlauft g:R—V :t+— (1 —1t)x +ta durch g(0) = x und g(1) = a.
Wir definieren die Relation x > a durch die Bedingung g([—e¢, 1]) C P fiir ein € € R~ . Fiir

b = g(—¢) erhalten wir somit die Konvexkombination x = 13;a + 1+r8b.

Sei § = vert(P) = {vo,v1,...,0¢}. Zux € P sei Sy ={v € S | x>v}der Triger.
(4) Fiir s € At gilt y = sovo +s1v1 + -+ spvp € [Sx] gdw s; = O fiir alle v; € S\ Syx.
(5) Das Polytop O x = [Sx] ist eine Seite von P, kurz O < P, und enthilt x im Inneren.
(6) Jede Seite R < P ist ein Polytop: Es gilt R = [Sg] mit Sg = J,cr Sx C S.

(7) Genau dann gilt R < P und x € Int R, wenn R = Q. Das beweist (3). ]

# A2E. Zu jedem v € Sy existiert ein gk ¢ AY mit x = 5(’)‘1)0 +E{‘v1 4. +§£‘v4 und 5}; > 0. Fiir den
Mittelwert £ := ITIV\ D kg €Sy £k gilt x = Equo + £1v1 + -+ + Egvg mit § € AL und & > O fiir alle vy € Sy,
also x € Int[Sx]. Umgekehrt: Aus &, > 0 folgt vy € Sx. Demnach gilt £ > 0 genau dann, wenn vy € Sy.

(4) Die Implikation ,,<=* ist klar. Wir zeigen ,,=“: Zu y € [Sy] existiert ¢ € A mit y =tovg+1t1v1 +
-«-+tpvy und t; = O fiir alle v; € S\ Sx. Fiir A > 0 hinreichend klein gilt Az; <§&; firallei =0,1,...,£. Dann
gilt x = (x —Ay)+ Ay = > ;[& — At; + As;]v;. Fur s; > 0 gilt (§; —At;) + As; > 0, also v; € Sx.

(5) GemiB Definition A2C miissen wir zeigen: Fiir alle a,b € P und 0 <7 < 1 gilt (1—t)a +1tb € Qx
genau dann, wenn a,b € Qx gilt. Da Qx = [Sx] konvex ist, folgt ,,<=*. Die Umkehrung ,,=“ folgt aus (4):
Seiena =) ;av;undb=)"; B;iv; mite,p € Al.Sei0 <t <1und si = (1 —1t)a; +tB;. Wir setzen voraus,
der Punkt y = (1—1)a+1tb =) _; s;v; liegtin Q. Dank (4) wissen wir s; = O fiir alle v; € S \ Sx. Demnach
giltauch o; = B; = O fiir alle v; € S\ Sk, also a,b € [Sx] = Qx. Dies zeigt Qx < P, wie behauptet.

(6) Fiir jeden Punkt x € R gilt S, C R, da R < P eine Seite ist. Daraus folgt Sg C R und [Sg] C R. Fiir
jedes x € R gilt x € [Sx] C [Sg]. also R C [SR]. Es gilt Sg = S N R; das beweist (1).

(7) Die Implikation ,,<=** haben wir in (5) gezeigt. Wir zeigen nun die Umkehrung ,,=“: Hierzu sei R < P
eine Seite mit x € Int R; wir wollen R = Qx zeigen. Zunéchst ,,R D Qx*“: Wir haben x = agvg +ajvy) +---+
agvg mit ag > 0 fiir alle vy, € Sx. Da R < P eine Seite ist, folgt Sy C R, also Qx = [Sx] C R.

SchlieBlich ,,R C Qx*“: Hierzuseia € R. Da R < P eine Seite ist und x € Int R im Inneren liegt, gilt x >a:
Firg:R—V :t+— (1—t)x+1ta gilt g([—&,1]) C P fiir ein ¢ € R~ . Wir erhalten eine Konvexkombination
X =qiga+ %—i—sb' Da Qy < P eine Seite ist, folgt a,b € Q. Dies zeigt R C Qx.
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§A2f. Dualitit. Wir konnen Polytope P C R" durch affine Ungleichungen beschrei-
ben, geometrisch also als Schnitt von Halbrdumen. Diese duale Darstellung ist oft niitzlich,
nicht zuletzt fordert sie unsere Anschauung. Zur Illustration will ich dies hier kurz erldutern.

Zur Richtung a = (ay,...,a,) € S*~! und Abstand b € R betrachten wir den Halbraum
H(a,b):={xeR" ! ax <b} ={(x1,....xp) €R" ‘ arxi+-+anx, <b}.
Der Schnitt H(a1,b1) N---N H(ay, by ) mehrerer Halbraume ist die Losungsmenge von
ap1x1+--+apmxn < b ail ... ain by
: : Ax<B mit A=| : S ]l.B=]:
A1 X1+ +agpXxn < by Akr -+~ dkn bi

Lineare Gleichungen kennen Sie aus der Linearen Algebra; Ungleichungen treten z.B.
in der linearen Optimierung oder der Spieltheorie auf. Jedes unserer obigen Polytope P
lasst sich so als Losungsmenge von Ax < B darstellen. Versuchen Sie es an Beispielen!

Satz A2F (Dualititssatz fiir Polytope). Fiir jede Teilmenge P C R" sind dquivalent:

(1) P ist ein Polytop, also P = [vo,V1,...,vy] fiir geeignete Punkte vgy,v1,...,vy € R™.
(2) P ist beschrinkter Durchschnitt von Halbriumen, also P = {x € R" | Ax < B} fiir
geeignete A € RK*" ynd B € R¥ sowie P C [—r,r]" fiireinr € R>o. O

Bemerkung. Satz A2F ist anschaulich plausibel, ein Beweis aber keineswegs offensicht-
lich. Er erlaubt uns, zwischen beiden dquivalenten Sichtweisen jeweils eine passende aus-
zuwihlen. Beide Darstellungen sind dual zueinander, jede hat ihre eigenen Vorziige. Versu-
chen Sie etwa fiir P = [vg,v1,...,v¢] = {x € R" | Ax < B} folgende Probleme zu 16sen:

(1) Geben Sie ein (beliebiges, willkiirliches) Element x € P explizit an.
(2) Priifen Sie zu einem (vorgegebenen) Punkt x € R”, ob x € P gilt.

Folgern Sie aus Satz A2F zwei typische Anwendungen:

(1) Jede affine Projektion eines Polytops P ist ein Polytop.
(2) Der Durchschnitt zweier Polytope P, Q ist ein Polytop.

Die erste Aussage ist klar in der ersten Form, die zweite in der zweiten Form, aber beide sind
nicht-trivial in der jeweils anderen Darstellung. Die Seiten Q < P erhalten wir, indem wir
einige der Ungleichungen in Ax < B zu Gleichungen machen, oder alternativ als Schnitt
mit einer Stiitzebene, Q = {x € P |ax =b} wobei P C H(a,b). Fir P = [vg,...,vy]
hingegen sind die Seiten nicht offensichtlich: Jede Seite Q < P ist von der Form Q = [S]
mit S C {vo,..., v}, aber nicht jede Teilmenge S C {vy,..., v} spannt eine Seite auf.

Ubung A2G. Die Menge S = {(%1,...,£1)} C R” spannt den Wiirfel [S] = [—1, 1]" auf.
Zeigen Sie beide Inklusionen ,,C*“ und ,,D* sowie explizit [S]={x e R" | Ax < B }.

# A2G. Die Inklusion ,,C* ist klar: Es gilt S C [—1,1]", und [—1, 1]" ist konvex, also [S] C [—1,1]". Die
Umkehrung ,,D ist interessanter und erfordert etwas Geschick: Jeder Punkt x € [—1,1]" ist eine Konvex-
kombination x = )" cgAg-s mit Ay = 27" (1 +s1x1)--- (1 4 spx,). Nachrechnen: In der i—ten Koordinate
finden wir ) (g Ags; = ZseS,s,:—H As — ZSES,si=—1 As = (1+x3)/2— (1 —x;)/2 = xj. Die Darstel-
lung als Konvexkombination von S ist fiir n > 2 keineswegs eindeutig: Der Schwerpunkt 0 zum Beispiel
lasst sich darstellen durch 0 = 1/2- (+s) + 1/2- (—s) fiir jedes diametrale Eckenpaar +s € S. Eine Darstel-
lung [S] = {x € R" | Ax < B} durch Ungleichungen ist nun leicht: —x1 <1,x1 <1,...,—xp < 1,x, < 1.
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Ubung A2H. Sei P C R” ein Polytopunda e R b eR. Aus P C {x e R" |ax <bh}
und Q ={x € P |ax =b}folgt Q < P, das heifit, Q ist eine Seite von P gemil A2C.

# A2H. Es gilt Q C P.Fiurt €]0,1[ und x,y € P zeigen wir: Es gilt (1 —¢)x +ty € Q genau dann, wenn
x,y € Q.,,&“istklar: Ausax =bunday =b folgta[(1—t)x +ty]=(1—t)ax +tay = (1—t)b+1tb =b.
Wir zeigen ,,=“ durch Kontraposition: Angenommen x € P ~. Q und y € P. Dann gilt ax < b und ay < b,
alsoa[(l1—-t)x+ty]=(1—t)ax +tay < (1—t)b+1tb =>bundsomit (1 —t)x +ty ¢ Q.

Ubung A21. Im Folgenden sei n € N.

(1) Ist der Standardsimplex A" := {(ty,....t,) € [0,1]" ! | to +---+1, = 1} ein Poly-
top? Zeichnen Sie A” fiir n = 0, 1,2. Bestimmen Sie alle Ecken und Seiten und Isometrien.

(2) Ist der Orthosimplex A, ;= {x €[0,1]" | 1 > x1 > x3 > -+ > x;, > 0} ein Polytop?
Zeichnen Sie A, fiirn = 1,2, 3. Bestimmen Sie alle Ecken und Seiten und Isometrien.

B)Sind " :={x e R" | |X|oo <1} und $" :={x € R" | |x|1 <1} Polytope? (AlC)
Zeichnen Sie beide fiir n = 1,2, 3. Bestimmen Sie alle Ecken und Seiten und Isometrien.

@ Ist P ={(x,y.2) e R3| |x|,|y|.|z| < 1. |x| + |y| +|z| <2} ein Polytop? Skizzie-
ren Sie P und bestimmen Sie graphisch alle Ecken, Seiten Q < P. Operiert Isom(R3, P)
transitiv auf den Ecken? Kanten? Facetten? Konstruieren Sie ein Polytop Q, dessen Isome-
triegruppe facettentransitiv und kantentransitiv ist, aber nicht eckentransitiv?

# A21. (1) Ja, A" ist ein Polytop (A2F): Im affinen Unterraum A4 = {t e R*t! [rg+--- 41, = 1} ist A"
die Schnittmenge der Halbrdume 79 > 0, ..., t; > 0. Seine Eckenmenge ist vert A" = {ey,...,e, }: Jeder
Vektor e, = (0,...,0,1,0,...,0) ist eine Ecke, denn fiir € ]0, [[ und x, y € A" gilt (1 —1)x 4ty = ej nur fiir
x =y =ej. Hingegenistt € A" \ {ey,..., ey, } keine Ecke, da echte Konvexkombination t = tgeq + -+ tpep.
Jede Teilmenge S C {eg,...,e, } spannt eine Seite [S] < A" auf, und umgekehrt ist jede Seite von dieser
Form. Die symmetrische Gruppe Syt1 operiert isometrisch auf R”+1 durch Permutation der Koordinaten,
o:(x0,...,Xp) — (xa_l(o), . ,xo_l(n)), und Idsst A” invariant, wir haben also Sy, 1 < Isom(R”? 11 A").
Umgekehrt ist jede Isometrie von (R” 11, A”) eine solche Permutation, also Sy 41 == Isom(R”? 11 A").

(2) Ja, auch A, ist ein Polytop (A2F). Wir nutzen (1) und den affinen Isomorphismus 7 : A =5 R"” : ¢ — x
mit xp =t +-+tp firk =1,...,nund ty = x —xp4 firk =0,1,...,n, wobei xg = 1, x,41 = 0. Es
gilt h(A™) = A, insbesondere bildet / Seiten auf Seiten ab. Dank (1) erhalten wir die Eckenmenge vert A, =
{0,e1,e1 +e2,...,e1 +e3+---+ ey } und die Seiten [S] < A, fiir jede Teilmenge S C vert A,. Neben id ist

auch p : R" - R" : (x1,...,xn) = (1 —xp,...,1 — x1) eine Isometrie, als Komposition von n Spiegelungen
und einer Permutation, und es gilt p(A,) = Ap,. Wir zeigen Isom(R”,A,) = {id,p }: In A, gibt es genau
zwei Kantenpfade aus n Kanten der Liange 1, ndmlich w = (0,e1,e1 +e2,...,e1 + €2 +--- 4+ e,) und seine

Umkehrung w. Fiir o € Isom(R", A,) gilt o(w) = w und somit 0 = id oder o (w) = W und somit o = p.

(3) Der Wiirfel 0" =[—1,1]" (Hyperkubus) hat 2" Ecken, vert(1” = {(%1,...,+£1)}. Jede d—dimensionale
Seite Q < [0" entspricht der Fixierung xg, . X, ..., Xg,_, € {£1} vonn —d Koordinaten 1 <kj <kp <+ <
kp_g < n. Dual zum Wiirfel (" ist das Kreuzpolytop O™: Seine Ecken vertO” = { +ey,..., ey } sind die
Facettenmittelpunkte von [0, Die Isometriegruppe Isom(R”,[0") = Isom(R”, {") besteht aus den 2" n! Spie-
gelungspermutationen (g,0) : (x1,...,Xp) — (81x071(1), e EnXg—1 (n)) mite € {*1}" und o € Sj,.

(4) Ja, auch P ist ein Polytop (A2F). Das Kuboktaeder P = 03 N 293 ist die Schnittmenge des Wiirfels
03 =[—1,1]? mit dem Oktaeder 203 = {x € R3 | |x1| + |x2| + |x3| < 2}; dies ist in Abbildung A:12 skizziert.
Die Eckenmenge vert P = {(+1,+1,0),(£1,0,£1),(0,£1,£1) } besteht aus 12 Ecken. Es gibt 24 Kanten und
14 Facetten, nimlich 6 Quadrate und 8 Dreiecke. Die Isometriegruppe Isom(R3, P) = Isom(R3,13) besteht
aus den 48 Spiegelungspermutationen wie in (3) und operiert transitiv auf der Eckenmenge #, ebenso auf der
Kantenmenge 71, aber offensichtlich nicht auf der Facettenmenge ;. Das duale Polyeder Q hat als Ecken
die 14 Facettenmittelpunkte von P. Die Isometriegruppe Isom(R3, Q) = Isom(R3, P) operiert transitiv auf der
Facettenmenge 25, ebenso auf der Kantenmenge 21, aber nicht auf der Eckenmenge 2.
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§A2g. Regulire 3—Polytope. Wir konnen jedes gegebene Polytop P C R” auf Sym-
metrien untersuchen. Hierzu betrachten wir Isometrien f : R” — R” mit f(P) = P. Aus
Definition A2c folgt, dass f Ecken auf Ecken abbildet und ebenso d—Seiten auf d—Seiten.

Jeder der fiinf platonischen Korper erfreut sich groiter Symmetrie: Jede Ecke lésst sich
in jede andere drehen. Bei festgehaltener Ecke ldsst sich jede angrenzende Kante in jede
andere drehen. Bei festgehaltener Ecke und Kante lassen sich die beiden angrenzenden
Facetten ineinander spiegeln. Solche Polytope nennen wir reguldr.

Fordert man nur Transitivitdt auf den Facetten, so erfiillt auch jeder Doppelkegel wie in
Abbildung A:9 diese schwichere Eigenschaft. Fordert man nur Transitivitidt auf den Ecken,
so erfiillen auch Prismen (A:10) und Antiprismen (A:11) diese schwéchere Eigenschaft.
Auch das Kuboktaeder aus Abbildung A:12 ist eckentransitiv aber nicht facettentransitiv.

ABBILDUNG A:12. Kuboktaeder; konvexes und nicht-konvexes Ikosaeder

Die nicht-konvexe Variante N des Ikosaeders besteht aus 20 gleichseitigen Dreiecken,
je zwei sind isometrisch, aber nur je fiinf lassen sich durch eine Isometrie aus Isom(R3, N)
ineinander liberfithren: Die Menge der 20 Facetten zerfillt in 4 Bahnen zu je 5 Elementen.

§A2h. Klassifikation regulirer 3—Polytope. EUKLID erfasste in seinen Werken na-
hezu das gesamte mathematische Wissen seiner Zeit. Seine Lebensdaten sind nur vage be-
kannt, er lebte wahrscheinlich im 3. Jahrhundert vor Christus in Alexandria. Sein Hauptwerk
Ytouyela [Stoicheia] ‘Grundlagen, Prinzipien, Elemente’ ist einer der dltesten liberlieferten
Texte griechischer Mathematik. Dieses Meisterwerk zeigt einen axiomatischen Aufbau der
Geometrie, die man dem Autor zu Ehren bis heute euklidische Geometrie nennt. Bis ins 19.
Jh. war es als Lehrbuch weit verbreitet und gilt nach der Bibel als das meistverbreitete Werk
der Weltliteratur. Es gipfelt in folgendem wunderbaren Satz (in moderner Sprechweise):

Satz A2J. (1) Jeder der fiinf platonischen Korper P C R3 ist reguliir. Das bedeutet, jede

Fahne (E < K < F < P) bestehend aus einer Ecke E in einer Kante K in einer Facette F
kann durch eine Isometrie des Raumes R3 in jede andere Fahne von P iiberfiihrt werden.

(2) Umgekehrt: Jedes reguliire 3—Polytop Q C R3 ist zu einem der fiinf platonischen
Korper dhnlich. Das bedeutet, es existiert eine Ahnlichkeitsabbildung h : (R3, Q) — (R3, P)
zu einem der obigen fiinf Modelle P C R3, das heifit h(x) = sAx + v mit einem Streckfaktor
s € R~ o, einer orthogonalen Matrix A € R3*3 ATA = 1, und einer Verschiebung v € R3.

Beide Aussagen dieser Klassifikation sind bemerkenswert und keineswegs trivial.

Literatur: Euklids Elemente, www.opera-platonis.de/euklid (deutsche Uberset-
zung). Der moderne Klassiker ist H.S.M. Coxeter, Regular Polytopes, Dover, 1973.
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BEWEIS-SKIZZE. (1) Wir kdnnen wie oben skizziert die Koordinaten explizit ausrechnen

und die Drehmatrizen hinschreiben; es geniigt jeweils, einige wenige Erzeuger fiir die Iso-
metriegruppe Isom(R3, P) anzugeben. Wenn Sie mochten, versuchen Sie es als Ubung!

(2) Sei P C R3 ein regulires 3—Polytop. Transitivitit auf Facetten garantiert, dass je
zwei isometrisch sind. Zur Facette F' < P nutzen wir Transitivitdt auf Ecken und Kanten,
sie ist demnach ein reguléres Vieleck. Diese haben wir bereits klassifiziert (A2A). An jeder
Ecke v € vert(F) liegt der Winkel Z(F,v) = 180° —360°/q (A5C). Jede Ecke v € vert(P)
liegt in genau p > 3 Facetten. Die Summe der anliegenden Winkel ist kleiner als 360°.
(Warum? Spiter etwa ASF.) Also gilt (p/2— p/q)360° < 360°. Umgeformt bedeutet das

I 1 1
(A.1) —4—-> -

p q 2
Als Losungen (p,q) € N>3 x Nx>3 bleiben (3,3), (4,3), (5,3), (3,4), (3,5). Diese werden
von Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, Hexaeder und Dodekaeder realisiert, zudem ist dies je-
weils die einzige Moglichkeit: Bis auf Isometrie gibt es nur eine Mdoglichkeit, p regulédre
g-Ecke in einer Ecke regulidr zusammenzufiigen. So fortfahrend gibt es nur eine Moglich-
keit, reguldre g—Ecke zum Rand eines regulidren Polytops zusammenzufiigen. U

Bemerkung. Transitivitit auf Fahnen wird zweimal genutzt: Zuerst um zu zeigen, dass
alle Facetten untereinander isometrisch und regulidre g—Ecke sind. Dies allein geniigt noch
nicht, wie Abbildung A:9 zeigt. Wir nutzen weiterhin, dass in jeder Ecke p regulidre g—Ecke
regulidr zusammentreffen. Damit schlieBen wir Beispiele wie in Abbildung A:12 aus.

Bemerkung. Abbildung A:12 zeigt den Rand eines Ikosaeders sowie eine nicht-konvexe
Anordnung dieser 20 Dreiecke (dhnlich wie Isomere in der Chemie). Diese wird durch un-
sere Regularitdtsforderung ausgeschlossen. Ohne Regularitiit besagt CAUCHYs Rigiditéts-
satz, dass es fiir die Facetten eines Polytops bis auf Isometrie im R3 nur eine konvexe An-
ordnung gibt, siche M. Aigner, G.M. Ziegler: Proofs from the book (Springer, 2013). Lisst
man nicht-konvexe Konfigurationen zu, so kann es mehrere verschiedene geben, erstaunli-
cherweise sogar flexible Polyeder (en.wikipedia.org/wiki/Flexible_polyhedron).

§A2i. Schwichere Regularitit. Ein 3—Polytop P mit beschrifteten Facetten 1,...,n
kann bei Gliicksspielen als Zufallsgenerator dienen. Facettentransitivitit der Isometriegrup-
pe garantiert, dass P auf jeder Facette mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu liegen kommt.
Doppelkegel zeigen, dass Facettentransitivitét echt schwécher ist als Regularitit.

Prismen und Antiprismen zeigen, dass ebenso Eckentransitivitiit echt schwicher ist als
Regularitit. Verlangt man statt Regularitit nur Eckentransitivitdt und regulédre Facetten, so
erhélt man zu den platonischen Korpern, Prismen und Antiprismen noch 13 archimedische
Korper (en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_solid). Das Kuboktaeder aus Abbil-
dung A:12 ist ein einfaches Beispiel, das abgestumpfte Ikosaeder ist als FuBBball populir.
Dual hierzu sind die 13 facettentransitiven catalanschen Korper (. ./Catalan_solid).

Verlangt man schlieBlich nur, dass alle Facetten regulidre Vielecke sind, so erhdlt man
noch 92 weitere Johnson—Korper (. ./Johnson_solid). Ihre Komplexitit ist verbliiffend,
und dennoch gibt es bis auf Ahnlichkeit nur endlich viele! Einfachstes Beispiel ist die Py-
ramide mit quadratischem Grundriss und vier gleichseitigen Dreiecken als Seiten.
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§A3. Von Geometrie zu Topologie: Eulers Polyederformel

§A3a. Eulers Polyederformel. Zu den obigen Polytopen P C R3 betrachten wir die
Euler—Charakteristik y(0P) = ffEcken — ffKanten + f{Facetten und bestaunen das Ergebnis:

fo =#Ecken | f; =fiKanten | f, = f#Facetten | y = fo— fi+ f>
Hexaeder 8 12 6 2
Oktaeder 6 12 8 2
Tetraeder 4 6 4 2
Ikosaeder 12 30 20 2
Dodekaeder 20 30 12 2
Doppelkegel q+2 3q 2q 2
Prisma 2q 3q q-+2 2
Antiprisma 2q 4q 2g+2 2

Diese fundamentale Polyederformel geht auf Leonhard EULER (1707-1783) im Jahre
1750 zuriick. Die Verallgemeinerung fiir n—dimensionale Polytope und ihre tiefere topolo-
gische Bedeutung fand Henri POINCARE (1854—-1912) erst viel spiter im Jahre 1895:

Satz A3A (Euler 1750, Poincaré 1895). Fiir jedes n—dimensionale Polytop P # 9 gilt:

n

Z (—1)? fa(P)=1 also umgeschrieben Z (—)iim@ =1

d=0 P#Q<P
Hierist f7(P)=8#{Q < P | dim Q = d } die Anzahl der Seiten der Dimensiond =0, ... ,n.
Das Polytop P wird mitgezdihlt; es ist die einzige n—dimensionale Seite, also gilt f,(P) = 1.

Beispiele. In Dimension n = 0 ist jedes Polytop P = {a} ein Punkt. In Dimension n = 1 ist
P = [a,b] ein Intervall, und die Formel gilt: 2—1 = 1. In Dimension n = 2 besteht P aus
q Ecken und ¢ Kanten sowie der 2—dimensionalen Seite P, also gilt die Formel auch hier:
q—q + 1 =1. Der erste nicht-triviale Fall ist Dimension n = 3, wie obige Tabelle illustriert.

§A3b. Ironie der Geschichte? Es ist hochst verwunderlich, dass eine so einfache und
grundlegende Gleichung erst so spit entdeckt wurde. Ein Beweis ist selbst in Dimension
3 nicht leicht zu finden, aber die Vermutung dringt sich anhand zahlreicher empirischer
Beispiele geradezu auf. David Richeson schreibt hierzu in seinem Buch Euler’s Gem: The
Polyhedron Formula and the Birth of Topology (Princeton University Press, 2008):

They all missed it. The ancient Greeks — mathematical luminaries such as Pythagoras,
Theaetetus, Plato, Euclid, and Archimedes, who where infatuated with polyhedra — missed
it. Johannes Kepler, the great astronomer, so in awe of the beauty of polyhedra that he ba-
sed an early model of the solar system on them, missed it. In his investigation of polyhedra
the mathematician and philosopher René Descartes was but a few logical steps away from
discovering it, yet he too missed it. These mathematicians, and so many others, missed a
relationship that is so simple that it can be explained to any schoolchild, yet is so funda-
mental that it is part of the fabric of modern mathematics. The great Swiss mathematician
Leonhard Euler did not miss it. On November 14, 1750, in a letter to his friend, the number
theorist Christian Goldbach, Euler wrote, “It astonishes me that these general properties of
stereometry have not, as far as I know, been noticed by anyone else.”
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§A3c. Polytopale Komplexe. Polytope sind facettenreich doch topologisch gesehen
besonders einfach. Mit diesen Bausteinen konstruieren wir nun allgemein Polyeder.

Beispiel. Fiir jedes Polytop P mit dim P > 1 ist der Rand dP selbst kein Polytop, denn er
ist nicht konvex. Jedoch ist der Rand 0P Vereinigung von endlich vielen Polytopen: Dank
Satz A2E leistet dies zum Beispiel die Familie 2 = { Q < P } aller echten Seiten.

Definition A3B. Sei I/ ein R—Vektorraum und .%#" = {Pq,..., Py, } eine (endliche) Familie
von Polytopen Pq,..., P, C V. Wir nennen % einen polytopalen Komplex, wenn gilt:

(0) Das leere Polytop gehort zu 7, kurz @ € 7.
Das ist zwar langweilig, aber als Konvention oft niitzlich.
(1) Fiir je zwei verschiedene Polytope P # Q in % giltInt P NInt Q = @.
Verschiedene Polytope in %~ schneiden sich demnach héchstens in ihrem Rand.
(2) Fiir jedes Polytop P € JZ gilt 0P = Q1 U---U Qf mit Qy,...,Qf € X .
Der Rand jedes Polytops in %" ist endliche Vereinigung von Polytopen aus 7.
Die Dimension und die Skelette des polytopalen Komplexes .#~ definieren wir durch
dim.# :=n =sup{dimP | P € ¥}, Heq:={P e |dmP <d},
Heq:={P e |dmP <d}, Hg:={PeX |dmP =d}.

In Dimension d = 0,1,2,...,n zdhlt f;(%) := §.#; die d—dimensionalen Polytope.
Die Euler—Charakteristik des Komplexes % ist die Wechselsumme

)= (=D fa)= Y (-nimF.

d=0 D#Pex

Das durch den Komplex %~ definierte Polyeder ist die Vereinigung all seiner Polytope:

=) =) P=|]mPcVv

Pex Pex
Beispiel. Das Intervall K = [0, 1] konnen wir auf unendliche viele Arten zerlegen:
0 1 0 z 1
A = {[0,1].{0}.{1}.0} A" ={[0,z],[2.1].{0}. {z}.{1}.0}
x(H)y=2-1=1 x(H=3-2=1

Insbesondere hiangen die Zahlen fy, f1, f2,... von der gewihlten Unterteilung %" ab. Wie
wir in Satz A3G sehen werden, hingt die Wechselsumme y(.#") nur vom Polyeder K ab.

{Jﬁ/ | Komplex in V} %}) {K { Polyeder in V}

Der Komplex % in V beschreibt den Aufbau der Menge K = |.%| C V. Die Abbildung |—|
ist surjektiv aber nicht injektiv: K vergisst die polytopale Unterteilung 7 .

Beispiel. Fiir jedes Polytop P C R” bildet die Familie #" = ( P ) :={ Q < P } aller Seiten
einen polytopalen Komplex mit |#"| = P (A2E). Demnach gilt f; (%) = f;(P) fiir alle
d =0,...,n und somit y(#) = y(P). Auch die Familie .2 = { O < P } aller echten
Seiten ist ein polytopaler Komplex; das zugehorige Polyeder ist hier der Rand |0.%7"| = 0P.
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§A3d. Beispiele fiir polytopale Komplexe. Abbildung A:13 illustriert zweidimensio-
nal, dass ein und dasselbe Polyeder durch verschiedene Komplexe dargestellt werden kann.

d ‘ ¢ ,E. ji/:([a,b,c,d])
=1{0, [a].[b].[c].[d],
] K un | i [a,b].[b,c].[c.d],[d.a],
i ! la,b,c.d]}
T T ) =44t =1
p | S . Zﬁ % ={([a,b,e].[b.c.d.e])
I ={0, [a].[b].[c].[d].]e].
. L | [a,b],[b,c].[c.d].[d.e].[e.a],
Jl [e,b],[a,b,e],[b,c,d,e] }
: | 1(L)=5-6+2=1

ABBILDUNG A:13. Polytopale Komplexe .#" und . in Explosionszeichnung

Bedingungen (1) und (2) sichern den korrekten Aufbau polytopaler Komplexe. Abbil-
dung A:14 realisiert die Hausoberfliche K = || durch den Komplex .#". Mit Antenne er-
halten wir das Polyeder L = K U [/, k] und den Komplex . = 2 U {[k],[],k]}. Doch wie
realisiert man K U [p,q]| mit p € Intfe, f, j,i]? Die Familie J#" U{[p, q]} erfiillt (1) aber nicht
(2). Gleiches gilt fiir die Familie 2" U {[p,q|, [¢]}. Die Familie 2" U {[p], [¢]. [p,q]} erfiillt
(2) aber nicht (1). Man muss daher die Dachfliche unterteilen, zum Beispiel wie skizziert:

(A ~Ale. f.7.11) UilpL (gl [p.gl. le.p). [/ p). [, p) . Pl [poe. f 1. [p. S 7 ) (. i) [pse 5

! ‘ H =10, [a].[b].[c].[d].[e]. [f].[g]. [h). [i]. [/],
[a.b].[b.cl.[c.d].[d.a].[a.e].[b, f.]c.&l.[d. R],

R S NN A E A o
4 . [a,b,c,d],[c.d,h,g],[a,d,h,el.[b,c,g, f],
- [a.b. fel.lg.hij)le.huil.Lf.g. ) le. £/}
a b x(H)=10—-17+9=2
k . q q
J |
l
p f p

ABBILDUNG A:14. Aus Polytopen bauen wir Komplexe

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§A3. Von Geometrie zu Topologie: Eulers Polyederformel 34

§A3e. Die Euler-Poincaré-Formel. Die Seitenzahlen jedes Polytops erfiillen eine
berithmte Relation (A3A), die in Dimension 3 auf Euler zuriickgeht. Wir formulieren sie
allgemeiner als Euler—Poincaré—Formel fiir konvexe Polyeder und in beliebiger Dimension:

Satz A3cC (Poincaré 1895). Ist das Polyeder | | # @ konvex, so gilt () = 1.

Dies verallgemeinert Satz A3A von Polytopen zu Polyedern, denn in Satz A3C sind
nun beliebige polytopale Unterteilungen erlaubt. Der folgende Beweis stammt von Hugo
HADWIGER (1908-1981), Eulers Charakteristik und kombinatorische Geometrie, J. Rei-
ne Angew. Math. 194 (1955), 101-110. Die Argumente sind vollkommen elementar doch
phantastisch raffiniert. Bereits der Satz ist wunderschon, der Beweis ist sogar noch schoner!

Aus der Analysis kennen Sie eine ebenso elementare wie raffinierte, rekursive Kon-
struktion: das Integral reeller Treppenfunktionen. Ich beginne mit dieser schonen Analogie.

T T T T T T O—)
1 1 1 1 1 1 1 1
VACI RS SEEES! | | | BEER :
] S . 1 1 ] 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ¢ 1 1 1 1 1
24 T T T g 4 2 4 s
:X() ;xl :X2 :X3 :X4 :Xs :Xs :X7 X
1 4 1 i | ; i 1
I I ] L T . I I
I I I I I . I I 'Y I

§A3f. Analogie zum Integral von Treppenfunktionen. Der leeren Menge ¢ C R
weisen wir das MaB3 A(0) = 0 zu, jedem Punkt ¢ € R ein Mal A({a}) € R und jedem
Paar a < b in R ein MaB A(]a,b[) € R, sodass Additivitit gilt:

(A.2) A(a,bD) +A({bY) +A(b,c]) = A(Ja,c]) firallea <b <cinR
Eine Treppenfunktion f : R — R ist stiickweise konstant: Es existiert eine Unterteilung

P ={xo<x1<--<xg} CR und Konstanten yy,...,y, in R, sodass f(x) = y; fir
Xp—1 < Xx < xp gilt, sowie f(x) = 0 fiir x < xo und fiir x > x;. Wir haben also:

¢ ¢
(A3) f= ZkZIYkI]xk,l,xk[Jer:O S Lxey P ={xo<x1 <--<uxg}

Mit Hilfe der Unterteilung P definieren wir das Integral der Treppenfunktion f:
14 12
A (N =MP) =) Al aD ) ) A)

Wie hingt dieser Wert von P ab? Gar nicht! Zu f gibt es unendlich viele Unterteilun-
gen: Wir konnen P durch Hinzunahme eines weiteren Teilungspunktes zu P’ = P U {t}
verfeinern. Dank (A.2) gilt A1(f, P) = A1(f, P’). Zu zwei Unterteilungen P’ und P” ist
P = P’'U P” eine gemeinsame Verfeinerung, also gilt A1 (f, P') = A1(f, P) = A1(f, P").

Satz A3D. Sei A ein additives Maf; reeller Intervalle wie in (A.2). Die Treppenfunktionen
f:R — R wie in (A.3) bilden einen R—Vektorraum A1 = T (R,R). Hierauf definiert (A.4)
die R-lineare Abbildung A1 : A1 — R mit A1(Iygy) = A({a}) und A1 (L, p[) = A(Ja,b]).
BEWEIS. Sind f,g : R — R Treppenfunktionen zur Unterteilung P bzw. Q, so auch zur
gemeinsamen Unterteilung P U Q. Letzteres gilt dann auch fiiraf 4+ bg mita,b € R.

Eigenschaft (A.4) legt A1 eindeutig fest. Sie beweist zudem die Existenz von A1: Dank
(A.2) ist A1 (f) wohldefiniert, das heifit unabhingig von der Wahl der Unterteilung. O
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§A3g. Iterierte Integrale. In Dimension n = 1,2,3,... definieren wir rekursiv das
System A, C Abb(R”,R) der A—integrierbaren Funktionen f : R" — R und hierauf das
Integral A, : A, — R nach dem Vorbild iterierter Integrale a la Fubini:

M(f):/Rf(xl)dxl, Mf)=AA---Af(xl,...,xn)dxl-'-dxn_ldxn.

f=214+11p

B Die Mensa der Universitit Stuttgart auf dem
Q Campus Vaihingen aus Sicht der Mathematik

Konstruktion des mehrdimensionalen Integrals. Fiir das Riemann-Integral gilt A({a}) = 0 und
A(Ja,b]) = b —a fira < b in R. Intervalle A1,..., A, C R bilden den Quader Q = A1 x---X A, C
R”. Sein Volumen ist A,(Q) = A(Ay)---A(A4y). Jede Linearkombination f = Zi:l aglp, mit
Quadern Q) C R” und Koeffizienten a; € R wie in obiger Abbildung nennen wir eine Treppenfunk-
tion. Die Menge T (R",R) aller Treppenfunktionen ist ein Untervektorraum von Abb(R”,R).

Das Integral Ay : Abb(R",R) — R soll R-linear sein und A, (Ig) = A, (Q) erfiillen. Wir mochten
also das Integral jeder Treppenfunktion f* =), axIg, definieren durch A, (f) = Y g agAn(Qk).
Hier ergibt sich allerdings ein logisches Problem: Ist das wohldefiniert? Die fiir f gewéhlte Line-
arkombination ist keineswegs eindeutig, selbst Zerlegungen in disjunkte Quader gibt es viele. Es ist
zunichst nicht offensichtlich, warum die gewiinschte Formel von diesen Wahlen unabhingig ist.

Das Problem haben wir in Dimension 1 bereits gesehen und geldst: Die Indikatorfunktionen L,y
und Iy, p[ mit @ < b in R erzeugen den Vektorraum 7' (R,R); wir miissen daher nur ihre Integrale
A1y = A({a}) und Ay (I, p) = A(Ja, b[) vorgeben. Sie sind aber keine Basis: Fiira < b < ¢ gilt
Lig b1 + Lpy + Lp,c[ = La,c[- demnach sind diese vier Funktionen linear abhéngig. Dank Satz A3D
ist A1(f) wohldefiniert. Satz A3E setzt A1 : T (R,R) — R fort zum Integral A, : T(R",R) — R. In
der Integrationstheorie ist dies der erste wichtige Schritt. Durch Einschachtelung a la Riemann und
Ausschopfung a la Lebesgue setzt man das Integral auf weitere Funktionen fort, wie in §B3f erklért.

Satz A3E. Eine Funktion f : R" — R nennen wir A—integrierbar, kurz f € A,, wenn fiir
jedes t € R die partielle Funktion f; :R"™1 — R: x> f(x,t) integrierbar ist und ebenso
die Integralfunktion F 1R — R :t — Ay—1(fz). Wir setzen dann A, (f) := A1(F).

Die Menge Ay, C Abb(R"™,R) ist ein Untervektorraum und Ay, : A, — R ist linear.

Eine Teilmenge X C R" heifit A-messbar, wenn ihre Indikatorfunktion integrierbar ist,
also Iy € Ay, erfiillt. In diesem Falle definieren wir ihr Mal} durch A, (X) := A, (Ix).

Die leere Menge 3 C R”" ist messbar, und es gilt A, (9) = 0.

Sind drei der vier Mengen X, Y, X NY, X UY C R"” messbar, so auch die vierte:
AusIx +1y = Ixuy +Ixny folgt An(X UY) = An(X) + An(Y) —An(X NY).

Jeder Quader Q = Ay x---X A, in R" ist messbar, und es gilt A, (Q) = A(A1)---A(A4p).
Jede Treppenfunktion | = Z£=1 axlo, ist integrierbar und A, (f) = Z£=1 ain(Qk).
BEWEIS. Dies folgt per Induktion iiber die Dimension n. Die Argumente sind allesamt
leicht und ein Musterbeispiel fiir mathematische Sorgfalt. Ich empfehle sie als Ubung! [
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§A3h. Das Euler-MaB. Wir variieren nun die Konstruktion des Integrals wie folgt:

Der leeren Menge weisen wir das Mall (@) = 0 zu, jedem Punkt ¢ € R das Maf}
u({a}) =1 und jedem Paar a < b in R das MaB} u(]a,b[) = —1. Dies erfiillt die obige
Bedingung (A.2): Firallea < b < c in R gilt u(Ja,b]) + n({b}) + u(b,cl) = u(a,c|).

Satz A3E erklirt hierzu die Euler—integrierbaren Funktionen und ihr Integral, sowie das
System .4, C P(R") der Euler—messbaren Mengen und das Euler-Maf3 w,, : My — R.

Die Analogie zum Riemann—Integral von Treppenfunktionen ist lehrreich aber nicht
notwendig. Das Euler—-MaB p,, : .#, — Z konnen wir wie folgt auch direkt konstruieren:

Definition A3F. Wir erkldren rekursiv in jeder Dimension n € N das System .#;, C PB(R")

der Euler—messbaren Mengen und hierauf das Euler-Maf3 i, : My — 7 wie folgt:
In Dimension n = 0 setzen wir .#y = {0, {0}} und hierauf to(¥) = 0 und po({0}) = 1.
Sei n > 1 und die Abbildung p,—1 : #,—1 — Z bereits konstruiert. Fiir X C R” sei
Xr:={(x1.....xp—1) €R* 1| (x1,...,x4-1.1) € X } die Schnittmenge auf Hohe ¢ € R.

Genau dann gilt X € .#,,, wenn X; € .#,—1 furallet e R gilt, und F : t — p—1(X¢)
stiickweise konstant ist, d.h. es gibt P = {—oc0o =tg <t} <ty <:-- <1ty = +00} sodass
die Funktion F konstant ist auf jedem der Intervalle |to5 o, top [ fir k = 1,... L.

Mit Hilfe der Unterteilung P definieren wir das Euler—Maf} von X :

24—1

tn(X) = pa (X, P) =Y (=DF pup1(Xy)
k=1

(A.5)

Dies ist wohldefiniert, d.h. das Ergebnis i, (X) hidngt nur von X ab und nicht von der
Wahl der Unterteilung P: Jede Verfeinerung liefert dank Wechselsumme dasselbe Ergebnis,
und je zwei Unterteilungen haben mit ihrer Vereinigung eine gemeinsame Verfeinerung.

X ={a}, F =Ly, p1({a}) =1 X ={a,b}, F =X py, n1({a.b}) =2
t t
41 [5) 13 4 ts 151 [5) 13 ta ts

O

X =[a,b], F =TI 5, 1 (e, b]) =1
t

X =la.b[, F =Yg p[, 1 (la,b[) = -1
t

[5) 13 4 ts

O

X =la,b[, F =X p[, 1 ([a.b]) =0
t

t

15) 13 ta ts

O

X =1a.b]. F =Ry p). pr(ja.b]) =0
t

ABBILDUNG A:15. Eindimensionale Beispiele zum Euler—-Maf3
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ABBILDUNG A:16. Zweidimensionale Beispiele zum Euler—-Maf
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N | Satz A3G. (0) Das Euler-Mapf3 |4y, : My — 7 ist additiv: s
n
(a) Die leere Menge @ C R" ist messbar, also O € My, und es gilt 1, (9) = 0.
(b) Sind X,Y C R"™ messbar und disjunkt, so ist auch Z = X UY messbar:
Iz=Ix+ly = pn(Z)=pa(X)+pa(¥)
(c) Sind drei der vier Mengen X, Y, X NY, X UY messbar, so auch die vierte:
Ix +Iy =Ixuy +Ixny = un(XUY)+pun(XNY) = pn(X)+un(Y)

(1) Ist K CR", K # 0, konvex und kompakt, so ist K messbar und p,(K) = 1.
Kompakt heifst beschrinkt und abgeschlossen in R", ebenso in A = aff(K).

(2) Ist U CR", U # @, konvex und offen, so ist U messbar und i, (U) = (—1)4mU,
Hierbei sei U offen im affinen Unterraum A = aff(U) = R? und dimU = d.

Anwendung: Fiir jeden (endlichen) polytopalen Komplex ¢ in R" folgt:

K== || mpP ey 2B pkry= Y DIP = y(x)

D£<Pex D#<Pex
Das heifit: Auf Polyedern im R" ergibt das Euler-Maf3 iy, die Euler—Charakteristik y:

|-
H—K=||

{Jif | Komplex in R" } » { K } Polyeder in R" }

Z
Ist K zudem konvex, so beweist (1) die Euler—Poincaré—Formel y (') = u,(K) = 1.

Diese bemerkenswerte Beziehung hat iiber den Beweis der Euler—Poincaré—Formel hin-
aus noch weitere niitzliche Konsequenzen, die wir anschliefend ausfithren wollen.

BEWEIS. Induktion iiber n € N: Aussage (0) ist klar, etwa dank Linearitiit des Integrals 1,
(A3E), oder leicht mit der rekursiven Definition des Euler—-Mal3es (A3F). Die Aussagen (1)
und (2) beweisen wir wie in Abbildung A:16. Versuchen Sie es! ]

# A3G. Der Beweis des Satzes steckt hier bereits in seiner Formulierung: Es geniigt sorgféltiges Nachrechnen!

(1) In Dimension n = 0 gilt K = {0}, also K € .#¢ und po(K) = 1.

In Dimension n > 1 betrachten wir die Hohenfunktion % : R” — R mit h(x1,...,x,) = Xx,. Das Bild
h(K) C R ist nicht-leer, konvex und kompakt, also ein Intervall #(K) = [u,v]. Firt <u und ¢t > v gilt K; = @,
also Ky € My—1 und pp—1(Ky) = 0. Fiiru <t <vistder Schnitt K; C R"~1 nicht-leer, konvex und kompakt.
Dank Induktionsannahme wissen wir K; € .#y,—1 und pn—1(K;) = 1. Hieraus folgt K € .#;, und up,(K) = 1.

(2) In Dimension n = 0 gilt U = {0}, also U € .#g und po(U) = 1 = (=1)dimU

In Dimension n > 1 unterscheiden wir zwei Fille: Entweder gilt 7(A4) = R oder h(A) = {a}.

(2a) Im Falle h(A) = R ist das Bild #(U) C R konvex und offen, also 2(U) = Ju,v[ mit u < v. Firt <u
und ¢t > v gilt Uy = @, also U; € My—1 und py—1(Us) =0. Fiir u <t < istder Schnitt Uy C R~ nicht-leer,
konvex und offen, also U; € ///”71 und g1 (Uy) = (—1)dm Ut mit dimU; = dimU — 1. Dies zeigt U € My,
und pn(U) = —dimU; = (—=1)3mU | Abbildung A:16 zeigt genau diesen Fall. Die Sonderfille v = —oco oder
v = +o0 sind zugelassen und fithren zum selben Ergebnis.

(2b) Im Falle h(A) = {a} liegt U ganz in R" 1 x {a}. Fiir t < a und fiir r > a gilt U; = @, also U € .41
und pup—1(Us) =0.Firt =a i'st U, C R"_l' konvex offen mit dimU, = dimU. Dies zeigt U € .#; und
pn-1(U) = pn—-1(Ua) = (=D)4mUe = (~1)dim¥.
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§A3i. Die Morse-Euler-Formel. Wir wollen unsere Konstruktion des Euler-MaBes
auf besonders schone Rdume anwenden, insbesondere auf Flachen wie in Abbildung A:17.
Glatte Fldchen sind schoner, doch polytopale sind fiir uns zunéchst technisch einfacher.

ABBILDUNG A:17. Die Morse-Euler—Formel ergibt ;£3(S) =2 und u3(7) = 0.

Korollar A3H. Fiir jedes (endliche) Polyeder K = |.¢| C R" wird die Summe (A.5) zu

1r.. .
(A6) (A = pn(K) = teZRun_l (K¢)— 5[11/“} pn1 (K) + lim -1 (K5)

Diese Morse-Euler—Formel zihlt nur die kritischen Werte ¢ € R, an denen sich die To-
pologie des Schnittes K; dndert, genauer gesagt seine Euler—Charakteristik. Dies sind meist
nur wenige Stellen, daher ist diese Formel fiir praktische Berechnungen iiberaus niitzlich.

Beispiel. Fiir die Sphire S erhalten wir 3(S) = 2, fiir den Torus 7" hingegen u3(7) = 0.
Als Ubung skizziere man in A:17 die Niveaulinien K; an kritischen Werten und dazwischen.

Fiir polytopale Flichen im R3 erhalten wir eine einfache Summationsregel: Minima
+1, Sattelpunkte —1, Maxima +1. Diese kritischen Punkte sollen lokal von der einfachsten
Form sein, also Minimum x% + x% oder Sattel xf — x% oder Maximum —x% — x%. Dies ldsst
sich durch eine kleine Drehung leicht einrichten und ist Ausgangspunkt der Morse—Theorie,

einem weitreichenden und effizienten Werkzeug zur Untersuchung von Mannigfaltigkeiten.

§A3j. Die Euler-Charakteristik ist fiir Polyeder wohldefiniert. Zunichst ist die
Euler—Charakteristik y(.#) = Zﬂ# Pe %(—l)dimP fiir polytopale Komplexe ¥ definiert.
Das Euler-Mal 11, (K) hingegen definieren wir als iteriertes Integral fir Euler—messbare
Teilmengen K C R". Satz A3G garantiert: Fiir jedes Polyeder K = |.%#| sind beide definiert
und gleich, u, (K) = y(2¢). Diese Gleichung ist in beide Richtungen niitzlich:

Bemerkung. Seien 7", polytopale Komplexe in R” zum selben Polyeder |.%| = |.Z.
Dank Satz A3G folgt y(Z) = un(|Z|) = un(|Z]) = x(£). Die Euler—Charakteristik
x (%) hiangt also nur vom Polyeder |.%#"| ab, und nicht von dem zu seinem Aufbau gewihl-
ten Komplex .#". Wir diirfen jeden beliebigen Komplex zur Darstellung wihlen!
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Bemerkung. Sei /i : R™ < R” eine affine Einbettung. Im Spezialfall m = n ist & ein affi-
ner Isomorphismus, man denke etwa an Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen, etc. Ist
K = || C R™ ein Polyeder, so auch das Bild #(K) = L = |.Z|, etwa fiir den Komplex
L ={h(P)| P € % }. Dank Satz A3G folgt ym (K) = y() = (L) = un(L).

Zusammenfassend konnen wir somit die Euler—Charakteristik fiir Polyeder definieren:

Definition A31. Sei K C V' ein Polyeder in einem R—Vektorraum V. Wir kénnen dann
eine beliebige Unterteilung wihlen, also einen polytopalen Komplex % mit |.#"| = K, und
x(K) := () definieren. Dank Satz A3G ist das Ergebnis wohldefiniert.

BEWEIS. Das Polyeder K C V erzeugt einen affinen Unterraum A C V' endlicher Dimen-
sion dim A = n < co. Wir wihlen einen affinen Isomorphismus % : A =% R” und setzen
L :=h(K) sowie Z := {h(P) | P € # }. Dann gilt y(K) := (%) = y(&£) = un(L).
Der Wert y (%) dndert sich nicht bei anderer Wahl des Isomorphismus /. Der Wert 1, (L)
andert sich nicht bei anderer Wahl des Komplexes .#". Somit ist y(K) wohldefiniert. = [

§A3k. Topologische Invarianz der Euler—Charakteristik. Eine Eigenschaft nennen
wir geometrisch, topologisch, (stiickweise) affin, etc., wenn sie erhalten bleibt unter Isome-
trien, Homdomorphismen, (stiickweise) affinen Homdomorphismen, etc.

Die Euler—Charakteristik von Polyedern K, L C R” ist eine wunderbare Eigenschaft,
und wir fragen uns, inwiefern sie invariant ist, eventuell sogar topologisch?

Ist h : K =5 L stiickweise affin, so ist die Antwort leicht: Angenommen, es gibt geeig-
nete Unterteilungen %" mit |.#| = K und .Z mit |.Z| = L, sodass & jedes Polytop P € #
affin auf ein Polytop Q € . abbildet. Dann gilt y(.#") = y(.£), und somit y(K) = x(L).

Die Invarianz der Euler—Charakteristik gilt nicht nur fiir stiickweise affine, sondern auch
fiir beliebige Homomorphismen (A1A), sogar fiir jede Homotopie-Aquivalenz (G4N)!

Satz A3J (topologische Invarianz der Euler—Charakteristik, Poincaré 1895). Seien ¢ und
Z endliche polytopale Komplexe. Existiert zwischen den so dargestellten Polyedern ein
Homéomorphismus || = |.L|, oder auch nur eine Homotopie-Aquivalenz |#| ~ ||, so
folgt hieraus bereits die Gleichheit x() = x(£) der Euler—Charakteristiken. O

Das ist hochst bemerkenswert: Die Euler—Charakteristik y(#") des Komplexes 7" ist
kombinatorisch definiert, aber das Ergebnis hingt nur vom topologischen Raum |.#"| ab!
() |[H|=1L] = @) [H=12] = () [#]|=|L] = @) 1(H) = 1(2)

affin-lineare Isomorphie Hom&omorphie Homotopie-Aquivalenz Gleichhheit in Z

Die affin-lineare Invarianz ,,(1) = (4) verdanken wir Satz A3G. Die Implikationen ,,(1)
= (2) = (3)“ sind klar. Die Invarianz unter Homdomorphie ,,(2) = (4)“ und Homotopie
»(3) = (4)* beweist man am besten mit Homologie-Theorie in der algebraischen Topologie.
In kleiner Dimension, fiir Graphen und Flédchen, wird uns dies mit der Fundamentalgruppe
gelingen (Kapitel L). Einstweilen wollen wir sie vorab schon als Werkzeug nutzen.

Beispiel A3K. Es gilt S 2 T. Wir vergleichen die einfachsten geschlossenen Fldchen: Sind
die Sphire S und der Torus 7 homdomorph? Wir berechnen y(S) =2 und y(7) =0, etwa
geometrisch wie in Abbildung A:17 oder kombinatorisch wie in Abbildung A:26. Satz A3J
garantiert, dass die topologischen Raume S und 7" nicht homéomorph sein kénnen. (Auch
nicht homotopie-dquivalent, was eine wesentlich stirkere Aussage ist.)
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§A3l. Bille und Sphiren. Den euklidischen Raum R” kennen wir gut aus Linearer
Algebra und Analysis. Hierin betrachten wir den abgeschlossenen Einheitsball

D" :={xeR"|x{+-+x; <1}.
Er ist kompakt und konvex. Sein Inneres ist der n-dimensionale offene Einheitsball
B":={xeR" |x]+ - +x;<1}.
Der Rand von D" wie auch von B” ist die (n — 1)—dimensionale Einheitssphdre
S"hi={xeR" |xf+-+xF=1}.
Wir wollen solchen Riumen eine Euler—Charakteristik zuordnen. X

Wie soll das gelingen, wenn fiir den Raum X noch keine Zerlegung in ~ ~
Polytope vorliegt? Wir kénnen versuchen, X willkiirlich in solche Zel- /

len zu zerlegen, miissen aber fiirchten, dass die Euler—Charakteristik } jf‘ N ‘ g}

von unserer Willkiir abhéingt. Satz A3J rettet unser Vorhaben:

Definition A3L. Gilt X = |7, so setzen wir y(X) := y(). Dies ist wohldefiniert dank
der topologischen Invarianz der Euler—Charakteristik (A37), das heifit unabhéngig von der
gewihlten Darstellung X = |.7|: Aus X = |.Z| folgt || = |.Z| und (%) = x(L).

Bemerkung. Sie kennen das Problem seit Threr Kindheit: Zum Zihlen einer endlichen
Menge X konstruieren Sie eine Bijektion f : {1,...,n} = X und sagen ,,X hat n Elemen-
te*“. Das ist wohldefiniert, denn fiir jede andere Bijektion g : {1,...,m} = X gilt m = n.

In der Linearen Algebra lernen Sie, jedem K-Vektorraum X eine Dimension zuzu-
ordnen: Sie kénnen eine Basis B wihlen, also K(&) = X und definieren dimg(X) :=
card(B). Das ist wohldefiniert, denn jede andere Basis B’ von X hat dieselbe Kardinalitiit!

Satz A3M. Sei K C R" kompakt und konvex mit nicht-leerem Inneren, 0 € K°. Dann exis-
tiert ein Homéomorphismus h : R" =% R" mit h(K) = D", h(K°) =B" und h(§K) = S" L.
Beispiel. Fiir den Wiirfel K = [—1,1]" = D" haben wir A1E oder h(x) = x - |x|co/|X]2.

Zur Iustration und Motivation skizziere ich hier schon den allgemeinen Beweis (F6G):
BEWEIS-SKIZZE. Die Radialprojektion /1 : SK — S"~1! mit s(x) = x/|x| ist stetig, surjek-
tiv dank Beschrinktheit von K und injektiv dank Konvexitit von K. Da §K kompakt und
S"~1 hausdorffsch ist, ist die stetige Bijektion /4 : K — S"~! ein Homdomorphismus, das
heiBt, die Umkehrfunktion g = A~! : S"~! — §K ist ebenfalls stetig. Diese setzt sich fort
zum Homdomorphismus g : R? =% R” mit g(r-s) = r-g(s) fiiralle r € Rsp und s € S*~1.
Somit erfiillt 7 = g~ : R” =% R” dann h(K) = D" und h(K°) = B" wie gewiinscht. [J

Korollar A3N. Fiir jedes n—dimensionale Polytop P erhalten wir so Homdomorphismen
P = D" und 3P = S"~L. Aus topologischer Invarianz A37 und Polyederformel A3C folgt

xD)=x(P)=1 und xS" )= y@P)=1-(-1"

Damit schlief3t sich der Kreis: Wir haben nun allgemeine Werkzeuge fiir Anwendungen
wie in Abbildung A:1. Satz A3M zeigt, das Dreieck, Quadrat und Kreisscheibe unterein-
ander homoomorph sind, ebenso ihre Ridnder. Die Invarianz der Euler—Charakteristik A37J
zeigt, dass Kreisscheibe und Kreislinie nicht homoomorph sind, allgemein S?~! 2 D" Die-
se Techniken und Beispiele illustrieren das Wechselspiel von Konstruktion und Obstruktion.
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§A3m. Polykonvexe Mengen. Euler-Messbarkeit A3F ist ein zerbrechlicher Begriff.
Seien X,Y € R” Euler—messbar. Im Falle X NY = @ ist X UY messbar dank Satz A3G.
Im Allgemeinen gilt dies jedoch nicht: Zwar sind die Mengen X = { (sin(y),y) |y e R}
und Y = {(—sin(y),y) | y € R} Euler—messbar, nicht jedoch X NY und X UY . (Skizze!)
Auch die gedrehten Mengen { (x, & sin(x)) | x € R} sind nicht Euler—messbar. (Warum?)

Das ist nicht schon; wir wiirden uns zumindest wiinschen, dass die messbaren Mengen
stabil sind unter Vereinigung und Durchschnitt, also einen Mengenverband bilden:

(0) Es gilt @ € .4 und u(9) = 0.
(1) Fir X,Y e Z git XUY, XNY € Zund p(XUY)+pu(XNY)=pu(X)+ u().

Dies beinhaltet die Additivitit bei disjunkter Vereinigung X UY mit X NY = @.

Wir erhalten die gewiinschte Eigenschaft (1), wenn wir das Euler—MaB einschridnken
auf die polykonvexen Mengen, die ich hier kurz erldutern mochte. Diese Familie enthilt ins-
besondere alle Polyeder und hat viele weitere schone Eigenschaften. Literatur: G.-C. Rota,
D.A. Klain, Introduction to Geometric Probability, Cambridge University Press, 1997.

Zur Erinnerung: Dank Satz A3G sind alle konvexen Kompakta K C R” Euler—-messbar
mit w(K) = 1 fir K # @ bzw. u (@) = 0 fiir die leere Menge.

Im R” ist der Schnitt konvexer Mengen konvex, und der Schnitt kompakter Mengen ist
kompakt. Somit ist die Familie aller konvexen Kompakta stabil unter Schnittbildung.

Auch die Vereinigungen zweier Kompakta ist kompakt, aber die Vereinigung zweier
konvexer Mengen ist im Allgemeinen nicht konvex. Wir lassen uns davon nicht entmutigen:

Definition A30. Wir nennen P C R" polykonvex, wenn konvexe Kompakta K1,..., K, C
R" existieren, sodass P = K U---U K, gilt; die minimale Anzahl p heiit Komplexitdt von
P. Insbesondere gilt p = 0 fiir P = @, und p = 1 fiir P # @ konvex und kompakt.

Zum Beispiel ist jedes endliche Polyeder |#'| = | Jpc, P C R” polykonvex (A3B).
Wir erhalten noch weit mehr, etwa Bille, Ellipsoide, etc. und ihre Vereinigungen.

Ubung A3p. Die Familie &2 = { P C R" polykonvex } bildet einen Verband (£,N,U).
Hierauf existiert genau eine Abbildung u : & — Z, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(0) p ist normiert gemdfl (%) = 0 und pu(K) =1 fiir K # @ konvex und kompakt.
(1) wistadditiv: Firalle X,Y € Z gilt u(XUY) = pu(X)+u(Y)—pu(XNY).

Jedes endliche Polyeder P = || ist polykonvex, und hier gilt u(P) = y(-#) dank A3G.

¥ A3p. Die Menge &7 ist stabil unter Vereinigung (nach Definition) und gliicklicherweise auch unter Schnitt:

p q p q
(Ui=1 Ki) n (Uj=1 Lf) = Ui=1 Uj=1(Ki nLj)

Das Euler-MaB u : .4, — 7Z erfiillt die Forderungen (0) und (1) dank Satz A3G. Wir zeigen & C 4y
per Induktion iiber die Komplexitit p. Hierzu sei <, = { K1 U---U K | K; C R” konvex und kompakt }.
Die Inklusion &<y C .y folgt aus Satz A3G. Sei also p > 2 und P<p C .y bereits bewiesen. Fiir je-
de polykonvexe Menge P = Kj U---U K, C R” enthillt #~, C .#;, die Mengen P’ := K; U---UKp_;
und K, sowie ihren Schnitt PN K, = (Kj NKp)U---U(Kp—1 N Kp), dank A3G folgt P € .y, also
P<p C My. Aussagen (0,1) folgen aus Satz A3G; dies zeigt die Existenz. Eindeutigkeit folgt ebenso per
Induktion iiber p: Dank (0) ist i auf Z<; eindeutig festgelegt. Sei also p > 2 und die Eindeutigkeit von
w auf P, bereits bewiesen. Fiir jede polykonvexe Menge P = K1 U---U K, C R” ist dann der Wert
w(P)=pu(K1U---UKp_1) +u(Kp) —pu((K1 NKp)U---U(Kp—1 N Kp)) dank (1) eindeutig festgelegt,
denn rechts stehen drei polykonvexe Mengen der Komplexitit < p.
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§A3n. Sternformige Polyeder. Der Satz A3C von Euler-Poincaré besagt, dass jedes
konvexe Polyeder |.# | # @ die Euler—Charakteristik y(-#") = 1 hat. Wir wollen beweisen,
dass dies allgemeiner sogar fiir jedes sternformige Polyeder gilt. Eine Teilmenge X C R”
heiBit sternformig zum Zentrum a € X, wenn [a,b] C X fiir jeden Punkt b € X gilt.

& <> K

ABBILDUNG A:18. Konvexe und sternformige Mengen

Anschaulich heiflt konvex, dass man von jedem Punkt in X jeden anderen sehen kann.
Sternformig heiflt, dass man vom gegebenen Zentrum a € X jeden anderen Punkt sehen
kann. Genau dann ist X konvex, wenn X sternformig beziiglich jedes Punktes a € X ist.

ﬁbung A3Q. (1) Seien K1,K>,..., K, C R" kompakt und konvex. Ist ihre Vereinigung
P = K1 UK>U---U K, sternféormig zum Zentrum a, so erfiillt das Euler-MaB} u(P) = 1.

(2) Ist das Polyeder P = || C R” sternformig, so gilt y(#) = u(P) = 1.
*# A3Q. (1) Wir kénnen p > 1 als minimal annehmen, insbesondere K1, K>,...,Kp # @. Der Fall p = 0 ist
hier ausgeschlossen, da P = @ nicht sternformig ist. (Die Schlussfolgerung gilt hier nicht, denn w (@) = 0.)

(a) Wir setzen stirker a € K; fiirallei = 1,..., p voraus. Fiir p > 1 ist P kompakt und sternférmig zu a,
denn aus b € P folgt b € K; fiir ein i und somit [a,b] C K; C P. Wir zeigen (P ) = 1 per Induktion iiber p.
Fiir p = 1 folgt 1(P) = 1 aus Satz A3G. Seialso p > 2und P = K7 U---U K. Per Induktionsvoraussetzung
wissen wir (K1 U---UKp—_1) = 1 und 4(Kp) = 1. Auch die Schnittmenge Q = (K1 U---UKp_1)NKp =
(K1NKp)U---U(Kp—1NKp) erfiillt £(Q) =1, denn fiir jedes i = 1,..., p—1ist K; N K, ist kompakt,
konvex und sternformig zu a. Dank A3G folgt u(P) = (K1 U---UKp_1) + u(Kp)—pu(Q) = 1.

(b) Seien nun allgemein K1,..., K, C R” kompakt und konvex, und P = Ky U---U K, sei sternformig
zu a. Jeder Kegel Ca K; := (U ek; [a, x] ist kompakt und konvex und enthilt a. Zudem gilt K; C CaK; C P,
aus P = K1 U---UK) folgtalso P = C4 K1 U---UCy Kp. Dank (a) schlieBen wir u(P) = 1.

(2) Sternformige Polyeder P = |.%7| = ) oer Q sind ein Spezialfall von (1). Fiir jedes Polytop O =
[vo,v1,...,vg] € A ist der Kegel Cy Q := [a,vg,v1,...,vg] kompakt und konvex und enthilt . Zudem gilt
0 CCaQ CP,aus P=Jgey Q folgtalso P =|Jge CaQ. Dank (1) schlieBen wir u(P) = 1. Die
Gleichung x(.#") = p(P) von Euler—Charakteristik und Euler—-Maf} entnehmen wir Satz A3G.

§A30. Regulire Polytope in jeder Dimension: Simplex, Wiirfel, Kreuzpolytop.

Ubung A3R. (1) Sei A" = [eg,e1,...,e,] C R"*! der n—dimensionale Standardsimplex
(A21). Bestimmen Sie seine Seitenzahlen f; = f;(A") sowie seine Euler—Charakteristik
X =30 _o(=1)? f;. Bestimmen Sie das Poincaré—Polynom P(t) := Y 7_, f4t¢ in ge-
schlossener Form und iiberpriifen Sie das Ergebnis an der Stelle t = —1 mit P(—1) = y.

(2) Selbe Frage fiir den n—dimensionalen Wiirfel (1" = [—1,1]" C R” (Hyperkubus).

(3) Selbe Frage fiir das n—dimensionale Kreuzpolytop ¢" = [*eq,...,Lte,] C R”.

(4) Zeigen Sie, dass A", (0", " regulir sind. Zur Information: In Dimension n = 3
gibt es zwei weitere (A2J), in Dimension n = 4 drei weitere, in Dimension n > 5 sind dies
bis auf Ahnlichkeit die einzigen regulidren Polytope (Schlifli 1901, Coxeter 1948).
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# A3R. (1) Es gilt f; = (Z,j_}), denn jede d—dimensionale Seite entspricht der Wahl von d + 1 der n + 1
Ecken. Wie fiir jedes konvexe kompakte Polyeder gilt y = 1 (A3C). Wir konnen dies hier explizit nachrechnen:

n n n+1 n+1 n+1
d d -1 k n+1
P(t) = 14 = 4 =t -1 ) =(1+¢ -1)/t, P(-1)=1
0= fa Z@+J (:+Z(k)) ((+0" 1 =1)/1, P(=1)
d=0 d=0 k=0

(2) Bsgilt fz = (nfd)Z”_d: Jede d—dimensionale Seite entspricht der Wahl 1 < ky <kp <---<k,_4 <n
von n —d der n moglichen Richtungen sowie der Koordinaten xg,, Xg,,...,Xg,_, € {£1}. Wie fir jedes
konvexe kompakte Polyeder gilt y = 1 (A3C). Wir konnen dies hier explizit nachrechnen:

n

n
d n n—d .d n
P(t) = ¢ = 2N =(2+41), P(-1)=1
0= Ja ZC%J (2+1)" P
d=0 d=0

(3) Es gilt f; = ((7111)2‘“'1 fird =0,1,...,n—1und f; = 1. Das Kreuzpolytop ist dual zum Wiirfel:
Ecken von ¢" entsprechen Facetten von 00" usw., daher gilt f;(0") = f,_1_q(O"), inklusive der Spezial-
fille 1 = f, = f_1. Wir erwarten daher P¢ (¢) = "1 Po (=) — =1 41", Wie fiir jedes konvexe kompakte
Polyeder gilt y = 1 (A3C). Wir konnen dies hier explizit nachrechnen:

n—1 n
PO)=1"+ 3 (dil)zd“zd N> (Z)zkzk—l ="+ (420" =1)/t, P(=1)=1
d=0

k=1
(4) Die symmetrische Gruppe Sy,+1 operiert isometrisch auf R”? 1 durch Permutation der Koordinaten
und lisst A” invariant, S,4+1 =2 Isom(R”*1 A™) (A21). Die Fahne {eg} < {eg,e1} < - < {eg,e1,....en}
wird durch 7 € S, 41 abgebildet auf die Fahne {e.o} < {er0,e71} <--- <{er0,€r1,--.,ern}. Demnach operiert
Isom(A”") transitiv auf der Menge der Fahnen von A”, das heiBt, A” ist regulir. Fiir Wiirfel (0" und Kreuz-
polytop O haben wir die Spiegelungspermutationen, {+1}" x S, =% Isom(R”,[0") = Isom(R", ™) (A21).
Damit operiert auch hier Isom transitiv auf den Fahnen, das heiBt, (0" und (" sind reguldr.

§A3p. Produkte und Faserbiindel. Topologie ist zugleich vollkommen konkret und
wunderbar abstrakt. Die folgende Ubung mag auf den ersten Blick abstrakt und schwierig
erscheinen, bei genauerem Hinsehen handelt es sich um sorgfiltige Buchfiihrung.

Ubung A3s. Euler—Charakteristik bzw. Euler—-Ma8 sind vertriglich mit Produkten:

(1) Sind % in V und .Z in W polytopale Komplexe, so auch in V x W ihr Produkt
H WL ={PxQ|PeX, Qec} Genauer gilt hierbei # = | |, #) und
£ =, %y, somit (X RL), =[], ,-nt PXQ| P €A, Q€ L}, alsoMul-
tiplikativitit y(# X.2) = y(A)- x(£) und P(# KX .L) = P(¥) -P(L).

(2) Berechnen Sie hiermit das Poincaré—Polynom P((1"*) des n—dimensionalen Wiirfels
0" = [-1,1]" C R", genauer des Komplexes .# = { Q <[1"}, wie in Ubung A3R.

(3) Sind zwei Mengen X C R™ und Y x R” messbar, so auch X xY C R™*" und es
gilt auch hier die Produktformel (X xY) = pu(X)-u(Y). Allgemeiner gilt:

(4) Sei p:R"™"xR" D E — B C R™ die Projektion p(x,y) = x. Ist E ein Polyeder, so
auch B und jede Faser F = p~—!(x) fiir x € B. Ist y(F) unabhingig von x, so gilt
auch hier die Produktformel y(E) = y(B) - y(F). Noch allgemeiner:

(5) Sei B = By U---U By mit By,..., B; messbar, fiir jedes x € By sei Fx = p~!(x)
messbar und ¢ = wu(Fyx) konstant. Dann ist £ messbar, und u(E) = ) i cx it(Byg).

Diese Integration ldngs der Fasern diente zur Konstruktion des Euler—-Mafles p in Di-
mension n = 1 iiber B = R. Der allgemeine Fall n > 2 folgt nun per Induktion iiber 7.
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§Ad4. Zentrales Anwendungsbeispiel: die Klassifikation kompakter Fliachen

Definition AOA erkldrt, was wir unter einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit verste-
hen. Als nichstes wollen wir systematisch Beispiele sammeln und klassifizieren.

Abstraktion vereinfacht, denn eine allgemeine Tatsache ist oft leichter zu verstehen, zu
erkldaren und zu beweisen als ihre zahlreichen Spezialfille. Abstraktion sollten wir jedoch
nicht als Selbstzweck auffassen: Das notwendige Gegenstiick sind konkrete Beispiele und
Anwendungen, an denen wir unsere Werkzeuge testen und schérfen konnen.

§Ada. Nulldimensionale Mannigfaltigkeiten: Punkte. Jede nulldimensionale Man-
nigfaltigkeit X ist ein diskreter Raum. Ist X zusammenhingend so gilt X = {x}. Zwischen
diskreten Rdumen X, Y ist jede Abbildung f : X — Y stetig. Daher sind sie homGomorph
genau dann, wenn sie gleichmichtig sind. Jede kompakte O—Mannigfaltigkeit ist demnach
homoomorph zu genau einem der Modellrdume {1,...,n} mitn € N.

§A4b. Eindimensionale Mannigfaltigkeiten: Kurven. Wir haben vier Beispiele:

1-Mannigfaltigkeiten ohne Rand mit Rand
nicht kompakt die reelle Gerade R die Halbgerade R
kompakt die Kreislinie S! das Intervall [0, 1]

Dies sind 1-Mannigfaltigkeiten: Die Riume R” werden metrisiert durch die euklidische
Norm. Somit werden auch die Teilrdume [0, 1] und R>g in R sowie S! in R? metrisiert. Man
sieht unmittelbar, dass sie lokal homdomorph zu R bzw. Rx¢ sind (AOA): Fiir R und R>¢
ist dies trivial, fiir [0, 1] klar, und fiir S' folgt es aus der stereographischen Projektion (A1L).

Ist unsere Liste redundanzfrei? Sind die vier Modellraume topologisch verschieden?
Oder sind zwei davon homdomorph? Sobald wir Kompaktheit (F17) und Rand (J71) als
topologische Invarianten nachgewiesen haben, ist die Antwort offensichtlich!

Alternativ nutzen wir die topologische Eigenschaft des Wegzusammenhangs (A1G):
Jeder unserer vier Modellrdume ist wegzusammenhingend. Im Raum R trennt jeder Punkt
x € R, das heif3it, das Komplement R . {x} ist nicht wegzusammenhéngend (A1H). In R>¢
gilt dies fiir jeden Punkt bis auf einen, in [0, 1] gilt dies fiir jeden Punkt bis auf zwei, und in
S! trennt gar kein Punkt (A1L). Somit unterscheidet die Anzahl 0, 1,2, oo nicht-trennender
Punkte diese vier Rdume topologisch, denn sie bleibt bei Homdomorphismen erhalten.

Kompakt unterscheidet auch die Euler—Charakteristik: y([0,1]) = 1 und y(S!) = 0.

Ist unsere Liste vollstindig? Unsere vier konkreten Beispiele verstehen wir recht gut,
insbesondere sehen wir, warum sie topologisch verschieden sind. Weniger offensichtlich ist,
dass wir damit bereits alle Beispiele kennen. Diese Aussage verlangt nach einer Konstruk-
tion: Zu jeder Kurve X miissen wir einen Homdomorphismus f : X = Y konstruieren
zu einem unserer vier Modellrdume Y € {R,Rx0,S',[0,1]}. Wie immer im Leben ist das
Konstruieren eines Objekts mitunter schwierig, so auch hier. Aber es geht! (Ubung K10)

Satz A4A (Klassifikation der Kurven). Jede zusammenhdngende Kurve (= eindimensionale
Mannigfaltigkeit) ist homéomorph zu genau einem der Modellriume [0,1], S, R, Rx>o.

Korollar. Jede kompakte Kurve ist homoomorph zu genau einem der Modellrdume
Epg=1,....p}x[0,1DU(p+1,...,p+¢}xS!') € RxC =R3 mit p,g eN.
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§A4c. Was bedeutet Klassifikation? Die Klassifikation einer Familie mathematischer
Objekte ist immer dann ein lohnendes Unterfangen, wenn Anwendung und Theorie so weit
gediehen sind, dass man zu einem Begriff systematisch Inventur halten will und kann.

Am Anfang einer Klassifikation steht die Definition, welche Objekte zugelassen sind,
und welche dabei als gleich betrachtet werden. Dies legt eine Klasse &’ von Objekten fest
sowie hierauf eine Aquivalenzrelation =. Im obigen Falle ist & die Klasse der kompakten
Kurven, und die Aquivalenz wird durch die Homdomorphie definiert.

Sodann versuchen wir, eine moglichst vollstandige Liste von Modellen zu erstellen,
die diese Definition erfiillen. Wahrend die Definition eine Eingrenzung der Objekte leistet,
versucht unsere Liste eine Ausschdpfung. Im obigen Beispiel der kompakten Kurven ist
diese Liste (Ep 4) p,gen unendlich aber doch iibersichtlich. Allgemein entspricht diese Liste
einer Parametrisierung & — &, wobei & eine leichter verstandene Parametermenge ist.

Nach Definition und Beispielen beginnt die Klassifikation im engeren Sinne:

Vollstindigkeit: Ist unsere Liste vollstdndig? (Oder fehlen noch weitere Beispiele?)
Formal fragt dies nach der Surjektivitit der Abbildung & — 0’/ .

Redundanzfreiheit: Ist unsere Liste redundanzfrei? (Oder enthilt sie Wiederholungen?)
Formal fragt dies nach der Injektivitéit der Abbildung &2 — 0’/ ~.

Typischerweise verwendet man zum Nachweis der Redundanzfreiheit geeignete Invari-
anten, also KenngroBen ¢ — 2 in irgendeine Menge 2, die unter der betrachteten Aqui-
valenz = invariant sind. Diese Sichtweise ist somit dual zur Liste &2 — &' Fiir kompakte
Kurven sind diese Invarianten die Zahlen p,q € N: Hier ist p die Anzahl der geschlossenen
Komponenten (= S!) und ¢ die Anzahl der berandeten Komponenten (= [0, 1]).

Je nach Kontext sollten die Aufzahlung & — & und die Invarianten & — 2 berechen-
bar sein, also eine moglichst explizite Behandlung erlauben. Sind die Invarianten vollstdn-
dig, so erlauben sie die Unterscheidung aller Objekte bis auf Aquivalenz. Zusammen mit
der Lokalisierung jedes Objektes in unserer (redundanzfreien und vollstdndigen) Liste von
Modellen erhalten wir somit als Kronung eine vollstindige Parametrisierung &2 — & sowie
eine vollstindige Invariante & — &2, die zueinander inverse Bijektionen sind.

Beispiel. Uber einem Korper K klassifizieren wir endlich erzeugte K—Vektorriume bis auf
Isomorphie. Konkrete Modelle sind die Rdume K" mit n € N. Diese Liste ist vollstandig:
Jeder endlich-erzeugte K—Vektorraum V' erlaubt eine Basis vy,...,v, € V und somit einen
Isomorphismus K" = V. Die Liste ist redundanzfrei: Je zwei Basen eines Vektorraums
V haben dieselbe Linge, diese definiert die Dimension dimg (V). Dank dieser Invariante
dimg (K™) = n sind die Vektorriume K°, K1, K2, ... untereinander nicht isomorph.

Beispiel. Wir klassifizieren vollstindig geordnete Korper (K, +,-, <), die Aquivalenz ist
hier durch Korperisomorphismen definiert. Ein konkretes Modell ist der Korper (R, 4+, -, <)
der reellen Zahlen. Jeder vollstindige geordnete Korper (K, +,-, <) ist hierzu isomorph,
und zwar durch einen eindeutigen Korperisomorphismus K = R. (B2C)

Beispiel. Wir klassifizieren archimedisch geordnete Korper bis auf Isomorphie. Konkrete
Modelle sind die Teilkérper K < R. Das ist eine grofle Klasse von Beispielen, aber so
explizit wie moglich. Jeder archimedisch geordnete Korper (K, +, -, <) ist zu einem solchen
Teilkorper isomorph, und zwar durch einen eindeutigen Isomorphismus. (B2D)
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Ubung A4B. Betrachten Sie alle reellen Quadriken in R! und in R? und in R3.

Welche dieser Quadriken sind Kurven? Flichen? allgemein Mannigfaltigkeiten? Was
ist ihre Dimension? Was ist ihr (geometrischer) Rand? Welche Quadriken sind keine Man-
nigfaltigkeiten? Welche Quadriken sind kompakt? Welche sind (weg)zusammenhéngend?

Welche Paare von Quadriken sind homdomorph? Wie konnen Sie explizit Homéomor-
phismen konstruieren? Welche Homdomorphieklassen von Quadriken erhalten Sie? Welche

topologischen Invarianten unterscheiden zwischen diesen Klassen?

Ellipse Punkt
2 2 2 2
:% vy LY
=zt o 32
schneidendes
Hyperbel Geradenpaar
2 g _, 22 2 o
2 B oz B2
leere Menge Gerade
2 2 2
,% ¥y T o
o B2 a?
paralleles
Parabel Geradenpaar
fl‘2 2
2 _9 ro_
a2 U a?

Ellipsoid elliptischer Doppelkegel Punkt

2 2 2 2 2 2 2 2 2
T y z T Y z z Y 2
a2teta=1 atmE 2= a2tetz=0
a? = 2y a? = 52y a? = 2y
einschaliges Hyperboloid elliptischer Zylinder Gerade
1,2+y2 z2_1 (E2+y2_1 $2+y2_0
o2 B2 o 32 a2 | B2

zweischaliges Hyperboloid

hyperbolischer Zylinder

schneidendes Ebenenpaar

.’172 y2 Z2 - IE2 y2 - $2 y2 _g
o2 B2 o2 2 a2 B2
leere Menge parabolischer Zylinder
2 2 2 . \ 2 )
a2 B2 42 2 Y

elliptisches Paraboloid

2 2
m—z+y—:22
a

.’L'Z y2

a2 132

hyperbolisches Paraboloid

= 2%

ABBILDUNG A:19. Die Klassifikation der reellen Quadriken im R? und im R3

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]



http://eiserm.de

§A4. Zentrales Anwendungsbeispiel: die Klassifikation kompakter Flachen 48

§Add. Exotische Flichenwesen und wo sie zu finden sind. Flichen begegnen uns
iiberall im Alltag, bemerkenswerterweise ebenso in Wissenschaft (A:20) und Kunst (A:21).

iz in Physics 2016
Topology — what is it?

Topologogy is a field of
mathematics that
describes properties that
are stable and only
change in integer steps:
T

The number of holes is a
topological invariant that is
always an integer, but never
anything in between.

KUNGI
VETENSKAPS

AKADEMIEN

Bildquelle: Associated Press / Reuters

ABBILDUNG A:20. Der Physik-Nobelpreis 2016 ging an die britischen Quantenphysiker
David Thouless, Duncan Haldane und Michael Kosterlitz fiir die Erforschung exotischer
Materiezustinde, insbesondere topologischer Phasen und Phaseniibergiinge. Die Topologie
von Billen, Doughnuts und Bretzeln schaffte es damit erstmalig in die Abendnachrichten.

Bildquelle: wikipedia.org

L

ABBILDUNG A:21. Die Skulptur Rubato in Malmé der schwedischen Bildhauerin Eva
Hild. Welche Fliche ist das? Die Klassifikation der kompakten Flichen (Satz A47) gibt
vollstandige Auskunft: Hierzu geniigen Randkomponenten, Geschlecht, Orientierbarkeit.
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§Ade. Modelle berandeter Flichen. Abbildung A:2 zeigt glatte Flichen im R3, die
man sich leicht vorstellen kann. Wir wollen uns moglichst systematisch weitere Beispiele
verschaffen. Dabei wollen wir Fldchen nicht nur als Teilmengen im R” betrachten, sondern
als eigenstindige fopologische Rdume begreifen. Das ist der Sinn der Definition AOA.

Ich beginne mit berandeten Flachen, da wir hierfiir Modelle besonders leicht konstruie-
ren konnen. Zu jedem Paar g € N und r € N> konstruieren wir die Modellfliiche F, ;fr aus
einem Rechteck, an dessen Rand wir wie skizziert Biander ankleben.

GANWAINT AN

r
g Henkel (Paare verschrinkter Bénder) r Randkomponenten

Fr, = £ £
8,r 0 1 ... g 2 B0C r
g + 1 verdrillte Binder (a la Mobius) r Randkomponenten

ABBILDUNG A:22. Glatte Modelle F, gi,r C R3 berandeter Flichen

Hierbei ist r die Anzahl der Randkomponenten: FO":l ist eine Kreisscheibe und FoTz eine
Kreisscheibe mit einem Loch und somit homéomorph zum Zylindermantel aus A:2. Der
Parameter g heilit Geschlecht. Die Flache F| g": . ist orientierbar, anschaulich also zweiseitig.

Hingegen ist F . nicht-orientierbar: Man kann auf dieser Fléche von der ,.einen Seite”
auf die ,,andere Seite* herumlaufen; diese Begriffe haben nur lokal eine Bedeutung, global
gesehen gibt es nur eine Seite. Im einfachsten Falle ist £ ; das Mobius—Band aus A:2.

bei Fg , beginne ich mit Geschlecht 0, wo iiblicherweise Geschlecht 1 vereinbart wird.

1
Ff =
1 g 2 r
1
Fy, = \ \ |
0 1 g 2 -

ABBILDUNG A:23. Kubische Modelle F z;_tr C R3 berandeter Flichen

1 | Ubung A4cC. Verstecken sich unter unseren Modellflichen F, homoomorphe Paare?
g.r

Sie haben die Werkzeuge: Berechnen Sie )((F;:r) =2-2g—rund y(Fg,)=1-g—r.
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$A4f. Modelle geschlossener Fliichen. Die obigen Flichen FZ-, sind kompakt und [ # |
haben r > 1 Randkomponenten. Es gibt auch kompakte Flichen ohne Rand, geschlossene

Fldchen genannt. Fiir jedes Geschlecht g € N haben wir folgende Modellfliche F’ ; =F g:

LRI PRL)

ABBILDUNG A:24. Glatte Modelle F g"' C R3 geschlossener Flichen.
Nach der Topologie sehen Sie diverse Backwaren mit anderen Augen!

Hier ist F0+ >~ §S? die Sphére (eine Kugeloberfliche), F1+ =~ S! x S! der Torus (eine
Reifenoberfliche), F;t der Doppeltorus usw. Wir wollen ein kubisches Modell mit Koordi-
naten im R3 angeben. Als Grundriss in der Ebene R? betrachten wir folgende Teilriume:

Oo:=[-22% | 101:=00~]-1,1]3 Qg =S, (01—-2—2g +4k)

ABBILDUNG A:25. Grundriss Qg C R? des Henkelkorpers Hg = Qg x [—1,1]

Hier ist Qz C R? ein Rechteck mit g Lochern. Es handelt sich um eine kompakte
Flache mit Rand, homdomorph zu Fo‘fg 11- Der Produktraum Hg := Q¢ x[~1,1] C R3 ist
der Henkelkorper vom Geschlecht g. Dies ist ein Quader mit g Lochern. Es handelt sich
um eine 3—Mannigfaltigkeit; der Rand ist eine zusammenhéngende geschlossene Fliche:

Hg:= Qg x[-11],  FF :=0Hg =(Qgx{£1})U(dQ, x[-1.1])

Fy Ff

ABBILDUNG A:26. Kubische Modelle Fg+ C IR3 geschlossener Flichen.
Nach der Topologie sehen Sie auch Schokoladentafeln mit anderen Augen!
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Vﬂ#/ m/'m//
e

ABBILDUNG A:27. Die berandete Fliche F,f, wird geschlossen zu Fg'.

Ubung A4D. Verstecken sich unter unseren Modellflzichen Fy F homoomorphe Paare?
Sie haben die Werkzeuge: Berechnen Sie y(Qg) =1—g sow1e )((F+) =2-2g.

[ 1= | Ubung A4E. Entfernt man aus der geschlossenen Fliche F, das Innere eines Rechtecks [ %1 |
so erhilt man eine berandete Fliche. Diese erweist sich als homoomorph zu F +1 wie in
Abbildung A:27. Umgekehrt: Verklebt man die Randkurve der berandeten Fldche F +1 mit
einem Rechteck, so erhilt man die geschlossene Fliche F +. Das ist zunichst keineswegs
offensichtlich, und ich empfehle es nachdriicklich als Ubung in raumlicher Anschauung.

§Adg. Modelle fiir nicht-orientierbare geschlossene Fliichen. Wir haben oben nicht-
orientierbare Flichen Fg . mit r > 1 Randkomponenten kennengelernt, die beriihmteste ist
das Mobius-Band Fj ;. Es gibt daneben auch geschlossene nicht-orientierbare Fldchen.
Diese erhalten wir am einfachsten durch folgende Quotientenkonstruktion.

nsere Modellflache = C R~ ist orientierbar, anschaulich gesagt zweiseiti A
i U MdllﬂhFJr 0Hgy CR3 b haulich gesag g | &
Die Punktspiegelung x |—> —x erhilt den Henkelkorper Hg = —H g, somit £ ¥ = —F, ¥
Thr Fixpunkt O liegt im Inneren / AuBeren, auf dem Rand 0Hg = F ist sie ﬁxpunktfrel

Durch Identifikation gegeniiberliegender Punkte erhalten wir F,” = F ;‘ /{Z£}. Dies ist
eine nicht-orientierbare Fldche. (Quotienten sind sehr niitzlich, mehr dazu in Kapitel E.)

- COC

Mgbius—Band Torus F" zerlegt Kleinsche Flasche
+ Kreisscheibe in zwei Halbtori aus einem Halbtorus

<+
<+

-
-

Al
@D@

ABBILDUNG A:28. Bastelanleitung fiir projektive Ebene und Kleinsche Flasche

Beispiel. Die projektive Ebene F;” = RP? = §?/{=} entsteht aus der Sphire S?, indem wir
je zwei gegeniiberliegende Punkte +x identifizieren. Ein Zylindermantel C um den Aquator
wird hierbei zum Mobius—Band M. Wir erhalten RP2, indem wir an M die Kreisscheibe
D ankleben. Dies ist das kleinste Beispiel fiir eine nicht-orientierbare, geschlossene Fléche.
Die Kleinsche Flasche F;~ = (S! x S!)/{=£} entsteht analog aus dem Torus.
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§A4h. Realisierungen im Raum. Abbildung A:29 skizziert die Kleinsche Flasche.
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ABBILDUNG A:29. Kleinsche Flasche als Verklebung zweier Mobius—Bénder

Bemerkung. Dies ist eine glatte Immersion F;~ 9+ R3. Notgedrungen entstehen dabei
Mehrfachpunkte, doch nur harmlose. Erst im R* ist genug Platz, um lokal einen der beiden
Teile in die vierte Raumrichtung zu verschieben und so die Selbstdurchdringung aufzulsen.

Bemerkung. Graphik A:29 macht anschaulich, dass die Kleinsche Flasche nicht orien-
tierbar ist: Wenn man einmal iiber den Henkel lduft, gelangt man spiegelverkehrt an den
Ausgangspunkt zuriick. Immersiert im R> transportiert man einen Normalenvektor lings
dieses Weges und kehrt mit dem umgekehrten Normalenvektor zum Ausgangspunkt zu-
riick: Die Umgebung des umlaufenen Weges ist ein Mobius—Band. Genauer zeigt A:29, wie
die Kleinsche Flasche als Verklebung zweier Mobius—Binder ldngs ihres Randes entsteht.

Bemerkung. Unter den nicht-orientierbaren Fliachen hat es das Mobius—Band zu populérer
Berithmtheit gebracht, aber auch die Kleinsche Flasche erfreut sich groBer Beliebtheit, siche
A:30 links. Die rechte Abbildung zeigt die projektive Ebene RP? als Boysche Fliche im R3.
Diese Skulptur steht vor dem Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach, wunderbar
idyllisch im Schwarzwald gelegen etwa ein Drittel der Luftlinie von Freiburg nach Stuttgart.

ABBILDUNG A:30. Kleinsche Flasche und Mobius—Band und Boysche Fliache
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§Adi. Warum existiert keine Einbettung F g R3? Alle berandeten Flichen F. ;fr
und alle orientierbaren geschlossenen Flichen F ;‘ konnen wir uns leicht vorstellen, denn
sie lassen sich im R realisieren und sind somit unserer Anschauung direkt zuginglich.

Die nicht-orientierbaren geschlossenen Flichen F,~ hingegen sind zunéchst unvertraut
und wenig anschaulich. Das hat einen handfesten, mathematisch beweisbaren Grund: Die
nicht-orientierbaren Fldchen F, lassen sich nicht im euklidischen Raum R3 einbetten!

Wie beweisen wir die Unmoglichkeit einer Einbettung? Wie immer, indem wir explizit
ein Hindernis angeben! Die Beweis-Idee ist ganz anschaulich und iiberraschend einfach:

Bemerkung (Zerlegungssatz K5D). Sei S C R? eine zusammenhiingende kompakte Fli-
che. Ist S geschlossen, also ohne Rand, so zerfillt das Komplement R3\ S = ALl B in
zwei Gebiete, A unbeschrinkt, B beschrinkt, und fiir den Rand gilt 64 = 6B = S. Somit
wird S orientiert durch die (von B nach A) nach aufien weisende Normale, also S = F ;‘ .

Hieraus folgt die Unmdglichkeit einer Einbettung Fy~ R3.

§Adj. Die Boysche Fliiche. Die reell-projektive Ebene RP? = F;; und allgemein F, ¢
lisst sich nicht in den Raum R? einbetten. Fiir die Kleinsche Flasche existiert immerhin
eine Immersion F]~ & R3 mit harmlosen Mehrfachpunkten wie in A:29 gezeigt. David
HILBERT vermutete, dass fiir RP? keine Immersion RP? ¢ R3 existiert und schlug dies
Werner Boy (1879-1914) als Promotionsthema vor. Boy gelang es daraufhin, eine Immer-
sion RP? 9+ R3 zu konstruieren. Ich skizziere hier eine simpliziale Realisierung:

ABBILDUNG A:31. Boysche Fliche RP? & R3, simplizial realisiert

Die sechs Eckpunkte 4-e;,+e5,+e3 im R3 spannen ein regulires Oktaeder auf. Wir
beginnen mit den Quadraten [teq, +e3] (blau), [£ez, te3] (rot), [Le3, :e;] (griin). Die
Selbstdurchdringungen wollen wir ignorieren. Wir fiigen vier der acht Dreiecke des Okta-
eders hinzu: [+e;, +ea2, +e3], [+e1,—e2, —e3], [—e1, +e2,—e3], [—e1, —ea, +e3] (gelb).

Ist das eine geschlossene Fliche, also lokal homdomorph zu R2? Ja! Jede Kante liegt
in zwei Facetten. An jeder Ecke liegen zyklisch Quadrat-Dreieck-Quadrat-Dreieck. Welche
Flédche ist es? Wir teilen das erste Quadrat [£e;, *e5] in zwei Dreiecke [+e1,—eq, +ez],
[+e1,—e1,—ez], ebenso zyklisch die anderen beiden Quadrate. Wir finden 6 Ecken, 15
Kanten, 10 Dreiecken, also y(P) = 1. Zusammen mit der folgenden Flichenklassifikation
(Satz A4J) folgt daraus bereits | P| = F; = RP2. Wir konnen dies auch direkt sehen (A:31
rechts): Unser Simplizialkomplex P entspricht dem Ikosaederrand |K| = S?, wobei wir
gegeniiberliegende Punkte identifizieren, also | P| = RP?.
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§AdKk. Ist unsere Beispielliste redundanzfrei? Sorgfalt und Okonomie gebieten, un-
sere Liste der Flichen soweit moglich zu kiirzen, indem wir unter unseren Modellflichen
F ;fr homoéomorphe Paare erkennen und sodann als redundante Dopplungen aussortieren.

Warum ist das so schwer? Zum einen, weil wir hier mit sehr wenig Struktur arbeiten:
Stetige Abbildungen, die als Homdomorphismen in Frage kdmen, gibt es unvorstellbar vie-
le! Zum anderen, weil es sich um ein negatives Ergebnis handelt: Um zu beweisen, dass ein
Homoomorphismus existiert, geniigt es, einen zu konstruieren. (Satz A3M ist ein prototypi-
sches Beispiel.) Um hingegen zu beweisen, dass es keinen Homdomorphismus gibt, geniigt
es nicht, keinen zu finden und nach verzweifelter Suche aufzugeben. Wir miissen das Hin-
dernis verstehen und erkldren, warum es keinen Homdomorphismus geben kann. (Satz A3J
ist ein prototypisches Beispiel.) Das ist die Aufgabe der topologischen Invarianten (A1F).

Hierzu haben wir oben die Euler—Charakteristik fiir kompakte Polyeder definiert. Dies
ist zunéchst eine geometrische Konstruktion, doch sie erweist sich tatsidchlich als topolo-
gisch invariant (Satz A371). Erst damit wird sie zu einem topologischen Werkzeug:

Satz A4F. Fiir alle g,r € N gilt y(Fjt,) =2—2g—r und y(Fg,) = 1 —g—r. Dank der
topologischen Invarianz von Euler—Charakteristik, Rand und Orientierbarkeit sind keine

zwei Flichen Fg:'fr homéomorph. Anders gesagt, aus (g,r,€) # (h,s,6) folgt Fg , # F;f,s.

Ubung A4G. Zur Einiibung der Begriffe rechne man die Euler—Charakteristik X(F;r)
nach: (1) direkt, (2) mit dem Euler—Mal, (3) durch Ankleben von Henkeln bzw. Bindern.

# A4G. Direkte Methode: Man kann die Euler—Charakteristik geduldig abzéhlen. (Das ist allerdings mithsam.)
Der Quotient Fg' = F g+ /{z£} identifiziert je zwei d—Polytope, die Euler-Charakteristik wird somit halbiert.

Euler—Maf3: Wir scannen die Modellfliche aus Abbildung A:26 mit Ebenen R? x {¢} und bilden die Wech-
selsumme (A.5). Das Ergebnis ist )((F;') = g — 0+ g wie zuvor, aber die Rechnung ist viel effizienter!

Schneiden und Kleben: Die Sphire F0+ hat Euler—Charakteristik 2. Ausschneiden eines Loches addiert —1
zur Euler—Charakteristik, Ankleben eines Henkels im Inneren addiert —2, Ankleben eines Bandes an den Rand
addiert —1. Damit konnen wir die Euler—Charakteristik y (F’ ;fr) fiir alle Modellflachen leicht berechnen.

§Adl. Ist unsere Beispielliste vollstiindig? Unsere Modellfléichen F5, sind zunichst
eine Sammlung reprisentativer Beispiele; wir schulen daran unsere Anschauung und topo-
logischen Argumente. Wir konnen versuchen, weitere Flachen herzustellen, etwa folgende:

NNANGANE SNV TN

p verdrillte Biander, ¢ Paare verschrinkter Bénder, r Randkreise

H

u U Henkel, 1
O o O = Fg,
k Henkel, { verdrehte r Randkreise ’

Jede dieser Fldchen erweist sich als homdomorph zu einer der bereits gefundenen: Zu
welcher Fliche F ;fr gelangen Sie? Gibt es hierbei mehrere Moglichkeiten? Versuchen Sie
zeichnerisch, die gezeigte Fliche in diese Modellfliche zu deformieren; das ist nicht leicht!
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§Adm. Der Klassifikationssatz fiir kompakte Fléichen. Nach vielen Versuchen wird
man vermuten, dass unsere Liste vollstindig ist. Das ist niitzlich zu wissen, denn damit
kennen wir alle Flachen, ganz egal welchem Kontext sie entspringen und in welcher Ver-
kleidung sie daherkommen. Zum Beweis verfahren wir wie folgt:

Satz A4H. Jede Fliche X kann trianguliert werden: X = ||, d.h. X ist homdomorph zu
einem Polyeder | % |; hierbei ist der Komplex ¥ genau dann endlich, wenn X kompakt ist.

Dieser Satz gilt allgemein fiir Mannigfaltigkeiten in Dimension < 3, aber nicht mehr in
Dimension > 4. Sein Beweis ist technisch aufwindig und wird hier nicht durchgefiihrt. Wir
werden voraussetzen, dass unsere Flichen bereits trianguliert vorliegen, und zeigen dann:

Satz A41 (Homoomorphie durch Schneiden und Kleben). Jede kompakte zusammenhdn-
gende triangulierte Fldche F konnen wir durch einen stiickweise affinen Homéomorphis-
mus in eine unserer triangulierten Modellfitichen F gjfr tiberfiihren.

Zusammenfassend erhalten wir die folgende Klassifikation kompakter Flidchen:

Satz A4J (Klassifikationssatz fiir kompakte Flichen). Jede kompakte zusammenhiingende
Fliche (eventuell mit Rand) ist homdomorph zu genau einem unserer obigen Modelle Fg i

Das heilt, unsere Liste F, ir ist bis auf Homdomorphie vollstidndig und redundanz-

frei. Das ist ein Musterbelsplel einer Klassifikation: Jede kompakte zusammenhingende
Flache F wird bis auf Homéomorphie eindeutig durch drei Daten charakterisiert: Thre Ori-
entierbarkeit e(F) € {+£}, die Anzahl r(F) € N ihrer Randkomponenten sowie ihre Euler—
Charakteristik y(F). Letztere lésst sich leicht in das Geschlecht g(F) umrechnen. Dieser
einfache Algorithmus 16st das Homéomorphieproblem kompakter Flichen!

§Adn. Vorgehensweise. Der Klassifikationssatz kompakter Flichen ist ein schones | & |
Beispiel und eine erste wichtige Anwendung unserer topologischen Techniken. Formulie-
rung und Beweis beinhalten im Keim bereits die drei Teile dieser Vorlesung:

Zunichst legt die analytische Topologie die Grundlagen der fopologischen Rdume und
stetigen Abbildungen, aus denen sich der Begriff des Homdomorphismus ableitet. Dieser
Rahmen erlaubt insbesondere, topologische Begriffe wie Kompaktheit und Zusammenhang
prazise und ausreichend allgemein zu behandeln, und ebenso topologische Konstruktionen
wie die oben bereits genutzten Teilrdume, Produktrdume und Quotientenriume.

Die geometrische Topologie nutzt den euklidischen Raum R” als Modell und erklért
Begriffe wie Mannigfaltigkeit und Rand und Orientierbarkeit. Wir nutzen hier insbeson-
dere simpliziale Komplexe und Triangulierungen, das heiflt, wir konstruieren topologische
Riume aus einfachen Grundobjekten wie Punkten, Geradenstiicken, Dreiecken, etc.

Die algebraische Topologie konstruiert Invarianten, mit denen wir topologische Riu-
me unterscheiden und wesentliche Eigenschaften ablesen konnen. Im obigen Beispiel kann
man etwa eine Sphire und einen Torus durch die Euler—Charakteristik unterscheiden, oder
dadurch, ob sich jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen lédsst. Der letzte
Teil der Vorlesung baut diese plausible Beobachtung zu einer hiibschen Theorie aus und
diskutiert die Fundamentalgruppe und das hierzu duale Konzept der Uberlagerungen.

Satz A4J und seine Anwendung konnen Sie jetzt schon verstehen, seinen Beweis noch
nicht. Diese Vorlesung legt hierzu ein solides topologisches Fundament.
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§Ado. Konnen wir auch nicht-kompakte Fliichen klassifizieren? Wir haben bisher
nur kompakte Flachen diskutiert. In polytopaler Darstellung bestehen kompakte Flidchen
nur aus endlich vielen Polytopen, das erleichtert alles. Nicht-kompakte Fliachen kénnen
wesentlich komplizierter sein; hiervon kdnnen und sollten Sie sich selbst iberzeugen, indem
Sie moglichst vielgestaltige Beispiele von Flichen X C R? skizzieren, etwa die folgenden:

Beispiel. Die Ebene R? ist eine nicht-kompakte Fliche, ebenso jede offene Teilmenge wie
R? \. Z? oder R% ~. C2, wobei C die Cantor—-Menge und C 2 der Cantor—Staub ist (C:15).

| | | | | |

ST AT o e ot

ABBILDUNG A:32. Offene Flichen unendlichen Geschlechts

Beispiel. Die Teilmenge Q =R\ (|, ¢ ]la —1/4,a+1/4)? ist eine ebene Fliche mit Rand
dQ. Das Produkt H = Q x [—1,1] C R? ist ein unendlicher Henkelkorper und sein Rand
F =0H = (Q x{£1}) U (0Q x [—1,1]) ist die offene Flidche unendlichen Geschlechts
aus Abbildung A:32 (oben). Entsprechend konstruiert man die beiden anderen Beispiele:
das Monster von Loch Ness (mittig) und die Jakobsleiter (unten). Diese drei Flachen sind
offen, zusammenhéngend, orientierbar, und haben unendliches Geschlecht. Das Loch-Ness-
Monster hat nur ein Ende, die Jakobsleiter hingegen hat zwei Enden. Sind diese Fldachen
homoomorph? Oder welche topologischen Unterschiede verhindern dies?

Diese Beispiele lassen erahnen, dass nicht-kompakte Flichen in grofer Vielfalt existie-
ren. Eine kompakte randlose Flidche heif3t geschlossen, eine nicht-kompakte randlose Fliche
hei3t offen. Erstaunlicherweise lassen sich trotz aller Komplexitét auch offene Flachen noch
klassifizieren. Auch wenn wir die benutzten Begriffe erst im Verlauf der Vorlesung entfal-
ten, so will ich doch das Ergebnis nennen, als Illustration und um Ihre Phantasie anzuregen.

Der Satz von Béla KEREKJARTO (1898-1946) besagt: Jede zusammenhéngende offe-
ne Fliche wird bis auf Homdomorphie klassifiziert durch Orientierbarkeit und Geschlecht
(eventuell unendlich) sowie ihren idealen Rand. Letzterer ist ein Tripel E D E' D E” kom-
pakter, separabler, total unzusammenhédngender Rdume, ndmlich dem Raum E aller Enden,
dem Raum E’ der nicht-planaren Enden, und dem Raum E” der nicht-orientierbaren En-
den. Einen Beweis und die Konstruktion von Modellen finden Sie bei Ian Richards, On the
classification of non-compact surfaces, Trans. Amer. Math. Soc. 106 (1963) 259-269.
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§AS5. Von Topologie zu Geometrie: Der Satz von Gaufi—Bonnet

§ASa. Der Satz von GauBB—-Bonnet. Ich schliee diese Einleitung zu Fliachen mit dem
wunderbaren Satz von Gaufl—Bonnet, auch als Ausblick auf die Differentialgeometrie:

ABBILDUNG A:33. Vorgelegt ist eine geschlossene Fliche F'. Welche Beziehung
gilt zwischen ihrer Gesamtkriimmung « (F') und ihrer Euler—Charakteristik y(F)?

Satz ASA (GauB—Bonnet). Fiir jede geschlossene Fliche F gilt k(F) = 2m - x(F).

In Worten: Die Gesamtkriimmung der Fldche ist gleich 2 mal der Euler—Charakteristik.

Diese Gleichung ist eine fundamentale Beziehung zwischen lokalen geometrischen Daten
(der Kriimmung) und einer globalen topologischen Eigenschaft (der Euler—Charakteristik).
Sie ist die erste in einer Reihe wichtiger Formeln dieses Typs. Geometrische Eigenschaften
bleiben unter Isometrien erhalten, topologische Eigenschaften bleiben unter Homdomor-
phismen erhalten. Jede Beziehung zwischen beiden Welten ist bemerkenswert!

Bemerkung. Fiir glatte Fldichen ist dieser Satz « (F) = 2m - y(F) ein erster Triumph der
Differentialgeometrie. Der Weg dorthin ist lang, aber lohnend, und ein schones Programm
fiir eine einfiihrende Vorlesung zur Differentialgeometrie: Hierzu muss zunichst der Begriff
der glatten Fldche oder allgemein einer glatten Mannigfaltigkeit erklirt werden (siche Kapi-
tel K). Um hierauf Lingen und Winkel zu messen, bendtigen wir sodann eine Riemannsche
Metrik. SchlieBlich muss die Kriimmung erklart und der obige Satz bewiesen werden. Dies
erfordert Integration, denn die Kriimmung ist stetig iber die gesamte Fldche verteilt.

Bemerkung. Fiir polytopale Flichen F C R sind Formulierung und Beweis des Satzes
viel einfacher. Ich mochte dies im Folgenden ausfiihren, denn alle Begriffe sind elementar:

e Die Kriimmung ist in den Ecken konzentriert und kann somit leicht summiert werden.
e Der Beweis des Satzes k (F') =2 - y(F) gelingt durch geschickte doppelte Summation.

Bemerkung. René DESCARTES (1596-1650) bewies die Gleichung « (F) = 27 - x(F) be-
reits um 1620 im Spezialfall der Randfliche F = 9P eines konvexen 3—Polytops P C R3.
Sein Ergebnis ging jedoch verloren und wurde erst iiber zweihundert Jahre spéter in Leib-
niz’ Handschriften wiederentdeckt und 1860 veroffentlicht.

Carl-Friedrich GAUSS (1777-1855) untersuchte um 1825 glatte Fldchen und ihre diffe-
rentialgeometrische Kriimmung und formulierte den Satz fiir geoditische Dreiecke. Pierre
BONNET (1819-1892) leitete 1848 hieraus die GauB—Bonnet—Formel fiir glatte Sphéren ab.
Walther DycK (1856-1934) hat 1888 den Satz fiir glatte Flachen beliebigen Geschlechts
formuliert; er scheint als erster diese Allgemeinheit erkannt zu haben.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§A5. Von Topologie zu Geometrie: Der Satz von GauBB—Bonnet 58

§A5b. Die Kriimmung polytopaler Fliichen. Fiir polytopale Fliichen F = |.#'| ¢ R4
definieren wir nun die Kriimmung « (F) und beweisen damit den Satz von Gau3—Bonnet.

Definition A5B. Je drei Punkte a # z # b in R definieren einen Winkel mit Scheitel
z. Das absolute Winkelmaf3 @« = /(a,z,b) € [0, ] definieren wir dank Cauchy—Schwarz—
Ungleichung (C1B) tiber das Skalarprodukt (¢ —z | b—z) = cos()-|a —z| - |b —z|, also

(a—z|b—2z)

Z(a,z,b) = arccos(la_ZHb_Z|

) € [0, n].

Bemerkung. In der euklidischen Ebene R? haben wir zudem die kanonische Orientierung
und konnen ein Winkelmal3 mit Vorzeichen definieren, sieche §J1g. Im euklidischen Raum
R? mitd >3 gelingt dies nur absolut, ohne Orientierung und ohne Vorzeichen: Warum?

Sei P =Jay,az,...,an] C R ein zweidimensionales Polytop mit Ecken ay,a,,...,a,
in dieser Reihenfolge; als Konvention setzen wir ag = a, und a, 1 = a; zyklisch fort. Der
Innenwinkel in der Ecke ay, € vert P ist dann gegeben durch Z(P,ay) := Z(ag—1,ak,ak+1)-
Aus der ebenen Geometrie wissen wir:

Lemma ASC. Fiir die Innenwinkelsumme ZP :=Y ;. _, Z(P,ay) gilt ZP = (n—2)m.

az

BEWEIS. Da P in einer affinen Ebene A C R? liegt, geniigt es, den as

ebenen Fall d = 2 zu betrachten. Fiir n = 3 ist P = [a1,a3,a3] ein

Dreieck und hier gilt ZP = & nach Euklid. Fiir n > 4 wihlen wir AVA
einen inneren Punkt z, etwa das Baryzentrum, und triangulieren P ai
durch die n Dreiecke [a;_1,ay,z] firk = 1,...,n. Die Summe aller a
Innenwinkel ist nr, abzuziehen ist der volle Winkel 277 um z. O as

Im Falle der ebenen Flache P liegt im inneren Punkt z keine Kriimmung vor: Die
Summe der anliegenden Winkel ergibt 2r. Dies veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition A5D. Sei F = |.#| C R? eine geschlossene polytopale Fliche. Wir definieren
ihre Kriimmung im Punkt z € F als 2 minus die Summe der anliegenden Winkel:

k(F,z):=2m— Z Z(P,z)

P>z

Fiir Facetten P € %5 und ihre Ecken z € vert P schreiben wir kurz P > z bzw. z < P. Fir
z € Int P im Inneren einer Kante oder Facette P gilt «(F,z) = 0 nach Triangulierung. Die
Kriimmung ist demnach konzentriert in den Ecken z € vert.#~ des polytopalen Komplexes.
Die Gesamtkriimmung der polytopalen Fliache F' definieren wir als die Summe

k(F):= Z k(F,z2).
z€F
Bemerkung ASE. Die Kriimmung « = «(F,z) im Punkt z hat die folgende geometrische
Bedeutung: Sei B(r) ={x € F |d(x,z) <r}derBallund S(r) ={x € F |d(x,z) =1}
die Sphire um z in F mit Radius r > 0. Fiir hinreichend kleine Radien 0 < r < r¢ gilt
voly S(r) = (2w —k)r und voly B(r) = (w —«/2)r?. Im flachen Fall = 0 sind dies die ver-
trauten Formeln vol; (rS') = 277 und vol, (rD?) = 2. Bei positiver Kriimmung wachsen
Umfang und Flicheninhalt langsamer, bei negativer Kriimmung schneller. Diese Formeln
definieren die Krimmung « (F, z) lokal und intrinsisch, unabhdngig vom Komplex % .
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Beispiel. Die Wiirfelfliche F hat 8 Ecken mit Kriimmung k (F,z) = /2, also k (F) = 4.
Tetraederflache: 4 Ecken mit «(F,z) = m. Oktaederfliche: 6 Ecken mit «(F,z) = 27/3.
Tkosaeder: 12 Ecken mit «(F,z) = 7/3. Dodekaeder: 20 Ecken mit «(F,z) = 7/5. In all
diesen sphirischen Fillen erhalten wir als Gesamtkrimmung « (F) = 4w = 27 - x(F).

Beispiel. Wir betrachten die kubische Modellfliche F = F g+ aus Abbildung A:23. In jeder
der 8 duBeren Ecken liegen drei 90°~Winkel an, also « (F,z) = /2. In jeder der 8¢ inneren
Ecken liegen fiinf 90°~Winkel an, also « (F,z) = —x /2. Alle anderen Punkte sind flach, mit
Kriimmung « (F,z) = 0. Die Gesamtkriitmmung ist k (F) = 47 —4ng =27 - x(F).

Satz ASF (GauB—Bonnet). Fiir jede geschlossene polytopale Fliche F = || C R? gilt
k(F)=2m-y(F).

Das zeigt insbesondere: Die Euler—Charakteristik y (F') héngt nur von F ab und nicht
von der gewihlten polytopalen Unterteilung .#". Die Gesamtkriimmung « (F') hdngt nur von
der topologischen Gestalt der Fldche F' ab und nicht von der gewihlten Geometrie.

BEWEIS. Der polytopale Komplex .# habe fo Ecken, f; Kanten und f> Facetten. Wir
summieren zunichst die Innenwinkel aller Facetten P € .#5 mit Hilfe von Lemma A5C:

Yo Y upn=Y [n(P)—2]7t=7T[ 3 n(P)]—27tf2=271f1—271f2.

Peuth z&LKP Peuts Pes

Jede Facette P € %, hat n(P) Ecken und n(P) Kanten. Jede Kante liegt in genau zwei
Facetten, da die Flache F keinen Rand hat. Bei der letzten Summe wird also jede Kante
doppelt gezihlt. Wir erhalten hieraus die Gesamtkriimmung als Summe iiber alle Ecken:

k(F) = ZK(F,Z) =2nfo— Z Z L(P,z) =2nfo—2nf1+2nfr =2m- y(F)O

zeF {z}etyg P>z

Ubung A5G. Eine erste Anwendung: Nennen Sie alle geschlossenen zusammenhiingenden
Flachen, die sich polytopal realisieren lassen mit iiberall nicht-negativer Kriimmung « > 0.

# AS5G. Wir nutzen Gaufl—Bonnet (AS5F): Nicht-negative Kriimmung « > 0 impliziert nicht-negative Euler—
Charakteristik y > 0. Dank der Fliachenklassifikation A4J gibt es nur vier geschlossene zusammenhédngende
Fliichen mit x > 0: die Sphiire S? 2 F0+ und den Torus S! xS = F 1+ sowie ihre nicht-orientierbaren Quoti-
enten, die reell-projektive Ebene RP?2 = S2/{4} = F; und die Kleinsche Flasche (S' xS!)/{+} = F[".

Wir haben also hochstens diese vier Kandidaten. Es stellt sich nun umgekehrt die Frage: Welche dieser vier
Flachen konnen wir so realisieren, dass ihre Kriimmung tiberall nicht-negativ ist? Fiir die Sphére ist dies klar,
etwa als Rand 9K eines konvexen Kérpers K C R3, besonders schon und konkret als einer der fiinf platonischen
Korper (siehe Abbildung A:8). Ebenso gelingt dies fiir die projektive Ebene, etwa ausgehend vom Ikosaeder.

Fiir den Torus S! x S! gelingt dies nicht im R3: In unseren kubischen Modellen gibt es immer auch
Ecken mit negativer Kriimmung. Wir betrachten daher ein vierdimensionales Modell, zunichst den Quadratrand
S = 3[—1,4+1]%> ¢ R2 und dann das Produkt 7 = S x S C R2 x R2. Nun sind alle Ecken flach, also die
Kriimmung iiberall Null. Ebenso gelingt dies fiir die Kleinsche Flasche, nach geeigneter Unterteilung.

Bemerkung. Die Gaui-Bonnet—Formel «(F) = 2x - y(F) gilt auch fiir glatte Flachen
F und ist ein erster Hohepunkt der Differentialgeometrie. Hier ist die Gaufi—Kriimmung
K(F,z) differentialgeometrisch definiert; sie ist kontinuierlich iiber die Fliche F verteilt,
daher ergibt sich die Gesamtkriimmung nicht als Summe wie oben, sondern als Fldcheninte-
gral k(F) = | sep K(F,z)dF. Hierzu muss F' kompakt und orientiert sein. Die polyedrale
und glatte Version gehen durch Approximation und Grenziibergang ineinander iiber.
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§A5c. Die GauB-Bonnet-Formel fiir berandete Fliichen. Zwecks Vereinfachung ha-
ben wir hier zunéchst nur geschlossene Flichen diskutiert. Die Gau3—Bonnet—Formel ASF
gilt aber ebenso fiir jede kompakte Flache F mit Rand OF .

In inneren Punkten z € Int F definieren wir die Kriimmung « (F,z) wie zuvor (A5D).
In jedem Randpunkt z € dF hingegen definieren wir die Kriimmung durch

k(F.2):=m— Y  Z(P.2).
P>z
Wie zuvor ist die Kriimmung « (F, z) konzentriert in den Ecken z € vert. %" des polyto-
palen Komplexes und kann als Volumenwachstum interpretiert werden (ASE).
Die Gesamtkriimmung der polytopalen Flache F definieren wir als die Summe

K(F):=Y «k(F.z)= Y k(F.2)+ Y «(F.z).

zeF z€ntF z€F

Beispiel. Sei F = P = [ay,as,...,a,] C R? ein konvexes n—Eck mit den Innenwinkeln
Z(P,ay) = L(ag—1,ar,ar+1). Die Krimmung «(F,ay) = m — Z(P,ay) misst hier die
Abweichung von der Geraden. Die Gesamtkriimmung ist dank A5C also

n n
k(F) = ZK(F,ak) =nm— Z L(P,ay)=nm—m—2)r =2x =2m-x(F).
k=1 k=1

Satz A5H (GauB—Bonnet). Fiir jede kompakte polytopale Fliche F = || C R? gilt
k(F)=2m-y(F).

BEWEIS. Wir verallgemeinern sorgsam Satz ASF fiir geschlossene Flichen auf den allge-
meinen Fall kompakter Flichen mit Rand. Versuchen Sie es als Ubung! g

% AS5H. Der polytopale Komplex % habe f> Facetten, f1 = f;” + fl3 Kanten und fo = f5 + foa Ecken,
davon fy°, fi im Inneren und fla, fO8 im Rand. Die Randkurve 0F ist geschlossen, daher gilt foa = fla.
Wir summieren zunichst die Innenwinkel aller Facetten P € %5 mit Hilfe von Lemma A5cC:
YooY zupr= )Y [mP)-2]r= n[ 3 n(P)] —2nfy =2nf0 +nf —2mfa.
Petsr zKP Petsr Peotr

Jede Facette P € %5 hat n(P) Ecken und n(P) Kanten. Jede innere Kante liegt in genau zwei Facetten,
jede Randkante liegt in genau einer Facette. Bei der letzten Summe wird also jede innere Kante doppelt gezéhlt,
jede Randkante nur einfach. Wir erhalten hieraus die Gesamtkriimmung als Summe iiber alle Ecken z € vert % :

K(F)= Y k(F.2)+ Y «(F.2) =ufg -y Y LPo+afd =Y Y 4Pz

z€IntF zedoF z€mtF P>z z€0F P>z
=onfy+nfd— > > 4Pz =2nfy+afd-2mff—nf +2nf
Pexs zLKP

=2nfg +2nfd —2nfS =2 fd ¥ 2nfs =2nfo—2nfi+2nfs = 27 x(F)

Ubung A51. Gilt die Formel A5c fiir beliebige n—Ecke? “1ouuog—gnen / Suniorngueriy, :er

Muss eine geschlossene Fliche F C R3 irgendwo negativ gekriimmt sein, wenn sie ein
nicht-konvexes Polyeder P C R3 berandet? 1510z 7] :y Sunp[iqqy o1s ‘Jyoru J[i5 sep ‘uroN

Wie viele Ecken hat ein klassischer Fuf3ball (abgestumpftes Ikosaeder) und welche
Kriimmung haben diese? "yoe[ 14991 oS puls ‘7] = G1/2 = (24 )¥ Usqey uod 09 9V
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§A6. Wurzeln und Zweige der Topologie

§A6a. Etymologie. Die Topologie (griechisch téno¢ [tépos] ‘Ort’ und Adyoc [16gos]
‘Lehre’) ist wortlich iibersetzt die ,,Lehre vom Ort* und handelt von der Form und gegen-
seitigen Lage geometrischer Objekte, wie Kurven und Fldchen im Raum. Der Begriff geht
zuriick auf Johann Benedict LISTING, einen Schiiler von Carl Friedrich GAUSS, der 1847
seine Vorstudien zur Topologie verdffentlichte. Bis zu Beginn des 20. Jahrhunderts war auch
die lateinische Bezeichnung Analysis Situs tiblich, so etwa bei Henri POINCAREs gleichna-
migen Werk (1895-1904), dem Grundstein der algebraischen Topologie.

Als Geburtsmoment der Topologie gilt gemeinhin das Konigsberger Briickenproblem:
Durch die Stadt Konigsberg flieft der Fluss Pregel, darin zwei Inseln liegen, die zu Eulers
Zeiten durch sieben Briicken zu beiden Ufern und untereinander verbunden waren. Gibt es
einen Weg, gar einen Rundweg, der alle sieben Briicken genau einmal iiberquert?

Grundriss o
R <

aupt wnd Residenz Stade
RonNiesBERG

ABBILDUNG A:34. Das Konigsberger Briickenproblem

Euler 16ste das Briickenproblem im Jahre 1736, indem er zunéchst die geographischen
Daten auf ihren topologischen Kern reduzierte: Nicht die genaue Form der Inseln und der
Ufergebiete ist wichtig, ebensowenig der genaue Verlauf der Briicken und Spaziergéinge.
Was bleibt als wesentliche Information? Es geniigt, die beiden Ufergebiete und die beiden
Inseln als vier Ecken zu betrachten mit sieben verbindenden Kanten, wie oben skizziert. Das
ist eine naheliegende doch mutige Vereinfachung; Abstraktion bedeutet, das Wesentliche
vom Unwesentlichen zu trennen. Eulers effiziente Beschreibung algebraisiert und 16st das
Problem: Da zu allen vier Ecken eine ungerade Zahl von Kanten fiihrt, so erkannte Euler,
kann es keinen Weg geben, der jede der sieben Briicken genau einmal iiberquert.

Allgemein gesagt darf es maximal zwei Ecken mit einer ungeraden Kantenzahl geben;
diese zwei konnen dann als Start- und Zielpunkt eines Weges dienen, wihrend alle anderen
Ecken eine gerade Kantenzahl haben miissen, um sie nicht nur betreten, sondern auch wie-
der verlassen zu konnen. Dieses Resultat ist die Geburtsurkunde der Topologie und zugleich
der Graphentheorie, die in der Informatik viel genutzt wird. (Als amiisante Ubung formulie-
re man moglichst prizise den allgemeinen Satz, seinen Beweis und einen Algorithmus zur
Konstruktion solcher Euler—Wege. Es ist im Detail nicht ganz so einfach, wie es aussieht.
Beliebt ist dies als Kinderspiel und Reim ,,Das ist das Haus vom Nikolaus.*)
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§A6b. Geschichte und Gegenwart. Die Mathematik umschrieb man einst als die Wis-
senschaft der Zahlen und Figuren. Im Kern, so finde ich, trifft dies die Sache immer noch
recht gut, wenn auch die mathematisch untersuchten Objekte heute viel umfassender sind.

Ein Leitmotiv der Topologie ist die Ubersetzung von Formeln zu Bildern und zuriick,
von geometrisch-topologischer Situation zu analytisch-algebraischer Formulierung.

Die hierzu entwickelten Techniken bauen eine tragfdhige Briicke zwischen geometri-
scher Anschauung und formaler Argumentation, zwischen qualitativer und quantitativer
Beschreibung. Das historische Briickenproblem von Konigsberg ist hierzu ein schones Bei-
spiel, ebenso Eulers Polyederformel und die hieraus entstandene Euler—Charakteristik, und
die in § A4 skizzierte Fldchenklassifikation ist eine erste wichtige Anwendung.

Erste topologische Ideen und Techniken wurden bereits im 19. Jahrhundert von Ma-
thematikern und Physikern formuliert, darunter nach EULER vor allem GAUSS, KELVIN,
MAXWELL und ihre Schiiler. Gegen Ende des 19. Jahrhunderts war eine kritische Masse
erreicht, und so begriindete POINCARE in einer Reihe bahnbrechender Artikel 1895-1904
die Topologie als einen eigenen Zweig der Mathematik.

Als mathematische Disziplin ist die Topologie eine Schopfung des 20. Jahrhunderts —
und damit relativ jung. Sie wurde schnell zum mathematischen Grundvokabular, vor allem
Dank ihrer spektakuldren Erfolge in vielfiltigen Anwendungen und Verzweigungen, wie
analytische, geometrische, algebraische Topologie.... In vielen Féllen beruht der Erfolg
auf einer gliicklichen Verbindung sehr allgemeiner, abstrakter Werkzeuge mit konkreten,
geometrisch-topologischen Fragestellungen und Losungen.

Dank ihrer vielseitig einsetzbaren Begriffe und Methoden ist die Topologie neben Ana-
lysis und Algebra eine der Grundstrukturen der modernen Mathematik und liefert Werk-
zeuge, um eine Vielzahl sehr unterschiedlicher Phinomene zu behandeln. Sie untersucht
fundamentale Konzepte wie Konvergenz und Stetigkeit, offene und abgeschlossene Men-
gen, Zusammenhang und Kompaktheit, usw. Hierdurch steht sie in enger Wechselwirkung
mit der Analysis, der Geometrie und auch der Algebra. Die folgenden Beispiele in §A7
illustrieren geometrische Fragestellungen und erfolgreiche Anwendungen der Topologie.

§A6¢c. Was ist analytische Topologie? In der Analysis verwendet man eine Norm oder
Metrik zum Messen von Abstidnden und gewinnt daraus die zentralen Begriffe der Konver-
genz von Folgen und der Stetigkeit von Abbildungen. Fiir viele Begriffsbildungen braucht
man aber gar keine Metrik: Es geniigt, die Umgebungen eines Punktes bzw. die offenen
Mengen zu kennen. So abstrahiert man von metrischen zu topologischen Raumen, die oft
flexibler zu handhaben sind. Der erste, analytische Teil der Vorlesung widmet sich wich-
tigen Eigenschaften topologischer Riume, wie Kompaktheit und Zusammenhang, sowie
grundlegenden Konstruktionen, wie Produkten und Quotienten.

Der hierzu notige Begriffsapparat bereitet anféinglich etwas Miihe, aber als universel-
les Werkzeug leistet er iiberall gute Dienste. Dazu ist ein hinreichend grofles Repertoire
an Beispielen und Gegenbeispielen unerldsslich, um die Werkzeuge zu schirfen und ihre
Verwendung einzuiiben — und gelegentlich unsere Anschauung zu korrigieren.

Point set topology is a disease

from which the human race will soon recover.
Henri Poincaré (1854-1912)
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§A6d. Was ist geometrische Topologie? Je nach Anwendung interessieren wir uns
fiir spezielle, besonders schone topologische Rdume, wie zum Beispiel Mannigfaltigkei-
ten oder simpliziale Komplexe. Dies sind topologische Rdume mit zusétzlichen, ,,geome-
trischen Strukturen, die mafgeschneiderte Techniken erlauben und erfordern. Als lokales
Modell beginnt man hierbei mit einem besonders einfachen Raum, wie dem euklidischen
Raum R” oder einem Simplex A” (Punkt, Strecke, Dreieck, Tetraeder, etc.), und gewinnt
kompliziertere Rdume durch geeignetes Zusammensetzen dieser elementaren Bausteine.

In dieser Vorlesung werden wir uns der Einfachheit halber zumeist auf simpliziale Kom-
plexe konzentrieren. Als wichtige Anwendung werden wir den Klassifikationssatz fiir (tri-
angulierte) Fldchen beweisen. Des Weiteren mochte ich den Abbildungsgrad von Sphiren
behandeln, der eine erstaunliche Vielfalt von tiefliegenden Anwendungen eroffnet.

Die Krdftigung des rdumlichen Vorstellungsvermogens

und der rdumlichen Gestaltungskraft gehort unbestritten

zu den wichtigsten Zielen eines jeden geometrischen Unterrichts.
Arthur Schonflies (1853-1928)

§A6e. Was ist algebraische Topologie? Die algebraische Topologie untersucht topo-
logische Raume und stetige Abbildungen mit algebraischen Hilfsmitteln. Jedem topologi-
schen Raum wird hierbei eine Gruppe zugeordnet (oder eine andere algebraische Struktur),
und jeder stetigen Abbildung wird ein Gruppenhomomorphismus zugeordnet. So entsteht
ein algebraisches Abbild des urspriinglich topologischen Sachverhalts. Oft ist das algebrai-
sche Abbild leichter zu verstehen und erlaubt so eine Losung des topologischen Problems.
In giinstigen Fillen funktioniert die Ubersetzung auch umgekehrt, und die Topologie er-
leuchtet die Algebra. (So etwa beim Satz von Nielsen—Schreier, siche unten.)

Mit dem allgegenwirtigen Begriff der Fundamentalgruppe und dem dualen Konzept der
Uberlagerung beschiiftigt sich der dritte Teil der Vorlesung.

In these days the angel of topology and the devil of abstract algebra
fight for the soul of every individual discipline of mathematics.
Hermann Weyl (1885-1955)

SAG6f. Zielsetzung. Das Grundvokabular der Topologie gehort zur mathematischen All
gemeinbildung und in vielen Gebieten der Mathematik zum universellen Werkzeugkasten,
und sei es bloB als kleines aber niitzliches Schweizer Taschenmesser. Anwendungen und
Vertiefungen bieten sich insbesondere in der Differentialgeometrie und Differentialtopolo-
gie, in der algebraischen Topologie, der geometrischen Topologie und Knotentheorie, usw.

Diese Vorlesung erarbeitet hierzu die notigen Grundlagen. Ziel sind dabei — wie immer
—zwei komplementire Fihigkeiten: sowohl das solide Verstindnis der grundlegenden Theo-
rie als auch die sorgfiltige Losung konkreter Anwendungen. Das eine ist ohne das andere
kaum denkbar, und diese allgemeine Weisheit gilt insbesondere auch fiir die Topologie.

People cry, people moan

Look for a dry place to call their home

Try to find some place to rest their bones

While the angels and the devils try to make them their own
Nirvana, Lake of Fire
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§A7. Einige Anwendungen der Topologie

§A7a. Warnhinweise und Nebenwirkungen. Abstraktion ist eine starke Droge, doch
wohldosiert erlaubt sie phantastische Anwendungserfolge. Eine Unterdosierung verldngert
das Leiden an undurchsichtigen Beispielen und kann Stumpfsinn verursachen. Eine Uber-
dosierung hingegen kann zu Schwindelgefiihl und Realititsverlust fithren. Bei Zweifeln
sprechen Sie bitte mit Ihrem Dozenten oder Tutor oder einem Topologen ihres Vertrauens.

Zur Erheiterung und als Vorgeschmack will ich hier kurz ein paar anschauliche An-
wendungen der Topologie vorstellen. Es gibt, wie fiir jede erfolgreiche Theorie, unzéhlige
weitere Anwendungen, aber ich wihle hier nur wenige aus, die eine besonders hiibsche
Einkleidung erlauben und darunter den technischen Apparat zu verstecken vermogen. Ihre
Darstellung mag daher scherzhaft sein, doch der mathematische Kern ist durchaus ernst.

Bildquelle: wikipedia.org

§A7b. Wie Luitzen Brouwer seinen Kaffee umriihrt. Konnen Sie eine Tasse Kaffee
so griindlich umriihren, dass kein Punkt bleibt wo er war? Natiirlich soll dabei der Kaffee
in der Tasse bleiben und die Tasse am selben Ort... Also, geht das?

Erstaunlich aber wahr: Das ist unmdoglich! Brouwers beriihmter Fixpunktsatz besagt
namlich, dass jede stetige Abbildung f : [0,1]" — [0, 1]" einen Fixpunkt besitzt, also einen
Punkt x € [0,1]" fiir den f(x) = x gilt. Dies ist eine topologische Eigenschaft und gilt
daher fiir jede konvexe, beschrinkte, abgeschlossene Menge in R”, wie der Kaffee in Threr
Tasse, vorausgesetzt diese hat keine allzu uniibliche Form.

Ich mache hier stillschweigend eine Reihe von Annahmen iiber die physikalische Be-
schaffenheit des Raumes und des Kaffees — dariiber lieBe sich streiten. Das mathematische
Modell hingegen besticht durch seine Einfachheit und Allgemeinheit, und die mathemati-
sche Schlussfolgerung ist unumstéBlich, so unglaublich sie auch erscheinen mag.

In Dimension n = 1 folgt Brouwers Satz leicht aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige
reelle Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. (Versuchen Sie es!) In Dimension n > 2 gelingt
der Beweis allerdings nicht so einfach. (Versuchen Sie auch dies!)

Brouwers Fixpunktsatz und seine Verallgemeinerungen haben iiber das Kaffeetrinken
hinaus mannigfaltige Anwendungen: Sie sichern die Existenz von Losungen nicht-linearer
Gleichungssysteme, etwa von Gleichgewichten in 8konomischen Modellen, oder von Nash—
Gleichgewichten in der Spieltheorie, etc. Ein einfaches Beispiel: Zu jeder stochastischen
Matrix A € R"*", also a;; > 0und ) _; a;; = 1, existiert ein stochastischer Vektor v € R”,
also v; > 0 und Zi v; = 1, sodass Av = v gilt. Wer das Umriihren von Kaffee allzu albern
findet, untersuche und beweise dies als ernsthafte Illustration!
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§A7c. Wie Karol Borsuk und Stanistaw Ulam ein Stiick Marmorkuchen teilen.
Jedes Stiick Kuchen kann man durch einen geraden senkrechten Schnitt in zwei gleich grofie
Teile zerlegen. Was aber, wenn es sich um einen Marmorkuchen handelt, und in beiden Tei-
len auch noch gleich viel Schokolade sein soll? Geht das auch mit einem geraden senkrech-
ten Schnitt? Erstaunlich aber wahr: Das geht tatsidchlich immer!

Hier sorgt die Mathematik fiir Gerechtigkeit... Zumindest garantiert Sie die Moglich-
keit, gerecht zu teilen. Alles andere ist — wie immer — Menschenwerk.

Eine Dimension hoher nennt man dieses Ergebnis den Satz vom Schinkenbrot (engl.
ham sandwich theorem). Der Satz gilt ganz allgemein in beliebiger Dimension und folgt
aus dem schonen Satz von Borsuk—Ulam. Eine seiner zahlreichen Formulierungen lautet:

Zu jeder stetigen Abbildung f : S" — R” von der Einheitssphire S” in den euklidi-
schen Raum R” existiert ein Paar antipodaler Punkte x und —x in S” mit f(x) = f(—x).
Insbesondere existiert keine Einbettung S” < R”. Versuchen Sie, dies fiir S! — R und
S? — R? zu illustrieren! In Dimension n = 1 folgt der Satz fiir f : S' — R leicht aus dem
Zwischenwertsatz. (Versuchen Sie es!) In Dimension n > 2 gelingt der Beweis allerdings
nicht so einfach. (Versuchen Sie auch dies!) Die Auflosung folgt in der Vorlesung.

§A7d. Wie kimmt man einen Igel? Kann man einen Igel wirbelfrei kimmen? Etwas
ernsthafter gefragt: Herrscht jederzeit an mindestens einem Ort der Erde Windstille?

Ja, Letzteres ist in der Tat immer der Fall: Auf der zweidimensionalen Sphére hat jedes
stetige tangentiale Vektorfeld mindestens eine Nullstelle. Dies nennt man auch den Satz vom
gekammten Igel (auf englisch auch hairy ball theorem), denn bildlich gilt: Jeder stetig ge-
kdmmte Igel hat mindestens eine kahle Stelle. Die meteorologische Anwendung betrachtet
die horizontale Windgeschwindigkeit, und der Satz besagt dann, dass es mindestens einen
windstillen Punkt geben muss, zum Beispiel das Auge eines Zyklons oder Antizyklons.

Inwiefern hingt die Antwort von der Form der Erde ab? Ich nehme hier natiirlich an,
dass die Erde eine dreidimensionale Kugel und demnach die Erdoberfliche eine zweidimen-
sionale Sphire ist. Die Geometrie spielt hierbei jedoch keine Rolle (Abmessungen, Berge,
Tiler, etc.) allein die topologische Gestalt der Sphire ist entscheidend. Und was, wenn die
Erde eine andere Form hitte? Auf dem Torus gilt die obige Aussage jedenfalls nicht.
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§A7e. Was bedeutet die Dimension? Bei Kaffee und Kuchen philosophieren vier
Mathematiker:innen iiber den Begriff der Dimension: Sind R und R” isomorph?

(1) Linear, vermoge eines R—Vektorraumisomorphismus?
(2) Differenzierbar, vermoge eines Diffeomorphismus?
(3) Topologisch, vermoge eines Homdomorphismus?

(4) Als blofle Mengen, vermége einer Bijektion?

Zunichst zur ersten und einfachsten Frage: Unter welchen Bedingungen sind die R—
Vektorrdume R und R” isomorph? Richtig, das geht nur fiir m = n. Dieses wichtige Er-
gebnis beweist man in den ersten Vorlesungen der Linearen Algebra, und es begriindet die
Dimension von R—Vektorraumen (oder allgemeiner von Vektorrdumen iiber einem beliebi-
gen Korper). Dieser fundamentale Begriff ist, wie Sie wissen, ungemein niitzlich.

Allgemeiner gilt: Ist eine lineare Abbildung f : R — R” surjektiv, dann gilt m > n; ist
sie injektiv, dann gilt m < n. (Dies ist ein Spezialfall des Rangsatzes der Linearen Algebra.)

Der Ubergang von linearen zu differenzierbaren Abbildungen ist naheliegend und das
Erfolgsrezept der Differentialrechnung: Unter welcher Bedingung sind R” und R” diffeo-
morph? Richtig, auch das geht nur fiir m = n: Jede in einem Punkt x differenzierbare Abbil-
dung f : R"™ — R” erlaubt ein Differential, also eine lineare Abbildung D, f : R™ — R”.
Dies definiert einen Funktor von differenzierbaren zu linearen Abbildungen, und man be-
nutzt ganz bequem und selbstverstindlich das obige Ergebnis der Linearen Algebra.

Allgemeiner gilt: Ist eine stetig differenzierbare Abbildung f : R” — R” (lokal) sur-
jektiv, dann gilt m > n; ist sie (lokal) injektiv, dann gilt m < n. (Dies ist ein Spezialfall des
Rangsatzes der Differentialrechnung: In geeigneten lokalen Karten ist f linear.)

Gehen wir schlielich von glatten zu stetigen Abbildungen: Unter welcher Bedingung
sind R™ und R” hom6éomorph? Sie vermuten richtig, auch das geht nur fiir m = n. Aber
wie beweist man eine so allgemeine Aussage? Stetige Abbildungen konnen sehr irregulér
sein! Es kommt noch schlimmer: Es gibt stetige surjektive Abbildungen R™ — R” auch fiir
m < n! Ausfiihrlicher: Fiir jedes n > 2 existieren stetige surjektive Abbildungen R — R”.

Die so iiberaus niitzliche Lineare Algebra und Differentialrechnung stehen uns hier
nicht mehr zur Verfiigung, da sie sich auf so allgemeine, stetige Funktionen gar nicht erst
anwenden lassen: Es gibt stetige Funktionen, die nirgends differenzierbar sind. Hier brau-
chen wir raffiniertere Werkzeuge der Topologie. Die fopologische Invarianz der Dimension
wurde erstmals 1910 von Brouwer bewiesen. Vor 1910 war der Satz ein beriithmtes Problem,
das als sehr beunruhigend empfunden wurde. Sie ahnen jetzt vielleicht warum.

In der topologischen Frage ist nicht alles verloren: Ist f : R™ < R” stetig und (lokal)
injektiv, so gilt m < n. Fir jeden Homoomorphismus f : R” = R” gilt somit m = n.

Mit dem obigen Satz von Borsuk—Ulam ist der Beweis iibrigens leicht: Ist f : R™ < R”
stetig und injektiv, so auch R > §”~! <» R” und dies geht nur fiir m — 1 < n, alsom < n.

Als Warnung zum Schluss: Fiir Mengen ohne weitere Struktur sieht die Situation ganz
anders aus! Fiir jedes Paar m,n > 1 existieren Bijektionen f : R™ = R”: Beide Mengen
sind gleichmichtig, enthalten also gleichviele Elemente. Entgegen unserer vagen Intuition
ist fiir 1 <m < n die Menge R also keineswegs kleiner als R”. Den Unterschied macht

nicht die Menge, sondern allein die zusétzliche Struktur: linear, differenzierbar, topologisch.
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SAT7fL. Freiheit fiir alle Gruppen — Nieder mit den Relationen! Der Satz von Nielsen—
Schreier besagt, dass in einer freien Gruppe jede Untergruppe frei ist. (Das ist keine politi-
sche, sondern eine mathematische Aussage.) Den Beweis kann man rein algebraisch fiihren,
er endet dann aber leicht in einer heillosen Rechnerei. Man kann den Beweis auch topolo-
gisch fiihren, indem man freie Gruppen als Fundamentalgruppen von Graphen darstellt —
und alles 16st sich in Wohlgefallen auf. In der Vorlesung wird dies eine schone Anwendung
der Uberlagerungstheorie sein.
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ABBILDUNG A:35. Der Cayley—Graph der freien Gruppe auf zwei Erzeugern a und b,
geschrieben F, = (a,b | —). Er ist ein einfaches Fraktal.

§A7g. Ausweg aus dem Labyrinth — Freiheit fiir Theseus! Auch wenn die Topolo-
gie eine sehr junge Wissenschaft ist, so spielen topologische Beobachtungen und Anwen-
dungen schon seit der Antike eine gewisse Rolle. Das Labyrinth von Minos zum Beispiel
erinnert jeden topologisch geschulten Leser an die Fundamentalgruppe und mit etwas Phan-
tasie an die universelle Uberlagerung:

Ariadne gab Theseus ein Knduel Faden, dessen Ende er am Eingange des Labyrinthes
Jestkniipfte und den er wihrend des Hinschreitens durch die verwirrenden Irrgdnge in der
Hand ablaufen lassen sollte, bis er an die Stelle gelangt wdre, wo der Minotauros seine
Wache hielt. Theseus ward mit seinen Gefdhrten in das Labyrinth geschickt, erlegte den
Minotauros und wand sich mit Hilfe des abgespulten Zwirns aus den Hohlengdngen des
Labyrinthes gliicklich heraus. (Aus dem Theseus-Mythos)
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S

ABBILDUNG A:36. Eine Jordan—Kurve S! = C C R2. Konnen Sie a mit b im Komple-
ment X = R?~ C verbinden? und a mit x? und » mit x? Wie konnen Sie das effizient
feststellen bzw. leicht nachpriifbar zertifizieren?

Zum Thema Labyrinth gab eine Kindersendung (Wissen macht Ah! Unwissen macht
Aua?) folgende ,,unfehlbare” Methode, um sich aus einem Labyrinth zu befreien: Man gehe
immer mit der rechten Hand an der Wand entlang. Das klingt so schon einfach — und ist im
Allgemeinen doch falsch. Sehen Sie ein Gegenbeispiel? Hingegen ist es fiir ein ,,zykelfrei-
es* Labyrinth richtig. Wir werden im Zusammenhang mit dem Satz von Jordan (§J2) darauf
zuriickkommen. Auch Losungsalgorithmen fiir Irrgérten sind ein spannendes Thema.

§A7h. Zu guter Letzt. Wem die Topologie allzu abstrakt erscheint, den mogen die
weisen Worte von John von NEUMANN trésten:

If people do not believe that mathematics is simple,
it is only because they do not realize how complicated life is.
John von NEUMANN (1903-1957)

Zur Illustration zitiere ich eine seltene topologische Zwangshandlung:

Heinz (29 Jahre alt): Ich ziehe so eine Art unsichtbare Linie hinter mir her,
und ich habe den Zwang, diese Linie gerade hinter mir herlaufen zu lassen.
Die darf nicht verwurstelt sein. Zum Beispiel kann ich kein Karussell fahren,
weil ich mich nicht zuriickdrehen kann. |[...]

Und dann habe ich einmal probiert, um eine Litfaf3sdule herumzugehen, und schon
hatte ich den Salat. Die Linie war verwickelt. Also musste ich zuriickgehen. [...]
Wenn ich zum Beispiel zur Arbeit fahre, morgens, dann versuche ich abends

exakt denselben Weg zuriickzufahren, um die Linie wieder aufzusammeln.

Aus Jirgen DOMIAN, Extreme Leben (1996)

Ob diese Zwangsvorstellung durch den Besuch einer Topologie-Vorlesung oder das
Selbststudium der Fundamentalgruppe ausgeldst wurde, ist mir nicht bekannt.
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Wer hohe Tiirme bauen will,
muss lange beim Fundament verweilen.
Anton Bruckner (1824-1896)

KAPITEL B

Grundlagen

§B0. Einfithrung und Uberblick

Bevor wir zur allgemeinen Topologie gelangen, mochte ich moglichst konkret Konver-
genz und Stetigkeit im Kontext normierter Vektorrdume (§C1) und metrischer Rdume (§C2)
behandeln. Der Ehrlichkeit halber beginne ich hierzu mit den reellen Zahlen, der unentbehr-
lichen Grundlage, deren Diskussion leider hdufig der Zeitokonomie geopfert wird.

Die Grundlage aller Mathematik ist das Zahlensystem NC Z C Q C R C C.

Ausgangsmaterial fiir die Topologie ist insbesondere der Korper R der reellen Zahlen
und die hieraus gebildeten euklidischen Raume R”. Diese sind Grundlage fiir die Analysis
und die Geometrie, fiir die Topologie sind sie sowohl Motivation als auch Hilfsmittel.

Formal lieBe sich sehr viel Topologie mit sehr wenig Analysis betreiben, vielleicht so-
gar ,abstrakt verstehen, aber noch lange nicht konkret anwenden. Das wére recht fade,
insbesondere fiir eine Einfiihrung, denn es fehlten sowohl die urspriingliche Motivation als
auch interessante Beispiele und Anwendungen. Beherzigen wir also lieber den Grundsatz:

Ein gut verstandenes Beispiel ist mehr wert als drei schlecht verstandene Theoreme.

Ich versuche daher im Folgenden, die topologischen Begriffe soweit moglich aus der
Analysis zu entwickeln und unmittelbar mit ehrlichen Beispielen zu illustrieren. Um dies
zu ermoglichen, setze ich die grundlegenden Ergebnisse aus Analysis und Algebra voraus:

o Analysis: Funktionen, Folgen, Reihen, Grenzwerte, Vollstindigkeit, Potenzreihen, insb.
die Exponentialfunktion, Stetigkeit, Differential- und Integralrechnung im R”.

e Lineare Algebra: Gruppen, Ringe und Korper, Vektorraume und lineare Abbildungen,
Matrizen, Determinanten, Eigenvektoren, Skalarprodukte, Orthonormalisierung.

Diese Grundlagen gehdren zum Inhalt des ersten Studienjahres der Mathematik; je nach
Betrachtungsweise ist dies viel oder wenig. Meine Darstellung der Topologie ist hierauf
aufbauend so angelegt, dass sie ab dem dritten Semester gehort werden kann.

Um tieferliegende Konzepte der Topologie bequem formulieren zu kénnen, nutzen wir
zudem folgende Begriffe, zundchst rein pragmatisch, spéter zunehmend systematisch

e das Vokabular der Kategorien (wie in Kapitel H zusammengefasst),
e das Vokabular der Gruppen (wie in Kapitel L zusammengefasst).
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$§B1. Algebraische Grundstrukturen

§Bla. Das Zahlensystem. Die Grundlage aller Mathematik ist das Zahlensystem
!
NsZ—+Q3R—C—H

Bereits dieses Fundament ist eine intellektuelle Errungenschaft, die mehrere Jahrhunderte
hart erarbeitet wurde, und die auch heute jeden nachhaltig beschéftigt, der sich der Mathe-
matik widmet. Ich erinnere in aller Kiirze an den langen Marsch der Vervollstindigung:

Ausgehend von der Mengenlehre und den Dedekind—Peano—Axiomen der natiirlichen
Zahlen konstruieren wir auf der Menge N = {0, 1,2, 3, ...} die Addition 4 und die Mul-
tiplikation - sowie die Anordnung < und beweisen ihre grundlegenden Eigenschaften.
Wir gelangen so zum geordneten Halbring (N, +,-, <) der natiirlichen Zahlen.

In N sind manche Gleichungen der Form a¢ = b 4+ x mit a,b € N nicht 16sbar, etwa
3 =5+ x. Dieses Problem 16sen wir durch die Erweiterung von N zu den ganzen Zah-
lenZ={a—b|a,beN}={...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}, indem wir negative Zahlen
hinzufiigen. Wir gelangen so zum geordneten Ring (Z,+,-, <) der ganzen Zahlen.

In Z sind manche Gleichungen der Form ¢ = bx mit a,b € Z und b # 0 nicht 16sbar,
etwa 3 = 5x. Dieses Problem 16sen wir durch die Erweiterung von Z zu den rationalen
Zahlen Q ={a/b|a,b € Z, b # 0}, indem wir Briiche konstruieren. Wir gelangen so
zum geordneten Korper (Q,+,-, <) der rationalen Zahlen.

In Q@ haben manche Intervallschachtelungen leeren Durchschnitt, etwa die Approxima-
tionen von \/E =1.4142... odere =2.7182... oder m = 3.1415.... Dieses Problem
losen wir durch die Erweiterung von Q zu den reellen Zahlen R. Wir gelangen so zum
vollstindig geordneten Korper (R, +,-, <) der reellen Zahlen.

In R ist die Gleichung x2 + 1 = 0 nicht 16sbar. Dieses Problem 16sen wir durch Ein-

fiihrung der ,,imagindren* Zahl i mit i2 = —1. So erweitern wir R zum Korper (C, +,-)
der komplexen Zahlen auf der Menge C = {a + bi| a,b € R}. Dieser erlaubt wegen
i2 = —1 keine Anordnung, die mit der Korperstruktur vertriglich wire.

Bei diesem stufenweisen Aufbau wird jeder Schritt durch Probleme motiviert, die sich

auf der vorherigen Stufe zwar formulieren aber noch nicht l6sen lassen. Die Konstruktio-
nen sind allesamt nicht schwer, erfordern aber Sorgfalt und Ausdauer. Einen Einstieg und
historische Hintergriinde bietet das schone Buch Zahlen von Ebbinghaus et al.

Bemerkung. Die Erweiterungen N < Z < Q sind algebraischer Natur. Die Anordnung
erhalten wir jeweils gratis obendrein, als die einzige mit der algebraischen Struktur vertrig-
liche. Hingegen ist die Erweiterung Q < R keine algebraische Vervollstindigung, sondern
eine ordnungstheoretische / topologische. Anders als Q ist R nicht mehr abzéhlbar (B2N).
Wihrend man noch jede ganze oder rationale Zahl explizit hinschreiben kann, und damit
zum Beispiel auch auf einem binidren Computer darstellen kann, ist dies aus Abzihlbarkeits-
griinden fiir fast alle reellen Zahlen unmoglich. Dennoch ist der Technologiesprung von Q
nach R notwendig: Erst dank dieser Vervollstindigung gewinnen wir wirksame Werkzeuge.

Bemerkung. Die Erweiterung C = R[i] ist wieder algebraisch und vergleichsweise leicht.
Fiir den Neuling scheint sie die schwerste, da die Anordnung und damit etwas Anschauung
verloren geht. Letztere wird durch die komplexe Zahlenebene C = R? wiederhergestellt.
Man kann dann mutig weiter schreiten zu Quaternionen H = R* und Oktaven Q = R3.
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§B1b. Korper und Ringe. Wir wiederholen und prizisieren die notigen algebraischen
Grundbegriffe. Fiir die rationalen Zahlen K = QQ kennen Sie die vier Grundrechenarten:

Addition +:KxK— K, (a,b) —a+b,
Multiplikation - KxK— K, (a,b) ~a-b.
Die Null 0 € K und die Eins 1 € K dienen uns hier als neutrale Elemente, wobei 0 # 1.
Fiir die Subtraktion a —b = a + (—b) und die Division a/b = a-b~! geniigen uns:
Negation —:K— K, a— —a,
Inversion “l.g* s K*, arsa’l,
Letztere ist nur auf der Menge K* = K ~ {0} definiert, da O nicht invertierbar ist:
Es gilt 0-a = 0 # 1 fiir alle @ € K; kein Element 0~! € K erfiillt demnach 0-0~! = 1.
Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden zehn grundlegenden Eigenschaften:
(A) Die Addition (K, +,0,—) ist eine kommutative Gruppe; fiir alle a,b,c € K gilt:

(A1) Assoziativitit: (a+b)+c=a+(b+c)
(A2) Neutrales Element: a+0=0+a=a
(A3) Inverse Elemente: a+(—a)=(—a)+a=0
(A4) Kommutativitit: a+b=b+a
(D) Die Multiplikation ist distributiv iiber die Addition:
(DL) Distributivitit links: a-b+c)y=(@-b)y+(a-c)
(DR) Distributivitit rechts: (a+b)-c=(a-c)+(b-c)
(M) Die Multiplikation (K, -, 1,7 1) ist eine kommutative Gruppe auf K* = K ~ {0}:
(M1) Assoziativitit: (a-b)y-c=a-(b-c)
(M2) Neutrales Element: lra=a-1=a
(M3) Inverse Elemente: a-a'=al.a=1fallsa #0
(M4) Kommutativitit: a-b=>b-a

Wir erheben diese grundlegenden Eigenschaften nun zur allgemeinen Definition:

Definition B1A (Korper, explizit). Ein Korper (K, +,0,—,-,1, 1) besteht aus einer Menge
K mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 # 1 und vier Abbildungen

+:KxK—K, (a,b)—a+b, -t KxK—K, (a,b)—~a-b,
—:K—K, a— —a, 1. K* — K*, aral,
die alle obigen Forderungen (A,D,M) erfiillen.

Konvention. All diese Daten sind wesentlich fiir unsere Rechnungen. Wir fassen sie zu-
sammen durch (K, +,0,—,-, 1,_1), kiirzer (K, +,0,-,1), kiirzest (K, +,-), allzu kurz K.

Bemerkung. Aus der Addition + : K x K — K lassen sich das Nullelement O und die Ne-
gation — rekonstruieren. Aus der Multiplikation - : K x K — K lassen sich das Einselement
1 und die Inversion ~! rekonstruieren. Aber allein aus der Menge K lassen sich weder Ad-
dition noch Multiplikation rekonstruieren; sie miissen als Daten von (K, +, -) gegeben sein.
Je nach Situation ist es bequem, die daraus abgeleiteten Informationen explizit zu nennen,

also jeweils die neutralen Elemente 0 und 1 sowie die Negation — und Inversion ~!.
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Die folgende dquivalente Definition kommt allein mit den Verkniipfungen + und - aus.

Definition B1B (Korper, implizit). Ein Korper (K, +,-) besteht aus einer Menge K mit
zwei Verkniipfungen +,-: K x K — K, die folgende zehn Axiome erfiillen:

(A) Die Addition (K, +) ist eine kommutative Gruppe:

(A1) Assoziativitit: Va,b,ce K:(a+b)+c=a+ b +c)
(A2) Neutrales Element: 0K VaeK:a+0=04+a=a
(A3) Inverse Elemente: VaeK 3beK:a+b=b+a=0
(A4) Kommutativitit: VYa,beK:a+b=b+a

Das neutrale Element 0 € K, dessen Existenz in Axiom (A2) gefordert wird, ist eindeu-
tig: Sind 0 und 0’ neutral, so gilt 0 = 0+ 0" = 0". Wir nennen daher 0 das Nullelement. Dies
garantiert, dass das nachfolgende Axiom (A3) eindeutig formuliert ist.

Das negative Element zu a € K, dessen Existenz in (A3) gefordert wird, ist eindeutig:
Sind b und ¢ negativ zua, so folgth =b+0=b+(a+c) = (b+a)+c =0+c¢ =c dank
Assoziativitdt (A1). Wir nennen daher b das negative Element zu a, geschrieben b =: —a.
Dies definiert die Negation als Abbildung — : K — K : a +— —a sowie die Subtraktion
—:KxK—K:(a,b)r—a—b:=a+ (—b). Aus (K, +) rekonstruieren wir so (K, +,0,—).

Die Gleichung a 4+ (—a) = (—a) + a = 0 besagt, dass —a negativ zu a ist, aber auch,
dass a negativ zu —a ist. Dank Eindeutigkeit folgt die Gleichung —(—a) = a.

(D) Die Multiplikation ist distributiv iiber die Addition:

(DL) Distributivitit links: Ya,b,ce K:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)
(DR) Distributivitit rechts: Va,b,ce K:(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
Aus (DL) folgt 0-a = (040)-a = (0-a) + (0-a). Nach Addition von —(0-a) folgt
0-a = 0 fiir jedes @ € K. Aus (DR) folgt ebenso a -0 = 0.
Esgilt (a-b)+ ((—a)-b) =(a+ (—a))-b =0-b =0, also (—a)-b = —(a-b). Ebenso
folgt a-(—b) = —(a-b). SchlieBlich gilt (—a)-(—b) = a-b.

(M) Die Multiplikation (K,-) ist eine kommutative Gruppe auf K* = K ~ {0}:

(M1) Assoziativitit: Va,b,ce K :(a-b)-c=a-(b-c)
(M2) Neutrales Element: d1eK* VaeK:l-a=a-1=a
(M3) Inverse Elemente: Yae K* dbeK*:a-b=b-a=1
(M4) Kommutativitt: Va,beK:a-b=b-a

Das neutrale Element 1 € K*, dessen Existenz in Axiom (M2) gefordert wird, ist ein-
deutig: Sind 1 und 1" neutral, so gilt 1 = 1-1’ = 1’. Wir nennen daher 1 das Einselement.
Dies garantiert, dass das nachfolgende Axiom (M3) eindeutig formuliert ist.

Das inverse Element zu a € K, dessen Existenz in (M3) gefordert wird, ist eindeutig:
Sind b und ¢ invers zu a, sofolgtb =b-1=b-(a-c) = (b-a)-c = 1-¢ = c dank Assoziativi-
tdt (M1). Wir nennen daher b das inverse Element zu a, geschrieben b =: a~!. Dies definiert
die Inversion als Abbildung ~! : K* — K* :a + a~! sowie die Division / : K x K* — K :
(a,b) —a/b:=a-(b~1). Aus (K, +,-) rekonstruieren wir so (K, +,0,—,-,1,71).

Die Gleichung a-(a~1') = (a~!)-a = 1 besagt, dass a~! invers zu a ist, aber auch, dass
a invers zu a~! ist. Dank Eindeutigkeit folgt sofort (a~1)~! = a.
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Beispiele. Die rationalen Zahlen bilden einen Korper (Q, +, -). Die ganzen Zahlen (Z, +,)
hingegen sind kein Korper, da (M3) nicht erfiillt ist: Zu 2 € Z existiert in Z kein Inverses.

Konvention. Wir schreiben statt (a -b) + ¢ kurz a - b + ¢ und weiters statt a - b kurz ab. Im
Folgenden nutzen wir diese gingige Konvention Punkt vor Strich, um Klammern zu sparen,
und lassen meist das Produktzeichen weg, um auch noch Punkte zu sparen.

Ubung B1c. Aus den Korperaxiomen folgen alle Regeln der Bruchrechnung, insbesondere

a N ¢ ad+bc a ¢ ac
—4+—-—=—— und —-—=—.
b d bd b d bd

fiir alle Korperelemente a,b,c,d € K wobei b # 0 und d # 0.

# B1c. Wir rechnen die behaupteten Gleichungen geduldig nach, allein durch Anwendung der Axiome:

(5+5) 6d) = @) bd) +(cd ") bd) = ad +cb

(&) (bay = [tab™p]-[ted ] = ac
Wir erhalten das Gewiinschte nach Division durch (bd), also Multiplikation mit (bd) ™! auf beiden Seiten. Hier
werden Kommutativitit und Assoziativitit gleich mehrfach angewendet. Schreiben Sie’s zur Ubung einmal aus!

Definition B1D. Fiir einen Ring (K,+,-) fordern wir nur (A), (D), (M1-2); dies nennt
man zur Betonung auch einen Ring mit Eins. Er heilit kommutativ, wenn zudem (M4) gilt.
Weitere Verallgemeinerungen durch Abschwichen der Forderungen nennt folgende Tabelle:

Struktur (K, +,-) (K,+) (K,+,) (K,-)
Name Beispiele |Ass Ntr Inv Com|DL DR |Ass Ntr Inv Com
(kommut.) Korper |Q,R,C v v v V|V V|V vV v/
kommutativer Ring | Z v v v /Y VNS 4
Divisionsring HcC**? |v v V V|V V|V V /
Ring (mit Eins) VA e I A A A S Y A O N a4
Halbkorper Q>0.R>0 | V V v VY v/
Halbring N, [0, c0] 7/ v IV /S

Bemerkung. Die Axiomatik des Korperbegriffs geht zuriick auf Ernst STEINITZ, Algebrai-
sche Theorie der Korper, J. reine angew. Math., vol. 137 (1910), 167-309. Zur Benennung
gibt es zwei Traditionen: Manche Autoren (wie BOURBAKI) nennen alle Divisionsringe
kurz Korper und unterscheiden dann kommutative und nicht-kommutative Korper, analog
zu kommutativen und nicht-kommutativen Ringen. Andere (wie VAN DER WAERDEN) for-
dern fiir Korper generell die Kommutativitit der Multiplikation (M4), andernfalls sagen sie
Divisionsring oder Schiefkorper. Dieser Bezeichnung folge ich hier.

Ubung B1E. Die Axiome sind teilweise redundant: In jedem Ring mit Eins (K, +,0,-, 1)
folgt die Kommutativitdt der Addition (A4) bereits aus den Axiomen (A1-3), (D), (M2).
# BI1E. Fiir je zwei Elemente a,b € K gilt:
a+b+a+b =(a+b)+(a+b) =1-(a+b)+1-(a+b) ={1+1)-(a+b)
={1+D-a+(1+1)-b ={la+la)+(1b+1b) =(a+a)+(b+b) =a+a+b+b.

Hierbei verwenden wir der Reihe nach (A1), (M2), (DR), (DL), (DR), (M2), (A1). Dank (A2) und (A3) kénnen
wir von links —a und von rechts —b addieren, und erhalten so schlieBlich b +a = a + b, wie behauptet.
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§Blc. Ordnungen und geordnete Mengen. Eine Relation R auf einer Menge X ist
eine Teilmenge R C X x X. Statt (a,b) € R schreiben wir kurz a R b. Diese Infixnotation
ist insbesondere fiir Ordnungsrelationen <, <, >, > etc. bequem und iiblich.

Eine Relation < auf der Menge X heil3t (partielle) Ordnung, wenn gilt:

Reflexivitiit: VaeX:a<a
Antisymmetrie: Ya,beX:(a<bAb<a)=a=bh
Transitivitit: Ya,bceX:(a<bAb<c)=a<c

Wir nennen dann das Paar (X, <) eine (partiell) geordnete Menge.

Wir nennen < eine fotale Ordnung, wenn zudem je zwei Elemente vergleichbar sind:
Totalitét: VYa,beX:a<bvb<a

Wir nennen dann (X, <) eine total geordnete Menge, auf englisch toset fiir totally orde-
red set. Fordert man keine Totalitét, so sagt man zur Betonung auch partielle Ordnung und
nennt (X, <) eine partiell geordnete Menge, englisch poset fir partially ordered set.

Die umgekehrte Ordnung definieren wir durch a > b :< b < a; die obigen Axiome
tibertragen sich wortlich. Die logische Negation schreiben wir a £ b :< —(a < b).

Aus < gewinnen wir die strikte Ordnung < durcha < b :< (a <b) A —=(a =b).
Aus der strikten Ordnung < rekonstruieren wir < durcha <b < (a <b) Vv (a = b).

Die Reflexivitit von < ersetzen wir fiir < entsprechend durch die
Irreflexivitét: YVaeX:ada

Die Antisymmetrie der Ordnung < ist fiir < dquivalent zur
Asymmetrie: Ya,be X:a<b=b+<a

Die Transitivitdt der Ordnung < ist fiir < dquivalent zur
Transitivitit: Va,b,ce X:(a<bAb<c)=a<c

Genau dann ist < eine Totalordnung, wenn < Transitivitit erfiillt und folgende
Trichotomie: Es gilt entweder a < b odera = b oder b < a.

Zur Betonung nennt man < auch /axe Ordnung im Gegensatz zur strikten Ordnung <.
Beide Konzepte unterscheiden sich in der Reflexivitit, sind aber im obigen Sinne dquivalent.
Je nach Situation ist die eine oder die andere Formulierung bequemer. Haufig werden Ihnen
beide begegnen, daher tun wir gut daran, prizise Begriffe bereitzustellen.

Beispiel. Die Zahlbereiche (N, <) und (Z, <) sowie (Q, <) sind total geordnet. Die zugeho-
rigen strikten Ordnungen sind ebenso niitzlich, geschrieben (N, <) und (Z, <) und (Q, <).

Beispiel. Fir jede Menge M ist die Potenzmenge X = (M) durch Inklusion A C B
geordnet, allerdings nicht total: Hat X mindestens zwei Elemente a # b, so sind die Mengen
A = {a} und B = {b} nicht vergleichbar, denn es gilt weder A C B noch B C A.

Die zugehorige strikte Ordnung schreibe ich C: Hierbei bedeutet A C B, dass A eine
echte Teilmenge von B ist, also A C B und A # B. Die Notation ist nicht ganz gliicklich:
Statt C, C schreiben manche lieber C, C, redundant und narrensicher ist <, C.
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Fiir eine Priordnung < verlangen wir nur Reflexivitit und Transitivitdt. Wenn sowohl
a < b als auch b < a gilt, so konnen wir mangels Antisymmetrie nicht @ = b schlieen. Wir
nennen solche Elemente a, b assoziiert, geschrieben a = b. Dies ist eine Aquivalenzrelation.
Auf der Quotientenmenge X /- induziert < eine Ordnung durch [a] < [b] : <> a < b.

Ubung BIF. Sei (R, +,-) ein Ring. Wir definieren die Teilbarkeitsrelation | g, kurz |, durch
bla < 3dJceR:a=bc

(1) Auf N ist | ist eine Ordnung, aber sie ist nicht total.

(2) Auf Z ist |z ist nur eine Praordnung: Es gilt weder Antisymmetrie noch Totalitit.
Zu jedem Element a € Z sind die Assoziierten genau die beiden Elemente +a. Die Quoti-
entenabbildung modulo £1 entspricht dem Absolutbetrag |—| : (Z,-,1) — (N,-, 1), und die
Priaordnung |7 auf Z induziert die zuvor betrachtete Ordnung |y auf N.

(3) Eine Praordnung kann durchaus total sein, auf Z zum Beispiel a C b : < |a| < |b|.

§B1d. Monotonie. Eine Abbildung f : (X, <) — (Y, C) geordneter Mengen heift (mo-
noton) wachsend, auch ordnungserhaltend oder isoton, wenn fiir alle a,b € X gilt: Aus
a < b folgt f(a) T f(b). Sie heibt (monoton) fallend, auch ordnungsumkehrend oder an-
titon, wenn fiir a,b € X gilt: Aus a < b folgt f(b) T f(a). Sie heifit monoton, wenn sie
isoton oder antiton ist. Beides kann zugleich gelten: Jede konstante Abbildung ist isoton
und antiton; ist die Ordnung < total, so gilt hierzu auch die Umkehrung.

Fir die strikten Ordnungen < und C gilt entsprechend: Wir nennen f : (X, <) — (Y,C)
streng (monoton) wachsend oder strikt isoton, wenn fur a,b € X gilt: Aus a < b folgt
f(a) T f(b). Sie heibt streng (monoton) fallend oder strikt antiton, wenn fiir a,b € X gilt:
Aus a < b folgt f(b) C f(a). Sie heifit strikt monoton, wenn sie strikt isoton oder strikt
antiton ist. Strikt isoton impliziert isoton, letzteres nennt man zur Betonung daher auch
schwach (monoton) wachsend oder lax isoton. Entsprechend fiir antiton.

Ist die Abbildung f : (X, <) — (¥, E) bijektiv und sind sowohl f als auch ihre Inverse
£~ ! isoton, so nennen wir f einen Ordnungsisomorphismus, kurz f : (X, <) =% (Y,C).

Beispiele. Die Abbildung f : Q — Q : x > x3 ist strikt isoton. Sie ist kein Ordnungs-
isomorphismus: Sie ist zwar injektiv aber nicht surjektiv, und somit nicht bijektiv. Auch
Qx>0 — Qx0 : x > x2 ist strikt isoton, und Q<¢ — Qs : x — x? ist strikt antiton. Hinge-
gen ist die Abbildung g : Q — Qx¢ : x — x2 nicht monoton, weder wachsend noch fallend.

Beispiele. Die identische Abbildung idy : (X, <) — (X, <) ist isoton (sogar strikt isoton).
Sind die Abbildungen f : (X,<) — (Y,C) und g : (Y,C) — (Z,<) isoton (bzw. strikt
isoton), so auch ihre Komposition (go f): (X, <) — (Z,=).

Ubung B1G. (1) Sei f :(X,<) — (Y,E) strikt isoton. Ist f injektiv? falls < total ist?
(2) Sei f:(X,<)— (Y,C) isoton und bijektiv. Ist g = f ! isoton? falls < total ist?
# B1G. (1) Im Allgemeinen ist f nicht injektiv. Kleinstes Gegenbeispiel ist X = {a,b} mit zwei unvergleich-

baren Elementen @ £ b und b £ a und Y = {c}. Die Abbildung f : (X, <) — (¥, ) ist strikt isoton aber nicht
injektiv. Ist < eine Totalordnung, so gilt: Aus a # b folgta < b oder b < a, also f(a) < f(b) oder f(b) < f(a).

(2) Im Allgemeinen ist £ ! nicht isoton. Wir betrachten X = {a,b} wie zuvorund ¥ = {c,d} mit ¢ < d.
Die Bijektion f : X — Y :a > ¢,b — d ist strikt isoton, aber f ! nicht. Ist < eine Totalordnung, so gilt: Fiir
c<dinY gilt g(a) < g(b) oder g(b) < g(a). Letzteres ist ausgeschlossen dank Isotonie von f.
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§Ble. Geordnete Korper. Die algebraische Struktur (K, +,-) eines Korpers konnen
wir nun verbinden mit der ordnungstheoretischen Struktur (K, <) einer geordneten Menge.

Definition B1H. Ein geordneter Korper (K, +,+, <) besteht aus einem Korper (K, 4, -) und
einer strikten Totalordnung < auf der Menge K, sodass jede Addition mit ¢ € K und jede
Multiplikation mit ¢ > 0 strikt isoton ist. Das bedeutet, fiir alle a,b,c € K gilt:

(O1) Transitivitit: Ausa <bund b < ¢ folgta < c.

(02) Trichotomie: Es gilt entweder a < b oder a = b oder b < a.
(03) Isotonie der Addition: Ausa < b folgta+c <b+c.

(O4) Isotonie der Multiplikation: Ausa <bund 0 < ¢ folgta-c <b-c.

Wortlich genauso definieren wir die Begriffe geordneter Ring und geordneter Halbring.

Wie tiblich schreiben wira < b fallsa < b odera = b, sowie a > b firb <aunda > b
fir b < a. Wir nennen ¢ € K positiv, falls ¢ > 0, und negativ, falls ¢ < 0. Wir nutzen die
Bezeichnungen K~ = {c € K| ¢ > 0} und entsprechend K<o ={c€ K|c <0}.

Ubung B11. Die Axiome (A,D,M,0) implizieren die iiblichen Rechenregeln, insbesondere:

(1) Die Negation — : K — K ist strikt antiton: Aus a < b folgt —b < —a.

(2) Die Multiplikation mit ¢ > 0 ist strikt isoton, mit ¢ < 0 hingegen strikt antiton.

(3) Fiiralle a € K gilt a® > 0, fiir a # 0 sogar a > 0. Insbesondere gilt —1 <0 < 1.

(4) Bei Inversion gilt: Aus 0 < a folgt 0 < !, und aus @ < 0 folgt a~! < 0.

(5) Die Inversion -1. K-o9— K¢ bzw. -1. Ko — K~ ist strikt antiton:

AusO<a <bfolgt0<b™ ' <a='. Ausa <b <0folgth™! <a=! <0.

# B1IL. (1) Seia < b. Wir nutzen (O3) und (A): Addition von —a — b ergibt —b < —a. (2) Seia < b und ¢ <0,
also 0 < —c. Multiplikation ergibt —ac < —bc, also bc < ac. (3) Wir unterscheiden drei Fille: Fiir 0 = a gilt

0 = a2, insbesondere also 0 < a2. Fiir 0 < a gilt dank Isotonie 0 = 0-a < a-a = a?. Fir a < 0 gilt dank

Antitonie 0 =0-a < a-a = a?. (4) Wir multiplizieren 0 < a bzw. a < 0 mit (@12 > 0 und erhalten 0 < ¢!

bzw. a~1 < 0. (5) Im Falle 0 < a < b multiplizieren wir mita~! > 0und »~! > O und erhalten 0 < b~ ! <a™1.

ImFallea <b <0gilt0 < —b < —a, also 0 < —a~ v <—p~! undsomitb~1 <a~1 <0.

ﬁbung B1J (Alternative Definition). Sei (K, +,-, <) ein Korper (K, +,-) mit einer (laxen)
Totalordnung < auf der Menge K, sodass jede Addition mit ¢ € K und jede Multiplikation
mit ¢ > 0 (lax) isoton ist. Das bedeutet, fiir alle a,b,c € K gilt:

(03’) Monotonie der Addition: Ausa <bfolgta+c <b+c.
(O4’) Monotonie der Multiplikation: Ausa <bund 0 <c folgta-c <b-c.

Zeigen Sie, dass dies dquivalent ist zur Definition B1H.

Ubung BIK (Alternative Definition). Sei (K,+,-) ein Kérper bzw allgemeiner ein Ring.
Hierin sei eine Teilmenge K~ ¢ C K ausgezeichnet, sodass gilt: (1) K = —K>oU{0} LU K~¢
sowie (2) K~o+ K=o C K~gund (3) K~¢- K~ C K~¢. Wir definieren die Relationa < b
durch b —a € K~ . Zeigen Sie, dass dies dquivalent ist zur Definition B1H.

Soweit die Grundbegriffe zu Kérpern und Ringen sowie Ordnungen; das ist linglich
aber notig. Damit gewappnet konnen wir nun die Definition bzw. Konstruktion der grund-
legenden Zahlbereiche N «— Z < Q < R < C wie im folgenden Satz formulieren. Die
letzten beiden Erweiterungen Q < R < C untersuchen wir anschliefend genauer.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§B1. Algebraische Grundstrukturen 78

Satz B1L (Aufbau des Zahlensystems N < Z < Q < R < C). (1) Die natiirlichen Zahlen
(N, +,0,-,1, <) sind ein geordneter, kommutativer Halbring mit 0 # 1. Dieser wird (bis auf
Isomorphie) eindeutig festgelegt durch die folgenden drei Dedekind—Peano—Axiome:

(N1) Additive Inverse: Aus m +n = 0 folgtm =n = 0.

(N2) Additive Kiirzbarkeit: Aus m +k = n +k folgt m = n.

(N3) Volistindige Induktion: Enthdilt eine Menge E C N des Nullelement O € E und mit
jedem Element n € E auch seinen Nachfolger n +1 € E, dann gilt E = N.

Die Addition n — n + 1 formalisiert demnach den Vorgang des Zihlens:
N={0,1,2=141,3=241,4=3+1,5=4+1, ...}

Addition, Multiplikation und Ordnung sind damit per Rekursion eindeutig festgelegt:

e Esgiltm+0=mundm+ (n+1) = (m+n)+ 1 fiiralle m,n € N.
e Esgiltm-0=0undm-(n+1) = (m-n) +n fiir alle m,n € N.
e Die Relation m < n bedeutet, es gibt ein k € N mit m + k = n.

(2) Die ganzen Zahlen (Z,+,0,-, 1, <) sind ein geordneter, kommutativer Ring. Er ent-
héilt den Halbring N C Z und wird eindeutig festgelegt durch folgende Fortsetzungseigen-
schaft: Fiir jede ganze Zahl z € 7 gilt z = a — b fiir geeignete a,b € N. Das bedeutet:

Z={a—blabeN}={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

(3) Die rationalen Zahlen (Q,+,0,-, 1, <) sind ein geordneter Korper. Er enthiilt den
Ring 7. C Q und wird eindeutig festgelegt durch folgende Fortsetzungseigenschaft: Fiir jede
rationale Zahl r € Q gilt r = a /b fiir geeignete a,b € 7 mit b # 0. Das bedeutet:

Q={a/b|a,beZ b#0}

(4) Die reellen Zahlen (R, +,0,-,1, <) sind ein geordneter Korper. Er enthdilt den Kor-
per Q C R und ist ordnungs-vollstindig: Jede nicht-leere, nach oben beschriinkte Teilmenge
M C R besitzt ein Supremum (kleinste obere Schranke), das heifit, es existiert eine Schranke
s € Rmit M <s, sodass fiir jede weitere Schranke t € R mit M <t gilt s <t.

(5) Die komplexen Zahlen (C,+,0,-,1) sind ein Korper. Er enthiilt den Korper R C C

sowie ein Element i € C mit i> = —1. Er wird eindeutig festgelegt durch folgende Eigen-
schaft: Jede komplexe Zahl z € C schreibt sich eindeutig als z = x + yi mit x,y € R:

C={x+yi|x.yeR}

Im Gegensatz zu R gibt es wegen i> = —1 < 0 keine Anordnung auf C, die mit der Mul-
tiplikation vertriglich wire. Im Gegensatz zu N, 7, Q und R erlaubt C Automorphismen.
Die komplexe Konjugation x + yi = x — yi ist ein R—linearer Korperautomorphismus.

(6) Diese Strukturen lassen sich sukzessive konstruieren mit den Mitteln der Mengen-
lehre; das beweist ihre Existenz und somit die Widerspruchsfreiheit unserer Forderungen.
Zudem sind die so beschriebenen Strukturen N C Z C Q C R C C durch die angegebenen
Eigenschaften jeweils eindeutig festgelegt (bis auf einen eindeutigen Isomorphismus).

(7) Im Gegensatz zu Q und R ist der Korper C algebraisch vollstindig: Jedes Polynom
p(z)=ap+a1z+---+anz" mit Koeffizienten ag, ay, . .., an € C zerfdllt in Linearfaktoren,
das heifst, es existieren Nullstellen z1,. ..,z € C sodass p(z) = an(z—2z1)---(z—2z,). O
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§B1f. Gruppen und Monoide. Oft ist es sinnvoll eine einzelne Verkniipfung + oder -
zu untersuchen, etwa zur Vereinfachung oder weil iiberhaupt nur eine Verkniipfung vorliegt.

+10 1 a b||-]10 1 a b
01 2 01 2
YTo 1][-]o0 1 30120000 010 1 a 5||0j0 0 0 0
0[O0 1/]/0|10 O 1({1 0 b alll|0 1 a b
111 2 0(]1]0 1 2
111 0f/1]0 1 212 0 1ll2lo 2 1 ala b 0 1|lal0 a b 1
b|b a l 0||b|0 b 1 a

ABBILDUNG B:1. Addition und Multiplikation der kleinsten Korper o, F3, Fy

Eine (zweistellige) Verkniipfung ist eine Abbildung * : A x B — C, das heiflt, jedem
Paar von Elementen a € A und b € B wird ihr Produkt ¢ = a b in C zugeordnet. Dies
entspricht einer Verkniipfungstabelle; kleine Tabellen kénnen wir explizit aufzihlen.

Konvention. Die Verkniipfung * : A x B — C setzen wir auf Teilmengen fort gemaf

x 1 AXP(B) — P(C), (a,T)—axT ={axt|teT}
x 1 P(A)x B —P(C), (S,b)— Sx*b ={s*xb|seS}
x PB(A) X B(B) — B(C), (S, 7Y~ SxT ={sxt|seS,teT}

Beispiel. In (Z,+,-) ist 2-Z bzw. 1 4+ (2-Z) die Menge der geraden / ungeraden Zahlen.
Im wichtigen Spezialfall A = B = C nennen wir * : A X A — A innere Verkniipfung.

Definition B1M (Gruppe, explizit). Ein Magma (G, ) besteht aus einer Menge G mit einer
inneren Verkniipfung * : G X G — G : (a,b) — a *b. Eine Halbgruppe (G, ) erfiillt zudem
die Assoziativitdt. Ein Monoid (G, *,e) besitzt zudem ein neutrales Element e € G. Eine
Gruppe (G, *, e, ) besitzt zudem eine Inversiont: G — G.

Das bedeutet: Fiir alle a,b,c € G giltax(b*xc) = (axb) *xc sowie exa =a*xe =a
und a * 1(a) = t(a) *a = e. Statt a x b schreiben wir kurz ab, statt ((a) auch a .

Dank Assoziativitit a * (b % c) = (a * b) * ¢ ist die Klammerung unerheblich, und wir
schreiben fiir mehrfache Produkte kurz a1 * ap *--- * a, oder noch kiirzer a1as---ay.

Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der Faktoren wesentlich, da a x b # b xa gelten
kann. Das Produkt * heilit kommutativ oder abelsch, wenn a xb = b xa firalle a,b € G gilt.
In diesem Falle konnen wir die Faktoren umordnen ohne das Ergebnis zu dndern, das heif3t
aiaz-+-ap = dy(1)dzg(2) " dy(n) fur jede Permutation 7 : {1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Bemerkung. Jedes Magma (G, *) hat hochstens ein neutrales Element: Ist e € G linksneu-
tral und e’ € G rechtsneutral, also e xa = a = a ¢’ fiiralle a € G, so folgte = e xe’ =¢'.
Im Gegensatz zur Eindeutigkeit muss die Existenz gesondert gefordert werden (G2).

In jedem Monoid (G, *,e) hat a € A hichstens ein Inverses: Ist a’ € G linksinvers und
a” € G rechtsinverse zu a, also a’ xa = e = a*a”, so folgta’ = a’(aa”) = (d’a)a” = a".
Im Gegensatz zur Eindeutigkeit muss die Existenz gesondert gefordert werden (G3).

Anders gesagt: In jedem Monoid (G, *,e) ist das neutrale Element ¢ € G eindeutig
durch * bestimmt. In jeder Gruppe (G, *, e,t) ist zu jedem a € G das Inverse a ! eindeutig
bestimmt. Es geniigt daher, die Gruppe (G, *, e,¢) nur durch das Produkt * anzugeben.
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Definition BIN (Gruppe, implizit). Sei G eine Menge und * : G X G — G eine zweistellige
innere Verkniipfung. Wir nennen (G, ) eine Halbgruppe, wenn gilt:

(G1) Assoziativitiit: VYa,b,c e G:(axb)*c=ax(b*c)
Die Halbgruppe (G, *) ist ein Monoid, wenn zudem gilt:
(G2) Neutrales Element: deeG VaeG:exa=a*xe=ua
Das Monoid (G, %) ist eine Gruppe, wenn zudem gilt:
(G3) Inverse Elemente: VaeG dbeG:axb=bxa=c¢e
Die Verkniipfung * : G x G — G heilit kommutativ oder abelsch wenn gilt:
(G4) Kommutativitét: VYa,beG:axb=bx*a
Die Anzahl |G| der Elemente hei3t die Ordnung von G.
Konvention. Geht das Produkt unzweifelhaft aus dem Kontext hervor, so sagt man auch

kurz ,.die Gruppe G*, meint damit aber implizit (G, *) bzw. explizit (G, *, e, ).

In der Schreibweise (G, ) sind das neutrale Element e € G und die Inversiont: G — G
nur implizit. Dank der obigen Bemerkung lassen sie sich eindeutig aus (G, *) rekonstruie-
ren. Manchmal ist es vorteilhaft, explizit (G, *,e) oder (G, %, e,t) zu schreiben.

Ublich sind insbesondere die multiplikative Schreibweise (G, -, 1, 1) sowie die additive
Schreibweise (G, +,0,—). Die Unterscheidung ist besonders niitzlich, wenn mehr als eine
Verkniipfung vorliegt, etwa die Addition und die Multiplikation eines Ringes oder Korpers.

Beispiele. e Auf jeder einelementigen Menge {e} existiert genau eine Verkniipfung,
nidmlich e x e = e, und diese erfiillt offensichtlich alle obigen Bedingungen.
e Abbildung B:1 zeigt Gruppen (K, +) und Monoide (K, -) der Ordnung 2, 3,4.
e Essind (Z,+) und (Q,+) und (R, +) und (C, 4) abelsche Gruppen.
Ebenso sind (Q*,-) und (R*,-) und (C*,-) abelsche Gruppen.
e Hingegen sind (N, +) und (Z,-) und (Z*,-) zwar Monoide aber keine Gruppen.
Zudem sind (N1, +) und (2Z, -) sogar nur Halbgruppen aber keine Monoide.

Mit der Definition BIN von Monoiden und Gruppen konnen wir insbesondere die De-
finition B1B von Ringen und Korpern strukturieren und bequemer formulieren:

Beispiel. Genau dann ist (K, +,0,-,1) ein Ring mit 1 # 0/ ein Divisionsring / ein Korper,
wenn (K, +,0) eine (abelsche) Gruppe ist, die Multiplikation distributiv iiber die Addition
istund (K*,-, 1) ein Monoid / eine Gruppe / eine abelsche Gruppen bildet. (Siehe B1E)

Abbildung B:1 zeigt die Korper (F», +,-), (F3,4+,-), (F4,+,-) der Ordnung 2, 3,4.
Definition B10. Sei (G, *) ein Magma. Eine Teilmenge H C G nennen wir Untermag-

ma, wenn H x H C H gilt. In diesem Falle konnen wir die Verkniipfung x: G xG — G
einschrinken zu x g := *|ZxH : Hx H — H,und damit ist (H, * g ) selbst ein Magma.

Ist die Verkniipfung * assoziativ / kommutativ, so auch ihre Einschrinkung * g .

Sei (G, *,e) ein Monoid. Wir nennen H C G ein Untermonoid, wenn H «x H C H
und e € H gilt. In diesem Fall ist (H, *g,e) selbst ein Monoid. Wir nennen H C G eine
Untergruppe, wenn zudem (H, x g, e) eine Gruppe ist.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§B1. Algebraische Grundstrukturen 81

Proposition B1P. In jedem Monoid (M, *, ) ist die Teilmenge M C M der invertierbaren
Elemente eine Untergruppe. Genau dann ist (M, *,e) eine Gruppe, wenn M* = M gilt.

BEWEIS. Es geniigt sorgfiltiges Nachrechnen. Versuchen Sie es als Ubung! U

# B1p. Ein Element a € M heiBit invertierbar im Monoid (M, *,e), wenn ein Element a~l € M existiert,
das axa~! = a~! xa = e erfiillt. Dies definiert die Teilmenge M > = {a € M | a ist invertierbar }. Durch a
ist a~! eindeutig bestimmt und selbst invertierbar gemiB (@~ 1)~! = a. Aus a € M* folgt somit a~! € M,
und wir erhalten so die Inversion ~! : M* — M. Dank e % e = e ist e invertierbar gemiiB e ~! = e, also gilt
e € M. Sind a, b invertierbar, so auch ihr Produkt gemiB (a *b) "1 =b~ 1 xa™1, denn (ab) *x (b1 xa™1) =
ax(bxb™Hxal=axa! =eundebenso (b Lxa V) x(axb)=b"Lx(a 1 xa)xb=b"1xb=e¢. Aus
a,b € M* folgt somit a xb € M, und wir erhalten so die eingeschrénkte Verkniipfung * : M* x M* — M*.
Auf der Teilmenge M C M erhalten wir somit die Untergruppe (M >, x,e,~1).

Beispiel. Sei X eine Menge und End(X) = Abb(X, X) die Menge aller Selbstabbildungen
f: X — X.Mit der Komposition erhalten wir das Monoid (End(X), o,idx ). Hierin ist die
symmetrische Gruppe Sym(X) := (End(X),0,idy)> die Untergruppe aller invertierbaren
Abbildungen, also Bijektionen f : X = X, auch Permutationen genannt.

Beispiel. Ist (R,+,0,-,1) ein Ring, so ist R* = (R,-,1)* die multiplikative Untergrup-

pe der invertierbaren Elemente in (R,-, 1). Genau dann ist (R, +,0,-, 1) ein Divisionsring,
wenn R* = R* gilt. Fiir die ganzen Zahlen (Z, +,-) zum Beispiel gilt Z* = {+1} C Z*.

§B1lg. Homomorphismen. Fiir jede mathematische Struktur, wie Monoide, Gruppe,
Ringe, Korper, etc., betrachten wir immer auch ihre strukturerhaltenden Abbildungen:

Definition B1Q. Ein Homomorphismus f : (G,*) — (H,-) zwischen Magmen (G, *) und
(H,-) ist eine Abbildung f : G — H,die f(axb) = f(a)- f(b) furalle a,b € G erfiillt.

Sind (G, %) und (H,-) Gruppen, so folgt hieraus f(eg) = ey und f(a=') = f(a)™!
fiir alle @ € G. Wir nennen f : (G, *) — (H,-) dann einen Gruppenhomomorphismus.

Fiir einen Monoidhomomorphismus f : (G,*,eg) — (H,-,er) fordern wir explizit
f(eg) = eq. Fiir die invertierbaren Elemente folgt f(G*) C H* und f(a~') = f(a)~!.

Ein Homomorphismus f : (R,+,-) — (S, +,-) zwischen Ringen (R, +,-) und (S, +,-),
oder insbesondere Korpern, ist eine Abbildung f : R — S, die f(a +b) = f(a) + f(b)
und f(a-b) = f(a)- f(b) fir alle a,b € G erfiillt sowie f(1g) =1g.

Beispiel. Ist (G, *) ein Magma / Monoid / Gruppe und H C G ein Untermagma / -monoid
/ -gruppe, so ist die Inklusion ¢ : (H, *xg) < (G, *) ein Homomorphismus.

Beispiel. Die Inklusion Z < Q ist ein Ringhomomorphismus, @ <= R und R < C sind
Korperhomomorphismen. Die Konjugation — : C — C ist ein Korperautomorphismus

Beispiel. Die reelle Exponentialfunktion exp : (R, 4+) — (Rx, -) und ihr Umkehrfunktion,
der natiirlich Logarithmus In : (R>¢,-) — (R, +), sind Gruppenisomorphismen.

Ubung BIR. Sei f : (G, *) — (H,-) ein surjektiver Homomorphismus zwischen Magmen.

(1) Ist (G, %) assoziativ / kommutativ, so auch (H, ).
(2) Ist e neutral in (G, %), so ist f(e) neutral in (H,-).
(3) Sind zudem a und b invers in (G, %), so sind f(a) und f(b) invers in (H,-).

Ist also (G, *) eine Halbgruppe / ein Monoid / eine Gruppe, so auch (H,-).
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Satz B1S. Fiir jede endliche Menge X ist die Signatur sign : (End(X), o) — ({0, £1},-) ein
Monoidhomomorphismus. Speziell fiir X C R gilt die elegant-knappe Formel

sign(f) = l—[f(l) fG) _ - ] f(l) Gy

i<j J {i#j} —J

Genau dann ist sign( f) invertierbar, also +1, wenn f invertierbar ist, also bijektiv. Einge-
schréinkt auf Sy, := Sym(X) erhalten wir den Gruppenhomomorphismus sign : S, — {£1}.

BEWEIS. Es geniigt sorgfiltiges Nachrechnen. Versuchen Sie es als Ubung! n

# B1s. Das zweite Produkt erstreckt sich iiber alle ungeordneten Paare {i # j}, also zweielementige Mengen
{i,j}C X miti # j.Hierist{i,j}— (f(i)— f(j))/(i — j) wohldefiniert, da invariant unter Vertauschung.
Ist f nicht injektiv, so gibtesi # j mit (i) = f(j), also sign(f) = 0. Im Folgenden sei f injektiv; da wir X
als endlich voraussetzen, ist f bijektiv. Dann bildet f* die Menge aller Paare {i # j} bijektiv auf sich ab, also
[sign( f)| = ]—I{i#jﬂf(i) — f()I/]i —j| = 1. Somitist sign( f) = 1, die Abbildung sign also wohldefiniert.

) (f@)—g(f())) g(f@)—g(f(j)) JO-fG)
sign(go f) = [] EE=—5EE = [T S0 I
i)} = ary TOSD gy T
k)—g(t N — £
= 1 SO0 L2 Gane)-sien )
{k#L} {i#j}

Allgemein: Ist X eine beliebige endliche Menge, so wihlen wir eine Bijektion ¢ : {1,..., n} = X. Fir
g:X — X setzen wir f:=¢ logog:{l,..., n}y—{1,..., n} und definieren sign(g) := sign(f). Dies ist
wohldefiniert, also unabhéngig von der willkiirlich gewdhlten Bijektion ¢: Ist némlich ¢ : {1,..., n} =% X eine

weitere Bijektionund / = ¢ logo@g =g logo fop Lo, so folgt sign( f) = sign(f).

§B1h. Isomorphismen. Im Folgenden sei (G, *) ein Magma / ein Monoid / eine Grup-
pe. Alles gilt sinngeméil ebenso fiir Ringe und Korper und weitere algebraische Strukturen.
Die Identitdt idg : (G, *) — (G, %) ist ein Homomorphismus. Sind f : (G,*) — (H,-),
g :(H,-) — (K,x) Homomorphismen, so auch ihre Komposition go f : (G,*) — (K, x).
Die Menge aller Homomorphismen f : (G, *) — (H,-) bezeichnen wir mit Hom(G, *x; H,-)
oder kurz Hom(G, H). Die Komposition definiert hierauf eine (duflere) Verkniipfung:
o:Hom(H,-; K,*) xHom(G, *; H,-) - Hom(G, *; K, %) : (g, f)—>go f

Ist ein Homomorphismus f : (G,*) — (H,-) bijektiv, so ist seine Umkehrabbildung
g = f~':(H,-) — (G, *) ebenfalls ein Homomorphismus, denn fiir alle x, y € H gilt

gx-y)=g(f(g(x) f(g(») =g(f(gx)*g(y) =gx)*g(y).

Wir nennen dann f einen Isomorphismus, geschrieben f : (G, *) = (H,-), die beiden
Strukturen (G, *) und (H,-) nennen wir dann isomorph, geschrieben (G, x) = (H,).

Umformulierung: Ein Isomorphismus ( f,g) : (G, *) = (H,-) besteht aus zwei Homo-
morphismen f : (G,*) — (H,-)und g: (H,-) > (G,x) mit go f =idg und fog =idg.

Fiir einen Homomorphismus f : (G, *) — (G, *) stimmen Start und Ziel iiberein; wir
nennen dann f einen Endomorphismus und im bijektiven Fall einen Automorphismus.

Als bequeme Abkiirzung schreiben wir End(G, *) := Hom(G, *; G, *) und erhalten so
das Monoid (End(G, %), 0,idg). Die Automorphismen von (G, *) bilden hierin die Unter-
gruppe Aut(G, %) := End(G, %)™ aller invertierbaren Endomorphismen.
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§B1i. Vektorriume. Sei K eine Menge. Fiir n € N besteht die Menge
K" ={(ai,....an) | ai1,...,an € K }

aus allen n—Tupeln von Elementen in K. Somit ist K” = K x--- x K das n—fache Produkt.
Ist x : K x K — K gegeben, so definieren wir auf K" die komponentenweise Verkniipfung

*: K"x K" — K", (ay,...,an)x(by,....by) :=(ay *by,...,an xby).

Ist (K, *) assoziativ / kommutativ, so auch (K™, x). Ist (K, *,e) ein Monoid, so auch
(K",%,€) mit e = (e,...,e). Genau dann ist a = (aq,...,a,) in (K", *,e) invertierbar,
wenn jedes ay,...,a, in (K, *,e) invertierbar ist; in diesem Falle gilta—! = (al_l,. cayh).
Wir erhalten (K", *)* = (K™, *)". Demnach gilt: Ist (K, %) eine Gruppe, so auch (K", ).

Ist (K, +,) ein Ring, so ist auch (K", +, ) ein Ring mit komponentenweiser Addition
und Multiplikation. Doch Vorsicht: Ist K ein Korper, so ist K" fiir n > 2 kein Korper! In
K? gilt (1,0)-(0,1) = (0,0), also lassen sich diese Elemente sicher nicht invertieren.

Sei (K, +,-) ein Korper, etwa Q, R, C, oder allgemeiner ein Ring, etwa Z. Auf K"
betrachten wir die komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation durch

+:K"x K" — K", (ay,....an)+ (b1,....by) == (a1 +by,...,an +by),
- Kx K" - K", A-(ay,...,an):=A-ay,....A-ay).

Mit diesen beiden Verkniipfungen erfreut sich V' = K" folgender Eigenschaften:

(V1) Das Paar (V, +) ist eine abelsche Gruppe.

(V2) Die Multiplikation - : K x V — Veerfillt 1-x =xund A-(u-x) = (A-p) - x.

(V3) Es gilt Distributivitdt (A +p)-x = (A-x)+ (u-x)und A-(x +y) = (A-x)+ (A-y).
Diese Bedingungen gelten jeweils fiir alle Skalare A, € K und alle Vektoren x,y € V.

In vielen Situationen kommt es nur auf diese Rechenregeln an, und nicht auf die genaue
Konstruktion oder Beschaffenheit von (V, +,-). Dies fiihrt uns zu folgender Definition:

Definition B1T. Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-) bestehend
aus einer Menge V' mit zwei Verkniipfungen, einer Addition 4+ : V x V — V und eine
Skalarmultiplikation - : K x V' — V, die obige Bedingungen (V1-3) erfiillen.

Allgemeiner: Ist K ein Ring, so nennt man zur Betonung (V, +, ) einen K—Modul.
Beispiele. Uber dem Korper K = R der reellen Zahlen erhalten wir so den R—Vektorraum
R”. Einen Vektorraum iiber R nennt man auch einen reellen Vektorraum.

Uber dem Korper K = C der komplexen Zahlen erhalten wir so den C—Vektorraum C”.
Einen Vektorraum iiber C nennt man auch einen komplexen Vektorraum.

Uber dem Ring Z der ganzen Zahlen erhalten wir so den Z-Modul Z".

Konvention. Wie zuvor fiir Korper und Ringe vereinbart, nutzen wir auch fiir Vektorraume
die gingige Konvention Punkt vor Strich, um Klammern zu sparen, und lassen meist das
Produktzeichen weg, um auch noch Punkte zu sparen.

Dieser abstrakte Begriff des Vektorraums und seine theoretische Untersuchung sind
Gegenstand der Linearen Algebra. Seine zahlreichen Anwendungen begegnen uns iiberall.
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§B1j. Funktionenriaume. Sei (K, +,-) ein Korper, etwa Q, R, C, oder allgemeiner

ein Ring, etwa Z. Auf der Menge K aller Funktionen f,g : Q — K definieren wir die
Addition f + g : Q@ — K und die Skalarmultiplikation A f : Q — K punktweise durch

(f+o)x)=f(x)+g(x) und (Af)(x):=Af(x) firallex € Q.

Damit wird (K, +,-) zu einem K—Vektorraum, bzw. im Falle eines Ringes K zu einem
K—Modul. Typische und héufige Beispiele, etwa fiir den reellen Korper K = R, sind:

e Fir Q = {1,...,n} erhalten wir den R—Vektorraum R” wie oben.
e Fiir @ = N erhalten wir den R—Vektorraum R" aller Folgen f : N — R.
e Fiir @ = R erhalten wir den R—Vektorraum R¥ aller Funktionen f : R — R.

Ebenso definieren wir das Produkt f - g : 2 — K punktweise durch

(f-2)x):= f(x)-g(x) firalle x € Q.
Hierdurch wird (K g ,+,+) zu einem Ring. Doch Vorsicht, auch wenn K ein Korper ist, so
ist K fiir || > 2 nur ein Ring und kein Korper, wie oben bereits gesehen: In K2 gilt
(1,0)-(0,1) = (0,0), also lassen sich diese Elemente sicher nicht invertieren.

Ist (K, <) geordnet, so definieren wir die Relation f < g punktweise durch
f<g <= f(x)<g(x) firallexeQ.

Getreu unseren Konventionen ist f < g dquivalent zu f < g und f # g. Das bedeutet
hier f(x) < g(x) firalle x € Q und f(x) < g(x) fiir mindestens ein x € Q. Ist (K, <) total
geordnet, so definieren wir min( £, g), max( f,g) : 2 — R punktweise durch

min( f,g)(x) = min(f(x).g(x)), max(f,g)(x) =max(f(x),g(x)).

Auch hier ist Vorsicht angebracht: Selbst wenn (K, <) total geordnet ist, so ist (K Q <)
im Allgemeinen nur partiell geordnet: Gilt 0 < 1 in K, so gilt (0,0) < (0,1) < (1,1) und
(0,0) < (1,0) < (1,1) in K2, aber die Elemente (1,0) und (0, 1) sind unvergleichbar.

Beispiel. Fiir jede Teilmenge A C 2 definieren wir die Indikatorfunktion I4 : Q — {0, 1}
durch I4(x) =1 falls x € A und I4(x) = 0 sonst, falls x € Q2 ~ A. Umgekehrt definieren
wir zu f : Q — K die Tréigermenge supp(f) :={x € Q| f(x) # 0}. Es gilt suppl4 = A.
Fiir je zwei Teilmengen A, B C 2 gilt:

I4,<Ip <<= ACB, Iy<Ip << ACB,
I4np = min(I4,1p) =14-1p, Lyup =max(I4,1p) =14 +1p—14-1p,
I4+1p =14uB +14nB. Laxp(x.y) =14(x)-1p(y).

Beispiel. In K betrachten wir die Teilmenge K (€2) der Funktionen mit endlichem Tréger.
Dank supp(f + g) C supp(f) Usupp(g) gilt fir f,g € K stets f + g € K. Dank
supp(Af) C supp(f) gilt fiir A € K und f € K& stets Af € K. Somit ist (K€D, +,)
ein Untervektorraum von (K2, +,-). Zu jedem Element a €  definieren wir die Funktion
eq .= Iig : Q@ — K durch ez(a) = 1 und eq(x) = 0 fiir x # a. Die Familie (eg)qeq ist
eine Basis des Vektorraums K (2, genannt die kanonische Basis: Jedes Element f € K ()
schreibt sich eindeutig als (endliche!) Linearkombination f =), f(a)e,. Speziell fur K"
erhalten wir die kanonische Basis ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) firk =1,...,n.
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§B1k. Lineare Abbildungen. Seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K (oder all-
gemeiner Moduln iiber dem Ring K). Wir nennen f : V — W linear iiber K, wenn gilt:

(1) Additivitét: Fir alle u,v € V gilt f(u+v) = f(u)+ f(v).
(2) Homogenitit: Fiiralle A € K und v € V gilt f(Av) = Af(v).

Anders gesagt, f : (V,+,-) — (W, +,-) ist ein Homomorphismus der additiven Grup-
pen und vertrdglich mit den Skalarmultiplikationen. Dies nennen wir kurz K—linear oder
lang einen Homomorphismus von K-Vektorrdiumen. Mit Homg (V, W) bezeichnen wir die
Menge aller Homomorphismen, also K-linearen Abbildungen f : V — W.

Beispiele. e Die Nullabbildung const?, :V — W :v— 0ist K-linear.
e Ebenso ist K-linear jede Abbildung f : K" — K™ der Form

X1 aiitxi+ ... Fainxa
f1i1= :
Xn am1x1+ “ee +amn.Xn
Jede lineare Abbildung f : K" — K™ lésst sich so darstellen, wie wir gleich sehen.
e Sei I = [a,b] C Rmita < b ein Intervall und C¥ = C*(I,R) der R—Vektorraum aller
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : I — R. Fiir k = 0 ist C° der Vektorraum

aller stetigen Funktionen. Fiir k > 1 haben wir die Ableitung 8 : CK — Ck¥=1: f s f/
wobei f/(x) =limy_o(f(x +h)— f(x))/h. Die Ableitung ist linear iiber R.

Bemerkung. Bedingungen (1) und (2) sind dquivalent zu f(Au + puv) = Af(u) + wf(v)
fiir alle A, € K und u,v € V. Per Induktion folgt dies fiir alle Linearkombinationen:

f(ziel Aivi) - ZieI Aif(vi)
mit A; € K und v; € V fiir alle i € I. Hierbei ist die Indexmenge I endlich, oder zumindest
der Triager J = {i € I | A; # 0}, sodass die (stets endliche!) Summe definiert ist.

Ubung Blu. Die Identitit idy : V — V ist K-linear. Sind f : U -V und g:V — W
linear iiber K, so auch ihre Komposition go f : U — W.

Die Menge Homg (V, W) wird eine additive Gruppe (Homg (V, W), +,0) mit punkt-
weiser Addition, zudem ein K—Vektorraum mit punktweiser Skalarmultiplikation.

(Allgemeiner: Uber einem kommutativen Ring K wird Homg (V, W) ein K-Modul.
Ist hingegen K nicht kommutativ, so bleibt es nur bei der additiven Gruppenstruktur.)

Die Komposition o : Homg (V, W) x Homg (U, V) — Homg (U, W) : (g, f) — (go f)
ist K-bilinear, das heiit, K-linear in jedem Argument (hier g und f).

Ist der Homomorphismus f : V' — W bijektiv, so nennen wir f einen Isomorphismus.
Dies ist dquivalent zur Existenz eines K—Homomorphismus g : W — V mit go f = idy
und f og = idy . Wir nennen dann V und W isomorph, geschrieben V = .

Die Endomorphismenmenge Endg (V') := Homg (V, V) wird ein Ring, ausgeschrieben
(Endg (V),+,0,0,idy), und als K—Vektorraumstruktur zudem eine Algebra iiber K.

Hierin ist die Automorphismenmenge Autg (V) = (Endg (V),0,idy )™ eine Gruppe.
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§B1l. Basis und Dimension. Sei IV ein K—Vektorraum und v = (v;)jes € V1 eine
Familie von Vektoren v; € V. Dies ist nichts anderes als eine Abbildungv: I — V :i — v;,
die jedem Index i € I einen Vektor v; € V' zuordnet. Die Indexmenge I ist hierbei beliebig.
Im endlichen Falle denken wir vor allem an I = {1,2,...,n} und schreiben die Familie
v = (vj)ie7 meist bequem als n—Tupel (v, vs,...,v,). Aber auch unendliche Mengen wie
I = N sind erlaubt und kommen vor. Wir nutzen den uns bereits vertrauten K—Vektorraum

KD = {A > K:i— A |)k hat endlichen Tréiger}.

Eine K-Linearkombination von v ist eine (stets endliche!) Summe der Form

Endlich bedeutet: Nur endlich viele Koeffizienten A; € K sind ungleich Null, daher sind
nur endlich viele der Vektoren A;v; € V ungleich Null, und ihre Summe in V ist definiert.
Wir nutzen hier also die Abbildung KD x VI =V : (X,v) = 3, c; Aivi.

Im Spezialfall I = {1,2,...,n} ist die Familie v = (vy,v3,...,v,) ein n-Tupel von

Vektoren vq,v2,...,V, € V. Wir haben dann K =K " und Linearkombinationen sind

Avr +Avp +--+Ayv, mit Ay, An,..., A, € K.

Die Menge aller Linearkombinationen von v bezeichnen wir
(v)=(v)k ={Wiier ) =(vivi €I ) ={Dieshivi | e KD}

Dies ist ein K—Untervektorraum von V. Wir nennen ihn daher den von v = (v;)jey
erzeugten K—Untervektorraum. Er ist das Bild der K—linearen Abbildung

CDU . K(I) — V, (Ai)iel —> Zie[kivi'

Definition B1v. (1) Die Familie v ist ein Erzeugendensystem des Vektorraums V iiber K.
1< Jeder Vektor u € V lésst sich als mindestens eine Linearkombination von v darstellen.
& &y st surjektiv. & (v)g =V

(2) Die Familie v ist linear unabhdngig im Vektorraum V iiber K.
1< Jeder Vektor u € V ldsst sich als hochstens eine Linearkombination von v darstellen.
& @, istinjektiv. < ker(d,) = {0}

(3) Die Familie v ist eine Basis des Vektorraums V iiber K.

1% Jeder Vektor u € V ldsst sich als genau eine Linearkombination von v darstellen.
& @, istbijektiv. < (v)gx =V und ker(®,) = {0}

Es gilt nun der wichtige und iiberaus niitzliche Satz:
Satz B1w. Sei K ein Korper und V ein K—Vektorraum. Dann gilt:

(1) Jedes Erzeugendensystem von V ldsst sich zu einer Basis von V' verkiirzen.
(2) Jede linear unabhdngige Familie in V ldsst sich zu einer Basis von V ergdnzen.
(3) Es gibt K—Basen von V, und je zwei dieser Basen haben dieselbe Mdichtigkeit.

Definition B1X. Sei K ein Korper und V ein K—Vektorraum. Die Dimension dimg (V) ist
die Machtigkeit einer K—Basis von V. Dank des vorigen Satzes ist dies wohldefiniert.

Beispiel. Es gilt dimg (K") = n, allgemein dimg (KY)) = card(1), eventuell unendlich.
Es geniigt dank des Satzes, eine beliebige Basis zu finden, etwa die kanonische (e;j);ey.
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§B1m. Matrizen. Sei (K, +,-) ein Korper, etwa Q, R, C, oder allgemeiner ein Ring,
etwa Z. Seien m,n € N. Eine Matrix A der Grofle m x n liber K ist eine Abbildung

A:{l,...omyx{l,....n} = K, (i,])— aij.

Die Menge aller m x n—Matrizen bezeichnen wir mit K™>" Fiir praktische Rechnungen ist
es bequem, die Matrix A wie folgt als rechteckiges Schema zu schreiben:

a1 diz2 ... din 10 S 0

azi1 dz2 ... dzp O .1 ;

A= . . ) . , zB. lyxun=1: SRR
: : - : : 1 0

admi Am2 ... Amn 0O - ... 0 1

In dieser Schreibweise ist v € K™*! ein Spaltenvektor mit m Zeilen, und w € K1*" ein
Zeilenvektor mit n Spalten. Jede Matrix A € K™*" kdnnen wir auffassen als Familie von n
Spaltenvektoren in K1, und ebenso als Familie von m Zeilenvektoren in KX,

Zu A = (a;j)ij ist AT = (a;;) j; die transponierte Matrix. Dies definiert eine Bijektion
K™ — K"*™_ Genau dann gilt AT = A, wenn A symmetrisch ist, also a;; = a ;.

Matrizen passender GroBe konnen wir addieren und multiplizieren geméaf
4 KM gIMXR _y, gIMXR (A,B)— C =A+ B, cij i=a;j +bij,
.:KmanKan_>Kmxr’ (A,B)l—>C=A-B, Cik = Z?:laij'bjk-

Die Addition definiert eine abelsche Gruppe (K*", +). Die Multiplikation ist asso-
ziativ und distributiv iiber die Addition. Zu jeder Matrix A € K™*" ist 1,,x, links-neutral,
also lyxm-A = A, und 1,x, ist rechts-neutral, also A-1,x, = A. Bei Transposition gilt
(AB)T = BTAT. Ist ~ : K — K ein Korperautomorphismus, zum Beispiel die Konjugation
7 :C— C, so definieren wir (a;;) = (a;;) und erhalten A + B = A+ Bsowie A-B=A-B.
Zudem konnen wir jede Matrix A € K™ multiplizieren mit einem Skalar A € K:

':KXKmxn_>Kmxn’ (A,A)l—>B=X'A, bij :=A-aij.

Matrizen gleicher GroBe bilden den Vektorraum (K™*", 4, -) tiber dem Korper K bzw.
einen Modul iiber dem Ring K. Die Matrixmultiplikation - : K™*" x K"*" — K™*T st
eine (duBere) Verkniipfung. Quadratische Matrizen mit m = n bilden den Ring (K", +,-).
Die invertierbaren Matrizen bilden die Gruppe GL,, (K) := (K"™*",-)*, genannt allgemeine
lineare Gruppe der n x n—Matrizen iiber K, englisch general linear group.

Satz B1Y. Zu jedem n € N existiert genau eine multilineare, alternierende, normierte Ab-
bildung det : K" — K, genannt Determinante. Diese erfreut sich folgender Eigenschaf-
ten:

(1) Es giltdetA =3 g sign(0)-ag(1),1do(2),2" 4o (n)n-

(2) Die Determinante ist transpositionsinvariant: det(AT) = det(A).
(3) Die Determinante ist multiplikativ: det(A - B) = det(A) -det(B).
(4) Genau dann ist A € K™ invertierbar, wenn det(A) € K dies ist.
(5) Genauer gilt A - A=A-A= det(A) - Lyxn, also A™1 = det(A) "1 A.

Hierzu schreiben wir A = (a1,...,a,) mit Spaltenvektoren a; € K™ und definieren die
adjunkte Matrix A = (a;j);j durch a;; :==det(ay,...,ai—1,€;,ai4+1,...,dn). O
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§B2. Die reellen Zahlen

§B2a. Unvollstindigkeit von Q. Ich setze im Folgenden die Konstruktion der natiir-
lichen Zahlen (N, +,-, <), ganzen Zahlen (Z, +,-, <), und rationalen Zahlen (Q,+,-, <)
sowie den Nachweis ihrer grundlegenden Eigenschaften voraus. Zur Erinnerung:

Satz B2A. Es gibt keine rationale Zahl r € Q, die r? = 2 erfiillt.

BEWEIS. Angenommen es gibe r € Q mir 7?2 = 2. Dannist 7 = a/b mita,b € Zund b > 0,
gekiirzt gemiB ggT(a,b) = 1. Aus (a/b)? = 2 folgt a®> = 2b?. Daher muss a gerade sein,
also a = 2a mit a € Z. Aus 4a* = 2b? folgt 2a% = b2, also muss auch b gerade sein. Dann
aber lassen sich a und b kiirzen, im Widerspruch zu unserer Annahme ggT(a,b) =1. [

Erlauterung. Die wesentliche Unvollstindigkeit der rationalen Zahlen war griechischen Mathemati-
kern bereits um 500 v. Chr. bekannt. Der elegante Beweis stammt von EUKLID aus dem 3. Jahrhundert
v. Chr und gilt als der erste bekannte Widerspruchsbeweis in der Geschichte der Menschheit.

Mit etwas Mut kann man diese fehlende ,,irrationale® Zahl r mit 72 = 2 als neue GroBe einfiihren
und zum Kérper Q hinzufiigen; wir erhalten den geordneten Korper Q[+/2] = {a +b2 | a,be Z}.
Allerdings ist das Problem damit nur verschoben, denn Q[+/2] enthilt keine Zahl s mit s2 = 3. Hinzu-
fiigen von ,,+/3“ liefert den Korper Q[+/2, /3], aber diesem fehlt ,,+/5“ usw. Man kann sich so jeweils
neue Zahlen beschaffen und zu einem Korper zusammenfiihren, aber dieser bleibt doch unvollstéindig.
Konnen wir uns einen geordneten Korper beschaffen, der alle je notigen Zahlen auf einmal enthélt?
Ja, dieser Wunsch lisst sich erfiillen: Der Korper (R, +,-, <) der reellen Zahlen leistet genau dies!

§B2b. Vollstindigkeit, Infimum und Supremum. Sei (K, <) eine geordnete Menge,
E C K eine Teilmenge und s € K ein Element. Wir schreiben £ < s, wenn x < s fiir alle
x € E gilt; in diesem Fall nennen wir s eine obere Schranke von E. Dies ist die kleinste
obere Schranke von E in K, wenn E < s gilt sowie s < ¢ fiir alle 7t € K mit £ < ¢; wir
nennen dann s das Supremum von E in K, geschrieben s = sup E. Wir sagen (K, <) ist sup-
vollstdandig, wenn jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge £ C K ein Supremum
in K hat. Entsprechend definieren wir untere Schranke, Infimum und inf-vollstindig. Ist die
geordnete Menge (K, <) sup- und inf-vollstidndig, so nennen wir sie vollstindig geordnet.

Beispiel. Die geordneten Mengen (N, <) und (Z, <) sind sup- und inf-vollstdndig. Hinge-
gen ist (Q, <) weder sup- noch inf-vollstindig: Die Teilmenge E = {x € Q | x%2 <2} ist
beschrinkt, aber es existiert weder Supremum noch Infimum in Q. Dieses miisste namlich
s2 = 2 erfiillen, was fiir keine rationale Zahl s € Q moglich ist (B2A).

Beispiel. Zu jeder Menge X ist die Potenzmenge 3 X durch Inklusion partiell geordnet. Fiir
jede Teilmenge E C X ist sup E = | J E die kleinste obere Schranke und inf E = (| E die
groBte untere Schranke in X, wobei ()@ := X. Somit ist (X, C) vollstindig geordnet.

Proposition B2B. Genau dann ist (K, <) sup-volistindig, wenn (K, <) inf-vollstindig ist.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass (K, <) inf-vollstindig ist, und zeigen, dass (K, <) dann
auch sup-vollstdndig ist. (Die umgekehrte Implikation folgt dann formal durch Umkehrung
der Ordnungsrelation.) Sei S C K nicht-leer und nach oben beschréinkt. Dann ist die Menge
T ={t e K|S <t} nicht-leer und nach unten beschriankt. Nach Voraussetzung existiert
s =infT in K, und wir zeigen nun s = sup S. Fiir jedes x € S gilt x < 7', und da s die
grofite untere Schranke von 7 ist, folgt x <s. Somit gilt S <s. Zudem wissen wir s < ¢ fiir
jedes t € K mit § <. Demnach ist s das Supremum von S, wie behauptet. g
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§B2c. Die reellen Zahlen. Die Unvollstindigkeit von Q haben wir oben gesehen und
kurz diskutiert. Die Vervollstindigung von Q nach R kénnen wir wie folgt zusammentfassen:

Satz B2c (Existenz und Einzigkeit des Korpers der reellen Zahlen). Es existiert ein voll-
stiindig geordneter Korper (R, +,-, <). Je zwei vollstindig geordnete Korper sind isomorph
mittels eines eindeutig bestimmten Korperisomorphismus. O

Die Existenz beweist man durch sorgfiltige Konstruktion, etwa durch Intervallschach-
telungen (§B2e) oder Cauchy—Folgen (§B2f) oder Dedekind—Schnitte (§B2g).

Die folgende Konstruktion beweist, dass es bis auf Isomorphie hochstens einen solchen
Korper gibt: Je zwei vollstdndig geordnete Korper sind isomorph mittels eines eindeutig
bestimmten Korperisomorphismus. Nebenbei erhalten wir als Dreingabe weitere niitzliche
Isomorphismen, insbesondere die Exponentialabbildung exp, : (R, +) = (R0, ) und den
Logarithmus log, : (R>¢,-) = (R, +). Allein dafiir lohnt sich jede Miihe!

Ubung B2p. Die folgenden Konstruktionen werde ich nur skizzieren. Wenn Sie machten,
konnen Sie diese ausfiihren und die behaupteten Eigenschaften nachweisen. Die so konstru-
ierten Abbildungen sind so oder so auch in anderen Zusammenhingen notwendig.

(1) Zu jedem Monoid (K, -, e) und vorgegebenem Element ¢ € K existiert genau ein
Monoidhomomorphismus f; : (N,4,0) — (K,-,e) : 1 — a: Dies definiert die Abbildung
KxN—= K :(a,n)—a":= f,(n).Esgilta® = e und a! = a sowie rekursiv "1 =a" -qa.
Die Homomorphismuseigenschaft ist nichts anderes als das Potenzgesetz 1" = a™ -a".
Kommutieren a,b in (K,-), alsoa-b = b-a, so gilt zudem (a -b)"* = a™ -b".

Ist a in (K,-,e) invertierbar, so setzt sich f, eindeutig fort zum Gruppenhomomor-
phismus f; : (Z,+) — (K,-) mit f,(1) = a. Fiir jede Gruppe (K,-) erhalten wir so die
Abbildung K XxZ — K : (a,n) — a” := f,(n). Es gelten die obigen Potenzgesetze.

Fiir eine additive Gruppe (K, +) schreiben wir entsprechend Zx K — K : (n,a) — na.

Ist (K, +, <) eine geordnete Gruppe und 0 < a, so gilt ma < na fiir alle m < n in Z;
fiir a < 0 gilt entsprechend ma > na fiir alle m < n in Z; in beiden Fillen ist f, injektiv.

Vollstandigkeit impliziert, dass (K, +, <) archimedisch ist, das heift, fiir alle a,b > 0
existiert n € N sodass na > b. Man betrachtet hierzu A = {na |n e N}. Wire A < b, so
gibe es ein Supremum s = sup A. Dann ist s —a < s kein Supremum, also giltna > s —a fiir
ein n € N. Hieraus folgt (n + 1)a > s, im Widerspruch zu A <. Also ist A ist unbeschrénkt.

(2) Neben (N, +,0,-,1) sei (K, +,0,-,1) ein weiterer Halbring. Der Monoidhomomor-
phismus f : (N,+) — (K,+) : 1 — 1 ist dann zudem multiplikativ, f(x-y) = f(x)- f(y)
fiir alle x, y € N, also ein Homomorphismus von Halbringen.

Neben (Z, +,0,-,1) sei (K, +,0,-,1) ein weiterer Ring. Der Gruppenhomomorphismus
f:(Z,+) = (K,+) : 1 = 1 ist dann zudem multiplikativ, f(x-y) = f(x)- f(y) fir alle
X,y € Z, also ein Homomorphismus von Ringen.

Ist (K,+,0,-,1,<) ein geordneter Korper, so ist f : (N,+,0,-,1) — (K,+,0,-,1) in-
jektiv, und vermoge f konnen wir den Halbring der natiirlichen Zahlen N als Teilmenge
von K auffassen. Somit enthilt K auch den Ring der ganzen Zahlen Z = {a —b | a,b € N}
sowie den Korper der rationalen Zahlen Q = {a/b |a,b € Z,b # 0}. In diesem Sinne ist
(Q,+,0,-,1, <) der kleinste geordnete Korper, da er in jedem anderen enthalten ist.
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(3) Die Vollstindigkeit eines geordneten Korpers (K, +,0,-, 1, <) impliziert folgende
drei, untereinander dquivalente Eigenschaften:

e Fiir jedes x € K existiert n € N sodass n > x. (K ist archimedisch.)
e Fiir jedes x € K existiert n € Z mitn < x <n + 1. (K ist archimedisch.)
e Fiir jedes x € K und ¢ € K+ existiert a € Q mit |x —a| < e. (Q ist dicht in K.)

(4) Zu jedem archimedisch geordneten Korper (K, +,0,-, 1, <) existiert genau ein Ho-
momorphismus f : K — R, das heiit f(a +b) = f(a)+ f(b) und f(a-b) = f(a)- f(b)
fiir alle a,b € K sowie f(1) =1 und f(a) < f(b) fiir alle a < b. Wir kdnnen somit K als
Teilmenge von R auffassen. In diesem Sinne ist (R, +, -, <) der groBte archimedisch geord-
nete Korper. Insbesondere sind je zwei vollstindig geordnete Korper eindeutig isomorph.

(5) Dank Vollstindigkeit gilt: Zu jedem x € Rx erfiillt o/x :=sup{a € R | a® < x } die
Gleichung (4/x)? = x. Somit ldsst sich die Ordnungsrelation von (R, +,-, <) algebraisch
charakterisieren: Genau dann gilt x > 0, wenn es ein r € R mit 72 = x gibt. Anders gesagt:
Es gibt auf (R, +, -) nur eine Anordnung, die mit der Korperstruktur vertréglich ist.

(6) Zwischen je zwei vollstindig geordneten Korpern (R, +, -, <) und (R, +, -, <) exis-
tiert genau ein Kérperhomomorphismus, das heiBt f : R — R’ mit f(a +b) = f(a)+ f(b)
und f(a-b) = f(a)- f(b) fir alle a,b € R sowie f(1) = 1. Dieser ist automatisch ord-
nungserhaltend, und folglich ein Isomorphismus geordneter Korper.

Insbesondere ist die Identitit der einzige Korperautomorphismus von (R, 4,-). Anders
gesagt, die Automorphismengruppe ist trivial, geschrieben Aut(R, +,-) = {idr}.

§B2d. Vollstindig geordnete Gruppen. Wir nennen folgende Verallgemeinerung:

(7) Sei (A, -, <) eine vollstindig geordnete Gruppe und a = inf A~.¢. Gilt a > 0, so heil3it
A diskret,und f : (Z,+,<) — (A,-,<) : n — a" ist ein Isomorphismus. Andernfalls ldsst
sich fiira € A~ und n € N> die n—te Wurzel definieren durch ¥/a :=sup{r € A |r" <a}.
Hierdurch ldsst sich der Homomorphismus f : (Z, 4, <) — (4,-, <) : n +— a”" fortsetzen zu
f:(Q,+,<) = (4,-,<) : x = a* vermdge ™" := (2/a)™. Zusammen mit der Vollstin-
digkeit von (R, +, <) erhalten wir schlieflich f : (R, +,<) — (4,-,<) : x — a*.

(8) Ebenso wie (R, +, <) ist auch (R>g,-, <) eine vollstindig geordnete Gruppe und
nicht diskret. Zu jeder Zahl a € R~ existiert daher genau ein isotoner Homomorphismus
R, +,<) = (Rsg,,<): 1—=a.also f(x+y)= f(x)- f(y) fir alle x,y € R sowie
x <y = f(x) < f(y). In dieser Konstruktion konnen wir nun die Rollen vertauschen:
Es existiert genau ein isotoner Homomorphismus g : (R~g,-, <) = (R,4+,<) :a — 1, also
gx-y)=gx)+g(y)firallex,y e Rogsowiex <y = g(x) < g(y).Esgilt fog =idr
und go f =idg.,, somit sind die additive Gruppe (R, +) und die multiplikative Gruppe
(Rx0,-) isomorph. Damit werden die vier Grundrechenarten +, —, -, / in R ergénzt durch
die Exponentiation f = exp, : R = Rs¢ : x = a”* und ihre Umkehrung, den Logarithmus
g =log, : R>o — R. Dies sind wichtige Abbildungen, und ihre Konstruktion ist raffiniert.

(9) Die Existenz dieser niitzlichen Isomorphismen verdanken wir der Vollstandigkeit
von (R, <). Eine solche Konstruktion ist auf Q unmoglich: Anders als (R, +) = (Rxo,)
sind die Gruppen (Q, 4+) und (Qxo, -) nicht isomorph. Angenommen, / : (Q, +) = (Qxo,-)
wire ein Isomorphismus. Zu i (x) = 2 erhalten wir #(x/2) =: r € Q. Dieses Element ergibe
r?2 =h(x/2)-h(x/2) = h(x/2+x/2) = h(x) = 2, was B2A widerspricht.
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§B2e. Konstruktion der reellen Zahlen durch Intervallschachtelung. Dass ein voll-
standig geordneter Korper tatsdchlich existiert, muss man beweisen. Eine fiir Anschauung
und Rechenpraxis niitzliche Konstruktion gelingt durch Intervallschachtelungen in Q wie
im Folgenden erklirt. (Das ist meine personliche Vorliebe, aber die Geschmécker sind sehr
verschieden. Die gute Nachricht, wie oben gesehen: Alle Wege fiihren zum selben Ziel!)

Jede reelle Zahl konnen wir uns als Intervallschachtelung vorstellen, und viele tun dies
auch: Die beliebte Dezimalschreibweise ,,m = 3.1415. .. bedeutet nichts anderes als

[3,4] D [3.1,3.2] D [3.14,3.15] D [3.141,3.142] O [3.1415,3.1416] D -+- 5 .

Diese sehr praktische Idee formalisieren wir wie folgt und konstruieren so R aus Q.

Ubung B2E. Es scheint moglich, auch ohne Beweis an die Existenz von R glauben. ..
Wenn Sie den Dingen gerne auf den Grund gehen, dann empfehle ich, die skizzierten Kon-
struktionsschritte auszufithren und die behaupteten Eigenschaften nachzuweisen.

(1) Zu jedem Paar (a,a) rationaler Zahlen ¢ < a definieren wir das rationale Intervall
a=la,alg={x €Q|a=<x <a}. Ungekehrt gilt @ = mina und @ = maxa.

Die Menge 1Q dieser rationalen Intervalle wird zu einem Halbring durch die Addition
a+b={x+y|xe€a, y€b}unddie Multiplikationa-b={x-y|x€a, yeb}.

Fiir die Lédnge lena := @ — a und den Betrag |a| = max{|a|, |a|} gilt dann bei Addition
len(a + b) = len(a) + len(b) und bei Multiplikation len(a - b) < |b|-lena + |a|-lenb.

Fiir Intervalle a,b € 1Q schreiben wir a < b, wenn a < b, und @ > b, wenn a > b, und
a =~ b,wennanNb # @ gilt. Es gilt entweder a < b oder a > b oder a ~ b.

Warnung: Die Relation ~ ist leider keine Aquivalenzrelation auf der Menge IQ aller
Intervalle. Reflexivitit und Symmetrie gelten offensichtlich, aber nicht die Transitivitit.

Die Einbettung Q — IQ mit x — [x, x] ist ein Isomorphismus zwischen dem Korper
(Q,+,-,<) und dem Teilkorper (IpQ, +, -, <) aller Intervalle der Linge Null.

(2) Eine Intervallschachtelung in Q ist eine Folge x = (X, )nen von rationalen Interval-
len x, = [X,,,Xn]Q, sodass x,4+1 C X, und lenx, 41 < %lenxn fur alle n € N gilt.

Fiir Intervallschachtelungen x = (x5)nen und y = (yn)nen sind die Addition x + y =
(X7 + Yn)nen und die Multiplikation x - y = (x5 - Yn)nen erneut Intervallschachtelungen.

Wir schreiben x < y, wenn x,, < y, fiir ein n gilt (und damit fiir alle folgenden), und
X >y, wenn x, > y, fir ein n. Andernfalls gilt x, N y, # @ fiir alle n, geschrieben x ~ y.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Intervallschachtelungen.
Reflexivitit und Symmetrie sind klar, die Transitivitit ist der wesentliche Punkt.

Aus x ~ x"und y ~ y’ folgt x + y ~ x’+ y" und x-x’ =~ y-y’. Die Menge R aller
Intervallschachtelungen modulo der Aquivalenzrelation ~ ist ein geordneter Korper.

(3) Die Vollstandigkeit schlieBlich sieht man so: Ist £ # @ eine Menge von Intervall-
schachtelungen, so gibt es ein a9 € Q mit £ £ ag. Wir nehmen zudem Beschrinktheit
E < bo an. Das Intervall [ag,bo]g halbieren wir schrittweise. Sei [a,,b,]p gegeben mit
E £ a;, und E < by,. Fir den Mittelpunkt ¢ := (a, + by,) /2 gilt entweder E £ ¢, und wir set-
zen [ap41,bn+1]g :=[c.bn]g, oderes gilt E < ¢, und wir setzen [a,4+1,bn+1]0 := [an,c]g.
Dies definiert eine Intervallschachtelung s = ([, b ]g)nen. Nach Konstruktion ist dies das
Supremum von E, das heif3it, es gilt £ < s, und aus E <t folgts <7 oder s ~ 1.
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§B2f. Konstruktion der reellen Zahlen durch Cauchy-Folgen in Q. Alternativ zu
Intervallschachtelungen gelingt die Konstruktion von (R, +, -, <) auch mit Cauchy—Folgen.
(Auch sie hat ihre Vorteile, Anschaulichkeit und Rechenpraxis gehoren eher nicht dazu.)

(1) Auf der Menge QN aller Folgen x,y : N — Q erkliren wir Addition und Multipli-
kation punktweise durch (x5) 4+ (y») := (X + yn) und (x,) - (Yn) := (X5 - Yn).

Hierdurch wird (QY, +,-) zu einen kommutativen Ring. Neutral fiir die Addition ist die
Nullfolge (0,0,0,...). neutral fiir die Multiplikation die Einsfolge (1,1,1,...).

Die Einbettung Q — Q" mit @ + (a),en ist ein Ringhomomorphismus. Der Bequem-
lichkeit halber identifizieren wir jede rationale Zahl a € Q mit der konstanten Folge (a)en.

Im Gegensatz zu Q ist QY kein Korper, da nicht alle Elemente x # 0 invertierbar sind.
Zum Beispiel ist x = (0,1, 1,...) verschieden von 0 = (0,0,0,...), hat aber kein Inverses.

(2) Auf QN definieren wir die Relation (x,) < (y) durch folgende Bedingung: Fiir alle
¢ € Qs existiert ein m € N sodass fiir alle n > m gilt x, < y, +¢.

Dies ist eine partielle Priordnung, das heiBt, fiir alle Folgen x, v,z € QY gilt (x,) < (x5)
(Reflexivitit) und aus (x,) < (v5) und (y,) < (z,) folgt (x,) < (z) (Transitivitat).

Gilt sowohl (x,) < (y») als auch (x,) 2 (y»), so schreiben wir (x,) & (y,). Das be-
deutet: Fiir alle ¢ € Q- existiert ein m € N sodass fiir alle n > m gilt |x, — y,| < e.

Diese Praordnung ist nicht total: Fiir x, = (—1)" gilt weder (x,) < 0 noch (x,) = 0.

Die umgekehrte Priordnung (x,) = (vy) ist definiert durch (y,) < (x5) und bedeutet
demnach: Zu jedem ¢ € Q- existiert ein m € N, sodass fiir alle n > m gilt x, > y, —e¢.

(3) Eine Folge (x,) in QY ist eine Nullfolge, kurz (x,) ~ 0, wenn zu jeder noch so
kleinen Schranke ¢ € Q- ein m € N existiert, sodass |x,| < ¢ fiir alle n > m gilt.

Eine Folge (x,) in QN ist beschréinkt, wenn eine Schranke s € Q¢ mit —s < (x,) <
existiert. Das ist gleichbedeutend mit |x, | < s fiir ein s € Q¢ und alle n € N.

Eine Folge (x,) in QN ist eine Cauchy—Folge, wenn zu jedem & € Qx¢ ein m € N
existiert, sodass |x, — x4 | < ¢ fiir alle p,q > m gilt. Jede Cauchy—Folge ist beschrénkt.

(4) In QN bildet die Menge B der beschriinkten Folgen einen Teilring, ebenso die Menge
C der Cauchy—Folgen. In B und somit in C bildet die Menge N der Nullfolgen ein Ideal.

Weder B noch C sind Korper, denn das obige Gegenbeispiel gilt weiterhin. Allerdings
gilt: Zu jeder Cauchy-Folge (x,) % 0 existiert eine Cauchy—Folge (y,) mit (x,)-(yn) = 1.

Fiir je zwei Cauchy—Folgen (x,) und (yy) gilt (x,) < (y,) oder (x,) = (¥n).
Das bedeutet, (C, +,-, <) erfiillt alle Bedingungen eines geordneten Korpers, lediglich

RNV

die Gleichheit = ist noch durch die Aquivalenz ~ zu ersetzen.

(5) Diesen Makel beheben wir nun, indem wir zur Quotientenmenge R := C/ ». iiberge-
hen; diese besteht also aus Aquivalenzklassen [x,] von Cauchy—Folgen modulo Nullfolgen.

Die Addition [x,] + [ya] := [xn + yn] und die Multiplikation [x]-[ya] := [xn - yn] auf
R sind wohldefiniert, da N ein Ideal ist. Damit wird (R, +,-) zu einem Korper.

Die partielle Ordnung (x,) < (y,) auf QN schrinkt sich ein zu einer totalen Ordnung
auf C. Diese induziert auf R die Ordnung [x,] < [yn], definiert durch (x,) < (y5).

(6) Die so definierte Ordnung < auf R erfiillt das Supremumsaxiom.
Damit ist (R, +,-, <) ein vollstdndig geordneter Korper.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§B2. Die reellen Zahlen 93

§B2g. Konstruktion der reellen Zahlen durch Dedekind-Schnitte. Jede Zahla € Q
definiert einen Schnitt der rationalen Zahlengerade durch Ax = Q<4 und A* = Q. Es
gibt neben diesen rationalen auch irrationale Schnitte, etwa Ax = Q_ J2 und A* =Q_ J2
Beide Fille fassen wir in folgender einheitlichen Definition zusammen:

Ein Schnitt A = (A, A*) ist eine Zerlegung Q = A, U Ag U A™ wie folgt: A und A*
sind nicht-leer und erfiillen A« < A*, zudem hat A« kein groBtes und A* kein kleinstes
Element, die Restmenge Ay ist leer oder einelementig mit Ax < Ag und A9 < A*. Die
gesamte Zerlegung Q = A, U Ao U A* wird daher bereits durch A, bzw. A* bestimmt.

Sei R := {(Ax, A*) } die Menge aller Schnitte der rationalen Zahlengerade. Wie oben
erklirt haben wir die Einbettung ¢ : Q < R mita — (Q<4, Q>4). Wirnennen 4 = (Ax, A*)
einen rationalen Schnitt, wenn Q \ (A4 U A*) = {a}; in diesem Falle ist ¢ = sup A, =
infA* und A = ((a). Andernfalls gilt Q = A U A*, und der Schnitt A heilt irrational.

Wir definieren A < B wenn A, C By gilt; dquivalent hierzu ist A* 2 B*. Dies definiert
eine lineare Ordnung auf R: Fiir je zwei Schnitte A, B € R gilt genau eine der drei Aussagen
A < B oder B < A oder A = B.Zudem gilt Transitivitit: Aus A < Bund B < C folgt A <
C.Damitist ¢ : (Q, <) = (R, <) eine Einbettung geordneter Mengen. Der Bequemlichkeit
halber identifizieren wir @ € Q mit ¢(a) € R und betrachten so QQ C R als Teilmenge.

Nach Konstruktion ist (R, <) vollstindig, das heifit, jede beschriankte Teilmenge besitzt
ein Supremum: Ist £ C R nicht-leer, A € E, und nach oben beschrinkt, £ < B, so gilt
supE=Smit Sy = {X« | X€E} DA« #Bund S*={X*| X €E}DB*#0.

Die Addition + : RXx R — R mit (A, A*) 4+ (Bx, B*) := (Ax + B«,A* + B*) ist
wohldefiniert. Assoziativitit und Kommutativitit von (R, 4) sind klar. Neutrales Element
ist 1(0) = (Q<o,Qx0). Inverse sind gegeben durch —(Ax, A*) = (—A*,—A,). Damit ist
t:(@Q,+,<) = (R, +, <) eine Einbettung geordneter abelscher Gruppen.

Das Produkt A- B = C definieren wir zunichst fiir A, B > 0 durch C* := A*- B*. Asso-
ziativitdt und Kommutativitét von (R, -) sind klar. Neutrales Element ist t(1) = (Q<1,Qx1).
Inverse sind gegeben durch (A™1)* = {a~! |0 <a € A, }. Damit ist die eingeschrinkte
Abbildung ¢ : (Q>9,-, <) — (R>p,-, <) eine Einbettung geordneter abelscher Gruppen.

In Q ist die Multiplikation distributiv {iber die Addition, daher auch in Rx¢, das heifit
A-(B+C)=(A-B)+(A-C)furalle A, B,C € R>(. Wir dehnen dies nun auf R aus:

Fiir A > 0 setzen wir |A| := A und sign(A) := +1, fiir A <0 setzen wir |A| := —A4 und
sign(A) := —1, und fiir A = 0 setzen wir |A| := 0 und sign(A4) := 0. Damit definieren wir
die Multiplikation - : R xR — R durch A - B := sign(A)sign(B) |A|-|B|. Man rechnet nun
geduldig nach, dass (R, +,-) ein Korper ist. Die folgende Differenzdarstellung vermeidet
lastige Fallunterscheidungen: Jedes 4 € R schreibt sich A = A’— A” mit A’, A” € R>. Gilt
entsprechend B = B’ — B”, so haben wir A- B = (A'B’+ A”B")— (A’B" + A” B’), und
das Ergebnis ist von den willkiirlich gewéhlten Differenzdarstellungen unabhingig. Damit
iste: (Q,+,-,<) = (R,+,-, <) eine Einbettung in einen vollstdndig geordneten Korper.

Bemerkung. Jede der drei Konstruktionen hat ihre Vorziige: Die Vervollstindigung von Q
zu R iiber Dedekind—Schnitte betont die Ordnung, die iiber Cauchy—Folgen die Metrik, die
iiber Intervallschachtelungen verbindet beide Aspekte und rechnet mit Fehlerschranken.

Dedekind—Schnitte suggerieren zudem die folgende Erweiterung R = R U {+o0} mit
400 = (Q,0) und —oo = (@, Q) sowie die angegebenen Verkniipfungen.
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§B2h. Die erweiterte Zahlengerade. Nachdem Existenz und Einzigkeit des Korpers
(R, +, -, <) geklart sind, wollen wir nun beginnen, mit reellen Zahlen zu arbeiten und weite-
re Konstruktionen durchzufiihren. Gelegentlich ist es niitzlich, iiber den Korper (R, 4+, -, <)
der reellen Zahlen hinaus auch mit den ,,unendlichen Werten* =00 zu rechnen. Dies ist ein
Beispiel einer ,,Kompaktifizierung®, wir werden in Kapitel F darauf zuriickkommen.

Hierzu definieren wir die erweiterte Zahlengerade durch R = R U {00} und setzen
die Ordnung fort durch —oo < a < +oo fiir alle @ € R. Diese Erweiterung macht +00 zum
grofiten und —oo zum kleinsten Element der geordneten Menge (R, <).

Der unmittelbare Vorteil ist, dass nun jede Teilmenge A C R ein Supremum und ein
Infimum in R hat, das heif}t, auf der Potenzmenge 3(IR) erhalten wir Abbildungen

sup,inf : P(R) — R.

Fir A C R gilt sup A = 400, wenn A in R nicht nach oben beschrénkt ist, und sup § = —oo.
Ebenso gilt inf A = —oo, wenn A in R nicht nach unten beschrinkt ist, und inf@ = +4o0.

Addition und Multiplikation setzen wir fiir 0o und a,b € R wie folgt fort:

-0 | b<0|b=0|b>0]| +0

4+ | —o0 b 400 —o0 | o0 | 400 0 —00 | —00

—00 | —00 | —00 0 a<0|4oc0| a-b 0 a-b | —o0
a —o0o |a+b | +oo a=0| 0 0 0 0 0

+o00| 0 400 | 00 a>0|—-o0c0| a-b 0 a-b | +o0

400 | —00 | —00 0 +o0 | +00

In griin sind die Verkniipfung in R gezeigt. Die gelb hinterlegten Verkniipfungen sind
fiir die Grenzwertrechnung in R sinnvoll. Die rot hinterlegten hingegen dienen allein dazu,
die Verkniipfungstabelle durchgéngig zu definieren. Sie sind insbesondere in der Integral-
rechnung gebriuchlich, aber in jedem Fall mit Vorsicht zu verwenden. Fiir x € R definieren
wir —x wie iiblich durch —(£00) = Foo, sowie |x| = x fiir x > 0 und |x| = —x fiir x <0.

Ubung B2F. Welche der Axiome eines geordneten Korpers gelten noch fiir (R, +, -, <)?
Zum Beispiel ist die Addition nicht assoziativ, denn (—oo + o0) + 1 # —oo0 + (o0 + 1).

Man zeige, dass ([0,00],+,-, <) ein geordneter Halbring ist, das heifit, es gelten alle
Korperaxiome bis auf die Existenz von additiven bzw. multiplikativen Inversen. Das macht
diesen Zahlbereich besonders praktisch fiir die Grenzwert- und Integralrechnung.

§B2i. Reelle Intervalle. Intervalle definieren wir allgemein wie folgt:

Definition B2G. Sei (K, <) eine (total) geordnete Menge. Eine Teilmenge I C K heif3t
Intervall, wenn fiir allea < x < b in K mita,b € I auch x € [ gilt.

Zu gegebenen Randpunkten a < b in K definieren wir die elementaren Intervalle durch

[a,blg ={xeK|a<x<b}, [a,+o0[x :={xeK|x>a}= K>,
[a,blg :={xeK|a<x<b}, la,+0o[g:={xeK|x>a}=Ksq,
la,blg :={xeK|a<x<b}, |—o00.blxk :={xe€K|x<b}= K,
la,blg :={xeK|a<x<b}, |—oo,blg:={xeK|x<b}=K_p.
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Auch @ und K sind als Intervalle zugelassen. Zur besseren Unterscheidung nennt man
die linksstehenden, beschriankten Intervalle auch eigentliche Intervalle, die rechtsstehenden,
nach oben bzw. unten unbeschrinkten entsprechend uneigentliche Intervalle. Diese Unter-
scheidung verschwindet in K = K U {400} mit der Fortsetzung —oco < x < oo fiir alle
x € K. Meist betrachten wir K = R und lassen die Indizierung der Intervalle durch R weg.

Proposition B2H. Jedes Intervall I in R stimmt mit einem dieser zehn Modelle iiberein.

Diese Aussage ist entgegen dem ersten Anschein nicht trivial: In (Q, <) gibt es mehr In-
tervalle als die obigen zehn Modelle. Zum Beispiel ist { x € Q | x2 <2} = QN[—+/2,v2]
ein rationales Intervall, ldsst sich aber nicht als Ja, b[g mit a,b € Q schreiben.

BEWEIS. Sei I C R ein Intervall. Die leere Menge ist die einfachste (und langweiligste)
Moglichkeit. Wir konnen fortan I # ) annehmen. Fiir alle ¢ < b in [ gilt dann [a,b] C 1.
Da (R, <) vollstidndig ist, konnen wir ¢ = inf/ und b = sup/ in R betrachten. Im Falle
a,b € I erhalten wir I = [a, b], in den anderen Fillen bleiben [a, b[, eventuell mit b = 400,
und ]a, b], eventuell mit a = —oo, sowie |a, b[, eventuell mit a = —oo oder b = 40c0. Damit
sind alle Moglichkeiten ausgeschopft, und jede entspricht einem der zehn Modelle. (|

§B2j. Konvergenz von Folgen in R. Eine Folge in einer Menge X ist eine Abbildung
f :N— X mitn — x,, das heilt, jedem Index n € N wird ein Element x, € X zugeordnet.
Diese Folge schreiben wir auch (x,),en oder kurz (x,), wenn die Indexmenge N klar ist.

Definition B2I1. Eine Folge (x,),en reeller Zahlen x, € R heifit Nullfolge, geschrieben
Xxn — 0, wenn zu jeder noch so kleinen Schranke ¢ € R~ ¢ ein Index m € N existiert, sodass
fiir alle folgenden Indizes n > m die Ungleichung |x, | < € gilt. Mit Quantoren geschrieben:

xXp —0 <~ VeeRso dmeN Vn>m : |xu| <e

Die Folge (xn)nen konvergiert gegen a € R, geschrieben x, — a, wenn |x, —a| — 0,
also der Abstand von x, zu a gegen Null konvergiert. In diesem Fall nennen wir (x,),eN
eine konvergente Folge in R und a ihren Grenzwert, geschrieben x, — a oder limx, = a.

Xn—a < VeeRsog ImeN Va>m: |x,—a|<e

Wir erhalten dquivalente Bedingungen, wenn wir ,,< ¢* ersetzen durch ,,< ¢* oder ,,<
g/2 etc. Zur Betonung des Index n € N schreibt man ,,x, — a fiir n — oo, oder auch
,liMy 00 Xp = a*“. Ohne explizite Nennung des Grenzwertes sagen wir, die Folge (x,),eN
konvergiert in R, wenn es einen Punkt @ € R gibt, fiir den x, — a gilt. Wenn die Folge
(xn)nen in R nicht konvergiert, so sagen wir, sie divergiert.

Beispiele. e Die Folge xo =0, x; = 0.9, x =0.99, x3 =0.999, ..., x, = 1-107",
konvergiert gegen 1. Das ist das Geheimnis hinter der Gleichung 0.999999... = 1.
e Weitere Standardbeispiele: Fiir a > 0 gilt 1 /n? — 0. Fiir |¢| < 1 gilt¢" — 0. Firx e R
gilt x"/n! — 0. Fiir a,b € R mit b > 1 gilt n%/b" — 0. Fiir a > 0 gilt ¥/a — 1.
e Es gibt in R auch divergente Folgen: (—1)", ebenso ¢” fiir |¢| > 1, und n? fiir a > 0.

Eine Folge (a,)nen in R heiBt nach oben beschrinkt, wenn ein s € R existiert, sodass
an < s fiir alle n € N gilt, und nach unten beschrinkt, wenn s € R existiert, sodass a, > s
fiir alle n € N gilt, und beschrinkt, wenn s € R existiert, sodass |a,| < s fiir alle n € N gilt.
Jede konvergente Folge ist beschrinkt, aber die Umkehrung gilt nicht, wie (—1)" zeigt.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§B2. Die reellen Zahlen 96

§B2k. Bestimmte Divergenz. Die Ordnung auf R erlaubt es, fiir divergente Folgen in
R zwei niitzliche Spezialfille der Divergenz, die bestimmten Divergenz, zu definieren:

Definition B2J. Eine Folge (x,)nen in R divergiert gegen 400, geschrieben x, — 400
oder limx, = 400, wenn sie jede reelle Schranke schlieflich liberschreitet:

Xp — 400 <= VseRImeN Vn>m : x,>5s

Entsprechend: Eine Folge (x5,)xen in R divergiert gegen —oo, geschrieben x, — —oo
oder limx;,, = —oo, wenn sie jede reelle Schranke schlieBlich unterschreitet:

Xp — —00 = VseR dmeN Vn>m : x, <s

Statt ,,x, divergiert gegen 00" sagen wir auch ,,x, konvergiert gegen 00", als Kon-
vergenz x, — oo in der hierzu eingefiihrten erweiterten Zahlengerade R = R U {+o00}.

Beispiele. e Die Folge (n),eny = (0,1,2,3,4,...) divergiert gegen +o0.
e Die Folge ((—1)"n)nen divergiert, aber weder gegen +o0o noch gegen —oo.
e Die Folge (1 —27"),en wichst streng monoton, divergiert aber nicht gegen +oc0.
e Die Folge (1 + (—1)*)n/4)nen = (0,0,1,0,2,0,3,...) divergiert nicht gegen +oo.

§B2l. Monotone Konvergenz. Eine Folge (a;)nen in R heiBt monoton wachsend,
wennag <aj <ap <... gilt, also a,, < a, fiir alle m < n. Dies kiirzen wir durch a,, /" ab.

Entsprechend heifit (b, )nen in R monoton fallend, wenn by > by > by > ... gilt, also
bm > by, fiir alle m < n. Dies kiirzen wir durch b, \ ab. Wir erhalten nun einheitlich:

Satz B2K. Fiir jede wachsende Folge ag <a; <a; <...in R gilt lima, = supay.

Fiir jede fallende Folge by > by > by > ... in R gilt entsprechend limb,, = infb,,.
BEWEIS. Wir betrachten die Menge A := {a, | n € N}. Gilt sup A = 400, so existiert zu
jeder Schranke s € R ein Index m € N mit az, > 5. Dank Monotonie gilt dann a, > s fiir alle
n > m. Dies bedeutet a, — +o0. Gilt hingegen sup A = —o0, so ist dies wegen Monotonie
nur fiir die konstante Folge a, = —oo moglich, also gilt a;, — —o0.

Giltsup A = a € R, so zeigen wir a, — a wie folgt. Sei ¢ € R~ . Da a die kleinste obere
Schranke von A ist, kann a — ¢ keine obere Schranke von A sein. Es gibt also m € N mit
am > a—e¢&. Dank Monotonie folgt a —e < a, < a fiir alle n > m. Dies bedeutet a, —a. U

§B2m. Limes superior und Limes inferior. Sei (x,) eine Folge in R = R U {#o00}.
Die Folge der Infima a, = inf{ x; |k >n} in R wichst, also existiert @ := lima, in R.
Die Folge der Suprema b, = sup{ xx |k >n} in R fillt, also existiert b := limb,, in R.
Aus der Ungleichung a,, < by, fiir alle n € N folgt fiir die Grenzwerte zudem a < b.

Definition B2L. Zu jeder Folge (x,) in R, egal ob konvergent oder nicht, definieren wir
liminfx, := lim, o0 (inszn xk) = SUp,>0 (inszn xk) eR,
limsupx, :=lim, s (sukan xk) = infnzo(supkz,l xk) eR.

Beispiele. e Fiir x, = n gilt liminfx, = limsupx, = +oo.
e Fiir x, = (—1)" gilt liminfx, = —1 und limsupx, = +1.
e Fiir x, = (—1)"n gilt liminfx, = —co und limsupx, = +oc.
© Fiirx, = (1+(=1)")n gilt liminfx, = 0 und limsup x, = +oc.
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§B2n. Die B-adische Entwicklung reeller Zahlen. Sei B € N und B > 2. Zum Bei-
spiel wihlen wir B = 10 fiir die Dezimalentwicklung und B = 2 fiir die Bindrentwicklung.
Die natiirlichen Zahlen O, ..., B — 1 nennen wir die Ziffern beziiglich der Basis B.

Jede natiirliche Zahl a € N1 schreibt sich eindeutig als B—adische Entwicklung
a= a_ng + al_gBe_l + o4 a_2B2 +a_1B+agp

mit Ziffern a; € {0, ..., B — 1}, wobei wir fiir die hochste Ziffer a_y # 0 vereinbaren. Fiir
jede Zahla € B™"N>j mitn = 1,2,3,... gilt eine entsprechende Entwicklung

a=a_mB™+a1_mB™ ' +---+a,_ 1B +a,B7".
Alle reellen Zahlen a € R ¢ erhilt man nun durch den Grenziibergang n — oco. Genauer:

Satz B2M. Jede Ziffernfolge ay,az,as, ... €{0,..., B — 1} definiert eine reelle Zahl

o0 n
— -k ._ 7; —k
a —kz_lakB = nl;n;o;akB e [0,1].

Umgekehrt ldsst sich jede reelle Zahl a € [0,1] so als B—adische Entwicklung schreiben.

Genauer gilt dabei folgendes: Zu jeder reellen Zahl a € )0, 1] existiert genau eine solche
B—adische Entwicklung, bei der unendlich viele Ziffern von 0 verschieden sind.

BEWEIS. Die Folge s, = Y p_,ax B~ fiirn = 0,1,2,... ist monoton wachsend und be-
schrinktdurchs, <Y 7_,(B— 1)B~% =1—B~" <1, konvergiert also gegen ein a € [0, 1].

Sei nun a € ]0,1]. Wir suchen Ziffern ay,as,...,a, € {0,..., B — 1} sodass fiir die
Summe s, = ZzzlakB_k der Rest r, = a — s, die Bedingung 0 < r,, < B™" erfiillt.
Fiir n = 0 beginnen wir mit so = 0 und r¢ = a. Sei s, konstruiert und 0 < r, B"*! < B;
dann existiert a1 € {0,...,B—1} mitay4+1 < r, B"! <a, 1 + 1. Fiir 5,4 gilt dann
0<a— ZZE ax B™* < B™"~1. Dies liefert die Konvergenz s, = > j_,ax B~ — a.

Eindeutigkeit zeigen wir genauso: Angenommen a = ) p_,apB™* =>"/"a B,
wobei unendlich viele a; und unendliche viele a}c von Null verschieden seien. Dann gilt
ay <aB <a;+1 sowie a| <aB <a+ 1, und somit ist a; = a). Wir setzen nun a =

— = o0 —k _ o0 / —k .
aB—ay und erhalten erneut 0 <a <1sowied =) y_jax41B™" =3 a;_ B Wie
zuvor zeigen wir nun ap = ay,. So fortfahrend erhalten wir ay = a; firalle k € N>;. O

Wie kann man sich reelle Zahlen vorstellen? Der Korper (R, +,-, <) der reellen Zahlen ist ebenso
fundamental wie subtil. Wenn in der Lehre eine prézise Definition oder gar Konstruktion auler Reich-
weite scheint, behilft man sich meist mit der Anschauung, entweder geometrisch als ,,Zahlengerade*
oder rechnerisch mit ,,unendlichen Dezimalentwicklungen®. Letztere Sichtweise folgt der gutgemein-
ten aber allzu vagen Definition: ,,Eine reelle Zahl ist alles, was man als Dezimalentwicklung schreiben
kann.* Das ist, wie Satz B2M zeigt, nicht falsch. Aber als Zugang ist dies auch nicht gerade einfach.
Hierbei ist ndmlich zunéchst nicht klar, wann zwei Dezimalentwicklungen die gleiche reelle Zahl
darstellen. Das muss bei diesem Zugang erst einmal erkldrt werden und fiihrt erfahrungsgemif zu
endlosen Verwirrungen warum ,,0.999999...“ gleich ,,1* sein soll. Zudem sind Addition und Multi-
plikation von Dezimalentwicklungen ganz und gar nicht offensichtlich, ganz zu schweigen von der
Giiltigkeit der Korperaxiome. Wir sind den umgekehrten Weg gegangen: Wir haben zunichst das
eigentliche Ziel definiert, nimlich den vollstindig geordneten Korper (R, +,-, <), und anschlieBend
gezeigt, dass und wie wir es erreichen konnen. Mathematische Miihe lohnt sich.
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§B20. Die reellen Zahlen sind iiberabziihlbar. Die rationalen Zahlen sind abzihlbar,
das heif}t, es gibt Bijektionen N = Z = Q). Fiir die reellen Zahlen gilt dies nicht:

Satz B2N. Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzéihlbar, genauer R == {0, 13N 2 3(N).
Insbesondere sind die Menge R und die Menge R" = {(x1,...,Xxn) | X1,...,Xn € R} aller
n—Tupel fiir n > 1 sowie die Menge RN = { f : N — R} aller Folgen gleichmdichtig.

Die Bijektion R = {0, 1} folgt im Wesentlichen aus der B-adischen Entwicklung
(B2™m) fiir B = 2. Leider ist diese Darstellung nicht eindeutig, daher fillt uns die Bijek-
tion nicht in den Schof3, sondern wir miissen noch ein bisschen arbeiten:
BEWEIS. Zunichst haben wir Bijektionen f : R =% ]—1,+1[ mit f(x) = x/(1 + |x|) und
g:]-1,4+1[ 2310, 1[ mit g(x) = (x +1)/2 sowie ]0, 1] = {0, 1} dank B2M fiir B = 2.
Umgekehrt haben wir eine Bijektion {0, 1} =% {1,2} und somit {0, 1}N =% {1,2}". Die
B-adische Entwicklung fiir B = 3 stiftet eine Injektion {1,2}Y < ]0,1] C R.
Insgesamt haben wir also Injektionen R < {0,1} und {0, 1} <+ R. Der Satz von
Cantor—Bernstein (B20) garantiert, dass es eine Bijektion R =% {0, 1} gibt.

Die zweite Aussage folgt aus den Bijektionen N = N x {1,...,n} 2 N x N, denn aus
R = {0, 1} folgt R = {0, 1}NV{Lnd 2 (0 13N und RN == {0, 1}V = {0, 11V, O

Satz B20 (Cantor-Bernstein). Zu Injektionen f : X <Y und g : Y < X konnen wir eine
Bijektion h : X = Y konstruieren, das heif3t, beide Mengen sind gleichmdéichtig.

X = Xo (] X1 L Xa L X3 ] (] Xoo
s(m)r > > > > ()
Y = Yo L Y1 L Y, L Y3 ] L Yoo

ABBILDUNG B:2. Cantors Reifverschluss: Jeder Pfeil rechts ist eine Bijektion!

BEWEIS. Die Mengen Xp := X \ g(Y) und Yy := Y ~ f(X) enthalten alle Elemente ohne
Urbild, Xg 41 := g(Yx) und Yg 41 := f(Xi) diejenigen mit Urbildfolge der Lénge k, sowie
Xoo = ken(g©° F)*(X)und Yoo := Mien(f 0 2)*(Y) alle mit unendlicher Urbildfolge.
Wir definieren 2 : X — Y durch 2(x) = f(x) fiir x € Xoo U |_|jGN X,j und h(x) = g~ 1(x)
fir x € |_|j€NX2j+1, und umgekehrt k : Y — X durch k(y) = f~1(y) fiir y € Yoo U
|_|j,EN Yojr1und k(y) =g(y) firy € LljeNYZj- Esgiltkoh =idy und hok =idy. [

Bemerkung. Dieser Beweis ist konstruktiv, ohne Auswahlaxiom! Er ordnet jedem Injektionspaar
(f.g) das Bijektionspaar (4,k) zu. Leider gibt es keinen Algorithmus, um %(x) zu berechnen, dazu
miissten wir in endlich vielen Schritten entscheiden konnen, ob x in Xo, X1, X»2,... oder X liegt.

Ubung B2p. (Banachscher Zerlegungssatz) Seien f : X — Y und g : ¥ — X Abbildungen.
Dazu existieren Zerlegungen X = X'UX”und Y =Y'UY" mit f(X')=Y und g(Y") =
X”. Sind zudem f£, g injektiv, so folgt hieraus der Satz von Cantor—-Bernstein (B20).

* B2P. Wir setzen Ag := X und Bg :=Y und rekursiv Ag 1 = g(By) und Br; = f(Ay): Die Mengen
Ay und By enthalten alle Elemente mit Urbildfolgen der Linge > k. Die Mengen Xj := Ay \ g(Bj) und
Yy := By~ f(Ay) enthalten alle Elemente mit Urbildfolgen der Lidnge k aber nicht der Lange > k. Die Mengen
Xoo :=ken Ak und Yoo := [y Bi enthalten alle Elemente, die Urbildfolgen beliebiger endlicher Linge
erlauben. Es gilt f(Xy) =Yg 41 und g(Yy) = X 41 sowie f(Xoo) = Yoo und g(Yoo) = Xoo. Die Behauptung
giltfﬁI'X/ = UjENX2j UXoound X" = UjeNX2j+1 sowie Y/ = UjENY2j+1 UYsoundY” = UjeNYZj-
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Definition B2Q (Michtigkeit). Die Michtigkeit von Mengen X und Y vergleichen wir wie
folgt durch Abbildungen, mit Hilfe von Bijektionen, Injektionen und Surjektionen:

(1) Aquipotenz X = Y bedeutet, es existiert eine Bijektion (h,k) : X = Y.
Die Mengen X und Y sind gleich grof} / gleichmichtig / dquipotent.

(2) Die Relation X < Y bedeutet, es existiert eine Injektion f : X < Y.
Interpretation: ,,Die Menge X ist hochstens so grofl wie Y.

(3) Y = X bedeutet, es existiert eine Surjektion g : Y —» X oder X = 0.
Interpretation: ,,.Die Menge Y ist mindestens so grof3 wie X .*

Gilt X = {1,...,n}, soist X endlich, mit Elementezahl {X = n. Gilt X = N, so nennen
wir die Menge X abzdhlbar unendlich. Abzdihlbar bedeutet X < N, das heifit X ist entweder
endlich oder abzidhlbar unendlich; andernfalls ist X iiberabzdhlbar.

Ist die Relation < total? Lassen sich also je zwei Mengen X und Y vergleichen ge-
miB X <Y oder Y < X? Das scheint plausibel, erfordert aber einen Beweis. Fiir endliche
Mengen gelingt dies durch Abzihlung, allgemein bendtigen wir das Auswahlaxiom!

Satz B2R (Vergleichbarkeitssatz von Cantor—Zermelo). Zu je zwei Mengen X und Y exis-
tiert eine Injektion X — Y oder Y — X.

BEWEIS. Eine partielle Bijektion zwischen X und Y ist eine Bijektion (k,k) : A = B zwi-
schen AC X und B C Y, alsokoh =id4 und hok = idg. Wir definieren (h,k) C (h',k’)
durch A € A’ und B C B’ sowie h(x) = h'(x) fiir alle x € A und k(y) = k/(y) fiir al-
le y € B. Ist S eine Kette partieller Bijektionen, so ist auch ihre Vereinigung | J S eine
partielle Bijektion. Wir konnen das Lemma von Zorn anwenden: Es existiert eine maximale
partielle Bijektion (h,k): A= B. Wire A C X und B C Y, so konnten wir (%, k) fortsetzen.
Also gilt A = X und somit 2 : X < Y, oder es gilt B =Y und somitk : Y <— X. O
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§B3. Die komplexen Zahlen

§B3a. Konstruktion des Korpers der komplexen Zahlen. Fiir x € R gilt x2 > 0.
Insbesondere existiert kein x € R, das der Gleichung x? = —1 geniigen konnte. Indem wir
die ,,imaginire” Zahl i mit i = —1 einfiihren, erhalten wir aus R den Kérper C = R[i]:

Satz B3A (Konstruktion des Korpers der komplexen Zahlen). Auf der Menge C = R? sei
+:CxC—C, (x1.x2) + (1. y2) 1= (x1 + y1.x2 + y2),
:CxC—C, (x1,X2) - (¥1,¥2) '= (X1y1 — X2Y2, X1y2 + X2)1).

Damit ist (C,+,-) ein Korper, und i = (0, 1) erfiillt i = —1. Hierin ist (R, +,-) ein Teil-
korper dank der Einbettung R — C : x — (x,0). Jede komplexe Zahl z € C schreibt sich
eindeutig z = x +1iy mit x, y € R. Die Konjugation :C — Cmitz = (x,y)—Zz = (x,—y)
ist ein Automorphismus des Korpers C mit Fixpunktmenge R. Die Korperstruktur (C,+,-)
erlaubt keine Ordnung, denn in jedem geordneten Korper gilt x* > 0 fiir alle x.

R
.
.

ABBILDUNG B:3. Die komplexe Ebene C = {x +iy | x, y € R} und hierin der offene Ball
B(zo,r)={z€C||z—zo|<r}firzoe Cundr € Rog

Der Korper C tragt eine Norm: Den Betrag |—| : R — R>¢ mit |x| := x fiir x > 0 und
|x| := —x fiir x < 0 setzen wir auf die komplexen Zahlen fort zu |—| : C — R>¢ mit

|z| ;= VzZ, also |x+iy|:=/x2+y2 firallex,y €R.

Die Existenz der Wurzelfunktion «/ : R>¢ — R>¢ verdanken wir B2D(5). Um R und
C im Folgenden einheitlich behandeln zu kénnen, fiihren wir folgende Sprechweise ein:

Definition B3B. Ein normierter Korper (K, +,-,|—|) besteht aus einem Korper (K, +,-)

und einer Norm |—| : K — R die fiir alle a, b, c € K folgende Bedingungen erfiillt:
(NO) [0]=0und |1| =1 (Null und Eins)
(N1) |a| > Ofiira #0 (Definitheit)
(N2) |a-b| =|a|-|b] (Multiplikativitit)
(N3) |la+b| < |a|+|b| (Dreiecksungleichung)
Den Abstand zwischen a,b € K definieren wir dann durch d(a,b) := |a —b|. Es gilt:
MO0) d(a,a) =0<d(a,b) (Positivitit)
M1) d(a,b) >0fiira #b (Definitheit)
M2) d(a,b) =d(b,a) (Symmetrie)
M3) d(a,c) <d(a,b)+d(b,c) (Dreiecksungleichung)
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Ubung B3c. Mithilfe der Axiome des geordneten Korpers (R, +, -, <) weise man die Kor-
peraxiome fiir (C, +,-) nach. Man zeige zudem, dass (C,+,-,|—|) ein normierter Korper
ist, also die oben genannten Eigenschaften besitzt. Auch jeder Teilkorper ist normiert.

# B3c. Die Korperaxiome fiir (C, +,-) kann man geduldig nachrechnen. Leichter geht es mit etwas Algebra:
Wie in jedem geordneten Kérper gilt fiir x € R die Ungleichung x2 > 0, also x2 4+ 1 > 0. Das Polynom X2 + 1
hat demnach keine Nullstellen in R, ist also irreduzibel in R[X]. Der Quotientenring C = R[X]/(X? + 1)
ist daher ein Korper. Wir schreiben C = R[i] mit i2 = —1. Jedes Element z € C schreibt sich eindeutig als
z = x + yimit x,y € R. Wir konnen so R? und C identifizieren vermége (x,y) — z = x + yi, und wir setzen
Re(z) := x und Im(z) := y. Fiir die Addition und die Multiplikation auf C gelten dann die obigen Formeln.

Der Ringautomorphismus R[X] — R[X] mit X + —X fixiert X? 4 1. Auf C induziert dies den Korper-
automorphismus C - C:z = x + yi+— Z = x — yi. Wir haben Re(z) = (z +2)/2 und Im(z) = (z —2) (2i).
Das Produkt zZz = x2 + y2 € R>¢ verschwindet nur fiir z = 0. Fiir z # 0 finden wir somit

1 4 X y .
z = — = — i.
22 x24y% x24y2

Jedes Element x € R hat eine Quadratwurzel 4/x € Rx¢, und die Funktion x — /X ist wachsend. Fiir
z € C konnen wir also den Betrag |z| := +/zZ = 1/x2 + y2 definieren, der den Betrag auf R fortsetzt, und es gilt
|[Re(u)| < |u| und |Im(u)| < |u|. Aussagen (NO-1) sind damit klar. Fiir alle a,b € R>¢ gilt (Vav'b)? = ab,
wegen Eindeutigkeit also /a~/b = v/ab. Hieraus folgt (N2) gemiB |uv| = vuv-uv = Vuir-vo = ~/uii -
/v0 = |u|-|v|. Fiir u +v = 0 ist (N3) klar. Fiir u +v # 0 gilt I = -%- + -Y— und mit (N2) finden wir

‘ u |ue] vl

u+v u+v’
u v v
t=re() +Re(5) <[+ s - ~
u+v u+v u+v u+v lu+v|  |u+v|
Multiplikation mit |u + v| liefert die gewiinschte Ungleichung. Aus diesen Eigenschaften (NO-3) der Norm
folgen nun unmittelbar die Eigenschaften (M0-3) des Abstands d(a,b) = |a —b|.

§B3b. Der Fundamentalsatz der Algebra. Die Erweiterung von R nach C beschert
dem eingangs betrachteten Polynom z2 + 1 eine Nullstelle, nimlich i. Dieses zerfillt gemiB
z2 4+ 1 = (z—1)(z +i) in Linearfaktoren iiber C. Man konnte nun befiirchten, dass auch iiber
C hinaus noch Erweiterungen notig sind, zum Beispiel, um alle Nullstellen von z3 + 1 zu
gewinnen, etc. Gliicklicherweise jedoch ist der Korper C = R[i] algebraisch abgeschlossen:
Dieser Satz vollendet den langen Marsch der Vervollstindigung des Zahlensystems.

Satz B3D. Jedes Polynom p(z) = ag+a1z+---+a,z" mit Koeffizienten ag,au,...,an € C
zerfillt in Linearfaktoren, das heif3t, es existieren Nullstellen z1,...,z, € C sodass

p(z) =an(z—2z1)- (2 —zn).
Die Nullstellen z1,...,zy, sind durch p eindeutig bestimmt bis auf Umordnung.
Bemerkung. Im Gegensatz zu R[i] ist der Korper Q[i] nicht algebraisch abgeschlossen.

Der Fundamentalsatz B3D beruht auf dem subtilen Zusammenspiel der algebraischen Er-
weiterung C = R[i] mit der topologischen Vollstindigkeit von R.

Wir werden im Laufe dieser Vorlesung mehrere Beweise fiir den Fundamentalsatz ken-
nenlernen, den ersten gleich im néchsten Kapitel (§C30) allein mit Hilfe des Zwischen-
wertsatzes und Maximumssatzes. Ein geometrischer Beweis gelingt uns mit der Umlaufzahl
(J1v); dies liefert zudem einen Algorithmus zur Lokalisierung der Nullstellen.
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§B3c. Summen in R und in C. Sei Q2 eine Menge, etwa N oder Z, und f : Q2 — R

eine Funktion. Ist £ = {x1,x2,...,x,} C Q endlich, so definieren wir die Summe
D FG) = fxD) + f2) + e+ f(xn).
xeE

Dank Assoziativitit und Kommutativitit ist dies wohldefiniert, das hei3t unabhéingig von
Klammerung und Reihenfolge der Addition. Wir wollen soweit moglich auch unendliche
Summen definieren, zur Vereinfachung zunichst in [0, co]. Die Addition ist hier assoziativ
und kommutativ, neutrales Element fiir die Addition ist 0, die tiblichen Rechenregeln gelten
also bis auf Inverse. Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ, neutrales Element
fiir die Multiplikation ist 1, und die Multiplikation ist distributiv iiber die Addition.

Die Summe von f : Q — [0, co] tiber €2 ist das Supremum aller endlichen Teilsummen:

> £ i=sup] 3 (0

xeN x€E

EcCQ endlich} e [0,00].

Eine besondere Summationsreihenfolge wird nicht benétigt! Gilt D, .o f(x) < oo,
so sind alle Summanden f(x) endlich und nur abzihlbar viele sind von O verschieden,
das heift, die Trigermenge supp(f) := {x € Q| f(x) # 0} ist abzdhlbar. Im endlichen
Falle haben wir eine endliche Summe wie oben. Ist supp f = {x¢,X1,X2,...} eine beliebige

Abzihlung, so gilt Y, cq f(x) =limy 00 Y peo f (Xk)-
Jede Funktion f : Q2 — R konnen wir zerlegen in Positivteil £+ (x) = max{0, f(x)}
und Negativteil £~ (x) =max{0,— f(x)}.Esgilt f = fT— f~und | f|= f T+ f~ sowie

DIf@I=D" T+ > .

XEQ XEQ xX€EN

Ist dieser Wert endlich, so nennen wir f absolut summierbar und definieren

DS =) - .

xeQ xeQ xeQ

Jede Funktion f : Q — C konnen wir zerlegen gemid f = Ref +ilm f in Realteil
Re /" und Imaginirteil Im /. Wir nennen f absolut summierbar, wenn ) _, .ol f(x)| < oc;
dann definieren wir die Summe durch ) .o f(x) =) cqRef(x)+1) ,cq f(x).

Satz B3E. Sei K = R, C. Die Menge aller absolut summierbaren Funktionen
QK ={f:Q2K|Y cql f(¥)] <oo}
ist ein K—Vektorraum. Hierauf ist die Summe eine K—lineare Abbildung
QK 2K f =Y eq f(¥).

Diese Abbildung ist normiert durch fQ eq = 1 fiir a € Q. Im Falle K = R ist sie zudem
monoton und erfiillt die Ausschopfung, und wird hierdurch eindeutig bestimmt. O

Der Ubergang von endlichen zu unendlichen Summen ist ein allgegenwiirtiges Werk-
zeug. Ich verweise auf die Analysis fiir die Ausfithrung dieser Konstruktion sowie die {ibli-
chen Konvergenzkriterien und Rechenregeln. Summation in normierten Vektorrdumen wer-
den wir in §C5a fortfiihren, insbesondere die absolute Summierbarkeit §C5b.
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§B3d. Integration. In der Integrationstheorie mochte man, anschaulich gesagt, die
,Fliche unter Funktionsgraphen* messen. Zu einer gegebenen Funktion f : [a,b] — Rx>¢
suchen wir also die Flache der Menge A = {(x,y) e R? ‘ x€la,b],0<y < f(x) }

| / |

Sei nun allgemeiner & C R”. Ist f : Q@ — Rx¢ messbar, so misst das Integral [, f =
[eq f(x)dx das Volumen unter dem Graphen von f. Fiir Funktionen f : @ — R, die auch
negative Werte annehmen, ist das Volumen dort negativ in Ansatz zu bringen.

7 7 J T
/
i /
/\ //\ % \\\/ /
/ /
7 v / ’ \ /
/ / / /
v N / 7 N /
7 N 7 AN
- N 7 - N #

Die MaB- und Integrationstheorie versucht mit einer einheitlichen Methodik, moglichst
viele Mengen zu messen und moglichst viele Funktionen zu integrieren. Besonders exoti-
sche Objekte zu messen ist dabei eher ein Nebeneffekt. Das Hauptziel ist vielmehr, Voll-
standigkeit und kraftvolle Konvergenzsitze zu sichern. Diese Errungenschaft ist von iiber-
ragender Bedeutung fiir den Erfolg der Mal3- und Integrationstheorie.

Das Integral ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis und grundlegend fiir die Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Wir werden den Integralbegriff im Folgenden nicht vertiefen, son-
dern vor allem zur Illustration in Beispielen verwenden. Wer mochte kann alle diesbeziig-
lichen Beispiele bei der ersten Lektiire iibergehen, sie sollen jedoch die Briicke zu fortge-
schrittenen Anwendungen wenigstens andeuten.

Die definierenden Grundregeln der Integration will ich im Folgenden skizzieren. Fiir
die Ausfiihrung dieser raffinierten Konstruktion verweise ich auf die Analysis, ebenso fiir
die kunstvollen Rechenregeln wie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(n = 1), den Satz von Fubini (n > 2), den Transformationssatz und Konvergenzsitze.

Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.
Galileo Galilei (1564-1642)
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§B3e. Messbare Mengen A C R” und ihr Volumen. In der MaBtheorie will man die
,,GrofBe* von Mengen messen. Als Beispiele denke man in R an die Linge eines Intervalls,
im R? an die Fliche einer Figur, im R3 an das Volumen eines Korpers, etc. Die MaBtheorie
geht weit iiber diese Beispiele der elementaren Geometrie hinaus und misst (atemberau-
bend) allgemeine Mengen. Sie spielt in der Analysis eine tragende Rolle, ist Grundlage der
Wahrscheinlichkeitstheorie, und auch in Geometrie und Topologie ein niitzliches Werkzeug.

Definition B3F (Quadervolumen). Das leere Intervall @ C R hat Lange vol; (@) := 0, je-
des nicht—leere Intervall / C R hat Lédnge vol; (/) := sup/ —inf/. Ein (achsenparalleler)
Quader Q C R" ist von der Form Q = [ x I x--- X I, mit Intervallen Iy, [5,...,I,, CR.
Sein Volumen definieren wir als vol, (Q) := voly (/1) - voly (I3)---voly (I,). Fir Q # 0 gilt
I, = pr(Q) und somit ist vol, (Q) wohldefiniert. Fiir Q = @ gilt vol,, (9) = 0.

Auch fiir endliche Vereinigungen von Quadern kann man leicht ein sinnvolles Volumen
konstruieren. Viele interessante Mengen sind allerdings nicht von dieser Form, daher wollen
wir den MaBbegriff geeignet ausdehnen. In der Ebene R? denke man an Dreiecke, Polygone,
Kompakta mit glattem Rand wie etwa Kreise, etc. Im Raum R® denke man an Polyeder,
Kompakta mit glattem Rand wie etwa Kugeln, etc. Fiir viele Anwendungen muss man auch
noch viel allgemeinere Mengen messen konnen. Es wird im Allgemeinen aber nicht moglich
und auch nicht nétig sein, jeder Teilmenge A C Q2 ein MaB zuzuordnen.

Definition B3G. Nach folgenden Regeln wollen wir Teilmengen A C R” messbar nennen
und ihnen ihr Volumen vol, (A) € [0, oo] zuweisen:

(L1) Normierung: Jeder n—dimensionale Quader Q C R” ist messbar,
und sein Volumen vol(Q) ist das Produkt seiner Seitenldngen.
(L2) Additivitdit: Sind A, B messbar, so auch AU B und AN B,
und es gilt vol(A) + vol(B) = vol(A U B) + vol(AN B).
(L3) Monotonie: Sind A, B messbar, so auch C = B \ A.
Dank Additivitét folgt aus A C B dann vol(A4) < vol(B).
(L4) Einschachtelung: Gilt A C Ay CA, C...CC C...C B, CB;CBy
mit Ay, By messbar und vol(By ~ Ag) \ 0, so ist auch C messbar.
(LS) Ausschopfung: Sind A9 C A1 C A, C ... messbar, so auch
ihre Vereinigung A = | Ji ¢y Ak und es gilt vol(Ag) /" vol(A).

Diese Grundregeln sind zunichst nur Wiinsche, und es ist keineswegs selbstverstiand-
lich, dass sie zu einem wohldefinierten MaB fiihren. Dies ist gliicklicherweise tatsdchlich der
Fall (B31), bedarf aber eines Beweises: Mit diesen fiinf Regeln konnen wir jeder messbaren
Teilmenge A C R” eindeutig ihr Volumen vol, (A4) € [0, co] zuweisen und ausrechnen.

Bemerkung. Im Falle A N B = @ nennen wir AL B := AU B ihre disjunkte Vereinigung.
Sind zudem A, B C R” messbar, so gilt vol(A L B) = vol(A4) + vol(B) nach (L2). Sind
Ag C A1 C Ay C ... messbar, so auch die Komplemente By = Ag, By = A \ Ao, Bx =
Az~ A1, .... Dank Additivitit gilt vol(Ay) = vol(Bo U---U By) = vol(Bg) +---+ vol(By).
Fiir £ — oo gilt vol(A) = vol(|_|7— Bx) = X g VOl(Bx) dank Ausschdpfung (L5).

Seien Ag C A1 C...C C C...C By C By wie in (L4). Dank Monotonie (L.3) folgt
vol(Ag) < vol(41) <...<vol(C) <... <vol(By) < vol(Bg). Zudem sind die Differenz-
mengen Dy = By \ Ay messbar (L.3), und aus Dy D Dy D ... folgt vol(Dg) > vol(D) >
.... Aus vol(By ~ Ag) N\ 0 folgt schlieBlich vol(A4y) /" vol(C)  vol(Bg).
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§B3f. Integration auf R”. Wie fiir messbare Mengen und ihr Maf formulieren wir
Axiome fiir messbare Funktionen und ihr Integral.

Definition B3H. Sei Q2 C R” ein Quader, etwa 2 = R”. Nach folgenden Regeln wollen
wir f :  — [0, 00] messbar nennen und das Integral [, f € [0,00] definieren:

(I1) Normierung: Fiir jeden Quader Q C €2 ist die Indikatorfunktion
Ip : Q — [0, 00] messbar, und ihr Integral ist [, Igp = vol,(Q).
(I2) Linearitdt: Sind f, g messbar, so auch jede Linearkombination
af +bg mita,b € Ryg,undes gilt [o(af +bg)=a [ f+b [geg.
(I3) Monotonie: Sind f, g messbar, so auch # = max(g — f,0) : 2 — [0, o0].
Dank Additivitit folgt aus f < g dann [, f < [ f + [oh = [g &
(I4) Einschachtelung: Gilt fo < i< fp<---<h<---<gr<g1<go
mit fj, gk messbar und [ (gx — f&) \\ 0, dann ist auch /1 messbar.
(I5) Ausschopfung: Seien fo < f1 < f> <... messbarund f; " f,
dann ist auch f messbar, und das Integral erfiillt [, fx /" [ f-

Bemerkung. Axiome (I2-5) lassen sich trivial erfiillen, indem man alle Funktionen f als
messbar erklirt und ihnen das Integral |, o/ = 0 zuweist. Axiom (I1) dient zur Normierung
und schlieBt diese triviale Losung aus. Axiome (I12,3) sind algebraischer Natur, wahrend
(I4,5) zwei wichtige Grenzprozesse beschreiben. IThr Zusammenspiel erzeugt eine enorm
groBe Klasse messbarer Funktionen. Es ist allerdings keineswegs selbstverstindlich, dass
sie zu einem wohldefinierten Integral fiihren. Dies ist wahr, bedarf aber eines Beweises!

Henri LEBESGUE verdanken wir die folgende geniale Konstruktion: Zu jeder Funktion
f Q2 — [0, 00] definieren wir das Unterintegral /( f) und das Oberintegral J( ') durch

1) i=sup{ Y0 akvola(A) | £ 23" aila, |-
Iy =it Y0 bevola(B) | £ =D bl |.

wobei Ay, By C €2 endliche Quader sind und ay, by € R fiir alle k € N.

Satz B31. Eine Funktion f : Q — [0, 00] heifit Lebesgue—messbar, wenn I(f) = J(f) gilt.
In diesem Fall definieren wir ihr Integral durch [q f :=I(f) = J(f). Die Menge ZLT(Q)
aller Lebesgue—messbaren Funktionen und ihr Integral [ : £ T(RQ) — [0,00] erfiillen die
Axiome (I11-5). Dies ist die kleinste solche Menge, und das Integral ist hierauf eindeutig. [

Wir werden diesen Satz hier nicht beweisen, aber die Strategie ist klar vorgezeichnet:
Mit Geschick und Geduld weist man die Axiome (I1-5) nach. Ein Vergleich mit den Axio-
men (L1-5) zeigt: Eine Menge A C R” ist genau dann messbar, wenn ihre Indikatorfunktion
I4:R" — {0, 1} messbar ist, und in diesem Fall gilt vol,(4) = [ I4. Der Satz beweist
somit die Erfiillbarkeit der Axiome (I1-5) und zugleich die der Axiome (L1-5).

Bemerkung. Die Axiome sind mit Bedacht formuliert. Mit (I1-3) erhélt man die Treppen-
funktionen iiber Quadern und ihr Integral (A3E), mit (I1-3,4) die Riemann—messbaren, mit
(I1-3,5) die Borel-messbaren, und mit (I1-5) schlieBlich die Lebesgue—messbaren Funktio-
nen. In jedem dieser Félle ist das Integral eindeutig durch die jeweiligen Axiome festgelegt,
aber die Menge der messbaren Funktionen wird bei jedem Schritt wesentlich erweitert.
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§B3g. MafBriume und Integration. Wir wollen die Integration auf Q C R” zusam-
menfassen und abstrahieren. Fiir die Familie o7 aller messbaren Mengen A C Q gilt:

(01) Esgilt 2 € o/,und aus A € o7 folgt QN A € &7.
(02) Fiir jede Folge (Ag)ken in o7 gilt | g ey Ak € 7.

Das heifit, die Familie o7 C (€2) ist nicht-leer und stabil unter Komplementbildung
sowie abzdhlbaren Vereinigungen. Durch Komplementbildung ist .7 dann auch stabil unter
abzihlbaren Schnitten. Fiir das Mal} i = vol, : & — [0, co] gilt:

(ul) Die leere Menge @ € <7 hat das Mal} (@) = 0.
(u2) Fiir jede Folge (Ag)ren disjunkter Mengen in o7 gilt

M(|_| Ak) = ZM(Ak)-

keN keN

Definition B3J. Sei Q2 eine Menge. Ein Mengensystem .27 C J3(£2) mit den Eigenschaften
(01,2) heiBit 0—-Algebra. Eine Abbildung p : o/ — [0,00] mit den Eigenschaften (ul1,2)
heilt (oc—additives) Maf3. Ein solches Tripel (€2, .27, i) nennt man einen Mafraum.

Die Mengen A € o7 nennen wir messbar und p(A) € [0,00] ihr Mafs. Eine Funktion
f 1 Q — [0,00] heiBt messbar, wenn f~!([a,b]) € & fiir alle a,b € [0, 00] gilt. Sie heifit
Treppenfunktion, wenn sie zudem nur endlich viele Werte a; < a; < --- < ap annimmt. In
diesem Falle definieren wir ihr Integral durch [q, f := Y he1ak /L( fYay })

Jede messbare Funktion f : Q — [0, c0] ist monotoner Limes von Treppenfunktionen
fc /' f-Zuk eNund j €{0,...,N =k2*} sei h; := j/2K und Aj := f~'((hj. hj+1])
und Ay = f~Y([hn,o0]). Fiir f; := Zﬁ:ohj Ay, gilt [ f = Z;V:Oaj w(A;). Zudem
erhalten wir fi /' f, und wir definieren [, f :=lim [, fk. Dies ist wohldefiniert.

Jede Funktion f : Q — R zerlegen wir gemiB f = f*— f~und |f|= f*+ f~.Es
gilt [ol f|= [q T+ [q f - Istdieser Wert endlich, so nennen wir f absolut integrierbar
und definieren [, f = [o /T — [q /. Jede komplexe Funktion f : € — C zerlegen wir
gemiB f =Ref +ilmf. Wir nennen f absolut integrierbar, wenn [q|f] < oo gilt. In
diesem Falle konnen wir das Integral von f definieren durch [, f = [qRef +1i [oImf.

Satz B3K. Sei K = R, C. Die Menge aller absolut integrierbaren Funktionen
LN QK ={f:Q=K| [qlfl<oo}
ist ein K—Vektorraum. Hierauf ist das Integral eine K-lineare Abbildung
LY QEK) =K : f [of.

Diese Abbildung ist normiert durch fQ 14 = n(A) fiir A € of. Im Falle K = R ist sie zudem
monoton und erfiillt die Ausschopfung, und wird hierdurch eindeutig bestimmt.

Beispiel. Sei Q2 eine Menge, &7 = *P(N) die Potenzmenge und p(A4) = §A das Zihlmal.
Genau dann ist f :  — Kintegrierbar, wenn ) .| f(x)| < oo gilt. In diesem Fall ist das
Integral £1(Q,K) — K die (absolut konvergente) Summe [ fdu =Y cq f(X).

Beispiel. Sei 2 C R” eine Lebesgue—messbare Menge und <7 das System aller Lebesgue—
messbaren Teilmengen A C 2 sowie i das Lebesgue—Mal eingeschrinkt auf 7. In diesem
Fall ist das Integral .£!(2,K) — K das Lebesgue-Integral.
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§B4. Quaternionen und Oktaven

§B4a. Algebren. Sei K ein Korper, etwa K = R, C.

Definition B4A. Eine K-Algebra (A,-) ist ein Vektorraum A iiber K mit einer bilinearen
Abbildung - : A x A — A: Je zwei Elementen u, v € A wird ihr Produkt u - v € A zugeordnet,
wobei (u4+v)-w=Ww-w)+@-w)undu-(v+w)=(u-v)+ (u-w) fur alle u,v,w e A
sowie (Au)-v=u-(Av) = A(u-v) fir alle A € K.

Die Algebra (4, -) nennen wir assoziativ, wenn u-(v-w) = (u-v)-w firalle u,v,w € A
gilt, und kommutativ, wenn u-v = v -u fiir alle u,v € A4 gilt. Ein neutrales Element e € A
erfiilllt e-u = u-e = u fiir alle u € A. Falls ein solches existiert, so ist es eindeutig durch
das Produkt bestimmt: Sind e und e’ neutral, so folgt ¢’ = ¢’-e = e. In diesem Falle nennen
wir die Algebra (A, -) unitir oder (A,-,e) eine Algebra mit Eins(element).

Ein Homomorphismus f : (A,-) — (B,+) von K—Algebren ist eine K-lineare Abbildung
f : A— B, die die Produkte respektiert, also f(u-v) = f(u)- f(v) fir alle u, v € A erfiillt.
Bei unitdren K—Algebren fordern wir fiir f : (A,-,e4) — (B, ep) zudem f(eq) = ep.

Eine K-Unteralgebra U von (A,-) ist ein K—Untervektorraum U C A, sodass fiir alle
u,v € U auch u-v € U gilt. Damit ist (U,-) eine K—Algebra durch Einschrinkung des
Produkts von A auf - : U x U — U, und die Inklusion U < A ist ein Homomorphismus
von K—Algebren. Ist (A4,-) assoziativ / kommutativ, so auch jede Unteralgebra (U, -).

Beispiel. Uber jedem Korper K bilden die Matrizen K™*” mit ihrer Addition und Multipli-
kation eine K—Algebra der Dimension n2. Diese ist assoziativ und hat E = diag(1,...,1)
als neutrales Element. Fiir n > 2 ist diese Algebra nicht kommutativ.

Bemerkung. Der Grundring (K, -, 1) ist eine unitire K—Algebra. Sei (4,-,e) eine weitere
unitdre K—Algebra. Dann ist ¢ : (K, +,-) — (4,4,-) : A — Ae ein Algebrenhomomorphis-
mus. Wird K als Korper vorausgesetzt, so ist ¢ injektiv. Wir konnen so den Grundkorper
K in die Algebra A einbetten und sogar K C A als Unteralgebra betrachten. (Ist K nur ein
Ring, so ist ¢ im Allgemeinen nicht injektiv, daher unsere allgemeine Formulierung.)

Beispiel. Der Korper C ist eine zweidimensionale R—Algebra; sie ist assoziativ und kom-
mutativ und besitzt ein neutrales Element. In der Algebra R?*? ist die Teilmenge

=16 )

y X
eine Unteralgebra mit Eins £ = (} 9). Die Bijektion ¢ : C — A mitx +1iy ~— (3 ) istein
Isomorphismus von unitdren R—Algebren, denn ¢ ist R—linear und erfiillt ¢ (1) = E sowie

o(z-w) = ¢(z)-p(w) fiir alle z, w € C. (Nachrechnen!) Die Matrix ¢(z) entspricht der
Multiplikation von z auf der komplexen Zahlenebene C = R? mit Basis (1,i).

X,y ER}

Bemerkung. Wie oben erklirt C**" eine C—Algebra der Dimension dim¢(C**") = n?.
Zudem ist C"*" eine R—Algebra der Dimension dimg (C"*") = 2n2. Drei Daten sind wich-
tig: der zugrundeliegende Korper K sowie die Vektorraumstruktur und das Produkt auf A.

Bemerkung. Wortlich genauso definiert man eine Algebra (4, -) iiber einem kommutativen
Ring K. Im Falle eines Korpers K ist A ein K—Vektorraum, im Falle eines Rings spricht man
vorsichtigerweise von einem K—Modul. Ansonsten iibertragen sich alle Begriffe wortlich.
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§B4b. Lie-Algebren. Assoziativitit ist eine schone und niitzliche Eigenschaft. Aber
auch nicht-assoziative Algebren haben ernsthafte Anwendungen: Die prominentesten Bei-
spiele sind Lie—Algebren; sie spielen in Mathematik und Physik eine wichtige Rolle.

Beispiel. Auf R3 definieren wir das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt x : R3 x R3 — R3
durch (u1,uz,u3) X (v1,v2,v3) = (UpV3 — U3V, U3V —U V3, U1 V2 — U V7). Es ist bilinear
aber weder unitir noch assoziativ noch kommutativ, sondern antikommutativ # x v = —(v X
u), erfillt u x u = 0 und die Jacobi-Identitiit u x (v X w) +v X (wxu) +w X (u xv) =0.

Beispiel. Auf dem R—Vektorraum L = R"*” erhalten wir aus dem iiblichen Matrixprodukt
die Lie—Klammer [,] : L x L — L durch [A, B] = AB — BA. Diese bilineare Verkniipfung
ist weder assoziativ noch kommutativ, sondern antikommutativ, erfiillt [A, A] = 0 und die
Jacobi-Identitit: [A,[B,C]]+ [B,[C,A]] + [C,[A, B]] = 0.

Beispiel. Allgemeiner induziert jede assoziative Algebra (A4,-) eine Lie-Algebra (A4, [,])
durch den Kommutator [a,b] = ab —ba. Umgekehrt lisst sich jede Lie—Algebra (L, [,]) in
eine assoziative Algebra einbetten mit der Lie—Klammer als Kommutator; die allgemeine
Konstruktion ist die sogenannte universelle einhiillende Algebra U(L,[,]).

Konvention. Wir nutzen die géngige Konvention Punkt vor Strich, um Klammern zu spa-
ren, und lassen meist das Produktzeichen weg, um auch noch Punkte zu sparen.

§B4c. Strukturkonstanten. Die Lineare Algebra gibt uns ein einfaches Verfahren an
die Hand, jede endlich-dimensionale Algebra (A4, -) tiber K zu beschreiben bzw. zu konstru-
ieren. Wir fixieren hierzu eine Basis (eq,...,e,) von A iiber K. Vektoren x, y € A schreiben
sich dann eindeutig als Linearkombinationen x = ) ; x;e; und y = >, y;e; mitx;, y; € K,
und fiir ihr Produkt gilt x -y = Zi, jXiYi (e; - ej) dank Distributivitit. Man muss also nur
die Produkte ¢; - ¢; kennen. Als unmittelbare Folgerung halten wir fest:

Bemerkung. Genau dann ist (A4,-) kommutativ, wenn e; -e; = e; -e; fiir alle 7, j gilt, und
assoziativ, wenn (e; -e;)-ex = e; - (ej - ex) fiir alle i, j,k gilt. Dies nachzurechnen mag
mithsam sein, reduziert das Problem aber auf endliche viele (72 bzw. n3) Gleichungen.

Fiir jedes Paar (e;,e;) schreibt sich das Produkt ¢; - e; eindeutig als Linearkombination
ej-ej = ) i Cijker mit den sogenannten Strukturkonstanten c;ji € K. Diese bestimmen
das Produkt eindeutig; umgekehrt konnen wir uns Konstanten ¢;j € Kfiiri, j,k =1,....,n
beliebig vorgeben und erhalten dann auf A = K” als Produkt die bilineare Abbildung

K x K" — K" mit (xi):.'zl . (yj);l.zl = (Zi’j CijkxiJ’j)Z=1-

Fiir groBes n wird das leicht uniibersichtlich, aber diese explizite Darstellung ist zumin-
dest immer moglich. Meist wird man versuchen, eine geschickte Basis zu finden, beziiglich
derer die Konstanten ¢;;; eine besonders einfache und aussagekriftige Form annehmen.
Dieses Vorgehen illustrieren die Ubungen B4D, B4E und B4F. Nach Moglichkeit nutzt man
zur Vereinfachung bereits vorhandene algebraische oder geometrische Struktur.

Bemerkung. Die Strukturkonstanten einer Algebra (A4,-) haben eine vertraute Bedeutung:
Beziiglich der Basis (eq,...,ey) hat die Linksmultiplikation L; : x — e; - x die darstellende
Matrix (c;jx)k;» Die Rechtsmultiplikation R : x + x - entsprechend (c;jx ;-
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§B4d. Divisionsalgebren. In einer Algebra (A4,-) konnen wir multiplizieren aber im
Allgemeinen nicht dividieren. Hierzu vereinbaren wir folgenden Sprachgebrauch:

Definition B4B. Wir nennen (A4, -) eine Divisionsalgebra, wenn fiir jedes Paar u,v € A mit
u # 0 zu den Gleichungen u - x = v und y -u = v eindeutige Losungen x, y € A existieren.
Das bedeutet, dass L, : A - A:x+—u-xund R, : A — A: y — y-u Bijektionen sind.

Ein Paar u,v € A heiit Nullteiler, wenn u # 0 und v # 0 aber u-v = 0 gilt. Das
bedeutet, dass die K-linearen Abbildungen L., R, nicht-trivialen Kern haben. Demnach
heiBt (A,-) nullteilerfrei, wenn L, und R,, injektiv sind fiir alle u # 0. Gilt zudem dimg A4 <
00, 8o sind L,, und R, fiir alle u # 0 invertierbar, und (4, -) ist eine Divisionsalgebra.

Beispiel. Die Matrixalgebra K”*” iiber einem Korper K hat fiir n > 2 Nullteiler und ist
somit keine Divisionsalgebra. Im Beispiel ¢ = (9 ) und b = (3 9) gilt @ # 0 und b # 0,
aber ab = 0. Man beachte hierbei die Reihenfolge, denn ha = a # 0. Genau dann ist a €
K> {0} ein Nullteiler, wenn die Determinante verschwindet, det(a) = 0. (Warum?)

Beispiel. Die Algebra K[X] der Polynome iiber einem Korper K ist eine assoziative, kom-
mutative, unitdre Algebra. Dank der Gradformel deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q) hat sie
keine Nullteiler, ist aber auch keine Divisionsalgebra.

Beispiel. Der R—Vektorraum C mit dem Produkt z x w = Z-w ist eine zweidimensionale
kommutative Divisionsalgebra, aber nicht assoziativ und ohne neutrales Element. Dieses
einfache Beispiel ist eher eine Kuriositit und dient hier nur zur Illustration.

Ubung B4c. Fiir jede assoziative Algebra (A, -) sind dquivalent:

(1) Die Algebra (A,-) ist eine Divisionsalgebra im Sinne von Definition B4B.
(2) Es existiert ein eindeutiges neutrales Element e € A und zu jedem u € A mit u # 0
ein eindeutiges inverses Element u~! € A, sodass u-u™! =u~1.u = e gilt.

Gilt zudem A # {0}, so folgt e # 0, und auf der Teilmenge A* = A ~ {0} erhalten wir
die multiplikative Gruppe (A4*,-,e,~!) durch Einschrinkung der Multiplikation von (A4,-).

Spezialfall: Jede assoziative kommutative Divisionsalgebra mit e # 0 ist ein Korper.

Gelegentlich ldsst man die Forderung der Kommutativitét fallen: Eine assoziative Di-
visionsalgebra heift auch Divisionsring oder Schiefkorper. Wichtigstes Beispiel sind die
hamiltonschen Quaternionen H (Satz B4G), die wir anschlieBend diskutieren.

% B4cC. ,,(2) = (1)*: Wir losen die Gleichung u - x = v durch Linksmultiplikation mit 1 und erhalten
wlv=u"l-(u-x) =@ 1 u)-x =e-x =x.Ebenso y-u = v durch Rechtsmultiplikation mit 2.

»(1) = (2)*“: Sei (A4,-) eine assoziative Divisionsalgebra. Fiir A = {0} ist Aussage (2) trivialerweise wahr.
Sei also A # {0} und u € A mit u # 0. Dank Bijektivitit von Ry, L, existiert ein Linksneutrales ¢’ € A mit
e’ -u = u und ein Rechtsneutrales ¢” € A mit u-e” = u. Dank Assoziativitit sind diese neutral fiir jedes v € 4,
denn e’ -v =¢'-(u-L;'(v)) = (¢/-u)- L;'(v) = u-L; (v) = v und ebenso fiir v-e” = v. Insbesondere
stimmen beide iiberein, denn e’ = ¢’ -¢”” = ¢’. Wir schreiben e fiir dieses neutrale Element der Algebra (4,-).

Zu jedem Element u € A mit u # 0 existiert dank Bijektivitit von Ry, Ly, ein Linksinverses u’ € A mit
u’-u = e und ein Rechtsinverses u” € A mit u -u” = e. Dank Assoziativitit stimmen beide iiberein, denn es
giltu” =e-u” =W -u)-u” =u'-(u-u"”) =u’-e = u’'. Dies zeigt auch, dass dieses inverse Element eindeutig
durch u bestimmt ist. Wir schreiben hierfiir u~! := u’ = u”. Dies definiert die Inversion ~1 : 4% — A%,
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§B4e. R-Algebren der Dimension 0, 1,2, 3. Der Vektorraum A = {0} hat Dimension
0 tiber dem Korper K. Die einzig mogliche Verkniipfung - : A x A — A ist hier 0-0 = 0.

Fiir 1-dimensionale Algebren gibt es genau zwei Mdoglichkeiten:

Ubung B4D. Zwei nicht-isomorphe Beispiele fiir eindimensionale K—Algebren:

(1) (A1,+,) = (K, +,-) mit u -v = uv, das gewohnliche Produkt in K.
2) (A2,+,) = (K, +,:) mit u-v = 0, das triviale Produkt.

Jede eindimensionale K—Algebra (4, 4, -) ist isomorph zu einem dieser beiden Modelle.

3# B4D. Zunichst ist es hilfreich, die beiden einfachsten Beispiele A1, A3 zu verstehen. Jede ist assoziativ und
kommutativ. Die erste ist der Korper K. Die zweite hat kein Einselement, dafiir aber Nullteiler, ndmlich alle
Elemente u,v € K*. Insbesondere sind diese beiden K—Algebren untereinander nicht isomorph.

Sei (A4, +,-) eine K-Algebra mit dimg A = 1, das heif3t, es existiert eine Basis v € A. Fiir das Produkt
gilt dann v-v = v fiir ein o € K. (1) Im Falle  # 0 setzen wir e := &~ ! v und erhalten die Basis e € A mit
e-e =e.Damitist K= A : A — Ae ein Isomorphismus von K—Algebren. (2) Fiir « = 0 ist das Produkt trivial.

Ubung B4E. Drei nicht-isomorphe Beispiele fiir zweidimensionale unitire R-Algebren:

(1) (A1,+.)
(2) (A2,+,7)
(3) (A3’+7')

(R2,+,+) mit (x1,x2) - (¥1,¥2) = (X1¥1 — X2Y2,X1Y2 + X2)1)-
(R2,+,-) mit (x1,x2) - (y1,y2) = (X1Y1,X1Y2 + X2)1)-
(R2, +,-) mit (x1,x2) - (y1,¥2) = (X171, X2)2).

Jede zweidimensionale R—Algebra mit Einselement ist isomorph zu einer dieser drei.

3# B4E. Wir untersuchen zunichst die drei einfachsten Beispiele A1, A2, A3. Jede ist assoziativ und kommuta-
tiv. Die erste ist der Korper der komplexen Zahlen mit Einselement e = (1,0) und i = (0, 1). Die zweite hat das
Einselement (1,0), und w = (0, 1) ist nilpotent, denn w? = 0. Die dritte hat das Einselement e = (1, 1), keine
nilpotenten Elemente aber Nullteiler wie (1,0) - (0,1) = (0,0). Diese drei sind demnach nicht isomorph.

Sei (A, +,-) eine zweidimensionale R—Algebra mit Einselement e. Wir ergidnzen e durch u € A zu einer
Basis (e, u). Fiir das Produkt gilt dann v -u = ae 4+ fu mit «, € R. Wir setzen v := e — 2u und erhalten
die Basis (e,v) mit v-v = ye und y = 4a + B2. Fiir y # 0 setzen wir w := /1/[y|v. Wir erhalten so die
Basis (e, w) mit w-w = 8e und § = signy € {—1,0,1}. Fall (1): Fiir § = —1 ist die Bijektion ¢ : R? =% A
mit ¢(x1,Xx2) = x1€ + xaw ein Isomorphismus von R—Algebren. Fall (2): Gleiches gilt fiir § = 0. Fall (3): Fiir
6 =1 setzen wir a := %(e—i—w) und b := %(e—w) und findena-a =aund b-b =b sowiea-b =b-a =0.
Wir erhalten somit den Isomorphismus ¢ : R2 =% A : ¢(x1,Xx2) = x1a + x2b.

Bemerkung. Die Voraussetzung eines Einselements in B4E ist wesentlich. Es gib unend-
lich viele nicht-isomorphe kommutative zweidimensionale Divisionsalgebren iiber R, zum
Beispiel C mit dem Produkt z * w = z-w. Ihre Klassifikation diskutieren wir hier nicht.

Bemerkung. In B4E nutzen wir die Ordnung (R, <) und die Existenz von Quadratwurzeln.
Zum Kontrast: Uber dem Korper Q gibt es unendlich viele nicht-isomorphe 2—dimensionale
Korpererweiterungen, zum Beispiel Q[,/p] fiir jede Primzahl p = 2,3,5,7,....

Ubung B4F. Jede unitire R—Algebra (A, -) ungerader Dimension dimg 4 > 3 hat Nullteiler.

3# B4F. Wir konnen A = R” annehmen. Zu a € A betrachten wir die Linksmultiplikation L, : R"” — R” : x —
a - x. Diese stellen wir als Matrix L, € R"*" dar beziiglich der kanonischen Basis. Fiir das Einselement e € A
ist L, = E die Einheitsmatrix. Sei a € A \. Re ein hierzu linear unabhingiges Element. Fiir # € R betrachten
wir das Polynom P(¢) = det(Lg +tL¢) € R[f]. Da sein Grad deg P = n ungerade ist, existiert nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle A € R. Fiir u := a + Ae # 0 gilt demnach det(L,) = 0, also existiert v € A
mit v # 0 und Ly (v) =0, das heifit u-v = 0.
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$§B4f. Die Algebra H der hamiltonschen Quaternionen. Komplexe Zahlen x +1iy
mit x,y € R und i> = —1 begriinden wir heute ganz selbstverstindlich auf der Menge
C = R? und der in B3A angegebenen Addition und Multiplikation von Zahlenpaaren. Mit
dieser niichternen Sichtweise stellte Sir William HAMILTON 1835 die Konstruktion auf
ein solides Fundament. Nach diesem Vorbild suchte er in den Folgejahren eine ebensolche
Korperstruktur auf der Menge R3 als ,hyperkomplexe Zahlen®. Das gelang jedoch trotz
anhaltender Bemiihungen nicht. Aus heutiger Sicht folgt mit Determinante und Zwischen-
wertsatz sofort, dass eine unitire Divisionsalgebra auf R3 unméglich ist (B4F). Das bedeutet
nicht etwa, dass Hamilton sich ungeschickt anstellte, sondern betont vielmehr die Kraft und
Schonheit der hieraus entwickelten Techniken der Linearen Algebra.

Der entscheidende Durchbruch gelang Hamilton 1843, als er auf R* eine iiberaus inter-
essante Multiplikation entdeckte. Aus dem Korper R der reellen Zahlen haben wir in B3A
den Korper C = R? der komplexen Zahlen konstruiert. Wir konstruieren nun den Schief-
korper H = R* der hamiltonschen Quaternionen:

Satz B4G. Die Matrixalgebra (C**2,+.-) iiber R enthilt die Unteralgebra

. a+ib —c—id 2%2
H_{(c—iaf a—ib ) cC

a,b,c,d ER}.

Dies ist eine vierdimensionale assoziative Divisionsalgebra iiber R.
BEWEIS. Zunichst ist H ein Untervektorraum von C2*2 iiber R. Als Basis wihlen wir

() -0 -6 e (5 o)

Die Menge H ist abgeschlossen unter Matrixmultiplikation, denn es gilt

- E T J K
E|E 1 J K
I |1 —-E K —J
J|J —-K —-E I

K|\K J —-I —-E

Somit ist H eine Unteralgebra von C2*? {iber R. Fiir die Determinante gilt

det (a +ib —c—id

_ 52 2 2 2
by a—ib)_“ +b2+c* 44>

Fiir jede Matrix A in H liegt die adjungierte Matrix AT = A" ebenfalls in H:

_f(a+ib —c—id t_(a—ib c+id ¥
A_(c—id a—ib) = A _(—c+id a+ib)’ AA" = det(A)E

Daher ist jede Matrix A € H mit 4 # 0 invertierbar gemi A~! = det(4) ™! 47, also

a+ib —c—id\"' _ 1 a—ib  c+id
c—id a—ib | T a24+p2+c24d2\~c+id a+ib)’

Somit ist H eine assoziative Divisionsalgebra iiber R, g
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Bemerkung. Ohne Verwendung von Matrizen konnen wir die Algebra (IH, -) definieren als
die vierdimensionale R—Algebra mit Basis e, i, j,k und der eindeutigen Multiplikation mit
i2 = j?2 =k? =ijk = 1. Der rechnerische Nachweis der Assoziativitiit ist dann allerdings
mithsamer. Die Existenz von Inversen ergibt sich wie oben durch die explizite Formel

1
. . -1 __ . .
(ae+bi+cj+dk) " = pEE +d2(ae—bl —cj—dk).
Bemerkung. Wie zuvor R in C, so konnen wir R und C als Unteralgebren von H betrach-
ten. Die Algebra H ist nicht kommutativ, denn ij = k und ji = —k sind verschieden. Das

Zentrum Z (H) besteht aus den Quaternionen ¥ = ae + bi + ¢j + dk mit uv = vu fiir alle
v € H. Rechnet man dies speziell fiir v = i, j, k nach, so findet man Z(H) = Re.

§B4g. Die Algebra O der cayleyschen Oktaven. Das folgende Verdopplungsverfah-
ren von Cayley—Dickson erweitert nach einem einheitlichem Muster R zu C zu H zu O.

Sei (A,+,-,7) eine R-Algebra mit Einselement e und einer Konjugation, also einer
R-linearen Abbildung ~: 4 - AmitX-y =7y -X sowiee = e und X = x fiir alle x, y € A.

Das erste Beispiel ist der Korper (R, +,-,7) mit trivialer Konjugation X = x.

Auf der Menge B = A x A definieren wir Addition und Multiplikation durch

(x1,x2) + (y1.y2) := (x1 +y1,X2 + y2),
(x1,x2) - (y1,¥2) := (X1 y1 = Y2 X2, X2 Y1 + Y2 X1).

Damit ist (B,+,-) eine R—Algebra mit Einselement ep = (e,0). Hierin ist A eine
Unteralgebra dank der Einbettung A < B : x — (x,0). Die Konjugation ~ : B — B mit
(x1,x2) := (X1, —x2) ist R-linear und erfiillt x-y = y - X sowie eg = ep und X = x. Die
Konstruktion kann also iteriert werden. Man erhélt so die vier klassischen Algebren:

1) R, +,-,7 ) mitx =x,
2) (C,+,-,7) auf C =R?,
(3) (H,+.-,7) auf H=R*,
@) (O,+,-,7) auf O = R8.
Satz B4H. Die Algebra Q der cayleyschen Oktaven ist eine unitdre Divisionsalgebra.

Durch R® =% @ : (x1,...,x8) — (X1 + X2i + Xx3j + x4k, x5¢ + x6i + X7/ + xgk)
definieren wir die Multiplikation auf R® und erhalten folgende Multiplikationstafel:

€1 € e3 €4 [ €6 e7 eg
€1 | €1 (5] e3 €4 eés €6 e7 eg
€y | € —e€1 €, —es3 €6 —es5 —eg e7
€3 | €3 —€4 —€1 (%) e7 es —e5 —€¢
€4 | €4 es —e2 —€1 es —e7 €6 —es5
€5 | 5 —€¢ —€7 —€g —€1 () es é4
€6 | €6 és —esg ey —ep —e1 —é4 es
e7 | ey eg és —€eg —€3 €4 —€1 —é
eg | eg —e7 €6 és —€4 —€3 € —e1
Die Konjugation ist gegeben durch (x1,x3,...,x8) = (x1,—X2,...,—X3).
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Die Multiplikation ist nicht kommutativ, denn e;e3 = e4 aber e3e; = —e4, und nicht
assoziativ, zum Beispiel gilt (epeg)e7 = (—es5)e7 = —e3 aber ex(ege7) = ex(—eq) = e3.

Wir rechnen direkt nach, dass O eine Divisionsalgebra ist. Fiir x1, x2, y1, y2 € H gilt:

(x1,x2) - [(x1.x2) - (¥1.¥2)] = (F1.—x2) - (X1 y1 = V2 X2, %271 + Y2 X1).
=(X1X1 Y1 —=X12X2+ Y1 X2 X2 + X1 V2 X2, —X2 Y1 X1 + X2X2 Y2 + X2 Y1 X1 + Y2 X1 X1)
= (x1 X1 +x2X2)(¥1,2)

Der zentrale Faktor x; X1 4+ x2 X2 € R verschwindet nicht fiir u = (x1, x2) # 0. Somit
wird die Linksmultiplikation mit u invertiert durch die Linksmultiplikation mit (u)~! .
Fiir die Rechtsmultiplikation verlduft die Rechnung genauso dank u~v = v - u.

Bemerkung. Von R nach C geht die Anordnung verloren, von C nach H die Kommutati-
vitdt, von H nach O die Assoziativitit. Alle vier sind Divisionsalgebren. Die Konstruktion
kann beliebig fortgesetzt werden, aber jede der nach R,C,H, O folgenden Algebren hat
Nullteiler: Die obige Rechnung in O verwendet die Assoziativitidt von H und gilt bei Ver-
dopplung nicht mehr. Stattdessen findet man Nullteiler, und diese bleiben bei Verdopplung.

Bemerkung. Die Quaternionen wurden 1843 von William Rowan HAMILTON entdeckt,
nachdem er etwa zehn Jahre lang versucht hatte, die Multiplikation der komplexen Zahlen C
auf hoherdimensionale Gebilde zu iibertragen. Diese Entdeckung 16ste eine stiirmische Ent-
wicklung aus. Die Oktaven wurden 1843 von John GRAVES und hiervon unabhingig 1845
von Arthur CAYLEY entdeckt. Die Moglichkeit, neue ,,hyperkomplexe* Zahlensysteme zu
schaffen, hat der Algebra entscheidende Impulse gegeben, die Grundlagen des Zahlbegriffs
zu hinterfragen und allgemeine algebraische Strukturen zu erforschen.

§B4h. Klassifikation der reellen Divisionsalgebren. Die Konstruktion von Algebren
erlaubt uns grofle Freiheiten, die meisten Algebren haben jedoch keine besonders schénen
Eigenschaften. Man kénnte hoffen, dass auch zur Konstruktion von Divisionsalgebren noch
viele Moglichkeiten bestehen. Erstaunlicherweise ist die Situation hier sehr rigide:

Satz B41. Sei (A,-) iiber R eine endlich-dimensionale Divisionsalgebra.

(1) Ist A assoziativ und kommutativ, so ist A isomorph zu R,C. (Gauf3 1799)
(2) Ist A assoziativ, so ist A isomorph zu R,C,H. (Frobenius 1877)
(3) Ist A unitiir, so ist A isomorph zu R, C,H, Q. (Kervaire-Milnor-Bott 1958) O

Aussage (1) ist der Fundamentalsatz der Algebra: Der Korper C ist algebraisch abge-
schlossen. Aussage (2) ist eine nicht-kommutative Erweiterung. Aussage (3) ist wesentlich
schwieriger zu beweisen und beruht auf tiefliegenden Ergebnissen der algebraischen To-
pologie: Die Existenz der Divisionsalgebren C, H und O hat geometrische Konsequenzen,
insbesondere sind die Sphiren S!, S und S’ parallelisierbar (§J5). Umgekehrt bewiesen
Michel KERVAIRE und von John MILNOR 1958 mit dem Periodizititssatz von Raoul BOTT,
dass dies die einzigen parallelisierbaren Sphiren sind und somit auch keine weiteren Divisi-
onsalgebren existieren. Fiir eine schone Darstellung verweise ich auf das Buch Zahlen von
Heinz-Dieter Ebbinghaus et al.
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$B5. Polynomringe

Im Folgenden sei (K, +,0,-, 1) ein kommutativer Ring mit Eins, abgekiirzt K. Ein Po-
lynom iiber dem Ring K in der Variablen X ist ein ,,formaler Ausdruck*

P=po+piX+p2X>+-t py X"

mit Koeffizienten pg, p1, p2,..., pn € K. Dabei gelten ,.die iiblichen Rechenregeln®, insbe-
sondere der Koeffizientenvergleich: Zwei solche Polynome sind genau dann gleich, wenn
ihre Koeffizienten gleich sind. Die Polynome iiber K in X bilden den Ring K[X].

Auch Polynome in zwei Variablen sind niitzlich, etwa Q = X2 +3XY + 5Y2; diese
bilden den Ring K[X,Y]. Wir betrachten auch Polynomringe wie K[X,Y, Z] in drei oder
mehr Variablen, eventuell auch K[Xg, X1, X»,...] in unendlich vielen Variablen.

Die Motivation ist klar und einleuchtend, doch was bedeuten ,,formale Ausdriicke* und
,.die iiblichen Rechenregeln“? Dies wollen wir nun prizise in eine Definition fassen.

Definition B5A. Sei (R, +,0,-,1) ein kommutativer Ring mit Eins. Hierin sei K C R ein
Teilring mit 1 € K. Gegeben sei zudem eine Familie (X;);e; von Elementen X; € R.
Zur Vereinfachung trage die Indexmenge / eine Totalordnung <, etwa [ = {1,...,n}.

Fiir jedem Multiindex v € N ist der Triager suppv = {i1 <ip <--- <iy} C I endlich.
Wir definieren das zugehorige Monom durch XV := [];c; X" = X} X[z --- X e,

Ist die Familie der Monome (XV),¢n) eine Basis von R iiber K, so nennen wir R
einen Polynomring iiber K in den Variablen (X;);c7, geschrieben R = K[X; :i € I].

Bemerkung B5B. Das bedeutet, R D K ist eine Ringerweiterung, und jedes Element P €
R schreibt sich eindeutig als K—Linearkombination von Monomen in (X;);ey, also

P = Z py XV  mit Koeffizienten p, € K,
veN()

wobei nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind, also p € K (N Basis bedeutet
zweierlei: Erstens, die Familie der Monome (X"), o) erzeugt R iiber K, wir schreiben
dies kurz R = K[X; : i € I], andernfalls hitten wir nur R D K[X; :i € I]. Zweitens, die
Monome sind K-linear unabhingig. Dies begriindet den Koeffizientenvergleich:
Z P XV = Z @wX' < p,=qfirallev e NU.
veN) veN)

Zudem legt die Definition B5SA fest, wie Summe und Produkt von Polynomen berechnet
werden. Wie in jedem kommutativen Ring gilt auch in R:

[ > va”}+[ > qu”]= > [pv+av]Xx,

veN) veN) veN)
| x| [ S = X[ T e
aeN) BeNU) veN) ~a+B=v

Dies sind genau ,.die iiblichen Rechenregeln* fiir Polynome, nun explizit ausformuliert.
Sinn und Zweck der Definition B5A ist, diese Rechenregeln knapp und prizise festzuhalten.
Wir brauchen solide Grundbegriffe, um anschlieend darauf aufbauen zu kénnen.
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§B5a. Universelle Eigenschaft. Im Polynomring K[X; : i € I] bilden die Monome
(X"), eine Basis. Wir sagen dazu, die Variablen X; sind algebraisch unabhdngig iiber K.

Wir konnen daher in jede Variable X; einen beliebigen Wert x; einsetzen. Genauer:
Jede Abbildung o : { X; |i € I } — E : X; — X; ist eine Belegung der Variablen X; durch
den Wert x;. Dies definiert den Einsetzungshomomorphismus ® : K[X; :i e I]| = E.

K s K[X;:iell «—— {X;j|iel}

I
‘ﬂl NP, al
v

E E E

Satz BSC. Sei ¢ : K — E ein Homomorphismus kommutativer Ringe mit Eins und eine
Abbildung o :{ X; |i € I } — E : X;j — xj. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus
®: K[X;:iel]l— E mit®|g = ¢ und ®(X;) = x;. Dieser ist explizit gegeben durch

(P(ZZ:VIHMXV) =:j£:v¢(Pv)xv-

BEWEIS. Jeder Ringhomomorphismus @ : K[X; :i € I] — E mit ®|g = ¢ und P(X;) =
x; erfullt (3", py XV) =), ¢(pv)x". Dies beweist die Eindeutigkeit. Umgekehrt schreibt
sich jedes Element P € K[X; :i € I] eindeutig als K—Linearkombination P =), p, X"”.
Daher kénnen wir & : K[X; :i € I] — E definieren durch ®(}_, p, XV) =Y o(py)x”.
Gemil B5B ist mit ¢ auch ® ein Homomorphismus von Ringen mit Eins. g

Notation. Fiir ein Polynom P € K[X; :i € I] schreiben wir auch ausfiihrlicher P(X) zur
Betonung der Variablen X = (X;);es. Die Bedeutung ist strikt dieselbe, ndmlich

P(X)= > puX",
veNW)
wobei wie immer nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind. Sei nun £ D K ein
kommutativer Ring mit Eins und ¢ : K < E die Inklusion, im einfachsten Falle £ = K
und ¢ = idg. Zu jeder Familie x = (x;);e; von Elementen x; € E erhalten wir

P(x) = Z pux”.
veNW)

Diese Summe ist endlich, definiert also ein Element im Ring E. Dies ist der oben erklérte
Einsetzungshomomorphismus ® : K[X; :i € I] = E : P(X) — P(x). Sein Bild ist der
iber K von (x;); ey erzeugte Teilring im(®) = K|[x; : i € I]. Sein Kern ker(®) besteht aus
allen Polynomen P(X) € K[X; :i € I] fur die P(x) = 0 gilt: Dies sind alle algebraischen
Relationen, die zwischen den Elementen (x;);cy gelten. Ist der Kern trivial, ker(®) = {0},
soist ®: K[X; :i € I]| = K|x; :i € I] ein Isomorphismus.

Im endlichen Falle I = {1,2,...,n} schreiben wir den Polynomring K[X1, X2,..., X»].

Fiir ein Polynom P € K[X1, X»,..., X;] schreiben wir auch ausfiihrlicher zur Betonung
P(X1.Xp....Xp) =Y puX}'XJ2 X2,
veN”
Zu jeder Familie x = (x1,x2,...,x,) € E" erhalten wir durch Einsetzen
P(x1,X2,...,Xp) = Z pvxll”x;z---x,‘;".
veN”
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§B5b. Existenz und Eindeutigkeit. Mit Definition BSA legen wir fest, was genau ein
Polynomring iiber K in den Variablen (X;);es sein soll. Es stellt sich die Frage, ob ein
solcher Ring tatsdchlich existiert und inwiefern er eindeutig ist.

Beispiel B5D. Vorgelegt seien Polynomringe E iiber K in den Variablen (X;);e; und
E' iiber K in den Variablen (X/);e;. Dann existiert ein eindeutiger Ringisomorphismus
(®,9): E = E' mit ®|g = '|g = idg sowie P(X;) = X/ und (X)) = X; firi € 1.

BEWEIS. Ringhomomorphismen ® : E — E’ und ®' : E’ — E mit den geforderten Ei-
genschaften existierten (dank Satz B5SC) und sind hierdurch eindeutig festgelegt. Fiir diese
gilt ® o ® = idg dank der Eindeutigkeitsaussage von Satz B5C, denn beide Seiten sind
Ringhomomorphismen und fixieren K und { X; | i € I }. Ebenso gilt ®o ®’ = idg. g

Meist beginnen wir mit dem Koeffizientenring K und wollen hierauf aufbauend den
Polynomring R = K[X; :i € I] konstruieren. Diese Konstruktion gelingt wie folgt:

Satz B5E. Sei (K,+,0,-,1) ein kommutativer Ring mit Eins und (X;);ey eine Familie; wir
fordern lediglich X; ¢ K fiir alle i € I sowie X; # X fiirallei # j.
Dann existiert ein Polynomring R = K[X; : i € I] iiber K in den Variablen (X;)iey.
Kanonisches Modell ist der Monoidring KM iiber dem Monoid M = { X" | v € NI},
Dieser Ring ist eindeutig bis auf einen eindeutigen Ringisomorphismus.
BEWEIS. Wir wiinschen uns einen Polynomring R = K[X; :i € I] iiber dem vorgegebenen
Ring K in den Variablen (X;);e. Die Konstruktion aus B5SD garantiert die Eindeutigkeit.
Konstruktion: Zur Vereinfachung wihlen wir eine Totalordnung < auf der Indexmenge
I . Fiir jedem Multiindex v € N ist der Trager suppv = {i; <ip <--- < iy} endlich.
Wir definieren das Monom X" = X1 X 7> ... X"ic als formales Symbol, genauer als
endliches Wort iiber dem Alphabet { X; | i € I }, in der gewihlten Sortierung.

Wir erhalten so die Menge M = { X" | v € N}, Die Abbildung N) — M : vy — XV
ist bijektiv, dank unserer Voraussetzung X; # X fiir alle i # j.

Die Multiplikation - : M x M — M definieren wir durch X#- XV = X#TV_ Wir erhalten
so den Monoidisomorphismus (N0, +,0) =5 (M,-, X%) : v — X".

Sei R = KM der freie Modul iiber K mit Basis M. Jedes Element schreibt sich ein-
deutig als K-Linearkombination von Monomen in (X;);ey, also P = ZveN(” Py XY mit
Koeffizienten p, € K, wobei nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind.

Die Addition erfolgt also wie oben in BSB erklért. Da der Modul R = KM frei ist liber
K mit Basis M, konnen wir auch die Multiplikation wie in B5B definieren. Man rechnet
nun geduldig nach, dass damit (R, +,0,-, X 0) tatsdchlich ein kommutativer Ring ist.

Wir identifizieren jedes Element ¢ € K im Grundring mit dem Polynom a X© im Ring
R. Somit wird K C R zu einem Teilring, und es gilt R = K[X; :i € I]. U

Bemerkung. Satz B5E ist eine beruhigende Garantie: Definition B5A ist erfiillbar und legt
den ersehnten Polynomring K[X; : i € I] eindeutig fest. Erst die Eindeutigkeit rechtfertigt,
von dem Polynomring iiber K in den Variablen (X;);es zu sprechen.
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§B5c. Polynome versus Polynomfunktionen. Weiterhin sei £ D K ein kommutativer
Ring mit Eins und ¢ : K < E die Inklusion, zum Beispiel £ = K und ¢ = idg.

Korollar BSF. Die Auswertung von Polynomen definiert die Abbildung
K[Xi:iel]xEl - E:(P,x)— P(x).

Fiir festes x erhalten wir den Ringhomomorphismus ® : K[X; :i € [|— E : P — P(x).
Fiir festes P erhalten wir die Polynomfunktion fp : E! — E : x — P(x). Dabei gilt

fr+o=fp+fo und fp.o=fp-fo.
Dies definiert einen Ringhomomorphismus K[X; :i € I]— Abb(ET,E): P — fp. O

Zur Erinnerung: Fiir jede Menge M ist die Menge Abb(M,E) ={ f : M — E } aller
Abbildungen von M nach E ein Ring beziiglich punktweiser Addition und Multiplikation.
Speziell fir M = E! erhalten wir hier den Ring Abb(E” | E).

Beispiel. Speziell fir £E = K und I = {1} erhalten wir K[X] — Abb(K, K). Fiir jedes
a € K ist f; = a die konstante Abbildung mit Wert a, und fy = idg ist die Identitét. Zum
Polynom P = aX? +bX + ¢ gehort die Abbildung fp : K — K : x — ax? + bx +c.
Beispiel. Fir K =Rund I ={1,...,n} erhalten wir R[X1,..., X,] = Abb(R",R). Dieser
Ringhomomorphismus ist injektiv: Dank Analysis gilt p, = }!8” fp(0).

Der Fall der reellen Zahlen K = R ldsst die Angewohnheit entstehen, jedes Polynom
P € R[Xy,..., X,] mit seiner Polynomfunktion fp : R” — R zu identifizieren. Das ist

allerdings nur zuldssig, solange die Zuordnung P — fp injektiv ist. Fiir unendliche Korper
werden dies spiter beweisen (Satz BSQ). Fiir endliche Korper gilt dies jedoch nicht:

Beispiel. Wir betrachten einen endlichen Korper F; mit ¢ Elementen. Im Polynomring
F,4[X] betrachten wir das Polynom P = X9 — X. Es gilt P # 0, aber dennoch fp = fo
nach dem Satz von Lagrange. Alternativ kann man dies fiir kleine Primzahlen g = 2,3,5,...
durch Einsetzen direkt nachrechnen: Fiir jedes Element x € F gilt P(x) = 0.

§B5d. Polynome in einer Variablen. Wir betrachten nun den Fall / = {1}, also nur
einer Variablen X = X;. Jedes Polynom P € K[X] schreibt sich eindeutig als Summe

o0
P = Z P X k" mit Koeffizienten pr €K
k=0

wobei nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind, also p € K ™). Somit schreibt
sich jedes Polynom P € K[X] eindeutig entweder als Nullpolynom P = 0 oder

P=po+p1X+--+py X" wobei neN, po,p1,....pn €K, pn #0.

In diesem Fall definieren seinen Grad deg P := n und Leitkoeffizient Ic P := p,. Fiir das
Nullpolynom 0 setzen wir deg0 := —oo und Ic0 := 0. In dieser Schreibweise gilt

deg P =sup{k e N| pr #0}

mit der iiblichen Konvention sup@ = —oo. Fiir den Nullring K = {0} besteht K[X] nur aus
dem Nullpolynom. Erfiillt K hingegen 1 # 0, so gilt dies auch fiir K[X] D K.
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§B5e. Eigenschaften des Grades. Es sei weiterhin K ein kommutativer Ring.

Proposition B5G. Der Grad deg : K[X] — NU {—oo} erfreut sich folgender Eigenschaf-
ten:

(a) Fiiralle P,Q € K[X] gilt deg(P + Q) < sup{deg P,deg O}.
Gleichheit gilt genau dann, wenn deg P # deg Q oderlc P +1c Q # 0.
(b) Fiir alle P, Q € K[X] gilt deg(PQ) < deg P +deg Q.
Gleichheit gilt genau dann, wenn P = 0 oder Q = 0 oder1c P -1c Q # 0.
In diesem Fall gilt fiir die Leitkoeffizienten 1c(PQ) =1c P -1c Q.

BEWEIS. Dies folgt aus den Formeln fiir Summe und Produkt in Bemerkung B5B. O

Beispiel. Wider Erwarten gilt nicht immer deg(P Q) = deg P +deg Q. In Zg[X] zum Bei-
spiel sind P = 1+2X und Q =1+ 3X vom Grad 1 aber ihr Produkt

PO =(1+2X)-(1+3X)=1+5X +6X>=1+5X
ist nur vom Grad 1 und nicht 2. Dies liegt offenbar an der Anwesenheit von Nullteilern:

Korollar BSH. Fiir jeden kommutativen Ring K sind dquivalent

(1) Der Ring K ist nullteilerfrei.

(2) Es gilt deg(PQ) = deg P +deg Q fiir alle P, Q € K[X].

(3) Der Polynomring K|[X] ist nullteilerfrei.
BEWEIS. ,,(1) = (2)“ folgt aus obigen Eigenschaften des Grades (B5G): Fiir P # 0 und
0 # 0 gilt deg P > 0 und deg Q > 0, also deg(PQ) = deg P + deg Q > 0. Ebenso folgt
»(2) = (3)“: Dank deg(PQ) = deg P +deg Q > 0 gilt PQ # 0. Auch “(3) = (1)” ist klar,
denn jeder Teilring eines Integritéitsrings ist selbst ein Integritétsring. O

Beispiel. Wider Erwarten konnen auch Polynome vom Grad > 1 invertierbar sein. In Z4[X]
zum Beispiel ist P = 1 + 2X invertierbar, denn

P-P=(1+2X)(14+2X)=1+4X +4Xx>=1.
Uber einem Integrititsring kann dies nicht passieren:

Korollar B51. Fiir jeden Integrititsring K gilt K[X]* = K*.

BEWEIS. Offenbar gilt stets K* C K[X]*. Es bleibt K[X]* C K™ zu zeigen: Gilt PQ =1
mit P, Q € K[X], so folgt 0 =deg1 = deg(PQ) = deg P + deg Q dank B5H. In NU {—o0}
ist dies nur fiir deg P = deg Q = 0 moglich. Das bedeutet P, Q € K, also P,Q € K*. [

§B5f. Division mit Rest. Es sei weiterhin K ein kommutativer Ring. Die folgende
Definition prézisiert, was wir unter der Division mit Rest von Polynomen verstehen, auch
euklidische Division genannt. Hierzu zunéchst der grundlegende Satz:

Satz B5J. Sei P € K[X] ein Polynom mit invertierbarem Leitkoeffizienten Ic P € K*. Dann
existiert zu jedem Polynom S € K[X] genau ein Paar Q, R € K[X], fiir das gilt

S=PQ+R und degR <degP.

In diesem Fall nennt man S quo P := Q den Quotienten und S rem P := R den Rest der
euklidischen Division von S durch P (auf Englisch quotient und remainder).
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BEWEIS. Eindeutigkeit: Gilt S = PQ + R = PQ’+ R’ und deg R,deg R’ < deg P, dann
folgt P(Q — Q') = R’ — R. Dank unserer Voraussetzung Ic P € R erhalten wir

deg P +deg(Q — Q') = deg[P(Q — Q')] = deg(R—R') < deg P.

Dies ist nur fiir deg(Q — Q') < 0 moglich, also Q — Q' = 0. Daraus folgt O = Q' und
R = R’. Wenn es also eine Losung (Q, R) gibt, dann nur diese einzige.

Existenz: Im Falle deg S < deg P geniigen Q = 0 und R = S. Fiir deg S > deg P fiih-
ren wir Induktion iiber degS. Wir nehmen an, die Aussage gelte fiir alle Sek [X] mit
deg S < degS. Wir setzen M = lc(P)~'1c(S) - XdeeS—deeP ¢ K[X]und § = S — PM.
Aus B5G folgt deg(PM) = deg S und Ic(PM) = Ic S, also degS < deg S. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gibt es Q, R € R[X] mit S=P Q + R und deg R < deg P. Daher gilt

S=S+PM=PQ+RfirQ=0+M. O

Die euklidische Division von Polynomen lésst sich sehr einfach und effizient ausfiihren.
Wir wollen zur Ergiinzung den Algorithmus B-1 explizit ausformulieren, hier in iterativer
Form. Er formalisiert das aus der Schule bekannte Divisionsverfahren.

Algorithmus B-1 Division mit Rest von zwei Polynomen

Eingabe: zwei Polynome S, P € K[X] wobeilc P € K*.
Ausgabe: zwei Polynome Q, R € K[X] sodass S = PO + RunddegR < degP.

Q0+0;, RS // Invariante: S = PQ + R
while degR > deg P do

M «lc(P)"c(R)- X degR—degP

Q0+~ Q0+M; R+~ R—PM // Invariante: S = PQ + R
return (O, R) //'S=PQ+ RunddegR <degP

Proposition BSK. Algorithmus B-1 ist korrekt.

BEWEIS. Der Algorithmus terminiert: Das Monom M ist so gewihlt, dass R und PM
denselben Grad und denselben Leitkoeffizienten haben. Also gilt deg(R — PM) < degR.
Der Algorithmus endet demnach nach hochstens 1 4 deg S —deg P Iterationen.

Das Ergebnis erfiillt die geforderten Bedingungen: Die Initialisierung Q <— 0, R < S
garantiert, dass S = PQ + R. Jede Iteration Q <~ Q + M, R < R— PM erhilt diese
Gleichung. Zum Schluss gilt also S = PQ + R mit deg R < deg P, wie gewiinscht. U

Bemerkung. Dieser Algorithmus und sein Korrektheitsbeweis beweisen erneut die Exis-
tenz von Q, R € K[X] mit S = PQ + R und deg R < deg P. Wir konnen also den obigen
Induktionsbeweis durch die iterative Konstruktion ersetzen. Beide sind logisch dquivalent;
die erste Form ist in der Mathematik geldufiger, die zweite Form in der Informatik.

Bemerkung. Fiir P mitdeg P =n € Nund Ic P € K* erhalten wir also eine Bijektion
K[X]x K[X]<n == K[X]: (Q,R)— S = PO +R.

Die Voraussetzung Ic P € K™ ist hierbei wesentlich. Gegenbeispiel: In K = Z ist 2 nicht
invertierbar, und Z[X | X Z[X]<o — Z[X] : (Q,0) — 20 ist injektiv aber nicht bijektiv.
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§B5g. Anwendung auf Quotientenringe. Fiir n € N sei
K[X]<n ={P € K[X]|degP <n}

die Menge der Polynome mit Grad < n. Jedes Polynom P € K[X ], schreibt sich demnach
eindeutig als P =ag +---+ an—1 X" 1 mitag,...,a,—1 € K. Ebenso definieren wir:

K[X]<n ={P € K[X] |degP <n}
Offenbar gilt K[X]<o = {0} und K[X]<o = K. Fiir n > 1 ist K[X]<, eine Untergruppe
von (K[X],+), aber kein Unterring von (K[X], +,-), wegen X" - X" = X" ¢ K[X]<p.
Korollar B5L. Sei P € K[X] ein Polynom vom Grad deg P = n € N mit invertierbarem
Leitkoeffizient, Ic P € K*. Dann ist die Abbildung
K[X]<n — K[X]/(P) mit A cl(A)

eine Bijektion, und sogar ein Gruppenisomorphismus beziiglich der Addition. Dieser wird
zu einem Ringisomorphismus wenn wir auf K[ X<y die Multiplikation

AI-JB:= (A-B)rem P

definieren. Anders gesagt, das Rechnen mit Restklassen cl(A) € K[X]/(P) entspricht dem
Rechnen mit Elementen A € K[X], wobei man stets nur den Rest der Division mit P behidilt.

BEWEIS. In jeder Aquivalenzklasse cl(S) € K[X]/(P) existiert genau ein Reprisentant
R € ¢I(S) mit deg R < deg P, ndmlich R = S rem P (der Rest der Division durch P). [J
Ubung B5M. Sei Fy :=7Z,[X]/(X%2+ X +1).

(1) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von [F4 und zéhlen sie diese auf.
(2) Erstellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln von 4.
(3) Ist der Quotientenring F4 ein Korper?

Sei P € Z;y[X] ein Polynom mitdeg P =d undIc P = 1.

(4) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von Z,,[X]/(P).
(5) Wenn Z,,[X]/(P) ein Korper ist, dann ist m eine Primzahl und das Polynom P ist
irreduzibel, das heift P = QR ist nur mit entweder Q € Z,, oder R € Z,, moglich.

Warnung. Fiir die besonders einfache Form des Quotienten K[X]/(P) ist die Invertier-
barkeit des Leitkoeffizienten, Ic P € K*, wesentlich. Andernfalls kann der Quotient sehr
viel uniibersichtlicher ausfallen. Hier eines der einfachsten Beispiele:

Beispiel BSN. Im Polynomring Z[X] betrachten wir P = kX" mit k,n € N>;. Jede Rest-
klasse im Quotientenring Z[X ]/(kX") hat genau einen Reprisentanten der Form

ao+ar1 X+ 4an1 X"V 4+ ap X"+ an X" 4L

wobei ag,...,an—1 € Z sowie an,dp+1,--- €10,1,...,k —1}. Die Addition in den ersten n
Koeffizienten ist die in Z, die Addition in allen weiteren Koeffizienten entspricht der in Z.
Ahnliches gilt fiir die Multiplikation solcher Restklassen, die wir hier nicht ausschreiben.
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§B5h. Nullstellen eines Polynoms. Sei K ein kommutativer Ring, @ € K ein Element
und P € K[X] ein Polynom iiber K. Gilt P(a) = 0, so nennen wir a eine Nullstelle des
Polynoms P, oder eine Wurzel der Gleichung P(X) = 0.

Proposition B50. Genau dann ist a € K eine Nullstelle von P € K[X], wenn die Faktori-
sierung P = (X —a)Q fiir ein Q € K[X] gilt. In diesem Fall ist Q eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Dank B5J gibt es genau ein Paar Q, R € K[X] so dass P = (X —a)Q + R und
deg R < deg(X —a) =1, also R € K. Demnach verschwindet P(a) = R genau dann, wenn
R = 0. Dies ist gleichbedeutend mit P = (X —a)Q. ]

Korollar B5P. Fiir jedes Polynom P € K[X]* und a € K gibt es genau eine natiirliche

Zahl m € N und genau ein Polynom Q € K[X] so dass P = (X —a)™ Q mit Q(a) # 0 gilt.
Im Falle m > 1 nennen wir a eine Nullstelle der Vielfachheit m. Wir nennen a eine

einfache Nullstelle, wenn m = 1 gilt, und eine mehrfache Nullstelle, wenn m > 2 gilt.

Per Induktion folgt: Jedes Polynom P € K[X|* schreibt sich als Produkt
(B.1) P=(X-a)™ - (X—ar)"Q

mit paarweise verschiedenen Nullstellen ay,...,a; € K und Vielfachheiten m1,...,my > 1
sodass das verbleibende Polynom Q € K[X|* keine Nullstellen in K hat.

BEWEIS. Wir fiihren Induktion iiber deg P. Fiir deg P = 0 hat P keine Nullstellen und
P = Q geniigt. Fiir deg P > 1 unterscheiden wir zwei Félle. Wenn P keine Nullstellen hat,
dass geniigt P = Q; wenn P mindestens eine Nullstelle hat, dann gilt P = (X —ay)™! P*
mit m; > 1 und P* € K[X] erfiillt P*(a;) # 0 und 0 < deg P* < deg P. Nach Indukti-

onsannahme wissen wir, dass P* = (X —a3)™2---(X —ay )™k Q wobei ay,az,...,ar € K
paarweise verschiedenen Nullstellen sind mit m1,m5,...,m; > 1, und Q € K[X] hat keine
Nullstellen in K. Daraus folgt P = (X —a1)™!--- (X —ayp)"* Q. d

§BSi. Anzahl der Nullstellen. Wir kldren nun den Zusammenhang zwischen dem
Grad eines Polynoms P € K[X] und der moglichen Anzahl seiner Nullstellen in K.

Ist eine Zerlegung wie in (B.1) gegeben, so hat P mindestens die Nullstellen ay,...,ag,
und deren Anzahl ist m; 4 --- +my < n. Im Allgemeinen ist die Zerlegung (B.1) jedoch
nicht eindeutig und bedeutet auch nicht, das P nur die angegebenen Nullstellen hat:

Beispiel. (_Jber Zg erlaubt das Polynom P = X_2 —1 vier verschiedene Nullstellen, ndmlich
=41 und +£3. Tatséchlich finden wir P = (X —1)(X +1) = (X —3)(X + 3).

Beispiel. Seien 2 < p < ¢ Prinzahlen. Die Gleichung x? = 1 hat in Z p nur zwei Losungen,
+1, ebenso in Zg, im Ring Z, X Z4 (= Zpq) hingegen vier, ndmlich (£1,%1).
Das Problem liegt hier offenbar in der Anwesenheit von Nullteilern.

Beispiel. Im Matrizenring C2*2 hat das Polynom X2 + 1 unendlich viele Nullstellen: Fiir

jedes Tripel (x,y,z) € R3 mit x2 + y2 + z2 = 1 erfiillt die Matrix M = (_yif_iz y_tiz) die
Gleichung M? = —1. Dies gilt ebenso im Divisionsring der Quaternionen (B4G).

Das Problem liegt hier offenbar in der Nicht-Kommutativitit.

Der folgende Satz besagt, dass diese beiden Hindernisse die einzigen sind:
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Satz B5Q. Sei K ein Integritdtsring. Fiir jedes Polynom P € K[X]* ist die Zerlegung (B.1)
eindeutig bis auf Umordnung der Faktoren. Insbesondere kann ein Polynom P € K[X] vom
Grad n hochstens n Nullstellen haben (mit Vielfachheiten gezdhlt).

BEWEIS. Wir vergleichen zwei solche Zerlegungen
P=(X—a)™ (X —ap)™ Q = (X =b)" (X =)™ R.

Wir zeigen k = £ sowie nach Umordnung a; = by,...,ay = b undmy =nq,...,my = ng.
Wir fithren Induktion iiber k. Fiir k = 0 hat P = Q keine Nullstellen in K, daher gilt auch
£ =0und P = R. Wenn k > 1, dann folgt aus P(a;) = 0 und der Nullteilerfreiheit von
K, dass einer der Faktoren (aj —b1), ..., (ar — by) gleich 0 sein muss. Durch Umordnung
erreichen wir ay = by. Dank B5P folgt my = ny und (X —aq)™'---(X —ajp_1)™ 10 =
(X —=by)"---(X —by_1)"—1R. Nach Induktionsannahme folgt dann k —1 = £ — 1 und
ay=by,....ap_1 =br_qundm; =ny,...,mp_1 =ng_1.

Ist a € K eine Nullstelle, also P(a) = 0, dann muss a € {ay,...,a;} gelten. Die Ge-
samtzahl der Nullstellen, mit Vielfachheiten gezéhlt, ist demnach my +--- +my < n. OJ

§B5j. Interpolation. In manchen Anwendungen sucht man ein Polynom P € R[X],
dessen Polynomfunktion fp : R — R exakt durch vorgegebene Punkte (xg, y0), - - -, (Xn, Yn)
lduft, in der Numerik zum Beispiel die Werte einer Messreihe. Man sagt, fp interpoliert
zwischen den gegebenen Punkten. Die naheliegende Frage, wie dies effizient gelingt und wo
welche Abweichungen zu befiirchten sind, fiihrt zu ersten Techniken und schonen Ergeb-
nissen der Numerik. Wir betrachten hier als ersten Schritt nur die algebraische Grundlage:

Satz BSR. Sei K ein Korper und xg,Xx1,...,X, € K paarweise verschieden.

(1) Zu beliebigen Werten yo, y1,...,yn € K existiert genau ein Polynom P € K[X]vom
Grad <n, das P(xo) = yo, P(x1) = y1,..., P(xn) = yy erfiillt. Anders gesagt:

Die Auswertung K[X]<p — K" P (P(x0), P(x1)...., P(xp)) ist bijektiv.

(2) Der Ringhomomorphismus K[X] — K"t1: P — (P(x0), P(x1),..., P(xy)) ist
surjektiv und hat als Kern das von Py = (X —x0)(X —x1)---(X — xy) erzeugte Ideal (Py).
BEWEIS. Eindeutigkeit: Sind P; und P, zwei solche Polynome, dann ist auch die Differenz
P — P, vom Grad < n, hat aber mindestens die n + 1 Nullstellen xg, x1, ..., X,. Das ist nach
Satz B5Q nur fiir das Nullpolynom moglich. Also gilt P = P5.

Existenz: Nach Voraussetzung gilt x; —x ; # 0 fiir alle k # j . Da wir tiber einem Korper
arbeiten, sind diese Elemente invertierbar. Das Lagrange—Polynom

X —x;
Ly = I e K[X]
Xl — X
. k J
J#k

hat Grad n. Es erfiillt L (xx) = 1 und L (x;) = 0 fiir alle j # k. Daher ist

n
P=>Y yLi €K[X]
k=0

vom Grad < n und erfiillt P(x;) = yj furalle k =0,1,...,n.
(2) Fiir jedes Polynom P im Kern gilt P = Py Q mit Q € K[X] gemiB Satz B5Q. [
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Bemerkung. Sei K[X] der Polynomring tiber einem Korper K in der Variablen X. Fiir
jedes Polynom P =Y} _oax X k ist die zugehorige Polynomfunktion fp : K — K definiert
durchx — P(x) =% _o apx¥ . Dies stiftet einen Ringhomomorphismus ® : K[X] — KX.

(1) Wenn K unendlich viele Elemente hat, dann ist ® injektiv, aber nicht surjektiv.
(2) Wenn K nur endlich viele Elemente hat, dann ist ® surjektiv, aber nicht injektiv.

Genauer: (1) Sei (K, +,0,-, 1) ein Ring mit Eins, kommutativ, ohne Nullteiler, und mit
unendlich vielen Elementen. Dann ist der ® injektiv (B5Q), jedoch nicht surjektiv: Die
Funktion f : K — K mit f(0) = 1 und f(x) = 0 fiir x # 0 ist nicht polynomial (B5Q).

(2) Fiir jeden endlichen Kérper Fy; mit ¢ Elementen ist jede Abbildung f : F,; — Fy
polynomial: Dank B5R gibt es genau ein Polynom P € F;[X] mitdeg(P) <qund fp = f.

Das Polynom Py =[], ek, (X —a) hat Grad ¢ und induziert die Nullfunktion fp = 0.

Ebenso P; = X% — X: Es gilt P # 0, aber dennoch fp = fy nach dem Satz von Lagrange.
Nach Satz B5Q gilt P; = Py Q, und aus Gradgriinden folgt ]_[aGIFq (X—a)=X7-X.

Wir erhalten so den Ringisomorphismus F,[X]/(X?—X) = Abb(F,,Fy) : P — fp.
§BSk. Charakterisierung des Polynomrings iiber einem Korper.

Ubung B5S. Ist R = K[X] der Polynomring iiber einem Korper K, dann definiert der Grad
v = deg eine surjektive Abbildung v : R — NU {—o0}, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(A) Fiir alle a,b € R mit b # 0 existieren ¢,d € R, so dass a = bc +d mit v(d) < v(b).
(B) Firalle a,b € R gilt v(a + b) < sup{v(a),v(b)}; Gleichheit gilt wenn v(a) # v(b).
(C) Furalle a,b € R gilt v(ab) = v(a) +v(b).

Sei nun umgekehrt (R, +,0,-, 1) ein kommutativer Ring mit Eins und einer Surjektion
v : R — NU{—o0}, die obige Eigenschaften (A,B,C) erfiillt. Folgern Sie:

(1) Esgilt (i) v(a) = —00 < a=0und (i) v(a) =0 & a € R*.
(2) Die Teilmenge K = {a € R | v(a) < 0} ist ein Unterkorper des Rings R.
(3) Fir X € Rmitv(X) = 1 ist R = K[X] der Polynomring in X iiber K und v = deg.

¥ BS5s. Fiir R = K[X] und v = deg kennen wir (A) aus Satz B5J und (B,C) aus Proposition B5G. Wir zeigen
nun umgekehrt, dass diese Eigenschaften fiir (R, v) einen Polynomring beschreiben, also (R, v) = (K[X], deg):

(11) Fir b € R mit b # 0 gilt v(b) > 0 dank (A), denn es gibt ¢,d € R mit 0 = bc +d und v(d) < v(b).
Da v surjektiv ist, bleibt nur v(0) = —oo. (1ii) Aus 1 = 1-1 folgt v(1) = v(1) 4+ v(1) dank (C); in N wird
diese Gleichung nur von v(1) = 0 geldst. Sei a € R invertierbar, das heifit, es gibt b € R mit ab = 1, also
v(a) + v(b) = 0 dank (C); in N wird dies nur von v(a) = v(b) = 0 gelost. Umgekehrt, zu jedem a € R mit
v(a) = 0 existieren b,c € R mit 1 = ab +c und v(c) < v(a) = 0 dank (A), alsoc =0und ab = 1.

(2) Die Teilmenge K ist ein Unterring, denn wir haben 0, 1 € K dank (1), und aus a,b € K folgta+b € K
dank (B) und ab € K dank (C). Nach (1ii) ist jedes Element a € K* invertierbar, demnach ist K ein Korper.

(3) Da v surjektiv ist, existiert X € R mit v(X) = 1. Dank (C) gilt v(X") = n. Jedes Element P, € R mit
v(Py) < n schreibt sich P, = a, X" + P,—1 mitay,, P,—1 € R und deg(Py—1) <n— 1 dank (A). Zudem gilt
an € K, denn fiir v(ay) > 1 wire v(a, X" + P,—1) > n dank (B,C). Dabei sind a,, P,— eindeutig: Aus P, =
an X" + Py—1 =ap X"+ P, _, folgt 0 = (an —ap) X" + (Py—1 — P, _,), doch fiir a, —aj, # 0 hiitte die rechte
Seite v(...) = n dank (B,C), die linke jedoch v(0) = —oo. Also gilt @, = a}, und Py—1 = P,;il. Per Induktion
folgt: Jedes Element P € R mit v(P) < n schreibt sich eindeutig P = az X" +an_1 X" 1 +--+a1X +ao
mita,,ay—1,...,a1,a9 € K. Somit ist R ein Polynomring iiber K in der Variablen X .

Beispiel: In R = K[X]sei Y =aX +b mita € K*, b € K. Dann ist R ein Polynomring iiber K in der
Variablen Y. Umgekehrt, aus ¥ € K[X]und K[Y] = K[X] folgtY =aX +b mita € K*,b € K.
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Alles messen, was messbar ist —
und messbar machen, was noch nicht messbar ist.
Galileo GALILEI (1564-1642)

KAPITEL C

Metrische Raume

§C0. Einfiihrung und Uberblick

§Co0a. Motivation. Der Begriff der Konvergenz ist grundlegend fiir die Analysis. Die
Mathematiker des 19. Jahrhunderts vollbrachten die Meisterleistung, ihn rigoros herauszu-
arbeiten und hierauf eine leistungsfahige Theorie zu errichten, die bis heute trigt und weiter
ausgebaut wird. Von ihren Erfolgen legt die Differential- und Integralrechnung beredtes
Zeugnis ab, die alle Studenten der Mathematik in ihren ersten Vorlesungen kennenlernen,
und die tiberall in den Natur- und Ingenieurwissenschaften erfolgreich angewendet werden.

Die Entwicklung der metrischen und ersten topologischen Grundbegriffe wollen wir in
diesem Kapitel nachvollziehen mit Erinnerungen, Prizisierungen und Ergénzungen.

Der Konvergenzbegriff x, — a tritt hierbei in unterschiedlichen Situationen auf: Wir
betrachten konvergente Folgen von reellen oder komplexen Zahlen oder von Punkten in
einem euklidischen Raum, xg, x1,...,a € R™, etwa beim Newton—Verfahren C4X.

Allgemeiner betrachten wir auch Folgen von Funktionen, etwa beim Satz von Picard—
Lindelof C4R zur Losung von Differentialgleichungen. Je nach Anwendung nutzen wir
punktweise Konvergenz, gleichméBige Konvergenz, oder Konvergenz im Mittel, usw.

Fir Funktionen f : X — Y ist der Begriff der Stetigkeit von zentraler Bedeutung und
eng mit der Konvergenz verkniipft: f ist stetig, wenn sie jede konvergente Folge x, — a
im Definitionsbereich in eine konvergente Folge f(x,) — f(a) im Bildbereich iiberfiihrt.

§COb. Vorgehensweise. Unser Ziel in den ersten Kapiteln ist es, die fiir Konvergenz
und Stetigkeit notwendigen Begriffe in ausreichender Allgemeinheit bereitzustellen. Hierzu
betrachten wir Mengen mit einer geeigneten zusitzlichen Struktur: in diesem Kapitel C
zuniéchst eine Metrik, ab Kapitel D allgemeiner eine Topologie. Die Elemente einer solchen
Menge nennen wir Punkte und entlehnen auch alle weiteren Begriffe wie etwa Umgebung
unserer geometrischen Anschauung. Es kann dabei durchaus sein, dass die Punkte einer
solchen Menge selbst Funktionen auf einer anderen Menge sind, oder noch ganz andere
mathematische Objekte. Um an die geometrische Intuition anzukniipfen, empfiehlt es sich,
zunéchst Punktmengen des euklidischen Raumes R” als Beispiele vor Augen zu halten.

Damit wollen wir nun beginnen: Vorhang auf!
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§C1. Skalarprodukte und Normen auf Vektorriumen

Wir wollen vom Koérper R zum euklidischen Raum R” {ibergehen. Dieser spielt sowohl
in der Linearen Algebra und Geometrie eine grundlegende Rolle, als auch in der Analysis
im Rahmen der Differential- und Integralrechnung. Auch fiir die Topologie wird er uns als
wichtigstes Modell dienen. Bei dieser Gelegenheit werden wir auch einige seiner unendlich-
dimensionalen Verwandten kennenlernen. Wir formulieren alle Definitionen gleichzeitig fiir
Vektorraume iiber R und iiber C, da beide gleichermaflen wichtig sind, sowie iiber H.

§Cla. Skalarprodukt und Norm. Im Folgenden sei K = R oder K = C oder K = H.
Beispiel C1A. Auf dem Vektorraum V = K” definieren wir das euklidische Skalarprodukt
(=1=):VxV =K, (@1,....un) [ (V1,....00) ) ;= UTVL + o0 + Uy Op.

Dieses erfreut sich folgender Eigenschaften fiir alle u,v,w € V und A, u € K:

SO) (u|u)=0 (Positivitit)
S (u|u)>0firuz#0 (Definitheit)
(S2) (u|v)y=(v|u) (Symmetrie)
(S3) (u|vA+wp)=(u|v)A+{ujw)n (Linearitét)
Satz C1B. Aus (S0-3) folgt fiir alle u,v € V die Cauchy—Schwarz—Ungleichung (CSU):
{ulo)? <(ulu){vlv)  bzow  [(u|v)] < |ull-|v]

fiir die Norm ||u|| = |u| := +/{u | u). Gleichheit gilt genau dann, wenn u,v linear abhdngig
iiber K sind. Die Norm erfreut sich folgender Eigenschaften fiir alle u,v € V und A € K:

(NO) |lu|| =0 (Positivitdit)
(N1) ||u|| > O fiiru #0 (Definitheit)
(N2) ||[ud|l = ||u]-|A| (Homogenitiit)
(N3) |lu+v| < |lull + |v] (Dreiecksungleichung)
BEWEIS. Zeigen Sie dies zur Wiederholung! (Ein jeder priife sich selbst.) O

# CI1B. Die Eigenschaften (S0-3) und (NO-2) folgen sofort aus den Rechenregeln in R, C, H: Nachrechnen!
Die CSU gilt fiir v = 0. Wir diirfen daher v # 0 annehmen, und somit (v | v) > 0 dank (S1). Der reelle Fall
K = R ist besonders leicht, dank Mitternachtsformel ist er ein Einzeiler! Dank (S0,2,3) finden wir:

VieR:0<(u+vt|u+vt)=(ulu)+2(u|v)t+(v|v)? = 4u|v)?—4v|v)(u|u)<0
Allgemein und ausfiihrlich: Wir setzen z = uA —vpu mit A = (v |v) € R>p und £ = (v | u) € K und rechnen:
0<(z|z) :(uk—vu|uk—v,u>:I(u|u))L—X(u|v)u—ﬁ(v|u)k+ﬁ(v|v)u
= (v o) [(u lu)Cv o) =20 | o)+ ()P = (v o) [u)v o) =[(u | v)?]

Wegen (v | v) > 0 folgt hieraus (u |u)(v |v)—|{u|v)[? = 0, wie behauptet. Bei Gleichheit gilt (z | z) =0,
dank positiver Definitheit also z = uA —vu = 0, somit u = (u/A)v. Umgekehrt folgt aus linearer Abhéngigkeit
u = vy direkt die Gleichheit [{(u | v)|> = [(vu | v)[? = |p|?(v | v)2 = (pv | pv){v]v) = (u|u){v|v).
Die Aussagen (NO,1,2) sind klar. Die Dreiecksungleichung (N3) folgt aus der Cauchy—Schwarz—Ungleichung:

e +vl|? = (u+v utv) =(ulu)+(ulv)+(viu)+(v|v)
= [lull® +2Re({u | v)+ [0]* < lull® +2/(u | v)] + [[v]?
< el 20l ol + 0l = el + 0D
Die Behauptung [|u + v|| < [lu|| + ||v|| folgt somit dank Monotonie der Wurzelfunktion R>¢ — R : x — /.
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§C1b. Vektorriume mit Skalarprodukt. Im obigen Beweis der Cauchy—Schwarz—
Ungleichung haben wir nur die Eigenschaften (S0-3) benutzt und hieraus (NO-3) abgeleitet.
Wir erheben diese grundlegenden Eigenschaften nun zur allgemeinen Definition:

Definition C1c. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K = R, C.

Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung (— | —): V xV — K, die (S1-3) erfiillt.

Das Paar (V,{— | —)) heiit dann K-Vektorraum mit Skalarprodukt, in der Analysis
auch Prd—Hilbert—Raum und bei Vollstandigkeit Hilbert—Raum (C41).

Eine Norm auf V ist eine Abbildung |—|: V — R, die (N1-3) erfiillt.

Das Paar (V,|—|) heilit dann normierter K—Vektorraum, oder kurz normierter Raum,
oder auch Pri—Banach—Raum und bei Vollstandigkeit Banach—Raum (C41).

Sprechweise. Eigenschaften (S0,1) besagen, dass das Skalarprodukt positiv-definit ist. Ohne (S1)

nennen wir ( — | —) positiv semidefinit; dann gibt es moglicherweise Vektoren x # 0 mit (x | x) = 0.

Aus (S1-3) folgt (S0), und aus (N1-3) folgt (NO); unsere Liste ist redundant und dient zur Betonung.

Im reellen Fall K = R ist die Konjugation X = x die Identitit; wir diirfen und werden Sie daher in obi-
gen Formeln und allen Rechnungen weglassen. Eigenschaften (S2,3) besagen, dass das Skalarprodukt
eine symmetrische Bilinearform ist, denn die Linearitét im zweiten Faktor impliziert dank Symmetrie
auch die Linearitdt im ersten Faktor. Eine positiv-definite symmetrische Bilinearform wird euklidi-
sches Skalarprodukt genannt. Das Paar (V, (— | —)) nennen wir einen euklidischen Vektorraum.

Im komplexen Fall K = C nutzen wir die Konjugation z = x +1iy +— z = x —1iy fiir x, y € R. Eigen-
schaften (S2,3) besagen, dass das Skalarprodukt eine hermitesche Sesquilinearform ist: Sie ist linear
im zweiten Faktor, aber konjugiert-linear im ersten Faktor. (Sesquilinear bedeutet anderthalbfach li-
near.) Eine positiv-definite hermitesche Sesquilinearform wird hermitesches Skalarprodukt genannt.
Das Paar (V, (— | —)) nennen wir einen hermiteschen Vektorraum. Entsprechend fiir K = H.

Beispiel C1D. Weiterhin sei K = R, C, H. Fiir jede Menge €2 ist der Funktionenraum
K®={f:Q—>K}
ein Vektorraum mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. Die Teilmenge
K& .= {f Q=K ‘ supp( f) endlich }
aller Funktionen f :  — K mit endlichem Triiger ist ein Untervektorraum in K52
Zur Erinnerung: Die Tragermenge von f ist supp(f) :={x e Q| f(x) #0}.
Hierauf ist ein Skalarprodukt K® x K - K gegeben durch
(flg)=> f(¥)gx).
x€Q

Die kanonische Basis (e4)qeq ist orthonormal bzgl. (— | —), das heiit {e; | eq) =1
und (e, | ep ) = 0 fiir a # b. Speziell fiir Q = {1,...,n} erhalten wir den Vektorraum K”
mit seiner kanonischen Basis und dem oben erklirten euklidischen Skalarprodukt.

Vervollstiandigt erhalten wir den Hilbert—Raum der quadrat-summierbaren Funktionen,

Z|f(x>|2<oo}.

xeQ

EZ(Q,K):{f:Q—HK

Dies ist ein Untervektorraum von K, er enthiilt K2, und das obige Skalarprodukt
setzt sich auf £2(Q,K) fort. Als Ubung zur Analysis versuche man dies zu beweisen!

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C1. Skalarprodukte und Normen auf Vektorraumen 127

# C1p. (0) Die Menge K ist ein K—Vektorraum mit punktweiser Addition (f + g)(x) = f(x) + g(x) und
Skalarmultiplikation (A f)(x) = A f(x): Nachrechnen! Uber K = H miissen wir links und rechts unterscheiden;
wir nutzen daher systematisch die Skalarmultiplikation von rechts und definieren f'A durch (f1)(x) = f(x)A.
In K< ist die Teilmenge K2 ein Untervektorraum, dank supp( f + g) C supp( ) U supp(g) und supp( f1) =
supp(Af) C supp( /). Endlicher Triiger garantiert, dass die obige Summe endlich ist. In K& liegteg : 2 - K
miteg (@) = 1 und e4 (x) = O fiir x # a. Die Familie (e4)4egq ist eine Basis von K und orthonormal beziiglich
unseres Skalarprodukts. So weit, so klar, so algebraisch.

(1) Wir zeigen nun, dass die Teilmenge (2 = £2(Q2,K) C K® ein Untervektorraum ist. Fiir A € K und
felgilt|fI3 =3 /()P <oo,also | fA3 =31 /(A = 2, [ f)PAP = | f5]A> < co.

Fir f,g € K& gilt | f + g|% < (|f]2 + |gl2)? dank Cauchy—Schwarz C18. Diese Ungleichung gilt dann
auch allgemein fiir f,g € £2: zunichst fiir die Summation iiber jede endliche Teilmenge E C £2, dann auch fiir
die volle Summe durch Ubergang zum Supremum rechts und links. Somit ist £2 in K ein Untervektorraum.

(2) Wir wollen fiir f,g € £ das obige Skalarprodukt ( f | g) = > req f(x)g(x) erkldren. Dazu miis-
sen wir die absolute Konvergenz dieser Reihe garantieren: Erneut dank Cauchy—Schwarz C1B finden wir

Sl f) g =2 1 f )] 1gx)| <1 fl2-1gl2 < oo: zundchst fiir die Summation iiber jede endliche Teil-
menge E C Q, dann auch fiir die volle Summe durch Ubergang zum Supremum rechts und links.

(3) Die Eigenschaften (S0-3) folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Reihen: Nachrechnen!

Beispiel C1E. Fiir a < b in R betrachten wir den Vektorraum % ([a, b],K) aller stetigen
Funktionen f, g : [a,b] — K. Hierauf ist ein Skalarprodukt gegeben durch das Integral
b

(f,g)=% f(x)g(x)dx mit t=b—a.

X=a
Die Funktionen ey, : [a,b] — C : x — e*®* mit @ = 27/t und k € Z sind orthonormal:
Nachrechnen! Sie bilden die kanonische Basis der trigonometrischen Polynome:

TZ{fZ ické’k
Pl

=—n

neN, c_,,....,cn e(C}

Im reellen Fall betrachtet man entsprechend f(x) = % + > k=1 axcos(kwx)+ by sin(kwx)
mit neNundag,ai,...,an,b1,...,b, € R.Beide Basen lassen sich dank der Euler—Formel
ek®* = cos(kwx) + isin(kwx) leicht ineinander umrechnen. Komplex ist einfacher!

Vervollstiandigt erhalten wir den Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen,

b
/ |f(x)|2dx<oo}.

=a

Z%([a,b].K) = {f . [a,b] — K messbar

Auch dies ist ein Vektorraum, er enthilt € ([a, b], K), und das obige Skalarprodukt setzt
sich auf £ fort, allerdings ist es hier nur noch semidefinit: Aus [| f(x)|*dx = 0 folgt
f(x) = 0 nicht unbedingt fiir alle x, sondern nur fiir fast alle x € [a,b]. Das bedeutet, es
existiert eine Teilmenge N C [a,b] vom MaB 0, sodass f(x) = 0 fiir alle x € [a,b] \ N gilt.

Diese Nullfunktionen bilden den Untervektorraum
N = {f la,b] = K ‘ f(x) =0 fur fast alle x € [a,b] }
Der eigentlich relevante Vektorraum ist demnach der Quotientenvektorraum
L*([a.b).K) = .£*([a.b).K)/. N .

Hierauf ist das Skalarprodukt ( f,g) — { f | g ) wohldefiniert und nun auch tatséchlich
positiv-definit. Wir erhalten so schlieBlich den Hilbert-Raum L2 ([a, b], K).
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# CI1E. Die Eigenschaften (S0-3) folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Integrale: Nachrechnen!
Wir berechnen das Skalarprodukt (1 | ey ). Fiir n = 0 ist dies besonders leicht:
| 1 b
(1 |e0)=ff l-elowxdxzf/ ldx =1
T Jx=a T Jx=a
Fiir jeden Exponenten n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wt = 2x:

b . b b i .
<1 | . ) _ l/ I‘einwx de— l elnwx _ einwb _ oinwa _ einwa [einw(b—a) B 1] —o
" T Jx inw Jy—g4 2min 2min

Hieraus folgt sofort die behauptete Orthonormalitit:

b o
o—ikwx gilwx 4 _ l[ dilt—kox g 1 firk =4,
T Jx=a

[ e— 1 [t
(elet =1 [ atednas=+ [ o k2t

=a xX=a

Die Riume 2 und L? sehen auf den ersten Blick vollkommen verschieden aus, bei
genauerem Hinsehen enthiillen sie jedoch dhnliche geometrische Eigenschaften. Ich erzihle
diese beiden zentralen Beispiele hier im Detail, um den folgenden Satz in voller Schonheit
aussprechen zu konnen. Es gilt die bemerkenswerte Fourier—Isometrie £2 = L2:

Satz C1F (Fischer—Riesz 1907). Die Riume £*(Z,C) und L?([a,b],C) sind isometrisch.
Genauer: Jeder Funktion f € L? ordnen wir ihre Fourier-Koeffizienten f € {* zu vermige

b
F L2502 f f omit f(k):(ek|f)=%/: e keOx £(x)dx.

Diese Abbildung ist wohldefiniert dank der Energiegleichung
1 P 2 22
S VIR ST
T Jx=a

keZ

Umgekehrt ordnen wir jeder Koeffizientenfolge f € (2 die Funktion f € L? zu vermdige

o0
FUCS L f e f omit f)= ) f(k) ek,
k=—o00
Dies ist eine Cauchy—Folge in L? und konvergiert daher, denn L? ist metrisch vollstindig.
Die Abbildungen .7 und .~ sind zueinander inverse Isomorphismen von C—Vektorriumen
und erhalten die Skalarprodukte, das heifst, es gilt die Parseval-Gleichung:

. b o ____
(18 = (7180 ausgescricben [ FCiear= 3" Fa

k=—o00

Ubung C1G. Zeigen Sie — durch Nachrechnen! — diese Isometrie zwischen trigonometri-
schen Polynomen T C L2([a,b],C) und Folgen mit endlichem Triiger C® c ¢2(Z,C).
Zusatz: Die Analysis beweist die Energiegleichung fiir alle absolut integrierbaren Funk-
tion f :[a,b] — C sowie die Vollstindigkeit des Raumes L?([a, b], C). Folgern Sie hieraus,
dass die fiir .# ! angegebene Reihe konvergiert, dass .% und .# ~! zueinander inverse Iso-
morphismen von C—Vektorraumen sind und die Parseval-Gleichung erfiillen.
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§Clc. Orthonormalbasen. Sei V ein K—Vektorraum mit Skalarprodukt { — | —). Ein
Vektor v € V heilit normiert, wenn |v| = 1. Zwei Vektoren u,v € V heifien orthogonal,
geschrieben u L v, wenn (u | v) = 0. Eine Familie uq,us,us,... € V heilt orthogonal,
wenn (u; |u; ) =0 fiir alle i # j, und orthonormal, wenn zudem |u;| = 1 fiir alle 7 gilt.

Ubung C1H. (1) Satz des Pythagoras: Sind die Vektoren u7,...,u, € V orthogonal, so
gilt |uy + -+ up|?> = |uy|?> + -+ + |un|?. Sind eq,...,e, € V orthonormal, so be-
stimmt jede Linearkombination v = ) vi ey ihre Koeffizienten vy, ..., v, € K durch
vk = (ex | v), und fiir die Norm gilt |[vyeq +--- + vpen|? = |v1]? + -+ + |vn|?.

(2) Gram-Schmidt: Seien by,b,, b3, ... € V linear unabhingig. Firn = 1,2,3,... setzen
wir rekursiv b := by, — z;ll (ex | bn)-ex und e, := b, /|b,;|. Fiir den Untervektor-
raum U, = (by1,bs,...,by )x istdann ey, ey, ..., e, eine Orthonormalbasis.

(3) Bestapproximation und Fourier—Koeffizienten: Sei U < V ein Untervektorraum mit
dimg U = n < oo. Gegeben sei eine Orthonormalbasis e, ez, ..., e,, etwa nach (2).

Zu jedem Vektor v € V existiert genau eine Bestapproximation v* € U, sodass
|[v—v*| < |v—u] fiir alle u € U gilt. Die explizite Berechnung gelingt durch Ortho-

gonalprojektion des Vektors v auf den Unterraum U zu
* =3 %—1vker mit Fourier—Koeffizienten v = (eg | v).
(4) Zudem ist v* der einzige Vektor in U, fiir den v — v™* senkrecht steht auf allen u € U.
(Skizze!) Dank Pythagoras (1) gilt daher die Bessel-Ungleichung:
> =" v =0T = o2t ol 4 =P = o o =
Lingenquadrat von v*  Approximationsfehler

s C1H. (1) Dies rechnen wir direkt nach: |Zk uel? = (Xpup | Xoue) =k Dplug lug) =D g lug .
Spezwll fiir ug, = viey gilt dabei [ug |2 = |vg|? lex | = |ve|?.
(2) Wir fithren Induktion tiber . Fiir n = 1 ist die Aussage klar: Der Vektor b’lk = by # 0 ist eine Basis

des von ihm aufgespannten eindimensionalen Vektorraumes Uy. Wegen b # 0 gilt |b]| # 0, somit normieren
wir zu e1 = b /|b}|. Damit ist e eine Orthonormalbasis von Uj.

*|2

Wir nehmen an, die Aussage gilt fiir n — 1, das heifit eq,...,e,—1 ist eine Orthonormalbasis von Uy—_1.
Dann ist eq,... en 1,bn eine Basis von Uy und eq,... en_l,b,’f eine Orthogonalbasis von Uy, denn nach
Definition b;; = by, — > ¢ —; (e | bn ey crzeugter, ez, e3,...,en—1,b; ebenso Uy, und zudem gilt (e | by ) =

(eg | bn) =2 %—i{ek | bn )(ee ler ) =1(eg | bn)—{eg|bn)=0.Nach Voraussetzung gilt b, ¢ U,—1, also
bleibt by # 0, und wir konnen e, = b); /|b,5| normieren. Somit ist e1, ..., ey eine Orthonormalbasis von Uy,.

Variante: Wir setzen hier lineare Unabhéngigkeit voraus. Ist b, linear abhingig von b1,bs,...,by—1, s0O
erhalten wir b5 = 0. In diesem Falle 16schen wir b, und erhalten eine kiirzere Basis von U, = (b1,b2,...,by ).

(3) Fiir jeden Vektor u € U giltu = 22:1 uy ey mit Koeffizienten v € K, und somit
lo—ul?=(v—ulv—u)=(v]v)—(v]u)—(u|v)+{ulu)
{(v]v —U\ZkukEk) (Crurer | v)+(Xpurer | Xouer)

(v]v) =Yg u Vg — X Wi vk + Lgluge|* = [v]* —2Re(u | v*) + [ul?
|2—

Speziell fiir u = v* gilt |v —v* 2= |v*|2. Dieser Abstand ist minimal, denn im Vergleich gilt:
Jo—ul? = o —v*[> = Y lug | — g wac e — g v + Lgelviel?
=2k (g — V) (g —vie) = g lug —v|* = 0
Gleichheit gilt hierbei nur fiir u = v*, andernfalls |[v —u| > |v —v™*|. (4) SchlieBlich gilt die Orthogonalitiit:

(v=v*u) =(v— g vier | Xpuger) = Y ukVk — X ugVk =0
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§C1d. Normierte Vektorriume. Jedes Skalarprodukt induziert eine zugehorige Norm.
Dariiber hinaus gibt es auch Normen, die nicht von Skalarprodukten herriihren:

= eispie I. Die euklidische Norm oder £“—Norm au 1st gegeben durc =)
Beispiel C11. Die euklidische N der £>—N f K" ist gegeben durch

il =l o= VIE 1) = 3/ Ixa 2o+ P

Die Supremumsnorm oder £°°~Norm auf K" definieren wir durch

|X[o0 == sup{|x1],....]|xnl }.

Die Taxinorm oder £!-Norm auf K" definieren wir durch
[x[1 = |xr| - xnl.
Allgemein fiir 1 < p < oo haben wir die £#—Norm
[l o= (1117 - 3] ?) 7.

Fiir p = 1 ist dies die Taxinorm, fiir p = 2 die euklidische. Es gelten die Abschitzungen

|X|oo < x|p < |x]1 = n[X]oo-
Fiir p \( 1 gilt |x|, /" |x]1. Fir p / oo gilt [x]p \{ [X]|oco-

# C11. Dies sind tatsdchlich Normen auf K”: Eigenschaften (NO-2) sind klar, der entscheidende Punkt ist die
Dreiecksungleichung (N3). Fiir p = 1 und p = oo ist dies leicht; fiir p = 2 nutzen wir die Cauchy—Schwarz—
Ungleichung (C1B). Allgemeinen benétigt man die Holder—-Minkowski—Ungleichung (C10): Fiir 1 < p,g < oo
mit 1/p+1/q =1 gilt |x-y[1 < |x|p-|y|g und damit die Dreiecksungleichung |x + y|p < |x|p +|y|p.

Es gilt |x1],....|xn| < |x]|1, also |x|co = sup{|x1|,...,|xn|} <|x|1. In der kanonischen Basis e1,...,e,
gilt x = x1eq + -+ + xpe, mit Koeffizienten x1,..., x5, €K, dank Dreiecksungleichung also |x|, < |x1e1]p +
ot |xnenlp = X1+ |xn| = |x|1. Bs gilt [x1],..., |xn| < [X]oo, also |x|1 = [x1]| + -+ + x| < n[X|co.

Fir p /" oo gilt |x]p \( [X|oo. Fiir x = 0 ist dies klar. Fiir x # 0 diirfen wir |x|oo = 1 annehmen, dank
(N2). Das heifit, es gibt eine Indexmenge J mit @ # J C {1,...,n}, sodass |xj| =1 firk € J und |x| <1 fur
k ¢ J gilt. Hieraus folgt |x|§ =[x11? +-- 4 |xn|? \(|J]| €{1,...,n}. Damit erhalten wir |x|p = 1 = [X]oo.

ABBILDUNG C:1. Links £?—Biille im R? fiir p=1,3/2,2,3,500.
Rechts £7 Bille im R3 fiir p = 1,2, 00. (Das Runde muss ins Eckige.)

Bemerkung. Diese Normen stimmen in Dimension = 1 iiberein, unterscheiden sich aber
fiir n > 2: Abbildung C:1 zeigt die Bille B, (0,1) = {x eR” ‘ |x|p <1 } Fiir Konvergenz
und Stetigkeit sind alle Normen auf R” dquivalent (Satz F6K, dank lokaler Kompaktheit).
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Die ¢>~Norm wird wie gesehen von einem Skalarprodukt induziert, aber dies trifft fiir
keine weitere der £”—Normen zu (1 < p < oo, p # 2). Allgemein gilt ndmlich folgendes:

. emma C1]. ei V ein Vektorraum iiber K = R, C,H mit Skalarprodukt (— | —) und |
™ | L C1J. (1) Sei V ein Vek ber K = R, C, H mit Skal duk d | &
zugehoriger Norm |u| = /{u | u). Dann gilt die Parallelogrammgleichung

(C.1) lu+v]®+u—v®>=2\ul>+2\v]®> firalleu,veV.

(2) Aus der Norm konnen wir das Skalarprodukt rekonstruieren.
Uber K = R, C,H gelingt dies dank der Polarisationsformel

22
€2 (ulv)=Y hervelT =l mvel” By gL (LK.
4e
¢€EB
BEWEIS. Stehen die Formeln erst einmal da, so geniigt Nachrechnen: Ubung! O

# C1J. (1) Gleichung (C.1) folgt aus der binomischen Formel:
u+v+u—vP?=(u+v|u+v)+(u—v|u—v)
=+(ulu)+(ulv)+(viu)+(v|v)
+(ulu) = (ulv)=(v]u)+(v]v) =2ul>+2pv

(2) Wie in (1) finden wir |u 4+ v|?> —|u—v|? = ... = 4Re{u | v). Im reellen Fall steht rechts 4{u | v ), somit
gilt (C.2). Im komplexen Fall ergibt dieselbe Rechnung |u + vi|? — [u — vi|? = 4Re(u | vi) = 4Re({u | v)i).
Somit gilt (C.2) auch hier fiir B = {1,i}. Entsprechendes gilt im Falle K = H fiir B = {1,1,j,k}. Wir nutzen
hierbei folgenden Trick: Fiir jedes Element g € K gilt g = ) ", pRe(ge)/e =) . cpRe(g/¢)e.

Beispiel. Seil < p <oo.ImR”,n > 2, gilt einerseits 2|eq |§, + 2|ez|§, = 4 und andererseits

ler + ezlé +ler — e2|‘20 = 2.22/P_Die Parallelogrammgleichung ist nur fiir p = 2 erfiillt.
Fiir alle p # 2 wird die £?—Norm demnach nicht von einem Skalarprodukt induziert.

Die Parallelogrammgleichung ist nicht nur notwendig, sondern sogar hinreichend:

Satz C1K (Jordan—von Neumann, 1935). Sei V ein Vektorraum iiber K = R, C. Erfiillt eine
Norm |—| auf 'V die Parallelogrammgleichung (C.1), so definiert (C.2) ein Skalarprodukt.
BEWEIS. Gegeben sei die Norm |—|. Wir definieren (— | —) : V' x V — K durch (C.1).
Zunichst rechnet man (S2) nach. Daraus folgt (u | u) = |u|? und somit (SO,1). Die Paral-
lelogrammgleichung (C.1) garantiert Additivitdt (v |v+w) = (u | v) + (u | w) fir alle
u,v,w € V. Ubung! Hieraus folgt Linearitit (u | vA) = (u | vA) per Induktion fiir A € N,
dann fiir A € Z, fiir A € Q, per Grenziibergang fiir A € R, schlieBlich fiir A € K. O
¥ CI1K. (0) Zunichst gilt (u | 0) = 0 nach Konstruktion (C.2). (1) Dank Parallelogrammgleichung (C.1) gilt
(ulv+w)+(u|v—w)=2(u|v) firalle u,v,w € V. Wir zeigen dies zunichst fiir den Realteil:

Re{u |v+w)+Re(u|v—w) = %[|u+v+w\2—|u—v—w|2+|u—|—v—w|2—|u—v—|—w|2]
= 5[l + v+ w]> = Ju—v|> = |w|*] = 2Re(u | v)
Die Rechnung fiir den Imaginirteil verlduft genauso, erneut dank ¢ = ), g Re(ge) /e fiir alle g € K.
(2) Fiir v = w erhalten wir somit (u | 2v) =2(u | v).
(3) Damit zeigen wir Additivitét fiir alle u,v,w € V:

(u o)+ {uw) = (u| Y5 4+ 250 ) 4 (u | HE 270 ) =2(u | V5L ) = (u | v+w)

(4) Hieraus folgt Homogenitit (u | vA) = (u | vA) per Induktion fiir A € N, dann fiir A € Z, fiir A € Q,
per Grenziibergang fiir A € IR, schlieBlich fiir A € K. Das ist leicht, aber linglich. Fiihren Sie es aus, zur Ubung!
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Beispiel C1L. Sei Q eine Menge. Auf dem Vektorraum K2 = { f : Q — K} (siche §B1j)
definieren wir die Supremumsnorm, auch £°°—~Norm genannt, durch
I flloo :=1fla =sup{| f(x)| | x € 2}.
Die beschrinkten Funktionen bilden den Untervektorraum

(°(QK) = { f: QK| flloo <00}

Entsprechend definieren wir die £Z—Norm fiir | < p < oo durch

1= (2 lrer) "

Auch hierbei kann || f'|| , = oo auftreten. Wir betrachten daher den Untervektorraum
QK :={f:Q=K||flp<oo}
der p—summierbaren Funktionen, also solche mit ) .q|f(x)|? < occ.

Speziell fiir @ = {1,...,n} erhalten wir die obigen {?-Normen auf K”. Ist  unend-
lich, so erhalten wir fiir verschiedene p € [1, 0] verschiedenen Vektorrdume £7 (€2, K). Sie
enthalten alle den Untervektorraum K& der Funktionen mit endlichem Triiger.

Firr1 < p,q <ocomit 1/p+1/g = 1 erhalten wir das Produkt und die Paarung
P x gl ' und (= | =) P xS K (f|g)= Zf(x)g(x).
xX€Q
Das Produkt f g ist hier absolut summierbar dank der Holder—Ungleichung (C10):

If-gller < I/ Nler - llgllea

Im Spezialfall p = g = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung, und die Paarung ist
das oben diskutierte Skalarprodukt auf £2. Fiir alle 1 < p < oo ist dies eine duale Paarung,
das heiBt, der Dualraum aller stetigen Linearfunktionale auf £2 ist (£7)" = (4.
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Beispiel C1M. Sei (2,97, 1) ein MaBraum (B3J), etwa eine offene Menge 2 C R” mit
o/ = { A C Q messbar } und Lebesgue—Maf} p. Fiir jeden Exponenten p mit 1 < p < co
definieren wir die L?—Halbnorm einer messbaren Funktion f : Q — K durch

l/p
Wh=(Ldﬂm%0.

Auch hierbei kann || /|| , = oo auftreten. Wir betrachten daher den Untervektorraum
LPQ.d ) ={f:Q=>K||flp<oo}.

der p—integrierbaren Funktionen, also solche mit [, .| f(x)|? dx < co. Jedoch ist ||—|| ,
nicht definit, denn aus || /||, = 0 folgt f(x) = 0 nicht fiir alle x € 2, sondern nur fiir p—
fast alle. Das bedeutet, es existiert eine messbare Teilmenge N C 2 vom Mal 0, sodass
f(x) =0 fiir alle x € Q ~ N. Diese u—Nullfunktionen bilden den Untervektorraum .4,
Der eigentlich relevante Vektorraum ist demnach der Quotientenvektorraum

LP(Q, o, u) = LP(Q, o, n)N.
Hierauf ist | —|| , tatsdchlich eine Norm, genannt die L?—Norm.
Analog definieren wir das essentielle Supremum oder L°°~Halbnorm durch
I flloo = esssup| f(x)] :=inf{a € R | u({x || f(x)| >a}) =0}.

Eine Funktion ist essentiell beschrdnkt, wenn | f |q. n < oo bis auf eine Nullmenge N C Q
gilt, also eine Menge vom Mal ;(N) = 0. Diese Funktionen bilden den Untervektorraum
LR ) ={f QK| flloo <00},

Auch hier geht man aus den genannten Griinden zu L™ := £°° /.4 iiber.

Firl < p,qg <ocomit 1/p+1/g = 1 erhalten wir das Produkt und die Paarung
LPx L9~ L' und (—|—):prLq%K:(f|g):=/ f(x)g(x)dx.
xX€Q

Das Produkt f'g ist hier absolut integrierbar dank der Hélder—Ungleichung (C10):

If-gller < fllr-ligllza

Im Spezialfall p = g = 2 ist dies die Cauchy—Schwarz—Ungleichung, und die Paarung ist
das oben diskutierte Skalarprodukt auf 2. Fiir alle 1 < p < oo ist dies eine duale Paarung,
das heiBt, der Dualraum aller stetigen Linearfunktionale auf L? ist (L?)" = L19.

Bemerkung. In vielen Anwendungen, wie C1L oder C1M, tritt fiir die Norm auch der Wert
|v]| = oo natiirlich auf. Auch wenn man ihn schlielich vermeiden will, so ist es meist
bequem, ihn zunichst zuzulassen. Manche Autoren nennen dies dann eine Pseudonorm.
Nimmt die Norm nur reelle Werte an, also nicht co, so spricht man zur Betonung von einer
endlichen Norm. Dank Dreiecksungleichung ist die Menge Veoo = {v € V | |lv|| < 00} ein
Untervektorraum. Hierauf ist die Einschrankung ||—| : V<o — R>¢ eine endliche Norm.

Bemerkung. Eine Halbnorm ||—|| : V — Rxg erfiillt (NO,2,3), aber eventuell nicht (N1),
das heif3t, wir erlauben auch v £ 0 mit ||v|| = 0. Thr Kern Vy = {v eV | lv]| = 0} ist dann
ein Untervektorraum, dank Dreiecksungleichung. Auf dem Quotientenvektorraum V/Vj
induziert die urspriingliche Halbnorm dann eine Norm ||—|| : V// Vo — Rxo, das heifit (N1)
ist nun erfiillt. Halbnormen treten insbesondere in der Integrationstheorie natiirlich auf.
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Bemerkung. Beziiglich des ZihlmaBes gilt L7 (2,B(R2), 1) = ZP(Q,P(RQ), 1) =LP(Q).
Die ,,Klein—¢?—Rdume* sind somit ein Spezialfall der ,,Gro—L?”-Rdume*. Diese spielen
in der Analysis, insbesondere der MaB- und Integrationstheorie, eine zentrale Rolle. Der
Buchstabe L erinnert an Henri LEBESGUE (1875-1941).

Ubung CIN. Beweisen Sie alle in diesen Beispielen behaupteten Eigenschaften fiir die
Spezialfille p,q € {1,2,00}. Auch im allgemeinen Falle 1 < p,g < oo geniigt sorgfiltiges
Nachrechnen, einzig die Holder—Minkowski—Ungleichung ist nicht trivial, sieche unten.

Firl < p <q <oogilt£! C £P C €9 C £*°.Ist die Trigermenge 2 endlich, so gilt hier
Gleichheit. Ist die Trigermenge €2 unendlich, so sind alle Inklusionen strikt.

Fiir vol(Q) < co gilt L' D L? 5 L4 > L. Fiir Q = [0, 1] sind die Inklusionen strikt.
Satz Cl10. Fiirs,t € (0,1 mits+t =1 und alle a,b € R~ gilt die Young—Ungleichung:
a®-b' <sa-+th
Fiir alle p,q € [1,00] mit 1/ p + 1/q = 1 folgt hieraus die Holder-Ungleichung:
ILf-gller < I fllr-liglize

Fiir alle p € [1,00] folgt hieraus wiederum die Minkowski—Ungleichung:

ILf +eler <IfllLr +llglize

BEWEIS. Wir erinnern an zwei zentrale Funktionen der Analysis (C57): Die Exponential-
funktion exp : (R, +) — (Rxg,) ist ein Gruppenisomorphismus, monoton wachsend und
zudem konvex. Die hierzu inverse Logarithmusfunktion In : (Rx¢,-) — (R, +) ist ebenfalls
ein Gruppenisomorphismus, monoton wachsend und zudem konkav. Hieraus erhalten wir:

In(a® -b") =1n(a®) + In(b") = sIn(a) + ¢ In(b) < In(sa + tb)

Anwendung der Exponentialfunktion ergibt die behauptete Ungleichung a® -b? < sa +tb.

Fir p =1 und ¢ = 0o bzw. p = co und ¢ = 1 priift man die Holder—Ungleichung
direkt nach. Sie ist zudem erfiillt, wenn f oder g eine Nullfunktion ist. Wir konnen also
|/l > 0 und ||g||Le > O annehmen. Die Ungleichung ist homogen in f und g, nach
Division durch die Norm kénnen wir also || f||L» = ||g]|lL« = | annehmen. In jedem Punkt
x € Q2 gilt:

1 1
1f@) -8 = (LFIP) 7 (1s0)19) " < 11 f)1P + Lg ()1
Durch Integration wird hieraus, dank Monotonie und Linearitit des Integrals:

1 1 1 1
/ If(X)-g(x)ldxs—/ |f(x)|pdx—|——/ lg))9dx=—+-=1
xeQ P JxeQ qd JxeQ P q

Fir p =1 und p = oo priift man die Minkowski—Ungleichung direkt nach. Sei also
1 < p,qg <ooundzudem | f + g||L» > 0. Wir nutzen die Holder-Ungleichung:

I +gl? o= 1f +gl-1f +&lP | < |1/ 1F +gl27 o+ | gl 1f + g2,
<A1l f +eP o + el Lo l1f + 2177 1
= [I£ s +lglze ]| 1S +gl@ 09|}
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Aus 1/p+1/q =1 folgt (p — 1)g = p, also ist der letzte Faktor gleich H | f+ gIPHIL/lq.

Nach Division erhalten wir die ersehnte Minkowski—Ungleichung.
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§Cle. Matrixnorm. Matrizen konnen wir iiber jedem Korper K nutzen. Speziell tiber
K =R, C konnen wir zudem eine Norm definieren, etwa die euklidische:

Beispiel C1p. Fiir Matrizen A € K™*" definieren wir die Frobenius—Norm durch

Z Zlaij |2 = \/tr(AT A).

i=1j=1

4] =

Dies ist tatsichlich eine Norm auf dem Vektorraum K”*” und submultiplikativ, das heiRt
|A-B| <|A|-|B| furalle A € K™*" und B € K"*". Insbesondere ist sie vertrdglich mit der
euklidischen Vektornorm, das heiBt es gilt |[A-v| < |A]|-|v| fiir alle A € K"*" und v € K”".

BEWEIS. Dank der Cauchy—Schwarz—Ungleichung gilt |a - b| < |a|- |b| fiir alle Zeilenvek-
toren a € K" und Spaltenvektoren b € K"*!. Sind ay,...,a, € KI*" die Zeilen der
Matrix A € K™ " und by,...,b, € K**! die Spalten der Matrix B € K™, so gilt nach
Definition A- B = (a; -bj);;. Hieraus folgt die behauptete Ungleichung:

|A-BP? = lai-bj[> <Y lai*1bil> =Y lai*- Y ;> =1AP-[B> O
ij ij i J

§C1f. Operatornorm. Seien E, F Vektorrdume iiber K. Eine K-lineare Abbildung
A : E — F nennt man auch einen linearen Operator. Hierfiir vereinbaren wir:

Definition C1Q. Seien (E,|—|g) und (F,|—| ) normierte Rdume tiber K = R, C. Fiir jede
K-lineare Abbildung A : E — F definieren wir ihre Operatornorm durch

4]l := sup{ |Av|F |v € E, |v]g <1}

Im Falle || A]| < oo heiBit A ein beschrinkter Operator. Mit Bk (E, F) bezeichnet man die
Menge aller beschriankten Operatoren £ — F. Hierauf ist ||—|| eine Norm.

Erlduterung. Fiir jeden Vektor u € E \ {0} misst der Quotient |Au|Fr /|u|g die Lingenverzerrung

von A angewendet auf u. Da A linear ist, konnen wir zu v = u/|u|g mit Norm |v|g = 1 iibergehen,

denn es gilt |Au|f /|u|g = |Av|F. Die Operatornorm misst also die ,,maximale Langenverzerrung*.
Es ist allerdings im Allgemeinen nétig, statt eines Maximums das Supremum zu betrachten.

Proposition C1R. Die Menge Homk (E, F) aller K-linearen Abbildungen A : E — F ist
ein K—Vektorraum mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. Hierin ist Bx (E, F)
ein Untervektorraum und hierauf ist die Operatornorm tatsdchlich eine Norm. Zudem gilt:

e Fiir die Identititid : E — FE gilt ||id|| = 1, falls E # {0}.

o Fiir Ac B(E,F)und B € B(F,G) gilt ||Bo A|| < ||B]-||All-

o Fiir jeden Vektor v € E gilt die Ungleichung |Av|r < ||A] - |v|E.
Hierzu ist die Operatornorm || A|| die kleinstmogliche Konstante.

BEWEIS. Sorgfiltiges Nachrechnen. U

Beispiel. Fiir A € K hat die lineare Abbildung £ — E mit v — Av die Operatornorm |A|.
Wir setzen hierzu E # 0 voraus; die Nullabbildung hat natiirlich Norm 0.

Beispiel. Auf R ¢ £7(N) hat die Abbildung A : (xn)nen — (27" Xn)nen Operatornorm
1. Die Umkehrabbildung A~ : (x,)nen — (2" Xn)nen hingegen hat Operatornorm oo.
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Ubung C1s. Jede Matrix A € K™*™ definiert eine lineare Abbildung A4 : K — K” mittels
v — Av. Umgekehrt lésst sich jede lineare Abbildung K™ — K” so eindeutig durch eine
Matrix darstellen. Somit erhalten wir einen Isomorphismus Homg (K, K") == K",

Beziiglich der euklidischen Norm auf K” berechnet sich die Operatornorm wie folgt:

(1) Ist A =diag(Aq,...,A,) € K™ eine Diagonalmatrix, so ldsst sich die Operatornorm
unmittelbar ablesen gemiB || A|| = max{|A1],...,|An]}.

(2) Jede symmetrische / hermitesche Matrix A = AT ist diagonalisierbar, daher ist also
| Al = max{|A1],...,|An|} der groBte Absolutbetrag aller Eigenwerte.

(3) Fiir eine beliebige Matrix A € K™*" gilt || A||> = || AT A||. So konnen wir das Quadrat
der Operatornorm von A berechnen als den groBten Eigenwert von AT A.

(4) Insbesondere ist die Operatornorm || A|| beziiglich der euklidischen Normen stets end-
lich. Dies gilt dann auch fiir die hierzu dquivalenten £?—Normen (C11).

§Clg. Normierte Algebren. Eine (assoziative) K—-Algebra (A,-) ist ein K—Vektorraum

A zusammen mit einer (assoziativen) K-bilinearen Multiplikation - : A x A — A.

Eine Algebra mit Eins (A4, -, 1) hat zudem ein neutrales Element 1 € 4, welches u-1 =
1-u = u fiir alle u € A erfiillt. Eine Algebra kann hochstens ein Einselement haben.

Wie immer nutzen wir die géngige Konvention Punkt vor Strich, um Klammern zu
sparen, und lassen meist das Produktzeichen weg, um auch noch Punkte zu sparen.

Definition C1T. Eine normierte K-Algebra (A,-,|—|) ist eine K—Algebra (4,-) zusammen
mit einer Norm |—| : A — R>¢ sodass |u - v| < |u|-|v] fiir alle u,v € A4 gilt.

Fir eine normierte K-Algebra mit Eins (A,-,1,|—|) fordern wir zudem |1| = 1.

Beispiele. e Die Korper R und C sind normierte R—Algebren mit Eins.

e Die K-Algebra K"*" aller n x n—Matrizen iiber K wird eine normierte Algebra zusam-
men mit der Frobenius-Norm |A| := (}_; x|ai; |2)'72. Allerdings gilt hier |1| = /n.

e Die K-Algebra K"*" aller n x n—Matrizen iiber K wird eine normierte Algebra zusam-
men mit der Operatornorm || A|| := sup{ |Av|2 ‘ veK” |u|p < 1}. Hier gilt ||1]| = 1.

e Ist £ ein normierter K—Vektorraum, so ist die Algebra B(FE) = Bk (E, E) aller be-
schrinkten Operatoren auf E eine normierte Algebra beziiglich der Operatornorm.

e Jeder normierte K—Vektorraum (£, |—|) wird mit der Multiplikation x - y = 0 fiir alle
X,y € E zu einer normierten Algebra (wenn auch einer sehr langweiligen).

e Die Menge K[X] aller Polynome ist eine Algebra iiber K beziiglich der iiblichen Addi-
tion und Multiplikation. Eine mogliche Norm ist | | = max{ | f(x)] } lx] <1 }

Beispiel. Sei €2 eine Menge und A eine K—Algebra, etwa A = K. Dann ist der Vektorraum
A2 aller Funktionen f : Q — A eine K—Algebra beziiglich der punktweisen Addition und
Multiplikation. Ist A normiert, so definieren wir die £2—Normen auf A% durch

l/p
11y = (3, 1 f@I?) " firl<p<oo, [Ifleoi=Ifla=sup{|f(x)]]xeQ}.
Hierbei kann || /|| , = oo auftreten. Wir betrachten daher den Untervektorraum
QK :={f:Q=K||fllp,<oo}.

Damit wird £°°(2, A) eine normierte Algebra beziiglich der Supremumsnorm.
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§C2. Metrische Rdume und ihre Topologie

§C2a. Metrische Riume. Zur Behandlung von Konvergenz und Stetigkeit miissen wir
der vagen Sprechweise ,,der Punkt x liegt nahe beim Punkt y“ einen mathematisch prézisen
Sinn geben. Dies gelingt besonders einfach durch einen Abstandsbegriff wie in einem eu-
klidischen Raum R”: Der qualitative Begriff der ,,Néhe* kann dann durch eine reelle Zahl
quantifiziert werden. Wir diskutieren daher zunichst die quantitative Beschreibung mittels
einer Metrik und anschlieBend die rein qualitative Beschreibung mittels einer Topologie.

Vi i
SRR > NGt ke il et st i i“'" y /7'2
- fo_ ‘ -
N ‘J/' l
5 QhE
e \i 1] N Dreiecksungleichung
1 lx1 = y1l Tx d(x,z) <d(x,y) +d(y,2)

ABBILDUNG C:2. Die euklidische Metrik aus dem Satz des Pythagoras.

Satz C2A. Auf X = R” definieren wir die euklidische Metrik d : X x X — R durch
dx.y) = e =yl = V{x =y [x=y) = | ls1 =124+ [xu = yal?.

Im Falle n = 1 und n = 2 erhalten wir den iiblichen Abstand auf R und auf C = R2.
Diese Abbildung d : X x X — R erfreut sich folgender Eigenschaften fiir alle x,y,z € X :

(M0) d(x,y) > 0=d(x,x) (Positivitiit)
(M1) d(x,y)>O0fiirx #y (Definitheit)
(M2) d(x,y)=d(y,x) (Symmetrie)
(M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung)

BEWEIS. Klar sind (M0-2), und (M3) folgt aus der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (C1B)
dank Dreiecksungleichung (N3): |[x —z|o = |x—y+y—z|2 <|x—yl2+ |y —z|2. O

Erléuterung. Dies formuliert anschauliche Eigenschaften des Abstands: (M0) Der Abstand von x
nach x ist Null, der von x nach y ist Null oder positiv. (M1) Der Abstand zwischen x # y ist positiv.
Umgekehrt: Ist der Abstand von x nach y gleich Null, so ist dies nur fiir x = y moglich. Anders
gesagt: Aus d(x,y) = 0 folgt x = y. (M2) Der Abstand von x nach y ist gleich dem Abstand von
v nach x. (M3) Die Dreiecksungleichung besagt, dass in einem Dreieck die Summe der Léngen von
zwei Seiten nicht kleiner sein kann als die Linge der dritten Seite, siche Abbildung C:2. Anschaulich
gesagt: Der Weg von x nach z wird nicht kiirzer, wenn wir einen Umweg iiber y machen.

Wir erheben diese grundlegenden Eigenschaften nun zur allgemeinen Definition:
Definition C2B. Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — [0, o0],
die obige Bedingungen (MO0-3) erfiillt. Das Paar (X, d) hei3t dann ein metrischer Raum.

Fiir eine Halbmetrik d fordern wir nur (M0,2,3), aber nicht (M1): Anders als eine Me-
trik kann eine Halbmetrik Punkten x # y den Abstand d(x, y) = 0 beimessen.
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Endliche Metriken. Ublicherweise erlaubt man fiir eine Metrik nicht den Wert co. Gilt d(x, y) < co
fiir alle x, y € X, so nennen wir d zur Betonung eine endliche Metrik. Gelegentlich ist es aber bequem,
den Begriff der Metrik etwas zu erweitern und auch den Wert d(x,y) = oo zuzulassen. Hierdurch
wird keines der folgenden Argumente komplizierter, aber manche Konstruktionen gelingen leichter.
Fiir die notigen Rechnungen in [0, oo] vereinbaren wir 0 < a < 0o sowie a + 0o = 0o +a = oo fiir
alle a € [0, 00]; dies entspricht den iiblichen Konvention der erweiterten Zahlengeraden.

Halbmetriken. Durch Weglassen der Forderung (M1) schwiéchen wir den Begriff der Metrik zum
Begriff der Halbmetrik ab. Halbmetriken sind meist weniger wirkungsvoll, kommen aber in manchen
Anwendungen natiirlich vor und sind daher ein sinnvoller Hilfsbegriff. Auch wenn man ihn schlief3-
lich vermeiden will, so ist es meist bequem ihn zunichst iibergangsweise zuzulassen.

Spitzfindigkeit. Symmetrie (M2) folgt aus (M0) und der umformulierten Dreiecksungleichung (M3”)
d(x,z) <d(x,y)+d(z,y).Firx = y folgt ndmlich d(x,z) <d(x,x)+d(z,x) = d(z,x), und durch
Vertauschen ebenso d(z,x) < d(x,z), also schlieBlich d(x,z) = d(z,x). Man konnte demnach in
obiger Definition (M3) durch (M3’) ersetzen und (M2) auf dem Altar der Spitzfindigkeit opfern.

Beispiel. (1) Die Menge R” wird durch die euklidische Norm (C1B) zu einem metrischen
Raum (R”,d) mit d(x,y) = |x — |2, ebenso durch jede der £?—Normen (C11).
(2) Jede (Pseudo-)Norm |—| : V' — [0,00] auf einem K—Vektorraum V induziert eine
Metrik d : V xV — [0,00] : (x,y) — |x — y|: Aus (NO-3) in C1c folgt (M0O-3) in C2B.
Fiir alle x,y,z € V und A € K gilt dabei: (M4) Skalierung d(Ax,Ay) = |A|d(x,y).
(M5) Translationsinvarianz d(x + z,y +z) = d(x, ).
(3) Ist umkegehrt V' ein K—Vektrorraum und d : V x V — [0, oo] eine Metrik mit den
Eigenschaften (M0-5), so definiert |u| = d(u,0) eine (Pseudo-)Norm auf V.
# C2B. (2) Wir rechnen nach: (M0) Es gilt d(x,y) = |x —y| > 0 und d(x,x) = |x —x| = |0| = 0. (M1) Fir
x#ygiltd(x,y)=|x—y|>0,dax—y #0.M2)Esgiltd(y,x) =|y—x|=|-1|-|x—y| =d(x,y). M3)
Esgiltd(x,z)=|x—z|=|x—y+y—z|<|x—y|+|y—z| =d(x,y)+d(y,z). M4) und (M5) sind klar.
(3) Wir rechnen nach: (NO) Es gilt |u| = d(u,0) > 0. (N1) Fiir u # 0 gilt |u| = d(u,0) > 0. (N2) Dank
Skalierung (M4) gilt |Au| = d(Au,0) = d(Au,A0) = |A|d(u,0) = |A|-|u|. (N3) Dank Translationsinvarianz
M5) [u+v|=du+v,0)=du,—v) <du,0)+d0,—v) = |u|+ |v]|.

Beispiel C2C. Auf jeder Menge X lésst sich eine besonders einfache Metrik definieren, die
nur die Werte 0 und 1 annimmt: Die diskrete Metrik auf X ist gegeben durch

0 fallsx =y,
1 falls x # y.

Die fiir jede Metrik geforderten Eigenschaften (M0-3) priift man direkt nach.

Beispiel. Die Informatik, speziell die Informationstheorie,

nutzt den Hamming—Abstand: Wir betrachten eine Menge o1l 111
A als Alphabet. Sei X = A" die Menge aller Worter der oo
Lénge n. Fiir je zwei Worter x,y € X misst der Abstand
dx,y)=#{i €{1,2,...,n} | x; # y; } die Anzahl der Stel-
len, an denen die Worter verschieden sind. Ist zum Beispiel
x die gesendete Botschaft und y die empfangene, dann ist
d(x,y) die Anzahl der Ubertragungsfehler. Fiir A = {0, 1} ist
X ={0,1}" der n—dimensionale bindre Wiirfel.

d: XxX—={0,1} : (x,y)—
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Beispiel. Sei I' = (X, E) ein gerichteter Graph bestehend aus einer Eckenmenge X und
einer Kantenmenge £ C X x X. Ein Weg in I' ist eine Folge w = x¢x1...x; von Ecken
X0,X1,...,X¢ € X und aufeinanderfolgenden Kanten (x;_1,x;) € E furk =1,2,...,¢.

Fiir je zwei Punkte x, y € X sei dr(x, y) die Linge des kiirzesten Weges von x nach y.
Wir setzen dr(x, y) = oo, falls kein solcher Weg existiert. Im symmetrischen Falle ET = E
ist dr eine Metrik auf der Eckenmenge X . Bei ET # E ist die Symmetrie (M2) verletzt.

Wir nennen dr : X x X — NU{oo} die geoddtische Metrik des Graphen I'. Speziell auf
dem bindren Wiirfel X = {0, 1}" wie oben skizziert erhalten wir den Hamming—Abstand.
Fiir den vollstindigen Graphen I = (X, X?) erhalten wir die diskrete Metrik (C20).

\.y

kiirzeste Wege ini( = R2 < Int[a, b]

Beispiel. Sei X C R” ein euklidischer Teilraum oder allgemein ein metrischer Raum (X, d).
Wir definieren die Wegmetrik d : X x X — [0, o0] fiir je zwei Punkte x,y € X als die in-
fimale Linge aller Wege von x nach y. Dies verallgemeinert das vorangegangene diskrete
Beispiel von Graphen. Wegldange und Wegmetrik fithren wir in §C7 genauer aus.

Auf der Menge R” sind neben den obigen viele weitere
Metriken denkbar, manche davon muten exotisch an: /

Beispiel C2D. Die franzdsische Eisenbahnmetrik ist 1
d=dSNCF2]RnXRn—)RZ()I 7

|x—y| fallsRx =Ry,
|x|+]y| falls Rx # Ry.

Dies ist tatsichlich eine Metrik (Ubung CSE). le résean SNCF

Anekdote. Die franzosische Eisenbahnmetrik ist ein klassisches Beispiel fiir eine ungewohnliche
Metrik auf der Menge R2. Die historisch-politische Anspielung ist ganz anschaulich folgende: Die
kiirzeste Verbindung zwischen zwei franzosischen Stédten x und y fiihrt iiber Paris, es sei denn beide
Stidte liegen auf einer gemeinsamen Eisenbahnstrecke nach Paris. (Im Zuge der Dezentralisierung hat
sich die Situation etwas verbessert, man kann inzwischen direkt von Strasbourg nach Lyon fahren.)

(x,y) —

Anekdote am Rande, um auch die Eigenheiten der Deutschen Bahn zu wiirdigen. Sei X die Menge
der DB-Haltepunkte und d : X x X — Rx>¢ : (x,y) — d(x,y) der giinstigste Fahrpreis von x nach
y in Euro. Soweit ich weil} erfiillt dies d(x,x) = 0 und d(x,y) > O fiir alle x # y. Die Symme-
trie d(x,y) = d(y,x) ist manchmal verletzt, und erstaunlicherweise auch die Dreiecksungleichung:
Manchmal ist es billiger, einen Umweg zu fahren. Demnach ist d keine Metrik!

Zur Paritit noch ein schweizer Beispiel: Sei X die Menge der schweizer Berghiitten und d(x, y) die
Wanderzeit von x nach y; solche Zeitangaben finden Sie auf den Wegweisern entlang der Wanderwe-
ge. Dieses realistische und sehr niitzliche Abstandsmal erfiillt (M0, 1,3), ist aber nicht symmetrisch!
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§C2b. Teilriume, Summen, Produkte, Abbildungsriume. In der Mathematik ist es
ein generelles und iiberaus niitzliches Prinzip, neue Objekte aus alten zu konstruieren. Viele
interessante Raume entstehen zum Beispiel als Teilrdume bereits bekannter Rdume:

Beispiel C2E (Teilraum). Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Dann ist die Einschrinkung d4 := d|4x4 : A X A — [0, 00] eine Metrik auf A, die wir die
Teilraummetrik beztiglich (X, d) nennen, oder die auf der Teilmenge A induzierte Metrik.

Hierdurch wird (A, d 4) selbst zu einem metrischen Raum. Soweit nichts anderes ver-
einbart wird, statten wir Teilrdume stillschweigend immer mit dieser Metrik aus.

Insbesondere erbt jede Teilmenge A C R” die euklidische Metrik d : R” x R" — Rxy.
Somit wird A durch Einschrinkung dieser Metrik selbst zu einem metrischen Raum (A4, d 4).

Aus gegebenen metrischen Raumen konnen wir ihre disjunkte Vereinigung bilden:

Beispiel C2F (Summenraum). Sei (X;,d;);es eine Familie metrischer Rdume. Diese kon-
nen wir als paarweise disjunkt annehmen, also X; N X; = @ fiir i # j. Auf der disjunkten
Vereinigung X =| |;<; X; definieren wir d : X x X — [0, oc] durch

d; (x, falls x,y € Xj,

d(x.y) = i(x,y) fallsx,yeX; o

fallsx € X; und y € X; miti # j.

Dies ist eine Metrik auf X, die wir die Summenmetrik nennen.
Aus gegebenen metrischen Raumen konnen wir ihr Produkt bilden:

Beispiel C2G (Produktraum). Sei (X;,d;);cs eine Familie metrischer Raume. Auf ihrem
Produkt X = [];<; X; definieren wir die Supremumsmetrik d : X x X — [0, oo] durch
d(x,y) =sup{di(xi.yi) |i €1}.
Alternativ haben wir fiir 1 < p < oo auch die £2-Metrik

ay) = (X, ditiyo?)

Zum Beispiel entsteht auf diese Weise aus der Metrik d(x, y) = |x — y| auf R die Metrik
beziiglich der oben diskutierten £?—Norm auf dem n—fachen Produkt R” = R x--- x R,

Ist 7 endlich und sind alle d; endliche Metriken, so ist auch d eine endliche Metrik. Fiir
unendliche Produkte hingegen konnen diese Metriken den Wert d(x, y) = oo annehmen.

Fir endliche Produkte stellen sich die Supremums- und die ¢”-Metriken als topolo-
gisch dquivalent heraus im Sinne von §C3e. Im unendlichen Fall definieren sie jedoch sehr
verschiedene Topologien auf [];; X;, wie wir am Beispiel R’ sehen (C3K).

Als wichtigen Spezialfall von Produktrdumen erhalten wir Abbildungsriume:
Beispiel C2H (Abbildungsraume). Sei X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum.

Wir betrachten die Menge Y X = Abb(X, Y) aller Abbildungen f,g : X — Y. Hierauf defi-
nieren wir die Supremumsmetrik d : Y X x Y X — [0, 0] durch

d(f.g) = |dy (f.8)|x =sup{dy (f(x).g(x))|x € X }.
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Ubung C21. Weisen Sie nach, dass die in den vorangegangenen Beispielen angegebenen
Abbildungen tatsdchlich Metriken sind. Allgemeiner iiberlege man sich hierzu folgendes:

(1) Sei f: A — X eine Abbildung. Ist d : X x X — [0, 00] eine Halbmetrik, so auch
dg:AxA—=[0,1]:(x,y) —d(f(x), f(y)). Wann ist d 4 eine Metrik?

(2) Beispiel: Ist (X,d) ein metrischer Raum, A C X eine Teilmenge und f : A — X :
a +— a die Inklusion, so ist d4 = d | 4x 4 die eingeschriankte Metrik auf A.

(3) Beispiel: Sind (X;,d;);er metrische Rdume, so erhalten wir auf X = [[,; X; durch
Zuriickziehen ldngs der Projektionen die Halbmetriken d; (x, y) = d; (xi, yi).

(4) Halbmetriken d; : X x X — [0, o0] indiziert durch i € I kénnen wir wie in C2G zur
{P—Halbmetrik d : X x X — [0, 00] zusammenfassen. Wann ist d eine Metrik?

Ubung C2J. Seid : X x X — [0, 00] eine Metrik (oder Halbmetrik).

(1) Fur x1,x2,x3,...,x, € X gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

d(x1,xn) <d(x1,x2) +d(x2,x3) + -+ d(xp—1,%n).
(2) Fir je drei Elemente x,y,z € X gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung
ld(x,2)—d(y.2)[ = d(x,y).

(3) Auf X definiert x ~ y :< d(x,y) < oo eine Aquivalenzrelation: Reflexivitit folgt
aus (M0), Symmetrie aus (M2), Transitivitit aus (M3). Auf jeder Aquivalenzklasse
A=la]={x € X |d(a,x) <oo} istdy eine (Halb-)Metrik, die nur endliche Werte
annimmt. Ganz (X, d) ist wie in C2F die Summe dieser Komponenten.

(4) Wir definieren x ~ y durch d(x, y) = 0 und erhalten gine_Aqqivalenzrelation. Auf der
Quotientenmenge X = X/~ induziert d die Metrik d : X x X — [0, 00] : ([x],[y]) —
d(x,y). Ist bereits d eine Metrik, so gilt X = X und d =d.

Anwendungsbeispiel: (3) und (4) werden beim Lebesgue—Integral zur Konstruktion des
Raumes L?(2) genutzt (C1L): Man beschrinkt sich auf Funktionen f : 2 — R mit endli-
cher Norm || f||» < oo und identifiziert Funktionen f, g mit || f —g||lL» = 0.

# C2J. (1) Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung folgt per Induktion aus der Dreiecksungleichung.

(2) GemdB (M3) gilt d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), also d(x,y) > d(x,z) —d(y,z). Nach Vertauschen von
xund y giltauch d(y,x) > d(y,z) —d(x,z). Dank Symmetrie (M2) gilt d(x, y) = d(y, x), somit erhalten wir
d(x,y) >sup{d(x,z)—d(y,z),d(y,z)—d(x,z) } = |d(x,z) —d(y,z)|. Dies gilt auch noch, wenn man fiir
die Metrik den Wert oo zuldsst, wobei oo — oo = 0 zu setzen ist.

(3) Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt folgen wie zuvor aus (MO0,2,3). Auch die Endlichkeit folgt
aus der Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y € [a] gilt d(x,y) < d(x,a)+d(a,y) < oco.

(4) Reflexivitit folgt aus (M0), Symmetrie folgt aus (M2), Transitivitét folgt aus (M3): x ~ y und y ~ z
bedeutet d(x,y) = d(y,z) =0, also d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) =0, und somit x = z. Es bleibt zu zeigen,
dass fiir x ~ x’ und y ~ y’ auch d(x,y) = d(x’,y’) gilt. Durch zweimalige Anwendung der Dreiecksunglei-
chung gilt d(x,y) < d(x,x")+d(x’,y")+d(y',y) = d(x’,y’). Durch Vertauschung der Rollen folgt ebenso
d(x',y") < d(x,y), also schlieBlich d(x,y) = d(x’,y’). Damit ist d : X x X — [0,00] : ([x],[¥]) — d(x,y)
wohldefiniert. Symmetrie und Dreiecksungleichung iibertragen sich von d unmittelbar auf d, und zusiitzlich
gilt nun (M1): d ([x],[y]) = 0 bedeutet d(x, y) = 0, folglich gilt x & y, also [x] = [y].

Ubung C2K. Nach der euklidischen Metrik des R” gefragt, gibt der Priifling die Antwort
d(x,y) = v/|x1 —y1|+ -+ |xn — yn|. Huch? Wirklich genau so? Ja, genau so. Na gut,
also dann: Welche Axiome (M0—4) gelten hier? (Zur Schneeflockenmetrik sieche C3L.)
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§C2c. Offene und abgeschlossene Mengen in einem metrischen Raum. Aus der
Analysis kennen Sie fiir den euklidischen Raum R” die zentralen Begriffe der Umgebung
U C R” eines Punktes a € R”, der offenen Teilmengen U C R" und abgeschlossenen Teil-
mengen A C R”. Diese Definitionen iibertragen wir wortlich auf alle metrischen Raume.

ABBILDUNG C:3. Bille, Umgebungen, offene und abgeschlossene Mengen

Definition C2L. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zum Punkt a € X und Radius r € [0, 00]
definieren wir den offenen Ball / den abgeschlossenen Ball | die Sphéire durch

B(a,r) = Bx(a,r) = Bg(a,r) = B(x,q)(a.r) := {x eX ! d(a,x) < r},
B(a,r)= Bx(a,r) = Bg(a.r) = Bix.g)(a,r):={xeX |d(a.x)<r},
S(a,r)=S8x(a,r) =Sq(a,r) =Sx,a)a,r) = {x eX ! d(a,x) = r}.
Wir nennen U C X Umgebung von a € X, wenn B(a,e) C U fiir ein ¢ € R ¢ gilt.
U C X ist Umgebung von a in (X,d) :< 3Jee€Rso : Bla,e) CU
& JdeeRsog VxeX : [d(a,x)<8:>x€U]
Das System aller Umgebungen des Punktes @ im Raum (X, d) bezeichnen wir mit
Ua(X.d):={U CX|3e€Rsg : Bla,e) CU}.
Eine Menge U C X heif3t offen, wenn U Umgebung jedes ihrer Punkte ist.
U C X istoffenin (X,d) :< U ist Umgebung jedes Punktes a € U
& VaeU FeeR.g : Bla,e)cU
& VaelU FeeRsg VxelX [d(a,x)<8:>er]

Das System aller offenen Mengen im Raum (X, d) bezeichnen wir als die Topologie
T=T(X,d):={U CX|U offenin (X,d)}
={UCX|VaeU Fe€Rs : Bla,e)CU}.
Eine Menge A C X heillt abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen ist.
A C X ist abgeschlossenin (X,d) :&  Das Komplement X \ A ist offen
& VaeX~NA JeeR.g: Bla,e) CXNA
& VaeX~A3JeeRsg VxeX :[dax)<e=>x¢A]

Man beachte, dass abgeschlossen und offen keine Gegensitze sind. Zum Beispiel sind
die leere Menge @ und der gesamte Raum X sowohl offen als auch abgeschlossen in (X, d).
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Beispiel. Im euklidischen Raum R” erhalten wir den aus der Analysis vertrauten Begriff:
Der euklidische Ball B(a, r) besteht aus allen Punkten, die vom Mittelpunkt @ euklidischen
Abstand kleiner r haben. Eine Menge U C R” ist offen, wenn um jedem Punkt a € U auch
noch ein euklidischer Ball B(a, ¢) ginzlich in U liegt, fiir ein hinreichend kleines € € R~¢.

Bille miissen nicht immer so schon rund sein wie im euklidischen Raum R”:

Beispiel. Fiir die {”—Normen auf R” erhalten wir die in Abb. C:1 skizzierten Biille. Es gilt
|X|oo < [X|p <1|X|oo, und somit Boo(a,r) D Bp(a,r) D Boo(a,nr). Die offenen Mengen
U C R”" beziiglich jeder £”—Norm sind also dieselben fiir alle p € [1,00]. Sie stimmen
insbesondere mit den offenen Mengen beziiglich der euklidischen Norm iiberein. Die £7—
Normen bzw. Metriken sind demnach topologisch dquivalent im Sinne von §C3e.

Beispiel. Sei (X,d) ein Raum mit diskreter Metrik (C2C) und r € R5g. Fir 0 <r < 1
gilt B(a,r) = B(a,r) = {a}, fir r > 1 gilt B(a,r) = B(a,r) = X, und fiir r = 1 gilt
B(a,1) = {a} und B(a,1) = X. In diesem Raum ist jede Menge sowohl offen als auch
abgeschlossen. Eine solche Topologie, in der alle Mengen offen sind, heif3t diskret (D1B).

Beispiel. Die Biille in der franzosischen Eisenbahnmetrik (C2D) auf R? sehen so aus:

/ B(a,r) firr < |a|

. /'\ B(a,r) furr > |a|

§C2d. Die Topologie eines metrischen Raumes. Das oben in C2L definierte System
T(X,d) aller offenen Mengen nennen wir die Topologie des metrischen Raumes (X, d).
Die folgenden Eigenschaften offener Mengen werden uns in §D1 zum allgemeinen Begriff
der Topologie und des topologischen Raumes fiihren:
Proposition C2M. Sei (X, d) ein metrischer Raum (oder allgemeiner d eine Halbmetrik).
Jeder offene Ball B(a,r) ist offen, jeder abgeschlossene Ball B(a,r) ist abgeschlossen.
Die offenen Teilmengen in (X, d) erfreuen sich folgender Eigenschaften:
(O1) Die leere Menge @ und der gesamte Raum X sind offen.

(02) Sind Uy, ...,Uy, offen, dann auch ihr Durchschnitt Uy N --- N Up,.
(03) Sind alle U; € T offen fiiri € 1, dann auch ihre Vereinigung | J;<; U;.

Anders als (03) gilt (O2) im Allgemeinen nicht fiir unendliche Schnitte. Komplementdr zu
den offenen Mengen erfreuen sich die abgeschlossenen Mengen folgender Eigenschaften:

(Al) Die leere Menge O und der gesamte Raum X sind abgeschlossen.
(A2) Sind A1,..., A, abgeschlossen, dann auch die Vereinigung A1 U---U A,.
(A3) Sind alle A; abgeschlossen fiiri € I, dann auch der Durchschnitt (; <y A;.

Anders als (A3) gilt (A2) im Allgemeinen nicht fiir unendliche Vereinigungen.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C2. Metrische Raume und ihre Topologie 145

BEWEIS. Zum Verstindnis der Definitionen beweise man dies als Ubung! U

# C2M. Fir x € B(a,r) und ¢ = r —d(x,a) > 0 gilt B(x,&) C B(a,r) wie in C:4: Fir x’ € B(x,¢) gilt
d(x’,x) < &, dank Dreiecksungleichung also d(x",a) <d(x',x)+d(x,a) <e+d(x,a) =r,somit x’ € B(a,r).
Fiirx ¢ B(a,r) und e = d(x,a)—r > 0 gilt B(x,&) C X ~ B(a,r): Fir x’ € B(x,¢) gilt d(x',x) <, dank
umgekehrter Dreiecksungleichung also d(a,x’) > d(a,x)—d(x',x) > d(x,a)—& = r, somit x’ ¢ B(a,r).
(O1) ist trivial und (O3) ist klar: Fiir x € Uiel U, gilt x e U; fiireini € I. Da Uj offen ist, existiert e € R~
sodass B(x,e) C U; C | J;¢; U; gilt. Interessant ist vor allem (O2): Seien Uy, ..., Uy offenund U = U1 N---N
U, . Wir haben zu zeigen, dass U offen ist, also fiir jedes x € U ein ¢ € R~ existiert, sodass B(x,&) C U gilt.
Wegen x € U gilt x € U; fiir jedes i = 1,...,n, und da U; offen ist existiert &; € R~ ¢, sodass B(x,¢;) C U;.
Fiir & := min{ey,...,&,} gilt dann ¢ > 0. Wegen B(x,e) C B(x,g;) C U; furallei = 1,...,n gilt B(x,e) C U.
Fiir beliebige Durchschnitte gilt dies nicht mehr! Dies zeigen einfache Gegenbeispiele wie etwa folgendes:
In R sind die Intervalle U, = |—1/n,1/n[ firn = 1,2,3,... offen, nicht aber ihr Durchschnitt ﬂzozl U, = {0}.
(Verfolgt man den vorigen Bewesis, so ist &5, < 1/ und somit inf{e1,5,€3,...} =0.)
Aus (01-3) folgt (A1-3) durch Komplementbildung, wobei Durchschnitt und Vereinigung vertauscht wer-
den. Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind nicht notwendig abgeschlossen: In R sind die Inter-
valle Ay = [1/n—1,1—1/n] fiirn = 1,2,3,... abgeschlossen, nicht aber ihre Vereinigung | Jyo; 4n =]—1,1[.

ABBILDUNG C:4. Jeder offene Ball B(a,r) ist offen. Jeder abgeschlossene Ball B(a,r)
ist abgeschlossen. Jeder metrische Raum ist hausdorffsch. Dies findet sich als interstellarer
Gruf} auf der Pioneer-Plakette (rechts).

Das System T(X,d) aller offenen Mengen im betrachteten metrischen Raum (X, d)
wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen, denn es regiert alle Fragen der Konvergenz
von Folgen und der Stetigkeit von Abbildungen. Wir vereinbaren daher folgende Begriffe:

Definition C2N (topologischer Raum). Eine Topologie auf einer Menge X ist ein System
T CP(X) von Teilmengen von X, das die obigen Bedingungen (O1-3) erfiillt. Das Paar
(X, T) heilt dann ein topologischer Raum mit der Trigermenge X und der Topologie T.

Mit allgemeinen topologischen Raumen werden wir uns in den folgenden Kapiteln aus-
einandersetzen. Jeder metrische Raum (X, d) induziert einen topologischen Raum (X, 7)
durch die oben definierte metrische Topologie T = T(X, d). Diese metrische Topologie hat
besondere Eigenschaften, von denen wir hier zunichst die vordringlichste nennen:

Proposition C20. In jedem metrischen Raum (X, d) erfiillt die Topologie die Hausdorff-
Eigenschaft (T3): Zu je zwei Punkten a # b in X existieren disjunkte offene Umgebungen.

BEWEIS. Je zwei Punkte a # b in X haben Abstand r := d(a,b) > 0 dank (M1). Die Bille
U = B(a,r/2) und V = B(b,r/2) sind offen (C2M), erfiillen a € U und b € V und sind
zudem disjunkt: Wire x € U NV, so fithrten Symmetrie (M2) und Dreiecksungleichung
(M3) zum Widerspruch r = d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <r/2+r/2=r. O
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§C2e. Isometrien. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

Definition C2P. Eine isometrische Einbettung [ : (X,dx) — (Y,dy) ist eine metrikerhal-
tende Abbildung f : X — Y, dasheiit dy (f(a), f(b)) = dx (a,b) firalle a,b € X. Damit
ist f injektiv, denn fiira # b in X gilt dy (f(a), f(b)) = dx(a,b) > 0, also f(a) # f(D).
Eine Isometrie f : (X,dx) = (Y,dy) ist eine metrikerhaltende Bijektion. In diesem
Falle gilt dies auch fiir !, und wir nennen die Riume (X, dy) und (Y,dy) isometrisch.

Sprachgebrauch. Manche Autoren benutzen das Wort Isometrie allgemeiner fiir isometrische Ein-
bettung, und sagen im Falle einer bijektiven Abbildung dann isometrischer Isomorphismus.

Beispiel. Die Einbettung R™” < R” mit (x1,...,Xm) — (X1,...,X,,0,...,0) ist isome-
trisch beziiglich der euklidischen Metriken auf R” und R”; ebenso fiir die £{?-Metriken.

Beispiel. Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist fiir jeden Teilraum (A, d 4) die Inklusion
A — X eine isometrische Einbettung (C2E). Beim Summenraum X = | |;c; X; (C2F) ist
jede Inklusion X; < X isometrisch. Beim Produktraum X = [[;<; X; (C2G) ist jede Ein-
bettung X; < X : x; — x = (x;) jes isometrisch, mit Konstanten x; € X; fiir alle j #i.

Beispiel. Sind (X,dx) und (Y, dy) diskret, soist f : X — Y genau dann eine isometrische
Einbettung, wenn f injektiv ist, und genau dann eine Isometrie, wenn f* bijektiv ist.

Ubung C2Q. Metrische Riume und isometrische Einbettungen bilden eine Kategorie (H1A),
das heifit: Die Identitit idy : (X,d) — (X, d) ist eine isometrische Einbettung, sowie mit
f:(X,dx)— (Y,dy)und g : (Y,dy) — (Z,dz) auch ihre Komposition g o f.

Gleiches gilt fiir Isometrien. Isometrie ist daher eine Aquivalenzrelation:

(1) Reflexivitit: Die Identitdt idy : (X,dx) = (X,dY) ist eine Isometrie.

(2) Symmetrie: Aus f : (X,dx) = (Y.dy) folgt f~1:(Y,dy) = (X,dx).

(3) Transitivitét: Aus Isometrien f : (X,dx) = (Y.dy)und g : (Y,dy) = (Z,dz) er-
halten wir durch Komposition die Isometrie go f : (X,dx) = (Z,dz).

Fiir jeden metrischen Raum (X, d) ist demnach die Menge Isom(X, d) aller Isometrien
f:(X,d) = (X,d) eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen.

Beispiel. Die Hilbert—Riume (2 = ¢%(Z,C) und L? = L?([a,b], C) sind isometrisch (C1F)
vermoge der Fourier—Analyse L2 — £2 und der Fourier—Synthese ¢ — L2.

Isometrien erhalten die Metrik und verhalten sich in diesem Sinne starr. Liegt diese Art
von Rigiditit vor, so kann dies sehr niitzlich sein, zum Beispiel ist die Gruppe Isom(X,d)
in giinstigen Féllen gut iiberschaubar (C2R), zum Beispiel Isometrien von Polyedern (§A3).

In vielen Anwendungen der Analysis oder der Topologie jedoch ist die Forderung
der Isometrie allzu einschrinkend. Oft betrachtet man daher den flexibleren Begriff der
Dehnungsbeschrinktheit, Lipschitz—Stetigkeit genannt (§C2f), oder allgemeiner Holder—
Stetigkeit (§C2g), oder ganz allgemein Stetigkeit §C3b, die wir anschlieend diskutieren.

Beispiel. Beziiglich der franzosischen Eisenbahnmetrik gilt: Jede Bijektion f : S! =% S!
setzt sich eindeutig fort zur Isometrie g : R? =% R? : Av +— Af(v) fiir A € R>p und v € S'.

Beispiel. Fiir die Riume R und R? mit Supremumsmetrik ist f : R — R? : x — (x,sinx)
eine isometrische Einbettung, ebenso f(x) = (x, g(x)) mit |g(x)—g(»)| < |x — |-
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Fiir euklidische Rdume hingegen sind isometrische Einbettungen wunderbar rigide:

Satz C2R. Fiir m < n betrachten wir die Riiume R™ und R" mit ihrer euklidischen Metrik.

(1) Jede affin-lineare Abbildung f : R™ — R" ist von der Form f(x) = Ax + b mit
linearem Anteil A € R™™ und Verschiebung b € R". Genau dann ist f eine isometrische
Einbettung, wenn die Matrix A orthonormale Spalten hat, also ATA = 1,xm erfiillt.

(2) Jede isometrische Einbettung f : R™ < R” ist affin-linear, wie in (1) angegeben.

(3) Fiir P C R™ mit aff(P) = R™ ist jede isometrische Einbettung g : P — R" die
Einschrinkung g = f|p genau einer isometrischen Einbettung f : R™ — R”",

(4) Jede isometrische Einbettung f : R™ — R” ist Komposition der Standardeinbettung
R 5 R (X, Xm) > (X1, .2, Xm0, ..., 0) und hochstens m + 1 Spiegelungen.
Beispiel. Insbesondere sind Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen des R” Isometrien.
Beispiel. Jede Isometrie f : R” =5 R” ist Komposition von hochstens n 4+ 1 Spiegelungen.

Beispiel. Aus der Schulgeometrie kennen Sie den Spezialfall der euklidischen Ebene R?:

e Die Komposition von zwei Spiegelungen an parallelen Geraden ergibt eine Verschie-
bung, und jede Verschiebung f : R? — R? : x — x + v ldsst sich so darstellen.
e Die Komposition von zwei Spiegelungen an Geraden, die sich im Winkel « schneiden,
ergibt eine Drehung um den Winkel 2¢, und jede Drehung lasst sich so darstellen.
Beispiel. Fiir jedes Polyeder P C R” mit aff(P) = R” ist jede Isometrie g : P l> P die

~

Einschrinkung g = f| p einer eindeutigen Isometrie f : R” = R” mit f(P) =

Beispiel. Jede isometrische Einbettung S! < S? der Kreislinie vom Radius 1 in die Sphire
vom Radius 1 ist ein GroBkreis: Sie ldsst sich eindeutig fortsetzen zu einer isometrischen
Einbettung f : R? < R3: x — Ax. Gleiches gilt fir R” > §”~! — §"~1 C R".

BEWEIS DES SATZES. (la) Fiir f(x) = Ax + b mit ATA = 1,,x,;, rechnen wir’s nach:
d(f(x), f(y) =|f(x)— f(y)\ =|A(x— y)\ (A=) (A(x—y))
=(x—))TATAx—y) = (x =) (x—y) = |x—y[> = d(x.y)?

(1b) Ist umgekehrt f(x) = Ax 4 b eine Isometrie, so zeigen wir nun ATA = 1,,xp,.
Verschiebung ist eine Isometrie und @ndert A nicht, daher kénnen wir b = 0 annehmen.

Seiuy,...,u, € R™ eine Orthonormalbasis, (u; [u; ) =0firi # jund (u; |u; ) =1
fiir alle i. Fiir die Abstidnde zwischen 0,u1,...,u,, gilt a’(u,,O)2 lu;|> = (u, lu;) =1
und d(u;,uj)? = |ui —uil®> = (ui—uj Jui—u; ) = |ui|> —=2(u; |u; )+ |uj|*> = 2. Die
Bilder 0 = g(0),v; = g(u1),...,vm = g(um) € R" haben dieselben Abstinde, daher sind
V1,..., Uy orthonormal. Somit hat A orthonormale Spalten, also ATA = 1,;,xm.

(2) Ist f : R™ < R" eine Isometrie, so auch g : R” < R" : x — f(x)—b, und mit
= f(0) gilt g(0) = 0. Sind u1,...,u, € R™ orthonormal, so auch v = g(u1),...,v,m =
g(um) € R, siehe (1b). Wir erginzen zu einer Orthonormalbasis vy,...,v, € R".

Jeder Punkt y € R” ist eindeutige Linearkombination y = ZLI y;v;: Die Koeffizien-
ten y; = (y|v;) = (14+d(y,0)2—d(y,v;)?)/2 sind bereits festgelegt durch die Abstiinde
d(y,0),d(y,v1),....d(y,vp),denn (y —v; | y—vi) =(y | y)—2(y [ vi)+(vi | v;). Fiir
x € R" mitx = Y /% xju; giltebenso x; = (x |u; ) = (1 +d(x,0)% —d(x,u;)?)/2.
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Da g Abstinde erhilt, folgt fir y = g(x) = Y/ yivi und i = 1,...,m die Gleichheit

2 LA 0P —dCn)? 14 d(g(0).8(0)2 ~d(g(). gui)? _
2 2
Zudem gilt sz=0 xi2 =d(x,0)% = a’(y,O)2 = Z?:o yl.z, also er'l=m+1 yi2 =0,also y; =0
firi =m+1,...,n. Wir schlieBen g(x1u1 + - 4+ XmUm) = X101 + -+ + X Uy, Fiir die
Matrix A = (v1,...,Vp) € R gilt g(x) = Ax und ATA = 1, somit f(x) = Ax +b.
(3) Da wir aff(P) = R™ voraussetzen, existieren affin unabhingige ug,u1,...,um € P.

Ist £ :R™ — R” eine Isometrie, so auch die Einschrinkung g = f|p : P — R”. Die
Zuordnung f +— f|p istinjektiv, denn jede affin-lineare Abbildung f : R — R” ist bereits
durch die Bilder vg = f(up),v1 = f(u1),...,vn = f(un) € R festgelegt.

Sei umgekehrt g : P <— R” eine isometrische Einbettung. Hierzu konstruieren wir eine
isometrische Fortsetzung f : R™ < R”. Nach Verschiebung konnen wir #¢9 = 0 und vg = 0
annehmen, somit g(0) = 0. Das Gram—Schmidt—Verfahren (C1H) macht aus u1, ..., u,, eine
Orthonormalbasis u T U ;"n von R™ und ebenso aus vq, ..., U, eine orthonormale Familie
vy,...,v,, in R". Dies definiert die lineare Abbildung f : R — R" mit u} ~— v}. Nach
Konstruktion ist sie eine isometrische Einbettung. Die berechneten Skalarprodukte sind in
beiden Verfahren dieselben, daher gilt f(u;) = v; fiiri =0,...,m. Wie in (2) folgt daraus
f(x) = g(x) fiir jeden Punkt x € P, also f|p = g. (Ubung: Fiihren Sie diese Skizze aus.)

(4) Dank (2) gilt f(x) = Ax+b mith € R” und A € R™™ und ATA = 1,,xp. Falls
b = 0 setzen wir 0¢g := idg» und f; := f. Falls b # 0 setzen wira = b/2 und v = b/|b|.
Die Spiegelung o¢ : R” - R"” : x — x —2(v | x —a ) - v erfiillt o(b) = 0. Demnach ist
f1 =00 f :R™ — R” eine isometrische Einbettung mit f1(0) = 0.

Sei k €{1,2,...,m} und f; : R™ — R” : x — Ax eine isometrische Einbettung mit
fr(e1) =e1, ..., fr(ex—1) = ex—_1. Die Abstinde der Punkte 0,eq,...,ex_1, e gleichen
denen der Bilder 0,eq,...,ex_1, f(er); wie in (1b) ist demnach auch ey, ...,ex_1, f(ex)
orthonormal. Im Falle f;(e) # ex setzen wir v = (fr(ex) —ex)/| fx (ex) —ex|. Die Spie-
gelung oy :R” - R”: x — x—2(v | x)-verfillt (eq1,...,ex_1, f(ex)) — (e1,....€k_1.€k).
Demnach ist fxy1 = og o fr : R" — R” eine isometrische Einbettung mit fz1(e1) = ey,
.ovs Jk+1(ex) = ex. Im Falle fi(ex) = ex setzen wir oy := idg» und fr 41 := fx-

Wir erreichen so g, 0---00¢0 f =1, also f = ggo---00y, ot, wie gewiinscht. ]

i

Bemerkung. Aussage (4) des Satzes beinhaltet insbesondere den Fall m = n:

~

Jede Isometrie f : R" = R” ist Komposition von hochstens n 4 1 Spiegelungen.

Dies ist ein berithmter Satz von Cartan—-Dieudonné und gilt allgemein fiir jeden Vektor-
raum V iiber einem Korper K der Charakteristik # 2 mit endlicher Dimension dimg = n
und einer nicht-degenerierten symmetrischen Bilinearform b : V x V' — K: Jede orthogo-
nale Abbildung f € O(V,b) ist Komposition von héchstens n Spiegelungen.

Bemerkung. Der Beweis zu (4) nutzt geschickt Spiegelungen zur Erzeugung einer ortho-
gonalen Matrix A € R"*", Das ist geometrisch bedeutsam und zudem numerisch vorteil-
haft, wie Alston HOUSEHOLDER (1904-1993) erkannte und 1958 als Methode vorschlug.
In der numerischen linearen Algebra berechnet man so die Q R—Zerlegung von Matrizen;
die Spiegelungen heilen dort Householder—Transformationen. Dieses Vorgehen ist nume-
risch stabiler als das (einfache aber numerisch instabile) Gram—Schmidt—Verfahren (C1H).
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§C2f. Lipschitz—Stetigkeit. Gegeben seien metrische Raume (X,dy) und (Y,dy). Zu
f : X — Y suchen wir Konstanten £, L € [0, o], die folgende Ungleichungen erfiillen:

(C3)  ldx(a,b) < dy(f@),f(b) < Ldx(ab) firallea,beX.

Anders gesagt, der ,,Differenzenquotient™ ist nach unten und oben beschriankt gemaf
dy (f(a), f(D))

dx(a,b)
Diese Bedingung ist trivialerweise immer erfiillt fiir £ = 0 und L = oo.

ell, L] firallea #bin X.

id:[0,1] = [0, 1] £ :10,1] = [0,1] g :[0,1] = [0.1]
HE VAN 1y £+ 12 o3 /e
A =4+ JWA)=A sW)— vVA
L L:2 JL:OO
{= =0 L=1/2
X X X

ABBILDUNG C:5. Isometrisch, dehnungsbeschrinkt und stauchungsbeschrinkt

Beispiele. e Isometrische Einbettungen entsprechen dem Extremfall £ = L = 1.
e Fiir die Quadratfunktion £ :[0,1] — [0,1] mit f(x) = x? gilt

S —fO)] _ x2—y?

|x =yl X—y

=x+y=<2.

Somit ist f dehnungsbeschriankt durch die Konstante L = 2. Hingegen ist f nicht
stauchungsbeschrinkt, denn der Quotient kann (nahe 0) beliebig klein werden.
e Die Funktion f : R>¢ — R>q mit f(x) = x? ist nicht dehnungsbeschrinkt, denn es
gibt keine globale obere Schranke L < oo, aber dies gilt lokal auf jedem Intervall [a, b].
e Fiir die Wurzelfunktion g : [0,1] — [0, 1] mit g(x) = /x gilt
s —gWl _Vx=yy 1 1
x =yl X=y Sy T2
Somit ist g stauchungsbeschrinkt durch die Konstante £ = 1/2. Hingegen ist g nicht
dehnungsbeschrinkt, denn der Quotient kann (nahe 0) beliebig grofl werden.

e Die Funktion g : R>¢ — R>¢ mit g(x) = 4/x ist nicht stauchungsbeschrinkt, denn es
gibt keine globale untere Schranke ¢ > 0, aber dies gilt lokal auf jedem Intervall [a, b].

Definition C2S. Die Abbildung f heilit L—lipschitz—stetig, wenn (C.3) fiir ein L < oo gilt
(mit £ = 0). Sie heiBit (¢, L)-bilipschitz—stetig, wenn (C.3) mit 0 < £ < L < oo gilt.

Bemerkung. Die Lipschitz—Bedingung ist eine metrische Eigenschaft (keine topologische).
Sie wird fiir Abbildungen zwischen zwei metrischen Riumen formuliert, und die Metriken
dx und dy gehen wesentlich in die Bedingung ein. Lipschitz—Stetigkeit bedeutet, dass f
dehnungsbeschrdnkt ist durch eine Konstante L < oo. Bilipschitz—Stetigkeit bedeutet, dass
f sowohl dehnungsbeschrinkt ist (durch L) als auch stauchungsbeschrinkt (durch £). Ins-
besondere ist f dann injektiv. Ist  zudem bijektiv, so ist auch f ! bilipschitz (zu den Kon-
stanten 1/L und 1/¢). In diesem Falle nennen wir f einen Bilipschitz—Homdomorphismus.
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Insbesondere betrachten wir die Lipschitz—Bedingung fiir f : R™ > X — R”.

Beispiel C2T. Jede affin R-lineare Abbildung f : R” — R™ ist lipschitz—stetig beziiglich
der euklidischen Normen. Es gilt ndmlich f(x) = Ax + b mit A € R™*" und b € R", also
| f(x)— f(»)|=|A(x—y)| < ||A]l - |x — y| beziiglich der Operatornorm (C1Q).

Hat A nicht-trivialen Kern, also Av = 0 fiir ein v # 0, so sind A und f nicht injektiv und
daher nicht bilipschitz. Gilt hingegen ker(A) = {0} und m = n, so sind A und f bijektiv, und
die Umkehrfunktion f~1(x) = A~!(x —b) ist lipschitz—stetig mit der Konstanten ||A™!].
Somit ist f bilipschitz mit den Konstanten £ = ||A~!|| "' und L = || A4||.

Bemerkung. Diese Schranken sind wichtig fiir die Numerik linearer Gleichungssysteme,
denn sie begrenzen die Verstirkung von Fehlern in den Eingangsdaten. Als Kenngrofle
betrachtet man daher die Konditionszahl k(A) = || A| - |A~!||. Fiir diagonalisierbare Ma-
trizen ist dies das Verhéltnis zwischen betragsmifig groftem und kleinstem Eigenwert:
k(A) = |Amax(A)/Amin(A)|. Fiir Isometrien ist die Konditionszahl gleich 1 und damit mini-
mal, so dass Fehler nicht verstirkt werden. Fiir A i,(A) = 0 gilt £ (4) = oo und das Problem
ist schlecht gestellt: Zu manchen Daten existiert keine Losung, zu anderen unendlich viele.

Beispiel. Ist f :[a,b] — R differenzierbar mit | f/| < L, so ist f lipschitz—stetig. Allge-
meiner sei X C R” konvex und f : X — R™ differenzierbar mit || /|| < L. Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt f(a) — f(b) = f'(z)(a —b) fiir alle a,b € X
und einen Zwischenpunkt z € [a,b], somitalso | f(a)— f(b)| < ||.f'(2)||-la—b| < L|a—b]|.

Bemerkung. Fiir jede Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) definieren wir die Lipschitz—Norm

dy (f(a). (D))

17 1= 1. llip = Lip(f) := sup dx (a,b)

a#bin X }

Dies entspricht der Operatornorm (C1Q) von linearen Abbildungen normierter Vektorrdu-
me. Genau dann gilt || f|| < co, wenn f lipschitz—stetig ist. Genau dann gilt || /|| = 0, wenn
f konstant ist. Fiir die Identitit gilt ||idy | = 1; auch fiir X = {x} setzen wir hier || /| = 1.
Fiir die Komposition von Abbildungen gilt ||go fI| < llgll-Il.f]-

Bemerkung. Lipschitz—Stetigkeit bedeutet fast soviel wie Differenzierbarkeit. Ein beriihm-
ter Satz von Hans RADEMACHER (1892-1969) besagt: Ist U C R™ offenund f : U — R™
lipschitz—stetig, dann ist f fast {iberall differenzierbar. (Das heif3t, die Menge aller Punkte,
in denen f nicht differenzierbar ist, hat Maf3 0.) Fiir allgemeine metrische Rdume haben
wir keinen Differenzierbarkeitsbegriff, da wir keine Differenzenquotienten bilden kénnen.
Hier ist aber die Lipschitz—Stetigkeit der ndchstbeste Ersatz (und beinahe genauso gut).

Ubung C2u. Metrische Riume und lipschitz—stetige Abbildungen bilden eine Kategorie
(H1A), das heifit: Die Identitit idy : (X,dyx) — (X,dx) ist lipschitz—stetig mit || f|| = 1.
Sind f: (X,dx) — (Y,dy) und g : (Y,dy) — (Z,dz) lipschitz—stetig, dann auch ihre
Komposition go f : (X,dx) = (Z,dz),denn ||go f| < |lgll-|l fl- Ebenso fiir bilipschitz.
Bilipschitz—Homdomorphie von metrischen Riumen ist daher eine Aquivalenzrelati-
on: Die Identitdt idy : (X,d) — (X, d) ist ein Bilipschitz—Hom&omorphismus, Inverse und
Komposition von Bilipschitz—Homdomorphismen sind Bilipschitz—Homéomorphismen.
Die Menge Bilip(X,d) aller Bilipschitz—Homdomorphismen f : (X,d) — (X,d) ist
eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen (wie zuvor Isometrien C2Q).
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§C2g. Holder-Stetigkeit. Wir betrachten 8 €10,1]und f :[0,1] — R mit f(x) = x#.
Fiir B = 1 ist f(x) = x lipschitz—stetig, fir f(x) = x# mit 0 < 8 < 1 gilt dies nicht. Um
dennoch die Dehnung zu kontrollieren, fithrt man folgenden Stetigkeitsbegriff ein.

1 1L 1./,
1

X x/ x»

ABBILDUNG C:6. Die Skalierungsfunktionen f(x) = x# zur Holder—Stetigkeit

Definition C2v. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Wir nennen f : X — Y
holder—stetig zam Exponenten « € ]0, 1], wenn eine Konstante C € R existiert sodass

dy(f(a), f(b)) < Cdx(a,b)* firalle a,beX.
Mit €%%(X,Y) bezeichnen wir die Menge aller holder—stetigen Abbildungen f : X — Y
zum Exponenten «. Fiir « = 1 ist dies die Lipschitz—Bedingung, fiir 0 < & < 1 hingegen ist
die Holder-Bedingung echt schwiicher: Die obige Funktion f :[0,1] — R mit f(x) = x#
und 0 < B < 1 ist ©%%—stetig fiir 0 < & < B aber nicht fiir « > 8. Die Funktion f : [0,1] — R
mit £ (x) = x#In(x) und £(0) = 0 ist €**—stetig fiir 0 < & < 8 aber nicht fiir o > .
Analog zur Lipschitz—Norm definieren wir die Hélder—Norm zum Exponenten o durch
o i sup| Y@ 0)
o dx (a.b)*
Fiir o = 1 ist dies die Lipschitz—Norm. Genau dann gilt || f'||0.« < 0o, wenn die Abbildung
€% stetig ist. Genau dann gilt || f || 0.« =0, wenn f konstant ist.

a;ébinX}.

Bemerkung. Die Holder—Bedingung wird héufig auf Funktionen f : R” D X — R™ ange-
wendet. Sie dient in der Analysis zur feineren Kontrolle, etwa wenn bloBe Stetigkeit nicht
geniigt, aber Differenzierbarkeit zu viel verlangt wire. Dies nutzt man zum Beispiel fiir
die Regularititstheorie partieller Differentialgleichungen, in der geometrischen Maf3theo-
rie, fiir die Regularitit Brownscher Pfade, etc. Eine ernsthafte Untersuchung streben wir
hier nicht an. Uns dient die Holder—Stetigkeit vornehmlich zur Illustration der diversen me-
trischen Stetigkeitsbegriffe: Sie schwichen die Dehnungsbeschrankungen immer weiter ab,
bleiben aber doch der Metrik verhaftet. Erst der allgemeine Stetigkeitsbegriff des ndchsten
Abschnitts (§C3) vollzieht den radikalen Schritt einer rein topologischen Formulierung.

Ubung C2w. Metrische Riume und holder—stetige Abbildungen bilden eine Kategorie:
Die Identitit idy : (X,dx) — (X.dx) ist lipschitz— und somit holder—stetig, idy € €%!.
Firr £ : (X,dy) — (Y.dy) in %% und g : (Y,dy) — (Z,dz) in €%P gilt go f € €O%F.

Ist (Y,|—|) ein normierter Vektorraum iiber K = R,C, etwa ¥ = K" mit euklidi-
scher Norm, so ist auch €%%(X,Y) ein Vektorraum mit punktweiser Verkniipfung, und
die Holder—Norm ist hierauf eine Halbnorm. Ist zudem X C R” offen, so konnen wir ab-
leiten: Der Holder—Raum €% (X,Y) ist die Menge aller k—mal stetig differenzierbaren
Funktionen f : X — Y, deren k—te Ableitungen alle in €%%*(X,Y) liegen.
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Wir konnen die Lipschitz— bzw. Holder—Stetigkeit in einem Punkt xo € X lokalisieren.
Wir nennen eine Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) hdlder—stetig zum Exponenten « € |0, 1]
im Punkt xo € X, wenn Konstanten ¢, C € R~ existieren, sodass gilt:

dy (f(x0), f(x)) < Cdx(xp,x)* firalle x € B(xg,é¢).
Abbildung C:7 veranschaulicht diese Bedingung fiir « = 1/2 (links). Fiir « = 1 (rechts)

erhalten wir die Lipschitz—Bedingung: Die Funktion f : R — R verlduft in einem Kegel der
Steigung C. Fiir @ > 1 ist f in x¢ differenzierbar mit Ableitung f/(xo) = 0.

\1 S Y] V \‘ v V
Y J

X X

Pl AN / N

ABBILDUNG C:7. Beispiele zur Holder—Stetigkeit in einem Punkt

Sinngemif gilt dieselbe Graphik fiir beliebige Abbildungen f : X — Y, wenn man
dx (x0,x) auf der x—Achse und dy ( f(xo), f(x)) auf der y—Achse abtrigt.

Kommt so etwas in der Natur vor? Oder handelt es sich um eine iiberfliissige Spitz-
findigkeit? Die brownsche Bewegung beschreibt die Wiarmebewegung kleiner Teilchen in
Fliissigkeiten und Gasen, etwa Pollen in einem Wassertropfen. Durch die zahlreichen Sto3e
mit den winzig kleinen Wassermolekiilen entsteht eine extrem unregelméfige Bewegung.
Das mathematische Modell ist der Wiener—Prozess, der in der Wahrscheinlichkeitstheorie
eine zentrale Rolle spielt. Er wird auch in der Finanzmathematik verwendet, etwa zur Mo-
dellierung von Aktienkursen an der Borse. Ein typischer Pfad dieser Bewegung ist iiberall
holder—stetig zu jedem Exponenten @ < 1/2 aber nirgends holder—stetig zu o > 1/2.

W "\’\«W"'M‘W“”W Wmm

ABBILDUNG C:8. Drei Pfade einer brownschen Bewegung

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C3. Konvergenz und Stetigkeit 153

§C3. Konvergenz und Stetigkeit
§C3a. Konvergenz von Folgen. Der Konvergenzbegriff in R (B2I) iibertrigt sich un-

mittelbar auf jeden metrischen Raum (X,d): Eine Folge (x;)nen in (X,d) konvergiert
gegen einen Punkt a € X, wenn der Abstand d (x5, a) schlieBlich beliebig klein wird:

Definition C3A. Gegeben seien eine Folge (x,),en und ein Punkt a in einem metrischen
Raum (X, d). Die Folge (xp,)nen konvergiert gegen a, wenn d(x,,a) — 0 gilt. Wir nennen
die Folge (x5,)nen dann konvergent und a ihren Grenzwert. Formal schreiben wir dies so:

(Xn)ney —wain (X,d) & d(xy,a)—0fiirn — oo

& VeeRsg dmeN VneNs, : d(xy,a)<e

& VeeRsog dmeN VneNs, : x, € B(a,e¢)

< Jede Umgebung U von a enthilt schlieBlich alle Folgenglieder x;,.

Die letzte Formulierung verwendet die Metrik nicht explizit, sondern nur offene Mengen!
Somit ist Konvergenz eine topologische Eigenschaft: Sie hidngt nur von der Topologie ab.

Bemerkung. Konvergenz in (X, d) ist eine zweistellige Relation zwischen Folgen (x,)neN
und Punkten a. Wir schreiben kurz x, — a, oder x, % a zur Betonung der Metrik. Zur
Betonung der Indizes n € N schreiben wir ,,x, — a fiir n — 00®, oder ,lim,_,o0 X, = a*.
Die Negation schreiben wir x, /4 a: Die Folge (x,),en konvergiert nicht gegen a.

Ohne explizite Nennung eines Grenzwertes sagen wir, die Folge (x,)nen konvergiert
in (X,d), wenn ein Punkt a € X existiert, fiir den x, — a gilt. Wenn die Folge (x,)nen in
(X, d) nicht konvergiert, also kein Grenzwert in X existiert, so divergiert die Folge.

Die bequeme Schreibweise lim x;,, = a ist problematisch, solange die Konvergenz nicht
geklart ist: Der Grenzwert ,,lim x5, “ ist nicht definiert, falls die Folge x, divergiert.

Kann eine Folge womoglich mehrere Grenzwerte haben? Nein, das ist in metrischen
R&umen unmdglich. Wir erinnern hierzu an die Hausdorff—Eigenschaft (C20):

Satz C3B (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Sei (X,d) ein ein metrischer Raum. Jede Folge
(Xn)nen in (X, d) hat hochstens einen Grenzwert: Aus x, — a und x, — b folgt a = b.

BEWEIS. Seix, —aunda # b. Esexistieren U € %, und V € %, mit U NV = . Wegen
Xn — a existiert m € N, sodass x, € U fiir alle n > m, also x, ¢ V, somit x,, /A b. O
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Beispiel. Fiir jeden normierten K—Vektorraum (V, |—|) definiert die Norm eine Metrik durch
d(x,y) = |x —y|. Die Konvergenz x, — a bedeutet hier also |x, —a| — 0.

Fiir R mit {#—Norm gilt |u; —v;| < |u —v|, < mmax|u; —v;|. Somitist [x, —al, =0
gleichbedeutend mit der koordinatenweisen Konvergenz x, ; — a; firi =1,...,m.

Die Analysis untersucht auch die Konvergenzgeschwindigkeit, speziell in der Numerik
wird die Metrik explizit fiir Fehlerschranken genutzt, zum Beispiel bei der Intervallhalbie-
rung |x, —a| < const/2" (C3R) oder beim Newton—Verfahren |x, —a| < const/22" (C4T).

T

Beispiel. Fiir die Ebene R? betrachten wir die iibliche, euklidische Metrik d (C2A) und
zum Kontrast die franzosische Eisenbahnmetrik dsncr (C2D).

Die Punktfolge x, = (1,27") konvergiert gegen z = (1,0) beziiglich der euklidischen
Metrik, denn fiir die Abstdnde gilt d(x,,z) = 27" — 0. Hingegen gilt x,, / z beziiglich
der franzosischen Eisenbahnmetrik, denn dsncr(Xy,z) > 2, und somit dsncp(xy,z) 7 0.

Wir zeigen noch mehr: Die Folge (x;)nen divergiert in (}Rz, dsncr). Hierzu miissen wir
Xn # a fiir jeden Punkt a € R? nachweisen. Wie zeigt man das moglichst geschickt? In un-
serem Beispiel gelingt es leicht: Wir erkennen dsncp(xp,xq) > 2 fiir alle p # g. Demnach
kann kein Ball B(a,¢) mit ¢ < 2 schlieBlich alle Folgenglieder enthalten!

Was hier als niitzlicher Trick erscheint, ist tatsdchlich eine allgemeine Methode: Jede
konvergente Folge (x,)nen ist eine Cauchy-Folge (C4A), das heibt, 8, = sup,, ,>, d(xp,xq)
ist eine Nullfolge. Erfiillt eine Folge dieses notwendige Kriterium nicht, so kann sie nicht
konvergieren. In vollstandigen Rdumen ist dieses Kriterium sogar hinreichend.

Beispiel C3c. Konvergenz in R entspricht dem euklidischen Abstand d(x,y) = [x — y|.
Fiir die Konvergenz in R = R U {400} mussten wir die Konvergenz x, — Fo0o gesondert
erkldren (B27). Zu einer einheitlichen Definition gelangen wir mit einer geeigneten Metrik:

| —

f(x) —

/

[I——

Die Abbildung f :R — [—1,4+1]: x = x/(1+]x]), f(Foo) = £1, ist bijektiv (A1B);
ihre Umkehrabbildung ist g : [-1,+1] = R:y = y/(1—]y|), g(£1) = Fo0c. Beide sind
ordnungserhaltend, und x;, — x in R ist dquivalent zu f(x,) — f(x) in [—1,+1].

Wir erhalten somit auf der erweiterten Zahlengerade R eine Metrik e : R xR — [0,2]
durch e(x,y) = | f(x) — f(y)|. Die Konvergenz von Folgen in (R, <) beziiglich der Ord-
nung entspricht dann der Konvergenz in (R, ¢) beziiglich der Metrik.

Die Metriken d und e induzieren dieselbe Topologie auf R, sie sind also topologisch
dquivalent (§C3e). Dennoch sind die metrischen Eigenschaften sehr verschieden: Die Me-
trik e ist beschrinkt, aber d nicht. Auf R ist die Metrik d vollstdndig (C4C), aber e nicht.
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Bemerkung. Fiir eine Folge (x,)nen in C oder in einem normierten Vektorraum (V,|—|)
ist die Unterscheidung zwischen x;, — +oco und x, — —o0o0 mangels Anordnung sinnlos.

Es ldsst sich aber noch die bestimmte Divergenz x,, — oo definieren durch |x, | — +oc0.
Wir werden in Kapitel F auf das Thema ,,Kompaktifizierung* zuriickkommen.

Fiir Grenzwerte in metrischen Rdumen gelten die vertrauten Rechenregeln aus R:

Satz C3D. In jedem metrischen Raum (X,d) bzw. normierten Vektorraum (V,|—|) gilt:
(0) Aus xp, — a folgt d(x,,b) = d(a,b) bzw. |x, —b| — |a —b|, insb. |x,| — |a|.
Falls ein Grenzwert in (X, d) existiert, so ist er eindeutig:
(1) Aus der Konvergenz x, — a und x,, — b folgt a = b.
In jedem normierten Vektorraum iiber K = R, C gilt die Linearitdt des Grenzwertes:
(2) Aus xn, — a und y, — b folgt xn, + yn — a + b und Ax,, — Aa fiir A € K.
In R und C und jeder normierten Algebra gilt die Multiplikativitiit des Grenzwertes:
(3) Aus x, — a und y, — b folgt x, v, — ab. Fiir alle x € A mit |x| < 1 gilt x" — 0.
In R und C und jeder normierten Algebra gilt fiir die Inversion:
(4) Gilt y, — b und sind alle y,, und b invertierbar, so folgt 1/y, — 1/b.
In der erweiterten Zahlengerade R kinnen wir zudem die Ordnung nutzen:

(5) Aus xn, <y, sowie x, — a und y, — b folgt a < b. (Monotonie)
(6) Aus an < x, < by, sowie an, — a und b, — a folgt x, — a. (Gendarmen-Lemma)
(7) Genau dann gilt x, — a, wenn liminfx, = limsupx, = a gilt.
BEWEIS. Zur Wiederholung aus der Analysis beweise man dies als Ubung! g

# C3D. (0) Dank der umgekehrten Dreiecksungleichung C2J gilt |d (x,,b) —d(a,b)| < d(xn,a) — 0.

Im Folgenden geniigt es, die Rechenregeln (1-7) in R nachzupriifen (Analysis 1), und dank (0) Grenzwerte
direkt auf die Abstandswerte in R anzuwenden. Ich fithre zudem die Epsilontik in R noch einmal aus.

(1) Die Eindeutigkeit haben wir bereits in Satz C3B nachgerechnet. Es folgt auch mit (0): Aus x; — a und
xp — b folgt d(x,,b) — 0und d(xp,b) — d(a,b). Da Grenzwerte in R eindeutig sind, folgt d(a,b) = 0.

(2) Zu ¢ € R> existieren m’,m"” € N sodass |a —x,| < &/2 firn > m’ und |b— y, | < &/2 fiir n > m” . Fiir
m =max{m’,m"”} und alle n > m gilt dann |(a +b) — (xn + yn)| = la—xn +b—yn| <|la—xn|+|b—yn| <e.

(3) Es gilt |[ab —xpyn| = (@ —xn)b 4+ xn(b—yn)| < |a—xn|-|b|+ |xn|-1b— yn|.- Zu € € R5¢ existiert
m € N sodass fiir alle n > m zugleich gilt |a — x,| < min{1,e/(2|b| + 1)} und |b — y,| < &/(2|a| + 2). Hieraus
folgt |ab — xp yn| < ¢ fiir alle n > m. Ebenso behandelt man die Skalarmultiplikation in (2).

(4) Zu ¢ € Rs¢ existiert m € N sodass fiir alle n > m gilt |b — y,| < min{|b|/2,¢|b|?/2}. Hieraus folgt
[1/b—1/yn| = |yn —b|/(|b]-|yn]) < e fir alle n > m. Dies zeigt 1/y, — 1/b.

(5) Wir nehmen zunéchst a,b € R an. Zu jedem ¢ € R ¢ existiert m € N sodass fiir alle n > m gilt
a—e<xy <yn<b+e. Alsofolgta—b < 2e fiir alle ¢ € R~ . Dies ist nur fiir a —b < 0 moglich, also a < b.

(6) Wir nehmen zunéchst a € R an. Zu jedem ¢ € R ¢ existiert m € N sodass fiir alle n > m gilt sodass
a—e<ap <xp <b, <a+e. Somitgilta—e <x, <a+e¢firallen >m, also x, — a.

(7) Die Implikation ,,<=* ist ein Spezialfall von (6) mit a, = infg>, x, und b, = SUPg >, Xn- Es bleibt
»=": Angenommen, es gilt x, — a und a € R. Zu jedem ¢ € R~ ¢ existiert m € N, sodass a —e < x, <a +e.
Somit gilta —e <liminfx, <limsupx, <a +e¢. Dadies fiir alle ¢ € R ¢ gilt, folgt liminfx, = limsupx, =a.

In (5,6,7) beweist man die verbleibenden Fille a,b = o0 entsprechend.
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§C3b. Stetigkeit. Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Rdume.

Anschaulich erklirt ist eine Abbildung f : X — Y stetig im Punkt @ € X, wenn Punkte

nahe bei a in X abgebildet werden auf Punkte nahe bei f(a) in Y. Fiir die Messung

von

Abstidnden stehen uns hier die Metriken dx auf X und dy auf Y zur Verfiigung, aber was
genau bedeutet ,,nahe bei a* und ,,nahe bei f(a)“? Wir verlangen genauer, dass Punkte
hinreichend nahe bei a in X abgebildet werden auf Punkte beliebig nahe bei f(a)in Y:

f(B(a.8))  B(f(a).€)

| EECASEER X

Anschauung und Prizisierung. Fiir eine reelle Funktion f : R — R umschreibt man die Stetigkeit
gemeinhin so, dass der Graph von f ,keine Spriinge macht®, oder sich ,,ohne abzusetzen in einem
Zug zeichnen lisst. Das mag der Intuition niitzen, ist aber keine tragfihige Definition: Was ist ein
»Sprung“? Konnen Sie wirklich eine brownsche Bewegung (C:8) zeichnen? Hingt die Stetigkeit von
f etwa von Geschick und Tagesform des Zeichners ab? Unsere Anschauung kann die Definition
motivieren, sie aber nicht ersetzen. Insbesondere mit stetigen Funktionen tut sich unsere Intuition
hiufig schwer, daher sind genaue Definitionen und akkurate Beweisfithrung unentbehrlich! Probieren
Sie es und machen Sie den Test: Ist die Funktion / : Q — R : x > sign(x2 —2) stetig oder nicht?

Definition C3E. Eine Abbildung f : X — Y heilt stetig im Punkt a € X, wenn zu jedem

noch so kleinen ¢ € R~ ein § € R~ existiert, sodass f(B(a,8)) C B(f(a),ée) gilt:
VeeR-g 3§ €Rg Vxe X : [dx(a,x) <8 = dy(f(a), f(x)) < 8]

Die Abbildung f : X — Y heilit stetig (auf X), wenn sie in jedem Punkt a € X stetig ist:

Vae X VeeRsg IR~ Vxe X : [a’X(a,x) < 6 =dy(f(a), f(x)) < 8]
Strenger nennen wir f : X — Y gleichmdfig stetig auf dem Raum (X, d), wenn gilt:
VeeRsg I8 €Rsg Yae X VxeX : [dx(a,x) <8 = dy(f(a), f(x)) <¢]

Mit €(X,Y) = €(X,dx;Y,dy) bezeichnen wir die Menge aller stetigen Abbildungen.
Ist f bijektiv sowie f und f~! stetig, so nennen wir f einen Homdomorphismus (A1A).

Ubung C3F. Metrische Riume und ihre stetigen Abbildungen bilden eine Kategorie (H1A),

das heift: Die Identitéit idy : (X,dx) — (X,dx) ist stetig. Sind f : (X,dx) — (Y.,dy)
g: (Y, dy) — (Z,dz) stetig, dann auch die Komposition go f : (X,dx) = (Z,dz).

und

Homoéomorphie ist daher eine Aquivalenzrelation: Die Identitit idy : (X,d) — (X,d)
ist ein Homdomorphismus, das Inverse eines Homdomorphismus ist ein Homdomorphis-

mus, und die Komposition von zwei Homdomorphismen ist ein Homdomorphismus.

Die Menge Homeo( X, d) aller Homdomorphismen f : (X,d) — (X, d) ist eine Gruppe

beziiglich der Komposition von Abbildungen (wie zuvor Isometrien C2Q).
Dasselbe gilt fiir gleichméBig stetige Abbildungen (wie zuvor C2U und C2Ww).
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§C3c. Stetigkeit ist eine topologische Eigenschaft. Fiir f : (X,dyx) — (Y,dy) sind
Lipschitz— und gleichmiBige Stetigkeit metrische Begriffe, denn sie hingen empfindlich
von den betrachteten Metriken dx und dy ab. Hingegen ist die wesentlich schwiéchere For-
derung der Stetigkeit ein topologischer Begriff, denn wie schon Konvergenz (C3A) lédsst sie
sich allein auf offene Mengen zuriickfithren und so fiir f : (X,Tx) — (¥, Ty) formulieren:

Satz C3G. Fiir jede Abbildung [ : X — Y metrischer Rdume sind dquivalent:

(1) Die Abbildung f ist folgenstetig: Aus x, — a in X folgt f(x,) — f(a)inY.
(2) Die Abbildung f ist stetig auf X (im Sinne obiger e—6—Definition C3E).
(3) Fiir jede offene Menge V in Y ist das Urbild f~Y(V) offen in X.

Fiir jede abgeschlossene Menge B in Y ist f ~1(B) abgeschlossen in X.

Lokal um jeden Punkt a € X sind dquivalent:

(4) Die Abbildung f ist folgenstetig in a: Aus x, — a in X folgt f(x,) — f(a)inY.
(5) Die Abbildung f ist stetig im Punkt a (im Sinne obiger e—6—Definition C3E).
(6) Fiir jede Umgebung V C Y von f(a)ist f~1(V) C X eine Umgebung von a.

Bemerkung. Man beachte, dass die Formulierungen (3) ,,das Urbild jeder offenen Men-
ge ist offen” und (6) ,,das Urbild einer Umgebung ist eine Umgebung* die Metrik nicht
mehr explizit enthilt. Diese Charakterisierungen werden wir ab Kapitel D nutzen, um die
Stetigkeit von Abbildungen allein durch offene Mengen bzw. Umgebungen zu definieren.

BEWEIS. Zum Verstindnis der Definitionen beweise man dies als Ubung! O

# C3G. Alle 12 Implikationen zwischen (1), (2), (3), (4) sind wahr, aber manche sind umsténdlich zu beweisen.
Auch ist ein Ringschluss hier vielleicht nicht die beste Wahl. Wir zeigen ,,(1) & (2) & (3) & (4)“.

»(2) = (1)*“: Angenommen f" ist stetig und es gilt x, — a; wir wollen f(x,) — f(a) zeigen. Sei ¢ € R~ .
Dank Stetigkeit von f existiert § € R~ ¢, sodass f(B(a,d)) C B(f(a),e). Dank Konvergenz x, — a existiert
m € N sodass fiir alle n > m gilt x, € B(a,d). Somit gilt f(x,) € B(f(a),¢) fir alle n > m, wie gewiinscht.

»(1) = (2)“: Diese Implikation zeigt man am leichtesten per Kontraposition. Wenn f nicht stetig ist, dann
existiert ein ¢ € R~ sodass fiir jedes § € R~ gilt f(B(a,8)) ¢ B(f(a),e). Zun = 1,2,3,... wihlen wir
Xn € B(a,/n) mit f(x,) ¢ B(f(a),e). Es gilt dann x;, — a aber nicht f(x,) — f(a).

»(2) = (3)“: Sei V C Y offen sowie U = f_l(V) und a € U. Da V offen ist, existiert ¢ € R~ mit
B(f(a),e) C V.Da f stetig ist, existiert § € R~ mit f(B(a,8)) C B(f(a),&). Damit gilt B(a,§) C U.

,(3)= (2):Zua € X unde € R~ ist B(f(a),¢) offenin ¥ . Nach (3)istdas Urbild U = f~1(B(f(a),€))
offen in X. Also existiert § € R~ mit B(a,8) C U. Damit gilt f(B(a,8)) C B(f(a),¢).

Die Aquivalenz ,,(3a) < (3b)* ist klar durch Komplementbildung. Ausfiihrlich geht dies wie folgt. ,,(3a)
= (3b)“: Ist B C Y abgeschlossen, so ist ¥ = Y ~. B offen, somit auch f~!(V) nach (3), und f~1(B) =
F7HY ~ V) =X~ f~1(V) ist abgeschlossen. ,,(3b) = (3a): Ist V C Y offen, so ist B = Y ~. V abgeschlos-
sen, somit auch f~1(B) nach (4), und f~1(V) = f~1(¥ ~ B) = X ~ f~1(B) ist offen.

Die Aquivalenz ,,(4) < (5) < (6)“ zeigt man wortlich wie ,,(1) & (2) & (3)~.

Bemerkung. In der Analysis geht es iiber die qualitative Stetigkeit hinaus auch quantitativ
darum, wie schnell f(x) mit x variiert. Im euklidischen Raum R” oder in einem normierten
K—Vektorraum ist das wichtigste Instrument die Differenzierbarkeit zur linearen Approxi-
mation, oder hohere Ableitungen zur polynomialen Approximation. Zur feineren Untersu-
chung dienen ebenso die Lipschitz—Stetigkeit (§C2f) oder die Holder—Stetigkeit (§C2g).
Speziell in der Numerik wird die Metrik explizit fiir Fehlerschranken genutzt.
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§C3d. Beispiele. Erste Beispiele stetiger Abbildungen erhalten wir wie folgt:

Beispiel. Auf jeder normierten K—Algebra A ist jede Polynomfunktion f : A — A stetig,
wobei f(x) =ag+aix +---+ a,x"™ mit Koeffizienten ag,ay,...,a, in K oder in A.

Fiir R und C gilt zudem: Jede rationale Funktion f(x) = p(x)/q(x) mit Polynomen
p.q ist stetig in jedem Punkt x mit g(x) # 0. Aus x,, — x folgt f(x,) — f(x) dank C3D
und C3G. Gleiches gilt, wenn wir von Polynomen zu Potenzreihen iibergehen (C5F).

Es gibt selbstverstindlich auch unstetige Funktionen, hierzu zwei berithmte Beispiele:

Beispiel. Die Dirichlet—Funktion Iy : R — R mit x — 1 fiir x € Qund x +— 0 fir x e R\ Q
ist nirgends stetig. Das Produkt f : R — R : x — xIg(x) ist stetig in O aber nirgends sonst.
Allgemeiner: Ist g : R — R stetig, so ist glg stetig auf A = g~1({0}) aber nirgends sonst.

Beispiel. Die kleine Dirichlet—Funktion g : R — R mit g(p/q) = 1/q fiir jeden gekiirzten
Bruch p/q € Q mit g € Z>; und g(x) = 0 fiir x € R\ Q ist unstetig in jedem rationalen
Punkt x € Q, aber stetig in jedem irrationalen Punkt x € R \. Q (siche Abbildung C:9).
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ABBILDUNG C:9. Die kleine Dirichlet—Funktion

Beispiel. Auf den rationalen Zahlen betrachten wir die Funktion f : Q — Q mit f(x) =0
fiir x2 > 2 und f(x)=1fur x2 < 2. Diese ,springt® von 0 nach 1 zuriick nach 0, dennoch
ist sie in jedem Punkt a € Q stetig! Zum Vergleich betrachten wir auf den reellen Zahlen
die entsprechende Funktion g : R — R mit g(x) = 0 fiir x2 > 2 und g(x) = 1 fiir x? < 2.
Diese ist in den Punkten 4+/2 nicht stetig, ganz so wie wir dies erwarten wiirden.

Ubung C3H. Unsere metrischen Stetigkeitsbegriffe hingen wie folgt zusammen:

(1) GleichmiBige Stetigkeit impliziert Stetigkeit. Umgekehrt jedoch nicht:
f:10,1] = R mit f(x) = 1/x ist stetig aber nicht gleichmiBig stetig.

(2) Holder-Stetigkeit impliziert gleichméBige Stetigkeit. Umgekehrt ist f : [0,1/2] — R
mit f(x) =1/In(x) und f(0) = 0 gleichmiBig stetig aber nicht holder—stetig.

(3) Lipschitz—Stetigkeit impliziert gleichméBige Stetigkeit. Umgekehrt jedoch nicht:
f:10,1] = [0,1] mit f(x) = 4/x ist gleichméBig stetig aber nicht lipschitz—stetig.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C3. Konvergenz und Stetigkeit 159

Hingegen sind fiir jede lineare Abbildung A : E — F normierter Rdume dquivalent:

(4) A ist stetig.

(5) A iststetigin 0.

(6) A istbeschrinkt, ||A] < oo.
(7) A ist lipschitz—stetig.

(8) A ist gleichmiBig stetig.

Insbesondere ist jede R-lineare oder affine Abbildung f : R” — R™ : x — Ax + b,
lipschitz—stetig und somit (gleichmifBig) stetig beziiglich der euklidischen Normen (C2T).

# C3H. (1) Die Implikation folgt unmittelbar aus der Definition durch Vorziehen eines Allquantors.

Als rationale Funktion ist f(x) = 1/x auf]0, 1] stetig. Angenommen, zu ¢ € R ¢ existiert § € R> sodass
aus |x —y| < § stets |1/x —1/y| < ¢ folgt. Wir wihlen x = min{1,6,1/¢} und y = x/2. Dann gilt |x — y| =
x/2 < §aber|1/x—1/y| =1/x > e. Somitist f nicht gleichmiBig stetig.

(2) Angenommen f : (X,dyx) — (Y,dy) ist holder—stetig, das heiBt, es gilt dy ( f(x), f(y)) <Cdx(x,y)¥
fiir alle x, y € X, mit Konstanten C > 0und 0 <« < 1. Zu ¢ € R ¢ wihlen wir § = el/o‘/C. Firallex,y € X
mit dy (x,y) <8 giltdann dy (f(x), f(a)) < Cdx(x,y)* < C§* = ¢. Die angegebene Funktion f ist stetig,
denn fiir x \( 0 gilt f(x) = 1/In(x) /" 0 = f(0). Dank der Kompaktheit des Intervalls [0,1/2] ist f sogar
gleichméBig stetig. Wire f holder—stetig in 0, so giibe es Konstanten C > 0 und 0 < o < 1 mit | f(x)] < Cx®*
fiir x €[0,1/2], also insbesondere C > lim,\ o|x™%/Inx| = lim,~\ o (@x™%) = oo nach der Regel von Hospital.

(3) Angenommen dy (f(x), f(v)) < Ldx (x,y) fiir alle x, y € X, mit einer Konstanten 0 < L < co. Zu
ee€Rspseid =¢/L.Furallex,y € X mitdy(x,y) <4 giltdann dy (f(x), f(a)) < Ldx(x,y) <Lé=¢.

Die Funktion f ist gleichmiiBig stetig: Zu & € Rs¢ sei § = €2 > 0 und behaupten, dass fiir |x — y| < &2
stets |/x — /¥ < ¢ gilt. Wir kénnen 0 < y < x < | annehmen: Es gilt dann y2 < xy also y < ./xy und somit
|Vx— /¥ =x—2/Xy+y <x—y < &% Dank Monotonie der Wurzelfunktion folgt |/x — /7| < .

Die Implikation ,,(4) = (5)“ ist trivial. Wir zeigen ,,(5) = (6)*“ durch Kontraposition. Zu || 4| = oo exis-
tieren v, € E mit |v,| < 1 und |Av,| > n, also v, /n — 0 aber Av,/n /> 0, somit ist A nicht stetig in 0. Die
Implikation ,,(6) = (7)“ folgt aus |Au — Av| < ||A|| - |u — v|. Aussagen (3) und (1) zeigen ,,(7) = (8) = (4)*.

§C3e. Topologisch dquivalente Metriken. Wie wir gesehen haben lassen sich die Be-
griffe Konvergenz und Stetigkeit auf den topologischen Grundbegriff der offenen Mengen
zuriickfithren. Es kann dabei durchaus vorkommen, dass sehr unterschiedliche Metriken
dieselben offenen Mengen definieren. Dies veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition C3I. Zwei Metriken d,e : X x X — [0,00] heiBen (topologisch) dquivalent,
wenn sie dieselben offenen Mengen definieren, kurz T(X,d) = T(X, e).
Wir nennen d feiner als e (oder e grober als d), wenn T(X,d) D T(X,e) gilt. Aquiva-
lent hierzu ist, dass jeder e—Ball beziiglich e einen §—Ball beziiglich d enthilt:

VaeX VeeRso 38 €Rso : Bx,q)(a,0) C Bx,e)(a,e).

Zwei Metriken sind topologisch dquivalent wenn d feiner ist als e und zugleich e feiner
ist als d. Wir sagen, d ist echt feiner als e, wenn d feiner ist als e aber nicht umgekehrt.

Bemerkung. In vielen Fillen kommt es uns nicht auf die Metrik selbst an, sondern nur auf
Konvergenz und Stetigkeit. Wir kénnen dann von der betrachteten Metrik zu jeder dqui-
valenten Metrik iibergehen. Die wesentliche Struktur, die hierbei erhalten bleibt, sind die
offenen Mengen. Ab Kapitel D werden wir den kiihnen Schritt wagen, nur noch die offe-
nen Mengen zugrundezulegen. Wir erhalten hieraus den Begriff des topologischen Raumes
(X,7) bestehend aus einer Menge X und einem System T offener Mengen.
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Proposition C3). Fiir je zwei Metriken d,e auf X sind gleichbedeutend:

(1) Die Metrik d ist feiner als die Metrik e (im Sinne der Definition C31).
(2) Jede Umgebung beziiglich e ist auch eine Umgebung beziiglich d.

(3) Jede offene Menge beziiglich e ist auch offen beziiglich d.

(4) Die Identititidy : (X,d) — (X,e) : x — x ist stetig.

(5) Gilt x,, — a beziiglich d, dann gilt auch x,, — a beziiglich e.

(6) Ist f: X — Y stetig beziiglich e, dann ist f stetig beziiglich d.

(7) Ist f:Y — X stetig beziiglich d, dann ist f stetig beziiglich e.

Seien |—| und |—|| zwei Normen auf einem K—Vektorraum V. Genau dann ist |—| feiner
als ||—||, wenn eine Konstante L € R~ existiert, sodass || x|| < L |x| fiir alle x € V gilt.

Aus Symmetrie folgt: Genau dann definieren |—| und ||—|| auf V dieselbe Topologie,

wenn es Konstanten £, L € R gibt, sodass £ |x| < ||x|| < L|x| fiir alle x € V gilt.
BEWEIS. Die Implikationen (1) = (2) = (3) folgen unmittelbar aus den Definitionen, und

(3) = (4) = (5) = (1) aus der Charakterisierung C3G stetiger Abbildungen.

Die Implikation (4) = (6) folgt durch Komposition (C3F) mitid : (X,d) — (X,e), die
Umkehrung (6) = (4) erhilt man aus der stetigen Abbildung f =id: (X,e) = (X,e).

Die Implikation (4) = (7) folgt durch Komposition (C3F) mitid: (X,d) — (X, e), die
Umkehrung (7) = (4) erhélt man aus der stetigen Abbildung f =id: (X,d) — (X.d).

Die Biille beziiglich |—| bzw. ||—|| bezeichnen wir mit B(a,r) bzw. B'(a,r).
= Ist |—| feiner als ||—||, so existiert ein § € R~ mit B(0,8) C B’(0,1). Wir setzen
L=2/§ Firx #0gilt|x/L|x|| <§/2 <6, somit ||x/L|x|| < 1. Hieraus folgt || x| < L |x]|.
»<“Zu ¢ € Rog setzen wir § = ¢/ L, und erhalten B(a,8) C B'(a,¢). O
Ubung C3K. Zur Illustration einige klassische Beispiele: Sei 1 < p < g < oo.

(1) Auf R” sind die £”—Norm und die £9—Norm &dquivalent.

2) Auf R® < RN ist die £7—Norm echt feiner als die £9—Norm.

(3) Auf €([a,b],R) ist die LY—Norm echt feiner als die L”—Norm.

(4) Auf %, (R,R) sind sie unvergleichbar, das heifit keine feiner als die andere.

(2) Fir f : N — R zeigen wir || f|lg < ||f|lp. Fiir || f|l, =0und || |, = oo ist dies klar. Andernfalls
skalieren wir mit A = ||f||;l und erhalten || f|| , = 1 und somit || f (k)| < 1 fiir alle k. Hieraus folgt || f (k)| <
| f(k)||? und somit || f|lg < || f || p- Das bedeutet, aus || f || » — 0 folgt || fr|lg — 0. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht: Als Gegenbeispiel betrachten wir f, (k) = n~ VP fir1 <k <nund Ju(k) =0sonst. Es gilt || f||p =1
und || fullg = n1/4=1/P _ (. Somit ist die £7—Norm echt feiner als die £4—Norm.

% C3K. (1) Fir alle x € R” gilt die Ungleichung |x|co < |X|p < |x]|1 <7 -|X|co, siche C11.

(3) Fiir messbare Funktionen f : [a,b] — R zeigen wir die Ungleichung || f|l, < | fllq-la —b|1/1’_1/q.
Hierzu nutzen wir die Holder—Ungleichung (C10): Fiir Exponenten 1 <r,s <comit 1/r +1/s =1 gilt ||g -
hllt < llgllr - |klls. Wir setzen g = | f|P und h = 1 sowie r =¢g/p > 1 und s = gq/(¢ — p) > 1 und erhalten
1715 = liglh < llglr-Itlls = /11§ - la—b|'~P/4. Das bedeutet, aus | fullq — O folgt || full, — 0. Die
Umkehrung hingegen gilt nicht: Als Gegenbeispiel definieren wir f; : R — R fiir n > 0 als Dreiecksfunktion
der Hohe n und Breite 2/n durch fy, (x) = n—n?|x| fiir |x] < 1/n und f(x) = 0 sonst. Es gilt fR fa(x)Sdx =

2;’;__11 . Fir p < ¢ gilt dann ||fnl/q lp — 0, aber ||fn1/q||q = 1. Dieses Beispiel liegt in ¢’([—1, 1], R); durch

Skalierung und Verschieben erhalten wir hieraus dieselbe Aussage fiir '([a, b],R).

(4) In % (R, R) gilt das vorige Beispiel mit || fnl/ 9 p — Oaber || fnl/ a llg = 1. Zudem liegen die Funktio-
nen gn = fi/, allein €¢ (R, R). Fir diese gilt ||g,1/p||q — 0 aber ||g,1,/p||p =1.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C3. Konvergenz und Stetigkeit 161

§C3f. Skalierung von Metriken. Jede Metrik konnen wir wie folgt skalieren:
Beispiel C3L (gestauchte / gestutzte Metrik). Istd : X x X — [0, 00] eine Metrik, so auch
d El
d:XxX —1[0,1]: (x,y)H&,
14+d(x,y)
die wir die gestauchte Metrik nennen. Hieraus ldsst sich d rekonstruieren geméaB
d'(x,y)
d: XxX —|[0, : V)= .
0,000 () 72

Hierbei entspricht d(x, y) = oo dem Wert d’(x, y) = 1 und umgekehrt. Ebenso ist
d*:XxX —10,1]: (x,y)—~ min{d(x,y),1}

eine Metrik auf X, die wir die gestutzte Metrik nennen. Alle drei Metriken d, d’ und d*
sind topologisch dquivalent. Das hat einen einfachen und allgemeinen Grund:

Die hierbei verwendete Skalierungsfunktion f :[0,00] — [0,00] mit f(z) =¢/(1 £¢)
bzw. f(t) = min{¢, 1} erfreut sich folgender Eigenschaften:

(1) Esgilt f(0) =0und f(¢) > 0 fiir ¢ > 0, das hei3it, f ist positiv definit.
(2) Firalle s <t in [0,00] gilt f(s) < f(¢), das heift, f ist monoton wachsend.
(3) Firalle s,t € [0,00] gilt f(s+1¢) < f(s)+ f(¢), das heiflt, f ist subadditiv.

In diesem Fall ist mit d auch d’ = f od eine Metrik und feiner als d. Ist die Funktion
f zudem stetig in 0, dann sind die Metriken d und d’ topologisch dquivalent. Beispiele:

Mit d ist auch d fiir 0 < o < 1 eine Metrik und topologisch dquivalent zu d (C2K),
genannt Schneeflockenmetrik (C71). Genau dann ist f : (X,dx) — (Y,dy) holder—stetig
(C2v) zum Exponenten , wenn f : (X,d§) — (Y, dy) lipschitz—stetig ist (C2s).

Die Funktion f = Ijg o] : [0,00] — {0, 1} erfiillt die obigen Bedingungen (1-3). Fiir
jede Metrik d ist d’ = f od die diskrete Metrik, und i.A. nicht topologisch dquivalent.

BEWEIS. Die Eigenschaften (1-3) priift man in allen genannten Beispielen leicht nach.
Damit iibertragen sich die Eigenschaften (M0-3) der Metrik d wie folgt auf d’ = f od:

(MO) Fiir x = y giltd(x,y) =0, also d’(x,y) = f(d(x,y)) =0.
(M1) Fiir x # y giltd(x,y) > 0, also d’(x,y) = f(d(x,y)) > 0.
(M2) Ausd(x,y) =d(y,x) folgt f'(x,y) = f(d(x,y)) = f(d(y.x))=d'(y.x).
(M3) Fiir (X,d) giltd(x,z) <d(x,y)+d(y,z). Dank (2) und (3) folgt
d'(x,z) = fd(x,2) < f(d(x,y)+d(y,2)) < fd(x,y) + fd(y,z) =d'(x,y) +d'(y,2).
Zu jedem ¢ € R~ existiert § = f(e) > 0, sodass aus 0 < f(¢) < § stets 0 <t < ¢ folgt.
Aus d’(a,x) < & folgt somit d(a,x) < ¢, also B(x,q1y(a,8) C Bx,qy(a,e).
Ist f stetig in 0, so existiert zu jedem ¢ € R~ ein § € R~ ¢, sodass fiir 0 < ¢ < § stets
0< f(t) <egilt. Aus d(a,x) < § folgt d’(a,x) <, also Bx,gy(a,8) C B(x,qr(a,e). O

Bemerkung. Die Subadditivitit von Funktionen f,g : R.o — R¢ ist ein interessantes
Thema, auch wenn wir dies hier nicht vertiefen. Zum Beispiel gilt: Ist f(¢)/¢ fallend, so ist
f subadditiv. Allgemeiner, ist f/g fallend und g subadditiv, etwa g(¢) = ¢, so ist auch f
subadditiv. SchlieBlich gilt: Ist eine Skalierung f stetig in 0, so ist sie stetig auf ganz Rx.
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§C3g. Abstand zwischen Mengen. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir interessieren
uns insbesondere fiir stetige Abbildungen f : X — R, f: X — C, f: X — R” oder in
weitere Rdume, die wir bereits gut kennen und verstehen. Die Metrik selbst liefert uns einen
reichhaltigen Fundus: Metrische Rdume erlauben viele stetige Abbildungen nach R!

Definition C3M. Der Abstand eines Punktes a € X zu einer Teilmenge B C X bzw. zwi-
schen zwei Teilmengen A, B C X ist definiert als das Infimum der punktweisen Abstéinde:

d(a,B):=inf{d(a.b) |b € B}
d(A,B):=inf{d(a,b) |a€ A, be B}

Dies erweitert die Metrik d : X x X — [0, 00] zu Abbildungen d : X xBX — [0, oo] und
d:PX xXPX — [0,00]. Fiir A = {a} und B = {b} giltdabei d(A, B) =d(a,B) =d(a,b).

Aus AN B # @ folgt d(A, B) = 0. Dank Symmetrie d(a,b) = d(b,a) gilt d(A, B) =
d(B, A). Die Dreiecksungleichung hingegen gilt nicht: Fir A = [0,1] und B = [2,3] und
C = [4,5] zum Beispiel in R gilt d(A,C) =3 aber d(A,B)+d(B,C)=1+1=2.

Fiira € B gilt d(a, B) = 0. Umgekehrt folgt aus d(a, B) = 0 nicht a € B, wie das Bei-
spiela =0 und B =10, 1] in R zeigt. Noch drastischer: Fiir die dichte Teilmenge Q C R gilt
d(x,Q) = 0 fiir alle x € R. Fiir abgeschlossene Mengen erhalten wir folgendes Ergebnis:

Proposition C3N. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B, A; C X Teilmengen.

(1) Die Funktion f : X —[0,00] : x = d(x, A) erfiillt | f(x)— f(¥)| < d(x,y), ist also
lipschitz—stetig. Gleiches gilt fiir g(x) = infjcy d(x, A;) und h(x) = sup; ¢y d(x, A;).

(2) Fiir jeden Punkt x € A gilt d(x, A) = 0. Genau dann ist A abgeschlossen, wenn auch
die Umkehrung gilt, also fiir alle x € X mit d(x, A) = 0 stets x € A gilt.

(3) Zu A, B C X abgeschlossen und disjunkt existiert f : X — [0, 1] stetig mit f~1({0}) =
Aund f~Y({1}) = B. Zu A # @ # B gelingt dies durch die Urysohn—Funktion

d(x,A)
= c X —=[0,1] : x— .
BEWEIS. Zum Verstindnis der Definitionen beweise man dies als Ubung! O

# C3N. (1) Die Ungleichung gilt fiir d(x,y) = oo, ebenso fiir d(x,y) < oo und f(x) = f(y) = co. Im
Folgenden seien alle drei endlich. Fiira € A giltd(x, A) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a). Als Infimum tibera € A
erhalten wir d(x,A) < d(x,y)+d(y,A), also d(x,A) —d(y,A) < d(x,y). Wenn wir x und y vertauschen,
so erhalten wir entsprechend d(y, A) —d(x, A) < d(y,x). Wir schlieBen daraus |d(x,A) —d(y,A)| <d(x,y).
Dies entspricht der umgekehrten Dreiecksungleichung (C21J), hier fiir den Abstand von Punkten zu Mengen.

Fiir das Infimum gilt g(x) = inf;e7 d(x, 4;) = d(x, A) fir A = | J;¢; A;. Fiir betrachten das Supremum:
Fir x,y € X und a € A; gilt d(x,4;) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a). Als Infimum iiber a € A erhalten wir
d(x,A4;) <d(x,y)+d(y,A;) <d(x,y)~+ h(y). Das Supremum iiber i € I ergibt h(x) < d(x,y) + h(y),
daher h(x) —h(y) < d(x,y). Ebenso fiir x, y vertauscht. Wir erhalten |h(x) —h(y)| < d(x,y).

(2) Ist A abgeschlossen und x € X \ A4, so existiert ¢ € R0 mit B(x,¢) C X \ A, also folgt d(x,A) > e.
Sei umgekehrt f~1(0) = A: Die Teilmenge {0} in R ist abgeschlossen, somit auch A = f ~1({0}) in X (C30).

(3) Fiir B = @ setzen wir f(x) = min{d(x, A),1/2}. Fiir A = @ setzen wir f(x) = max{l —d(x, B),1/2}.
Fir A = B = @ erhalten wir f(x) = 1/2 fiir alle x € X. Im Folgenden gelte A # @ # B. Dank C3L diirfen
wir d als endlich annehmen. Fiir alle x € X gilt d(x, A) + d(x, B) > 0, denn fiir x ¢ A4 gilt d(x, A) > 0, und
fiir x € A gilt x ¢ B und somit d(x, B) > 0. Die Abbildung f ist also auf ganz X definiert. Als Komposition
stetiger Abbildungen ist f stetig. AuBerdem gilt f(x) € [0, 1] wie behauptet. Es gilt f(x) = 0 genau dann,
wenn x € A, und f(x) = 1 genau dann, wenn x € B.

© 2024 Michael Eisermann [eiserm.de]


http://eiserm.de

§C3. Konvergenz und Stetigkeit 163

§C3h. Abschluss einer Menge. Der Abschluss einer Teilmenge A in (X,d) ist
A={xeX |dx,A)=0}={xe€X|Ian)nen CA : an—x}.
L,C“ Gilt d(x,A) =0, so existiert zu n € N ein a,, € A mit d(x,a,) <27", also a, — x.
»D“ Gilta, — x mita, € A, so gilt d(x,A) < d(x,a,) firallen € N, also d(x,A4) = 0.
Wir nennen A C X dicht in (X,d), wenn A=X gilt, das heifit: Jeder Punkt x € X ist
Grenzwert einer Folge (ap),en in A, ldsst sich also beliebig genau approximieren.
Zu ¢ € R ¢ definieren wir die e-Umgebung von A in (X,d) durch

Us(A):={xe X |d(x,A) <e} = UaeA B(a,¢).

Damit gilt (., Us(4) = {x eX } d(x,A) = O} = A. Insbesondere sehen wir hieran:
Der Abschluss A = ﬂ,ﬁil Ui/, (A) ist abzihlbarer Durchschnitt offener Umgebungen.

§C3i. Hausdorff-Abstand zwischen Teilmengen. Sei (X,d) ein metrischer Raum,
etwa der euklidische Raum R”. Hierin seien A, B C X abgeschlossene Teilmengen.
Wir setzen 6(A, B) :=sup{0,d(a, B) | a € A}. Dies misst, wie weit sich Punkte ¢ € A
hochstens von der Menge B entfernen. Speziell fiir die leere Menge gilt §(@, B) = 0.

Beispiel. Fiir A = [0,3] und B = D? in C = R? finden wir §(4, B) =2 und §(B,A) = 1.
Ubung C30. Der Hausdorff-Abstand abgeschlossener Mengen A, B C X ist
du(A, B) :=sup{8(A4,B),3(B,A)}.
Dies definiert eine Metrik dy : 2" x 2" — [0,00] auf 2" ={A C X | A abgeschlossen }:

(1) Genau dann gilt (A4, B) =0, wenn A C B, und dy(A, B) =0, wenn A = B.

(2) Per Definition gilt Symmetrie dy (A4, B) = du(B, A).

(3) Es gilt die Dreiecksungleichung dy (A4, B) < dy(A,C) + du(C, B).
# C30. (1) Aus A C B folgt d(a, B) = 0 fiir jedes a € A, also §(A4, B) = 0. Gilt umgekehrt §(4, B) = 0, so

folgt d(a, B) = 0 fiir jedes a € B, also a € B da B abgeschlossen ist (C3N), somit A C B. Die Bedingung
du(A, B) = 0 bedeutet §(A, B) = §(B,A) =0, also A C Bund B C A, somit A = B. Symmetrie (2) ist klar.

(3)Fiirallea € A,be B,c € C giltd(a,B) <d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) fiir die Metrik d. Durch Uber-
gang zum Infimum iiber b € B erhalten wir d(a, B) < d(a,c) +d(c,B) < d(a.c) 4+ 8(C, B). Durch Ubergang
zum Infimum iiber ¢ € C erhalten wir d(a, B) < d(a,C)+8(C, B) <8(A,C)+8(C, B). Durch Ubergang zum
Supremum iiber a € A erhalten wir schlieBlich 6(A4, B) < §(4,C) + §(C, B). Demnach erfiillt § die Dreiecks-
ungleichung, und somit auch dy: Wir wissen bereits §(A4, B) < §(A,C)+6(C, B) <du(A,C)+du(C, B) und
ebenso §(B,A) <3(B,C)+6(C, A) <du(B,C)+du(C, A); hieraus folgt dy(A, B) < du(A,C)+du(C, B).

Bemerkung. Der Hausdorff—Abstand von A und B lésst sich wie folgt umformulieren:
du(A,B) =inf{r e R>9 | AC U, (B)AB C Ur(A) }

Bemerkung. Wir konnen dy : B(X) x P(X) — [0,00] : (4, B) — du(A, B) fiir alle Teil-
mengen A, B C X definieren. Wir erhalten dann aber im Allgemeinen nur eine Halbmetrik.
Beispiel: Die Mengen A = [0,1] und B = ANQ in R erfiillen A # B aber dy(A, B) = 0.

Allgemein gilt dy(A, B) = du(A, B). Genau dann gilt diy(A, B) = 0, wenn A = B.
Es ist daher ausreichend, und traditionell iiblich, den Hausdorff-Abstand nur fiir abge-
schlossene Teilmengen in (X, d) zu betrachten.
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§C3j. Punktweise und gleichmiiBige Konvergenz. Es ist ein niitzliches Konstrukti-
onsprinzip, eine komplizierte Funktion aus einfachen zu konstruieren durch einen Grenz-
wertprozess f, — f. Mochte man aus stetigen f; auch eine stetige Grenzfunktion f er-
halten, so muss man hierzu geeignete Vorkehrungen treffen: Punktweise Konvergenz allein
reicht hierzu nicht aus, der richtige Begriff ist hier die gleichméBige Konvergenz.

Definition C3P. Sei X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum. Eine Folge von Funk-
tionen fy, : X — Y konvergiert punktweise gegen f : X — Y, wenn fiir jeden Punkt x € X
Konvergenz f,(x) — f(x) in (Y, d) vorliegt. Das bedeutet ausgeschrieben:

fn — f punktweise & VxeX :dy(fu(x), f(x))—0
& VxeX VeeRsg 3meN VneNsy @ dy(fu(x), f(x) <e

Hingegen sagen wir, f, konvergiert gleichmdifiig gegen f, wenn zu jedem ¢ € R~ ein
Index m € N existiert, sodass dy ( f,(x), f(x)) < e fiir alle x € X und alle n > m gilt. Also:
Jfn— f gleichmiBig <& d(fn. f)=1ldy (fn. f)lx =0
& VeeRsg 3meN VneNs,, Vxe X : dy(fu(x), f(x)) <e
Man beachte die unterschiedliche Position des Allquantors Vx € X: Der letzte Teil bedeu-

tet d( fn, f) < & beziiglich der Supremumsmetrik d( f,g) = sup{dy (f(x),g(x)) | x € X }.
Genau dann konvergiert f,, : X — Y gleichmiBig gegen f : X — Y, wenn d(fy,, f) — 0.

Beispiel. Die Funktionen fy, : [0,1] — R mit f,,(x) = x" konvergieren punktweise gegen
f:]0,1] = Rmit f(x) =0 fiir 0 <x <1und f(1) = 1. Die Konvergenz ist aber nicht
gleichmiBig, denn fiir das Supremum des Abstandes gilt | f, — f'|[o,17 = 1 fiir jedes n € N.

Beispiel. Die Polynome f,(x) = Y 7 _o(—1)*x2k /(2k)! konvergieren in jedem Punkt x €
R gegen f(x) =cos(x) = Z,iozo(—l)k x2k /(2k)!. Sie konvergieren aber nicht gleichmiBig
auf ganz R: Das ist hier besonders drastisch, denn f ist beschrinkt, aber f;, fiir n > 1 nicht!
Demnach gilt | f — fu|r = 00, und somit | f — f,|r # 0. Hingegen konvergiert f,, — f
gleichmiBig auf jedem kompakten Intervall [—r, 7], siche C5F.

Satz C3Q. Seien (X,dyx) und (Y,dy) metrische Ridume und f, : X — Y eine Funktionen-
folge, die gleichmdfSig gegen f : X — Y konvergiert, also d( fy, f) — 0. Dann gilt:

(1) Sind alle f, stetig ina € X, dann auch f.

(2) Sind alle f, stetig auf ganz X, dann auch f.

(3) Sind alle f, gleichmdfig stetig auf X, dann auch f.
(4) Sind alle f, sogar L-lipschitz—stetig, dann auch f .

BEWEIS. (1) Sei e € R~o. Wegen d( fy,. ) — 0 existiertn € Nmit d( f,, f) < &/3. Dazu-
dem f;, stetig ist, existiert § € R~ o sodass fiir alle x € X mit dy (x,a) < § die Ungleichung
dy (fn(x), fu(a)) < &/3 gilt. Daraus folgt dank Dreiecksungleichung:

dy (f(x), f(a)) = dy (f(x). fn(¥)) +dy (fu(x). fu(a)) +dy (fu(a). f(a)) <€

Aussage (2) ist damit klar. Aussage (3) beweist man wortlich genauso. Bei Aussage (4)
nutzen wir, dass alle Funktionen f; dieselbe lipschitz—Konstante L haben, und erhalten

dy (f(x). f(a)) =&/3+ Ldx(x.a)+¢/3.
Da dies fiir alle ¢ € R~ gilt, schlieBen wir dy ( f(x), f(a)) < Ldx(x,a). O
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§C3k. Zwischenwerte, Minimum und Maximum. Stetige Funktionen haben viele
gute Eigenschaften. Wir erinnern zunichst an den Zwischenwertsatz. Diese topologische
Eigenschaft werden wir in Kapitel G zum Begriff des Zusammenhangs ausbauen.

. | Satz C3R. Jede stetige Funktion f :[a,b] — R hat die Zwischenwerteigenschaft: Zu jedem
o2 | Satz C3R. Jed ige Funkti b] — R hat die Zwisch ] haft: Zu jed. Ja
vy € Rmit f(a) <y < f(b) existiert ein x € Rmita < x < b sodass f(x) =y gilt.

Hier liefert die Halbierungsmethode ein praktisches Niherungsverfahren, und wie im-
mer verdanken wir die Existenz eines Grenzwertes der Vollstandigkeit von R:

BEWEIS. Wir beginnen mit dem Intervall [ag,bg] := [a,b] und halbieren es schrittweise.
Sei [ay, by] C [a,b] gegeben und f(a,) <y < f(by). Fiir den Mittelpunkt ¢ := (a,, +b,)/2
gilt entweder f(c) < y, und wir setzen [an+1,bn+1] := [c,byn], oder es gilt f(c) > y, und
wir setzen [dn+1,bn+1] := [an,c]. Dank dieser Konstruktion gilt ag < a; <ap <--- <b,
also a, /" x € [a,b], und aus f(a,) <y folgt f(x) <y durch Grenziibergang (C3D).
Ebenso gilt bg > by > by >--->a, also b, \ x’ € [a,b],und aus f(b,) > y folgt f(x)>y.
Aus ay < x <x' <b, und |ay —by| =27"|a—b| folgt x = x’, also f(x) = y. O

Als zweites Ergebnis erinnern wir an den Satz vom Minimum und Maximum. Diese
topologische Eigenschaft werden wir in Kapitel F zum Begriff der Kompaktheit ausbauen.

Satz C3s. Jede stetige Funktion f :[a,b] — R nimmt Minimum und Maximum an, das
heifit, es existieren xo,x1 € [a,b] sodass f(xg) < f(x) < f(x1) fiir alle x € [a,b].

BEWEIS. Sei M := supyc[, 4] f(x). Wir beginnen mit dem Intervall [ag,bo] := [a,D].
Sei [an,bn] C [a,b] gegeben und supyey, p,1.f(*) = M. Gilt fiir den Mittelpunkt ¢ :=
(an + bpn) /2 die Eigenschaft supep,, 1./ (X) = M, so setzen Wir [an+1,bn+1] := [an, c];
andernfalls gilt supyc(c p,1 f(x) = M, und wir setzen [an+1,bp+1] := [¢,bp]. Es gilt dann
an /' x / by. Wir wihlen yo < y; < y2 <... mit y, /' M. Es existiert x, € [a,,by]
mit y, < f(xp) < M, also f(x,) — M. Wegen a, < x, < b, gilt x, — x nach dem
Gendarmen-Lemma (C3D). Wegen Stetigkeit von f gilt f(x,) — f(x), also f(x) =M

dank Eindeutigkeit des Grenzwertes. g
| f110.2]g—Q \ g:[-2.2]p—-Q -
| fx) =x2-2 \\ \\ g(x)=x3—6x

/ kein Maximum! \ i
X X
\ \_kein Minimum!
\ INEEE
keine Nullstelle! \ \\

ABBILDUNG C:10. Die Funktionen f, g sind stetig, aber f hat nicht die Zwischenwertei-
genschaft, und g hat weder Maximum noch Minimum!

Bemerkung C3T. Maximumssatz C3S und Zwischenwertsatz C3R benotigen die Stetigkeit
von f :[a,b] — R, wie das Beispiel f :[—1,1] = R mit f(x) =1/x und f(0) = 0 zeigt.
Fiir beide Sitze ist zudem die Vollstindigkeit von R wesentlich siehe C:10.
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§C3l. Zusammenhang. Den Zwischenwertsatz werden wir in Kapitel G zum Begriff
des Zusammenhangs ausbauen. Einstweilen nutzen wir den Begriff wie folgt:

Ubung C3u. Fiir jeden metrischen Raum (X, d) bzw. allgemein jeden topologischen Raum
(X,T) mit X # @ sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) Jede stetige Funktion f : X — R hat die Zwischenwerteigenschaft.
(2) Jede stetige Funktion f : X — {0, 1} C R ist konstant.
(3) Fiir jede offene Zerlegung X = ALl B gilt entweder A = @ oder B = 0.

In diesem Fall nennen wir den Raum (X, T) zusammenhdingend.

(4) Jedes Intervall I C R ist zusammenhingend dank Zwischenwertsatz C3R.
Umgekehrt ist jede zusammenhingende Teilmenge / C R ein Intervall.

(5) Sei f: X — Y stetig. Ist X zusammenhingend, so auch das Bild f(X).
Insbesondere ist Zusammenhang eine Invariante unter Homéomorphismen.

Das folgende Kriterium ist etwas geometrischer und manchmal einfacher anzuwenden:
Ein Weg im Raum X ist eine stetige Abbildung y : [0,1] — X. Dabei heifit ¢ = y(0) der
Anfangspunkt und b = y(1) der Endpunkt von y. Wir sagen auch, y liuft in X von a nach
b, oder y verbindet a mit b in X. Der Raum X heilit wegzusammenhdingend, wenn es zu
jedem Paar a,b € X einen Weg y : [0,1] — X von y(0) = a nach y(1) = b gibt.

(6) Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhéngend.
Die Umkehrung gilt nicht: Das klassische Gegenbeispiel in der Ebene R? ist der
Teilraum C = AU B mit A = { (x,sin(7/x)) | x €]0,1] } und B = {0} x [-1, +1].
(7) Der euklidische Raum R” mit n € N ist (weg)zusammenhingend.
Der Raum R” \ {0} ist wegzusammenhéngend fiir » > 2 aber nicht fiir n = 1.
Die Sphire S* C R"*! ist wegzusammenhiingend fiir n > 1 aber nicht fiir n = 0.
(8) Fiir U C R" offen sind Zusammenhang und Wegzusammenhang dquivalent.

§C3m. Kompaktheit. Einen metrischen bzw. allgemein topologischen Raum (X, 7)
nennen wir kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthiilt.
Das bedeutet: Zu jeder Uberdeckung X = | J;; U; durch offene Mengen U; € T existieren
Indizes i1,...,ip € I, fir die X = U;; U---UUj;, gilt. Zum Beispiel ist der euklidische
Raum R” fiir n > 1 nicht kompakt, denn die offene Uberdeckung (B(0, 7)),y enthilt keine
endliche Teiliiberdeckung. Aus der Analysis kennen Sie folgende Charakterisierungen:

Ubung C3v. Fiir jede Teilmenge X C R” mit euklidischer Topologie sind dquivalent:

(1) Der Teilraum X mit euklidischer Topologie ist kompakt.

(2) Die Teilmenge X ist beschrinkt und abgeschlossen in R”.

(3) Jede Folge in X besitzt eine Teilfolge, die in X konvergiert.

(4) Jede stetige Funktion f : X — R nimmt Maximum und Minimum an.

Allgemein gilt:

(5) Ein diskreter Raum X ist genau dann kompakt, wenn er endlich ist.
(6) Sei X kompakt. Jede abgeschlossene Teilmenge A C X ist kompakt.
In jedem metrischen (oder hausdorffschen) Raum gilt auch die Umkehrung.
(7) Sei f: X — Y stetig. Ist X kompakt, so auch das Bild f(X).
Insbesondere ist Kompaktheit eine Invariante unter Homdomorphismen.
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§C3n. Existenz reeller und komplexer Wurzeln. Aus dem Zwischenwertsatz C3R
folgt insbesondere die Existenz reeller und komplexer Wurzeln:

TN Z =X A1y
l :ew7
(o

RaRes e1(,9/n

@/n

Lemma C3W. Sei S! = {z € C | |z| = 1} die Einheitskreislinie und n € N>1.

(1) Fiir jedes r € R>q existiert eine n—te Wurzel u € R>o mitu™ =r.
(2) Fiir jedes s € SY existiert eine n—te Wurzel v € S! mit v = 5.
(3) Fiir jedes z € C existiert eine n—te Wurzel w € C mit w" = z.

BEWEIS. (1) Die Funktion f :R>¢ — Rx>¢ : u +— u" ist stetig (C3D), streng wachsend mit

f(0)=0und f(u) /" 4oo fiiru /" +oo. Dank Zwischenwertsatz (C3R) existiert zu jedem
Wert r € R>¢ genau ein Urbild u € R>¢ mit u” = r. Wir schreiben hierfiir ¥/r := u

(3) Wir wollen auch zu jeder komplexen Zahl z € C eine n—te Wurzel konstruieren, also
w € C mit w" = z. Fir n = 2 gelingt dies explizit wie folgt: Fiir jede gegebene komplexe
Zahl z = x iy mit x,y € Rund y > 0 setzen wir |z| = y/x% + y2 und

v — \/|Z|+xj:i |z|—x'
2 2

Man rechnet w? = z direkt nach. Wir betrachten nun den allgemeinen Fall # > 1 und suchen
w € C mit w” = z. Fur z = 0 16st dies nur w = 0. Fiir z # 0 zerlegen wir z = rs in den
Betrag r = |z| > 0 und die Richtung s = z/|z| € S!. Dank (1) und (2) existieren u € Rxg
mit " = r und v € S! mit v" = 5. Fiir w = uv folgt w" = u"V" =rs = z.

(2) Es bleibt zu s € S! eine Wurzel v € S! mit v” = s zu konstruieren. Am elegantesten
gelingt dies mit der komplexen Exponentialfunktion exp : C — C (C5K): Jede komplexe
Zahl s € S! lisst sich schreiben als s = e'¢ mit einem Argument ¢ € R. Die Gleichung
v" = s hat dann die n verschiedenen Losungen v = ¢!¢/7+27ik/n figr ko =0, 1,... . n—1.

Alternativ konnen wir auch ohne die komplexe Exponentialfunktion allein mit dem
Zwischenwertsatz die Existenz n—ter Wurzeln beweisen; statt transzendenter Funktionen
nutzen wir dabei nur reelle Polynome. Da wir Quadratwurzeln schon konstruieren kénnen,
bleibt die Aussage (2) nur noch fiir ungerades n = 2m + 1 zu beweisen. Wir betrachten
einen Punkt v = x +iy € S! mit x € [-1,1] und y = /1 —x2. Der Realteil der n—ten
Potenz v" = (x +1iy)" = Y j_o (})x" ¥ (iy)¥ ist ein Polynom in x, namlich

m m
- ny _ n Jen—2j2j _ n j n—2j 24Jj
f(x):=Re(@") = Z (2]’)(_1) X ye = Z <2j)(_1)1x T(1—=x%)’.
J=0 J=0
Es gilt f(1) = 1 und f(—1) = —1. Fiir jeden Punkt s € S! gilt Re(s) € [—1, 1]. Dank Zwi-
schenwertsatz C3R existiert x € [—1,1] mit f(x) = Re(s). Wir setzen y := /1 —x2 und
v:=x+iy. Aus v € S! folgt v € S!, und aus Re(v") = Re(s) folgt v"* = 5 oder v"* =5.
Im zweiten Falle fehlt eine Konjugation, und fiir v = x —iy gilt v" = s wie gewiinscht. [
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§C3o0. Der Fundamentalsatz der Algebra. Wir sind nun in der gliicklichen Lage, den
Fundamentalsatz der Algebra (B3D) zu beweisen. Sei f : C — C eine komplexe Polynom-
funktion vom Grad n > 1, also f(z) =a¢o+aiz+---+anz" mit ap,ay,...,a, € C und
an # 0. Wir zeigen, dass eine komplexe Nullstelle existiert, also z € C mit f(z) = 0.

Den folgenden Beweis fand Jean-Robert ARGAND (1768-1822) im Jahre 1814. Wir
zeigen zunichst, dass zg € C mit | f(zo)| > 0 kein Minimum von | f| sein kann. Genauer:

Lemma C3X. Zu | f(zo)| > 0 existiert z1 € C beliebig nahe an zg mit | f(z1)| < | f(z0)|.

BEWEIS. Statt f betrachten wir g : C — C mit g(z) = f(zo + z)/f(z0) und zeigen, dass
|g(0)] = 1 kein lokales Minimum von |g| ist. Auch g ist ein Polynom vom Grad #, also
g(z) =14bgz*+---4+byz" mitbg,....b, € Cund 1 <k <n und bg,b, # 0. Dank C3W

gibt es s € S mit by sk = —|by|. Fiir z = rs finden wir g(rs) = 1 — |bg |r¥ + -+ + bpr's™.
Fiir den Betrag gilt dann |g(rs)| < ‘1 — |bk|rk| + v+ |bp|r™. Fiir 0 < r < |bg|~V* wird
hieraus |g(rs)| < 1— rk(|bk| — |bgyr|r —---— |bn|r"_k). Fiir r > 0 ausreichend klein ist

der Term in Klammern positiv. Somit ist |g(z)| < 1, also ist |g(0)| = 1 nicht minimal. [

Argand schloss hieraus, dass es eine Stelle z € C mit f(z) = 0 geben muss. Wir wis-
sen, dass dieser Schluss im Allgemeinen nicht zuléssig ist, denn es gibt Funktionen, die
kein Minimum annehmen. Zum Beispiel hat /1 : C — R : z — 1/(1 + |z|?) ebenfalls die
Eigenschaft aus dem vorigen Lemma C3X, aber dennoch keine Nullstelle! Dass diese Pa-
thologie fiir Polynomfunktionen f : C — C nicht auftritt, mag plausibel scheinen, bedarf
aber eines Beweises. Wir wissen zum Beispiel aus C3T, dass Polynome iiber QQ ihre Maxima
und Minima nicht immer annehmen. Wir nutzen daher ein Kompaktheitsargument:

Lemma C3Y. Der Absolutbetrag | f| : C — Rxo nimmt ein Minimum an.
BEWEIS. Fiir z € C gilt:

anz" = f(2)—an_1z"" ' —--—ayz—ay
= janz"| < | f@)| +lan—12""" |+ + |arz| + laol
-1
= | f@I = lanl- 2" —lan-1]-12[""" = —la1|-|z] — |ao

Diese untere Schranke ist ein reelles Polynom in |z| und geht gegen +oo fiir |z| — +oc0.
Somit existiert r € R>¢ sodass | f(z)| > | f(0)] fiir |z] > r. Wie in Satz C3s folgt daraus:
Die stetige Funktion | f| : [—r,7]?> — R nimmt ihr Minimum an: Es existiert zg € [—r, 7]?
mit | f(zo)| < | f(2)| fiir alle z € [—r,r]?, und damit auch fiir alle z € C. U

Beide Lemmata zusammen beweisen den Fundamentalsatz der Algebra (B3D): Nach
C3Y nimmt | f(z)| ein Minimum in zo € C an. Nach C3Xx gilt | f(z9)| = 0, also f(z¢) = 0.

Bemerkung. Dass die stetige Funktion | | : B(0,7) — R ihr Minimum annimmt, zeige ich
hier ad hoc, um den schonen Fundamentalsatz moglichst direkt und friith zu beweisen. Die
Existenz von Minimum und Maximum folgt allgemein aus der Kompaktheit von B(0,r)
bzw. [—r,r]?, die wir in Kapitel F ausfiihrlich diskutieren wollen.

Bemerkung. Im Gegensatz zu R[i] ist der Korper Q[i] nicht algebraisch abgeschlossen.
Der Fundamentalsatz der Algebra beruht auf der Vollstindigkeit des geordneten Korpers
R: Diese wird im Beweis zweimal benutzt, in Form des Zwischenwertsatzes (C3R) zur
Existenz komplexer Wurzeln (C3W) und dann zur Existenz eines Minimums (C3Y).
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§C4. Vollstiindige metrische Raume

§C4a. Durchmesser einer Menge. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Den Durchmes-
ser einer Teilmenge A C X definieren wir als das Supremum aller Abstidnde in A:

diam A4 := sup{d(x,y) } x,yeA }
Beispiel. Dank Dreiecksungleichung gilt diam B (a,r) < 2r, denn fiir alle x,y € B(a.,r)
gilt d(x,y) <d(x,a)+d(a,y) <2r.Im euklidischen Raum R” gilt diam B(a,r) = 2r.
Fiir jeden Raum X mit diskreter Metrik (C2C) hingegen gilt diam B(a,r)=1fallsr > 1
und | X| > 2, und diam B(a,r) =0 falls 0 <r < 1 oder X = {a}.

Bemerkung. Aus A C B folgt diam A < diam B. Fiir A C B(a,r) folgt dlam 4 < 2r. Um-
gekehrt gilt A C B(a,r) fiira € X und r = d(a, A) + diam A, denn fiir alle x,y € A gilt
d(a,x) <d(a,y)+d(y,x) <d(a,y)+ diam A4; die linke Seite hidngt nicht von y ab, wir
konnen also rechts zum Infimum tiber y iibergehen und erhalten d(a, x) < d(a, A) +diam A.

§C4b. Cauchy-Folgen und Vollstiindigkeit. Zu einer Folge (x,)nen in (X, d) hat das
Endstiick En = {xg | k > n } den Durchmesser 8, = diam E, = sup,, ;>, d(xp,Xq). Aus
Xn — a folgt diam E, — 0, denn zu jedem ¢ € R~ existiert ein n € N mit £, C B(a,¢),
also diam E,, < diam B(a,¢) < 2¢. Dies motiviert folgende Definition:

Definition C4A. Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (X,d) heiBt Cauchy-
Folge, wenn 8, 1= sup,, ,~, d(xp, Xq) eine Nullfolge ist. In Quantorenschreibweise:

VeeRso IneN Vp,g>n : d(xp,xq) < ¢

Lemma C4B. Jede konvergente Folge (xn)neny — a ist eine Cauchy—Folge.
BEWEIS. Sei ¢ > 0. Dank Konvergenz x, — a gibtes ein n € N, sodass d(x,a) < /2 fiir
alle p € N>, gilt. Fiir alle p,q € N>, folgt d(xp,x4) < d(xp.a)+d(a,xq) <e. O

Die Umkehrung ,,Cauchy impliziert Konvergenz* gilt im Allgemeinen nicht, wie die
nachfolgenden Beispiel zeigen. Dies ist gerade die Bedingung metrischer Vollstindigkeit:

Definition C4c. Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge
(xXn)nen in (X, d) konvergiert, also ein Punkt a € X existiert mit x,, — 4.

Beispiel. Im Raum X = |0, 1] mit der iiblichen euklidischen Metrik ist x, = 27" eine
Cauchy-Folge aber nicht konvergent. (Im Raum [0, 1] hingegen gilt x,, — 0.)

Beispiel (Euler). Die Folge x, = Y 7 _,1/k! in Q ist eine Cauchy—Folge, hat aber in Q
keinen Grenzwert. (In R gilt x,, — e = 2.71828..., aber dieser Grenzwert liegt nicht in Q.)

Beispiel (Leibniz). Die Folge x, =Y 7 _, % =1-134+1/s—1/74--E£12n+1in Qist
eine Cauchy—Folge, hat aber in QQ keinen Grenzwert. (In R gilt x, — 7/4 = 0.78539....)

Beispiel (Newton). Das Newton—Verfahren liefert eine effiziente Approximation von /5
durch eine rasch konvergente Folge x, — +/5 rationaler Zahlen: Wir definieren (x,),eN
rekursiv durch xo = 3 und x,4+1 = %(xn +5/x,). Diese Folge ist eine Cauchy—Folge in Q,

sie konvergiert aber nicht in Q. (In R gilt wie gewiinscht x,, — +/5, siehe C4S.)
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Beispiel (Dezimalentwicklung). Gegeben sei eine reelle Zahl a € Rx. Hierzu definieren
wir x, := |a-10"|/10" fur n € N. Dies ist die Dezimalentwicklung von a bis zur n—ten
Nachkommastelle, also eine Folge in Z[%] C Q. In R konvergiert sie gegen a, denn es gilt
|xn —a| < 107" N 0. In Q hingegen ist sie divergent, sobald a irrational ist.

Bemerkung. Solche Beispiele konnen wir jederzeit kiinstlich fabrizieren, indem wir einer
konvergenten Folge ihren Grenzwert wegnehmen: Sei x; — a eine konvergente Folge in
(X,d), wobei x, # a fiir alle n € N gelte. Wie jede konvergente Folge ist (x,)nen €ine
Cauchy-Folge. Wir betrachten nun X* = X ~ {a}und d* = dx~. In (X*,d*) ist (x;)nen
immer noch eine Cauchy-Folge, aber sie konvergiert nicht mehr! Gilte x,, — b in X ™, so
hitte die Folge (x,)nen in X zwei verschiedene Grenzwerte a # b, was C3D widerspricht.

Beispiel. Jeder Raum (X, d) mit diskreter Metrik ist vollstindig: Jede Cauchy—Folge (xp,)ncf 1 |
ist schlieBlich konstant, x, = a fiir alle n > m, und somit konvergent, x,, — a.
DerRaum X ={1—-27"|n e N} ={0,1/2,3/4,7/s,...} C R mit euklidischer Metrik e
trigt ebenfalls die diskrete Topologie: Fiira = 1 —27" und ¢ = 27" ! gilt B(a,¢) = {a}.
Auf X sind die beiden Metriken d und e demnach topologisch dquivalent. Dennoch
gibt es einen entscheidenden Unterschied: (X, d) ist vollstindig, (X, e) hingegen nicht!

§Cdc. Der euklidische Raum R” ist vollstindig. Mittels Vollstindigkeit und Cauchy—
Kriterium kénnen wir eine Folge als konvergent erkennen — ohne ihren Grenzwert zu kennen
oder erst finden zu miissen! Diese Flexibilitét ist die Stirke des Cauchy—Kriteriums. Fiir die
gesamte Analysis (und auch fiir die Topologie) ist daher folgende Feststellung grundlegend:

Satz C4p. Die reellen Zahlen R sind vollstindig beziiglich der Metrik d(x,y) = |x — y|.
Ebenso sind C und allgemein R™ und C™ vollstindig beziiglich der euklidischen Metrik.

BEWEIS. Die definierende Eigenschaft des geordneten Korpers (R, +, -, <) der reellen Zah-
len ist die Supremums-Vollstdndigkeit (B2C). Hieraus folgt die Cauchy—Vollstiandigkeit:

Sei (x5)nen eine Cauchy—Folge in R. Diese ist beschrinkt, also liegen a = liminfx,
und b =limsupx, in R, undes gilta <b.Zu e € R>q sein € Nsodass |x, —xg4| < ¢ fiir alle
P.q > n.Insbesondere gilt x, —e < x, < x, +efiiralle p>n,alsox,—e<a <b <x,+e,
somit b —a < 2¢. Da dies fiir alle ¢ € R ¢ gilt, folgt a = b. Also gilt x, — a (C3D).

Sei nun (xy)nen eine Cauchy—Folge in R™. Fiir die k—te Koordinate ist dann (X, x)nen
eine Cauchy—Folge in R. Dank der Vollstindigkeit von R existiert ein Grenzwert a; € R,
sodass x, x — ay gilt. Aus der koordinatenweisen Konvergenz folgt x,, — a. U

Bemerkung. Vollstindigkeit ist keine topologische, sondern eine metrische Eigenschaft.

(1) Metrische Vollstiandigkeit bleibt unter Homdomorphismen im Allgemeinen nicht
erhalten: Wir haben (f,g) : R = |—1,4+1[ mit f(x) =x/(1+|x]) und g(x) = x/(1—|x]|)
aus A1B. Beziiglich der euklidischen Metrik ist R vollstindig, |1, 41[ jedoch nicht.

(2) Cauchy-Folgen bleiben unter stetigen Abbildungen im Allgemeinen nicht erhalten:
Die Folge y, =n/(1+n) /' 1 in ]—1,+1][ ist eine Cauchy—Folge beziiglich der euklidi-
schen Metrik, die Folge x, = f~!(y,) =n /" 400 in R jedoch nicht.

(3) Vollstindigkeit bleibt fiir dquivalente Metriken im Allgemeinen nicht erhalten: Die
reelle Gerade R ist vollstindig beziiglich der euklidischen Metrik e (C4D) jedoch nicht
beziiglich der dquivalenten Metrik d(x,y) = [x/(1+ |x]) —y/(1 +|y|)| (C30).
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§C4d. Konstruktion vollstiindiger Réume. Metrische Vollstindigkeit bleibt erhalten

fiir abgeschlossene Teilrdume (C2E), Produktraume (C2G), und Abbildungsriaume (C2H):

Lemma C4E. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

Genau dann ist der Teilraum (A, d 4) vollstindig, wenn A abgeschlossen in (X,d) ist.
BEWEIS. Auf A betrachten wir die eingeschrinkte Metrik d4 = d| 4x 4.

»<="“ Ist (xp,)nen eine Cauchy—Folge in (A, d4), dann auch in (X,d). Da (X, d) voll-
stiandig ist, existiert ein Grenzwert a € X mit x, — a. Da A in X abgeschlossen ist, liegt
der Grenzwert in A (C3N). Somit hat jede Cauchy—Folge in (A4, d 4) einen Grenzwert in A.

»=“1 Sei (A,d4) vollstindig und (x,),en eine Folge in A. Konvergiert diese gegen
einen Punkt x € X, so ist sie eine Cauchy—Folge in (X, d), also auch in (4,d4), und dank
Vollstindigkeit von (A,d 4) existiert ein Grenzwert a € A. Dank Eindeutigkeit des Grenz-
wertes (C3B) gilt x = a, also ist A abgeschlossen (C3N). U

Satz C4Fr. Seien (X;,d;);c1 eine Familie vollstindiger metrischer Riume. Dann ist auch

X =1;es Xi volistindig beziiglich der Supremumsmetrik d(x,y) = sup{d; (x;, y;) |i € I }.

BEWEIS. Sei (x,)nen eine Cauchy—Folge in (X, d). Fiir jedes i € I istdann (x5 ; )seN eine
Cauchy-Folge in (X;,d;). Dank der Vollstindigkeit von (X;,d;) existiert ein Grenzwert
a; € X; mit x, ; — a;. Dies definiert ein Element a = (a;);es im Produkt X.

Da (x)nen eine Cauchy—Folge in (X, d) ist, existiert zu ¢ € R~ ein m € N sodass fiir
n,k >mundi €1 gilt dj(xpn,i, Xk ;) < &. Fiir k — oo erhalten wir hieraus d; (x,,;,a;) <&
firn >mundi € I. Das bedeutet d(x,,a) < ¢ fir n > m, also d(x,,a) — 0. O

Satz C4G. Ist (Y,dy) volistindig, so auch der Raum Abb(X,Y) = Y X aller Abbildungen
f.g: X =Y beziiglich der Supremumsmetrik d( f,g) = sup{dy (f(x),g(x)) | x € X }.

Hierin ist der Teilraum € (X,dx;Y,dy) aller stetigen Abbildungen f : X — Y abge-
schlossen und somit ebenfalls vollstindig beziiglich der Supremumsmetrik.

BEWEIS. Die erste Aussage ist ein Spezialfall von C4F. Die Teilmenge %’ (X, Y) ist abge-
schlossen (C3N), denn zu jeder gleichmiBig konvergenten Folge f,, — f stetiger Funktio-
nen ist auch die Grenzfunktion f stetig (C3Q). Die Vollstindigkeit folgt dann aus C4e. [

Beispiel. Der Raum %([0, 1],R) aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R ist vollstindig
beziiglich der Supremumsnorm |—|[o,1}. Um also nachzuweisen, dass eine Folge stetiger
Funktionen f; : [0, 1] — R gleichmiBig konvergiert, gentigt es zu zeigen, dass ( f;;)neN €ine
Cauchy—Folge ist. Das ist oft leichter, da wir hierzu die Grenzfunktion noch nicht kennen
miissen; diese wollen wir in vielen Fillen auf diesem Wege erst konstruieren.

Satz C4H. Fiir jede Menge Q2 und 1 < p < oo ist £P (2, K) vollstiindig.

BEWEIS. Sei f, : X — K eine Cauchy—Folge beziiglich |—|,. Fiir jedes x € X ist dann
Jfn(x) eine Cauchy—Folge in (K, |—|). Da dieser Raum vollstindig ist, existiert ein Grenz-
wert f(x) € K, also f,(x) — f(x). Dies definiert die Abbildung f : X — K. Wir zeigen
nun | f, — f'|p — 0. Fiir p = oo siehe C4G. Seialso 1 < p < 0o. Zu jedem ¢ € R existiert
m e Nmit|f, — fi|p <efirallen,k >m. Firk — oo folgt | fn — fxlp = | fu—flp Z e
(Ubung!) Das bedeutet | f,, — f |, < ¢ fiir alle n > m. Dies zeigt | f — f|p — 0. O

Bemerkung. Fiir jeden MaBraum (2,27, ) und 1 < p < oo ist der Raum L?(2,.27, 1)
vollstindig. Dieses grundlegende Ergebnis beweist und nutzt man in der Analysis (C1F).
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§Cde. Hilbert-Riume und Banach-Riume. Wir haben zu Beginn dieses Kapitels
in §C1 Vektorrdume V' mit Skalarprodukt und Normen kennengelernt. Besonders wichtig
sind solche, die zudem vollstindig sind beziiglich der induzierten Metrik, das heif3t, jede
Cauchy—Folge in V hat einen Grenzwert in V. Zu Ehren von David HILBERT und Stefan
BANACH, den Begriindern dieser Theorie, vereinbart man folgende Namensgebung:

Definition C41. Ein Hilbert—Raum ist ein K—Vektorraum mit Skalarprodukt (V,(— | —)),
der vollstindig ist beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Metrik.

Ein Banach—Raum ist ein vollstindiger normierter K—Vektorraum (V,|—|).
Eine Banach—Algebra ist eine vollstindige normierte K—Algebra (4, -, |—|).

Beispiele. Viele unserer Beispiele entpuppen sich als Hilbert— oder Banach-Réume:

(1) Der Korper K = R, C mit der iiblichen Norm ist eine Banach—Algebra (C4D).

(2) Der K—Vektorraum K” mit dem iiblichen Skalarprodukt ist ein Hilbert—Raum.

(3) £2(R2) und L?(R2) sind Banach—-Riume, speziell fiir p = 2 sogar Hilbert—Rdume.

(4) Der Matrizen—Ring K™*" iiber K = R, C ist eine Banach—Algebra sowohl beziiglich
der Frobenius—Norm (C1P) als auch beziiglich der Operatornorm (C1Q).

(5) Sind (E,|—|g) und (F,|—|F) Banach-Rdume, dann ist auch B(E, F') mit der Ope-
ratornorm ein Banach—-Raum, und B(FE) = B(E, E) ist eine Banach-Algebra.

(6) Ist (X,d) ein metrischer Raum und E ein Banach—Raum, so ist die Menge % (X, E)
aller beschrinkten stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm ein Banach—Raum.

(7) Ist E eine Banach—Algebra, so auch %% (X, E) mit punktweiser Multiplikation.

In den letzten beiden Fillen zeigt man die Vollstidndigkeit wie fiir (X, Y) in C4G.

Ubung C4y. (1) Der Raum K™ ist nicht vollstindig beziiglich der £?—Norm: Nennen
Sie explizit eine Cauchy-Folge, die nicht konvergiert. Der Raum £7(N,K) hingegen ist
vollstindig. Fiir 1 < p < oo ist er die Vervollstindigung von KN beziiglich der £2—Norm:

(2) Jedes Element f : N — K in £2 (N, K) ist {?-Grenzwert einer Folge f, € KM,

(3) Fiir p = oo gilt dies nicht: Der Abschluss von K in £%°(N, K) ist der Teilraum
aller Nullfolgen ¢o(N,K) ={ f : N> K| f(n) > 0firn — oco}.

% C4J. (1) Wir betrachten zunichst p = oo. Die Folge f(n) = 27" liegt in £°°(N, K). Die Approximation
fo=Ff X1, n1yliegtinK®, dasupp(fn) =1{0,1,...,n— 1}, und erfiillt | f — fy|oo = 27" \, 0. Somit ist
(fn)nen in K® eine Cauchy-Folge, die in K® nicht konvergiert. Dasselbe Beispiel f € £7 (N, K) betrachten
wir nun fiir 1 < p < oco. Hier gilt | f — fu|p =277/ &/1—27P \, 0 fiir n — oo.

(2) Sei 1 < p < 00. Gegeben sei f € £7(N,K), also f : N — K mit Y_g,| f(k)|? < oo. Wir approximie-
ren f wie zuvor durch f, = f-Igg 1, p—1}. Dann gilt |f—fn|§ = Zzo:n|f(k)|1’ N\ O fiir n — oo.

(3) Der Teilraum co C €2 ist abgeschlossen: Sei f; — f in £2 und f; € ¢y fiir alle n € N, also f (k) — 0
fiir kK — oo. Wir zeigen f € co: Sei ¢ € R5¢. Es existiert m € N sodass | f, — f|co < &/2 fiir alle n > m. Es
existiert £ € N sodass | f55 (k)| < &/2 fiir alle k > £. Somit gilt | f (k)| < | f (k) — fm (k)| + | fm (k)| < & fiir alle
k > £. Wir schlieBen f (k) — O fiir k — oco. Anders gesagt, co C £? ist abgeschlossen.

Umgekehrt ist jedes Element f € ¢ Grenzwert einer Folge f, € K™, Hierzu approximieren wir f
wie zuvor durch f = f-Ifo,1, .. n—1}- Dann gilt | f — fuloo = inf72 | f(k)| \, O fiir n — oo. Das bedeutet

zusammenfassend: Der Abschluss von KM in £° (N, K) ist der Teilraum cq (N, K) aller Nullfolgen.
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§C4f. Cauchy-stetige Funktionen erhalten Cauchy-Folgen.

Ubung C4K. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume.

(1) Sind f,g: X — Y stetig,soist A ={x € X | f(x) = g(x) } abgeschlossen.
(2) Ist D C X dichtin (X,dx),soist €(X,Y) = € (D,Y): f — f|p injektiv.
(3) Die Einschriankung ¢ (R,R) — € (Q,R) : f — f|g ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Wir nennen [ : (X,dx) — (Y,dy) cauchy—stetig, wenn gilt: Fiir jede Cauchy—Folge
(*n)nen in (X,dx) ist (yn = f(xn))nen eine Cauchy-Folge in (¥, dy).

(4) Jede gleichmiBig stetige Funktion f : (X,dx) — (Y,dy) ist cauchy-stetig.
(5) Jede cauchy-stetige Funktion f : (X,dx) — (Y,dy) ist stetig.
(6) Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

# C4K. (1) Fiir jede konvergente Folge x,, — x mit xg,x1,x2,... € A zeigen wir x € A: Dank Stetigkeit gilt
f(x) < f(xn) = g(xn) — g(x). Dank Eindeutigkeit des Grenzwertes (C3B) folgt f(x) = g(x), also x € A4.
(2) Dicht in (X,dx) bedeutet D = X. Dank (1) gilt daher: Aus f|p = g|p folgt f = g.
(3) Die Funktion / : Q — R : x > sign(x2 —2) ist stetig, sogar lokal konstant. Sie lisst sich aber nicht
stetig auf R fortsetzen: Sei f : R — R eine Fortsetzung f'|p = h. Wir wihlen Folgen (x;)nen und (x),)nen in

Q mit x, /" /2 / x},. Dann gilt f(xn) — —1und f(x},) — +1. Demnach ist f nicht stetig in v/2.

(4) Sei (xp)nen eine Cauchy-Folge in (X,dy) Wir zeigen dasselbe fiir (v, = f(xn))nen in (Y,dy).
Sei ¢ € R>¢. Da f gleichmiBig stetig ist, existiert § € R~ ¢, sodass fiir alle x,x’ € X mit dy (x,x") < § die
Ungleichung dy (f(x), f(x")) < ¢ gilt. Da (x,)nen eine Cauchy—Folge ist, existiert m € N, sodass fiir alle
D.q € N>y, die Ungleichung dx (xp,x4) < 8 gilt, und somit dy (yp,yq) <e.

(5) Sei (xn)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert x in (X, dx). Dann gilt dies auch fiir (x},)nen mit
xén = X und x’2n+1 = x. Insbesondere ist (x},)neN eine Cauchy-Folge in (X,dy), also auch die Bildfolge
(v, = f(x)))nen in (Y,dy), da wir f als cauchy-stetig voraussetzen. Wegen y£n+1 =y = f(x) konvergiert
die gesamte Folge (y, = f(xn))nen gegen y. Das bedeutet, die Funktion f ist stetig.

(6) Die Funktion f : R — R : x — x2 ist cauchy—stetig, aber nicht gleichmiBig stetig. (Warum?)

Die Funktion /# : Q — R : x ~— sign(x? —2) aus (3) ist stetig, aber nicht cauchy—stetig: Wir wihlen
Xona1 /' 2/ Xop. Dannist (xp)nen eine Cauchy—Folge, nicht aber die Bildfolge (v, = (—1)™),en.

Satz C4L. (1) Sei D C X dichtin (X,dY). Sei (Y,dy) vollstindig. Jede gleichmdifig ste-
tige / cauchy—stetige Funktion h : D — Y ldsst sich eindeutig fortsetzen zu einer stetigen
Funktion f : X — Y, und auch die Fortsetzung [ ist gleichmdfig stetig / cauchy—stetig.

Anders gesagt: Die Einschrankung 6,(X,Y) — 6,(D.Y) : f — f|p ist bijektiv.

(2) Seien (X,|—|x) und (Y,|—|y) normierte Riume, D C X ein Untervektorraum und
dichtin (X,dYy), sowie (Y,dy) vollstindig. Jede beschriinkte lineare Abbildung h: D — Y
liisst sich eindeutig fortsetzen zu einer beschrinkten linearen Abbildung f : X — Y.

Anders gesagt: Die Einschrankung B(X,Y) — B(D,Y): f — f|p ist bijektiv.
BEWEIS. Rechnen Sie dies nach zur Einiibung der Begriffe. g
# C4L. (1) Zu jedem x € X existiert eine Folge (x5 )nen in D mit x,;, — x. Insbesondere ist (x,),en eine
Cauchy-Folge in (X,dx), also auch y, = h(x) in (Y,dy), und somit y, — y dank Vollstindigkeit. Wir
setzen h(x) := y. Dies ist wohldefiniert, d.h. fiir x;, — x und y;, — y’ gilt y = y’. Fiir (xp,x{,X1.x],...) =X

folgt (o, y(’), V1, y’1 ,...) = z, also insbesondere y, — z und y;, — z, und dank Eindeutigkeit des Grenzwertes
schlieBlich y = y’ = z. Stetigkeit, gleichmiBige Stetigkeit bzw. Cauchy—Stetigkeit rechnet man sorgsam nach.

(2) Die Konstruktion von 4 zu f verlduft wie in (1). Da & linear ist, folgt dies auch fiir /. (Warum?) Da h
beschrinkt ist, also gleichmiBig stetig, folgt dies auch fiir /. (Warum?) Fiir die Operatornorm gilt | /| = |h]|.
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§C4g. Vervollstindigung. Bei der Vervollstindigung geht es darum, einen noch nicht
vollstdndigen metrischen Raum (X, d) durch Hinzufiigen von moglichst wenigen Punkten

zu einem vollstindigen metrischen Raum ()2 , d ) zu machen. Wir wollen daher nur solche
Punkte in X, die Grenzwert einer Folge aus X sind, andernfalls konnten wir sie weglassen.

Definition C4M. Eine Vervollstandzgung eines metrischen Raumes (X, d) ist eine 1s0metr1—
sche Einbettung ¢ : (X, d) — (X, d ) in einen vollstindigen metrischen Raum mit ¢ (X) =

Wir nutzen hier den topologischen Abschluss M einer Teilmenge M in einem metri-
schen Raum (X, d); dies ist die Menge aller Grenzwerte in X von Folgen in M (§C3h).

Diese Konstruktion kennen Sie aus der Analysis, wir werden sie in §D5 allgemein fiir
topologische Rdume noch ausfiihrlicher behandeln.

Beispiele. Die folgenden isometrischen Einbettungen sind Vervollstindigungen:

Q < R beziiglich der euklidischen Metrik, ebenso Z[%] < R, nicht jedoch Z — R.
R0 < R>¢ beziiglich der euklidischen Metrik, ebenso [a,b[ oder |a,b[ — [a,b].
R <R R beziiglich der Metrik d(x, y) = |x/(1 + |x|) —y/(1 +|y])], siehe C3cC.

X < X mit X ={(x,sinl/x) | x € Rsg} CR?und X = X U ({0} x [—1,+1]).
KE) P (2,K) tiber K = R, C beziiglich der £”-Metrik (C1L), 1 < p < o0.

% (la,b],K) — L?([a,b],K) beziglich der L?-Metrik (C1M), 1 < p < 0.

Wie in diesen Beispielen konnen wir uns die Einbettung ¢ : (X,d) — ()2 .d ) stets als Inklu-
sion vorstellen, indem wir jeden Punkt x € X mit seinem Bild ¢(x) € X identifizieren.

| 1= | Satz C4N. Zu jedem beliebigen metrischen Raum (X,d) existiert eine Vervollstindigung
t: (X, d)— (X d) Diese ist eindeutig bis auf Isometrie: Zu ]eder anderen Vervollstindi-
gungenk: (X,d)— (X, d) existiert genau eine Isometrie h (X d) ~ (X, d) mithot=k.

BEWEIS. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie. Wegen L(X )= X ist
jeder Punkt X Grenzwert einer Folge ¢(x,). Dabei ist (x,) eine Cauchy-Folge in (X,d),
also auch «(x,) in X. Wegen Vollstindigkeit von (X, d ) existiert somit ein Grenzwert X.
Fiir je zwei solche konvergente Folgen ¢(x,) — X und t(y,) — 7 gilt dann

d (. 9) = limd (t(xp),t(yn)) = limd (xn, yn) = limd (k (xn).k (yn)) = d (. 7).
Somit ist die Abbildung h:X — X : & — % wohldefiniert und metrikerhaltend. Die Inverse
X o X konstrulert man ebenso mit vertauschten Rollen. Somit ist /& eme Isometrie

und erfiillt ot = k. Ist & : X — X eine weitere Isometrie mit ot = «, so gilt h=h.

Die Existenzaussage folgt aus folgender Konstruktion einer isometrischen Einbettung
(C40) 1: X — € (X,R) beziiglich der Supremumsmetrik. Da % (X, R) vollstindig ist (C4G),
gilt dies auch fiir X = «(X). Somit ist eine Vervollstindigung von (X, d) gefunden. O

Bemerkung. Zu jedem metrischen Raum (X, d) kénnen wir eine Vervollstindigung ()2 .d )
konstruieren, indem wir die Vervollstindigung von Q zu R aus §B2f imitieren: Sei X die
Menge aller Cauchy-Folgen X = (xz)nen in (X, d). Hierauf erhalten wir eine Halbmetrik
d (x y) =limd(x,, y,). Wir identifizieren X ~ y falls d (%,y) =0, siche C2J. Der Quotient
X=X / ~ erbt eine Metrik d,und (X, d ) ist die gesuchte Vervollstindigung von (X, d). Der
Nachweis ist eine einfache, lingliche aber lehrreiche Ubung. Da wir die Vervollstindigung
von QQ zu R schon haben, nutzen wir dies wie folgt zu einer eleganteren Konstruktion:
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Lemma C40. Zum metrischen Raum (X,d) betrachten wir den Banach—Raum € (X,R)
aller stetigen Funktionen f : X — R mit der Supremumsmetrik. Dann erhalten wir eine
isometrische Einbettung t : X — € (X,R) :a— fymit f : X - R:x—d(a,x).

BEWEIS. Die Abbildung f, ist stetig (C3N). Die so definierte Abbildung ¢ : a — f; ist eine
isometrische Einbettung, das heilt, fiir alle a,b € X gilt

|fa_fb‘X = SupxeX}fa(x)_fb(x)‘ = d(a,b)

Dank der umgekehrten Dreiecksungleichung (C2J) haben wir zunichst

| fa(x) = fp(x)| = |d(a,x)—d(b,x)| < d(a,b).
Fiir x = a und x = b wird der Wert d(a, b) tatsdchlich angenommen. O

Bemerkung. Ebenso kann (X, d) isometrisch eingebettet werden in den Teilraum %3 (X, R)
der beschrinkten Funktionen, sieche D6S. Man wihlt hierzu einen festen Basispunkt xg € X
und betrachtet f,(x) = d(a,x) —d(x,x0). Wie zuvor zeigt man, dass f, beschrinkt ist
und X — 6,(X,R) : a — f, eine Isometrie. (Man skizziere diese Funktionen im Beispiel
X =R und X = R?)) Diese Verfeinerung hat den Vorteil, dass X nun nicht nur in einen
vollstindigen metrischen Raum, sondern sogar in den Banach—-Raum %}, (X, R) eingebettet
wird, also in einen vollstdndigen normierten Vektorraum.

§C4h. Iterationsverfahren und der Fixpunktsatz von Banach. In vielen Anwen-
dungen der Mathematik geht es um das Losen von Gleichungen. Iterationsverfahren zur
sukzessiven Approximation einer Losung gehoren dabei zu den wirksamsten Methoden:

Wir beginnen mit einer Naherungslosung xo und verfeinern diese iterativ zu einer Folge
immer besserer Naherungen x1, x5, x3,.... Die Konvergenz dieser Ndherungen gegen eine
(exakte) Losung a zeigt nicht nur die Existenz einer Losung, sondern stellt zudem eine
effiziente Konstruktion mit expliziten Fehlerschranken bereit.

Definition C4p. Eine Abbildung f : X — X eines metrischen Raumes (X, d) heil3it kon-
traktiv, wenn eine Konstante k < 1 existiert mit d( f(x), f(y)) <kd(x,y) firallex,y € X.

Dies ist eine quantitative Verscharfung der Lipschitz—Stetigkeit (C2S).

Beispiel. Jede affin-lineare Abbildung f : R™ — R” mit f(x) = Ax + b und Operatornorm
|A]l < 1ist kontraktiv: Es gilt ndmlich | f(x) — f(y)| = |[A(x = )| < ||A||- |x — /.

Bildhaftes Beispiel: Wenn Sie von Threr geographischen Umge- [ Dies ist eine
bung U eine Landkarte im Maf3stab k = 1 : n (mit n > 1) vor sich auf Kontrakti“_oﬁgg_,‘_..‘.u‘.;.‘.;.‘k»‘-»-»-*""
den Tisch legen, dann definiert die Zuordnung jedes realen Punktes
zu seinem Bildpunkt eine affine Abbildung f : U — U, und diese
ist kontraktiv. Der nachfolgende Fixpunktsatz besagt, dass genau ein
Punkt der Karte auf dem geographischen Punkt liegt, den er bezeich-
net. Dies gilt nicht nur fiir affine Abbildungen, sondern auch, wenn
die Abbildung leicht ,,verkniillt”, solange sie nicht iiberdehnt:

Beispiel. Ist 1 : [a,b] — R differenzierbar mit | f'| < k < 1, so ist f kontraktiv.

Allgemeiner: Sei X C R™ konvex und f : X — R” differenzierbar mit || /|| <k < I.
Zu jedem Paar x, y € X existiert ein z € [x, y] mit f(x)— f(y) = f'(z)(x — y), somit also
[f )= O =<1 f'@)|]x—y| <k|x—y|. Das bedeutet, f ist kontraktiv.
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Satz C4Q. Sei (X,d) ein metrischer Raum, nicht-leer und vollstindig, sowie f : X — X

eine kontraktive Abbildung, also d( f(x), f(y)) <kd(x,y) mit k < 1. Dann gilt:

(1) Zur Abbildung f existiert genau ein Fixpunkt a € X, das heifit f(a) = a.
(2) Jede Folge mit xo € X und xp+1 = f(xy) fiir alle n € N konvergiert gegen a.
(3) Fiir alle n € N> gelten dabei die beiden Fehlerschranken

1-k 1-k

d(x1.x0) ¢ 0.

a posteriori a priori

n

k
d(a,xp) = ——d(Xp,xp-1) =

Zusatz: Allgemeiner geniigt d(f"(x), f*(y)) <knd(x,y) fiir x,y € X und n € N sowie
Y o2 okn < 00. Dann gelten (1-3) in der Form d(a,x,) < d(x1,X0) Z?o:n ki ™\ 0.

Bemerkung. Der Satz geht auf Stefan BANACH (1892-1945) zuriick, der Zusatz stammt
von Johannes WEISSINGER (1913-1995). Diese niitzliche Verallgemeinerung ist dabei nicht
schwieriger zu beweisen und leistet im Satz von Picard—Lindel6f (C4R) gute Dienste.

Bemerkung. Die Aussage (1) garantiert Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes. Die
Konstruktion (2) liefert zudem ein praktisches Approximationsverfahren. Geméa8 (3) ist die
Konvergenz x;,, — a mindestens so schnell wie die der geometrischen Folge k" N\ 0: Dies
nutzen wir bei iterativen Berechnungen als a priori Abschitzung des Zeitaufwandes.

Bemerkung. Vermoge d(a,x,) < ﬁd (xn,xn—1) kann der verbleibende Fehler a pos-
teriori allein aus den Daten k, x,, x,—1 abgeschitzt werden, insbesondere ohne vorherige
Kenntnis des Grenzwertes a! Dies nutzen wir in Implementierungen als Abbruchkriterium.
Diese Schranke ist mindestens so gut wie die a priori Schitzung, oft auch besser.

BEWEIS DES SATZES. Die Eindeutigkeit ist leicht: Fiir je zwei Fixpunkte ¢ = f(a) und
b= f(b)giltd(a,b) =d(f(a), f(b)) <kd(a,b)mitk <1, alsod(a,b) =0,somita =b.
Die Existenz beweisen wir durch die iterative Folge (x;),en: Wir wihlen xo € X und
setzen x,4+1 = f(x,). Per Induktion gilt d(x,+1,x,) < k"d(x1,x0): Fir n = 0 ist dies
trivial, fiir n > 1 gilt d(xy+1,%n) = d(f(xn), f(xn=1)) < kd(xp,xn—1) < k"d(x1,x0).
Dank Dreiecksungleichung erhalten wir eine geometrische Reihe: Fiirn < p < ¢ gilt

d(xg,xp) = d(xg.Xg—1)+--+d(xpt2,Xp41) +d(Xp41.Xp)

o 1 —k9-»
< (k7P +o+k+D)d(xpr1.xp) = ﬁd(xp—i-l»xp)
k? —k4 k"
< % d(x1,x9) < l_kd(xl,x()) Ny 0 fiirn— oo.

Demnach ist (x,),en eine Cauchy-Folge in (X,d). Da (X, d) vollstindig ist, existiert ein
Grenzwert a € X mit x, — a. Da f kontraktiv und somit stetig ist, folgt aus x,+1 = f(x»)
per Grenziibergang @ = limx,+1 =1lim f(x,) = f(limx,) = f(a). Obige Ungleichung fiir
n = p und g — oo ergibt die Abschitzung d(a, x,) < 1f—ka’(x,,,xn_l) < fT"kd(xl,xo).

Den Zusatz beweisen wir genauso: Wegen Y o2k, < oo gilt k, — 0. Insbesondere
existiert m € N mit k,, < 1/2, das heifit f™ ist kontraktiv. Sind ¢ = f(a) und b = f(b)
Fixpunkte von f, so auch von f™, also folgt @ = b. Fiir jede iterative Folge mit xo € X und
Xn+1 = f(xp) erhalten wir fiir n < p < g wie oben d(x4,xp) < d(x1,X0) Z?‘;n ki 0.
Somit ist (x,)nen eine Cauchy—Folge in (X, d), also konvergent. O
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§C4i. Anwendung auf Differentialgleichungen: Der Satz von Picard-Lindelof.
Eine erste spektakuldre Anwendung des Fixpunktsatzes von Banach kennen Sie aus der
Analysis: Der Satz von Picard-Lindelof garantiert die eindeutige Losbarkeit gewohnlicher
Differentialgleichungen. Gegeben sei hierzu ein Anfangswertproblem

(C4) Y'(x) = flx.y(x)),  y(x0) = o

Hierzu sei f : RxR"” D G — R” eine stetige Funktion auf einer offenen Menge G.
Gesucht ist ein Intervall / C R mit x¢ € I und eine differenzierbare Funktion y : I — R”
mit y(xg) = yo sowie (x,y(x)) € G und y'(x) = f(x,y(x)) firalle x € I.

Lokal l4sst sich dieses Problem immer 16sen, dank des folgenden Satzes:

Satz C4R (Picard—Lindelof). Sei I = [xo—a,xo+b]mita,b <sund K = B(yg,r) C R".
Sei f: 1 x K — R" stetig und beschriinkt, | f| < M. Es gelte s M < r; notfalls verkleinern
wir I und s. Die Funktion f erfiille die Lipschitz—Bedingung | f (x,u)— f(x,v)| < L |u—v]|
fiiralle x € I undu,v € K. Ist etwa f stetig differenzierbar nach y, so geniigt |0f /dy| < L.

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

(1) Das Anfangswertproblem (C.4) hat genau eine Losung y : I — K. Jede Lésung y :
I K auf einem Teilintervall xo € Il ist gegeben durch y = y|j.
(2) Die Losung y ist die gleichmdfige Grenzfunktion der Picard—Lindeldf-Iteration

X
ug, Ui U2, I =K, ug=yo, ugpy1(x)=yo+ | [f(t.,ug(t))de.
X0

(3) Fiir jedes n € N gilt gleichmdfig fiir alle x € I die a priori Fehlerabschditzung

ly(x) —un(x)| < }”1_”0|[x0,x] Z% < |ui—uo, (sn!) et 0.

k=n

(4) Die Losung hiingt stetig vom Anfangswert ab: Ist y : I — K eine Lésung zum Start-
wert §(xo) = Jo auf einem Teilintervall xo € I C I, so gilt fiir alle x € I :
[y ()= F(x)| = |yo—Fo| eL ¥l < |y — Fo| &L
Beispiel. Gemif Picard-Lindelof-Iteration konstruieren wir die Losung y : [—r,r] — R
der Differentialgleichung y’(x) = y(x) mit y(0) = 1. Wir beginnen mit uo(x) = 1 und
findenuy(x) =14 [;_ uo(t)df =1+ xundus(x) =1+ [, juy(t)df = 1 +x+ 1x2. Per
Induktion erhalten wir 1, (x) = Y} _o x*/k! mit Grenzwert y(x) = 3 52, xK/k! = *.

Bemerkung. Der Satz garantiert (1) Existenz und Eindeutigkeit einer Losung und zudem
(2) ein Konstruktionsverfahren zur Approximation der Losung mit (3) expliziter Fehler-
schranke. Was will man mehr? Dass Losungen tatsdchlich wie in (4) exponentiell auseinan-
derlaufen konnen, zeigt die Differentialgleichung y’ = y mit den Losungen y(x) = yg e*.

Bemerkung. Meist ist die Differentialgleichung definiert durch f : RxR” D> G — R” auf
einer Teilmenge G, die nicht notwendigerweise von der Form [ x K ist. Der Satz garantiert
dann: Durch jeden inneren Punkt (xg, yo) € G lduft genau eine lokale Losung. Hierzu wih-
len wir eine kleine Umgebung / x K C G und erhalten y : I — K. Solche lokalen Losungen
konnen wir zusammensetzen zu einer eindeutigen globalen Losung, die in G von Rand zu
Rand lduft (oder nach co entkommt, was wir daher ebenfalls zum Rand zdhlen sollten).
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Der Beweis dieses schonen Satzes beruht auf zwei ebenso einfachen wie fundamentalen
Ideen: der Vollstindigkeit von (I, K) C € (I,R") beziiglich der Supremumsnorm (C4G)
sowie dem Banachschen Fixpunktsatz (C4Q). Der Rest ist gewissenhaftes Nachrechnen:

BEWEIS. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erfiillt eine stetige
Funktion y : I — K genau dann die Differentialgleichung y’(x) = f(x, y(x)) fiir alle x € 1

mit Anfangswert y(xo) = yo, wenn sie die Integralgleichung
X

(C.5) y(x) = yo+ S y())de

t=Xxo
fiir alle x € [ erfiillt. Somit ist jede Losung y Fixpunkt der Abbildung
X

T:6(,K)—%CU,K), (Tu)(x)=yo+ Ftu())dt.

=x0

Als erstes priifen wir nach, dass fiir u € (I, K) tatsdchlich Tu € € (1, K) gilt:

f(t,u(t))dt‘ < ‘/t |f(t,u(z))}dt(

X X

ITux) = yol = |

t=Xxo =X0

b
f‘ Mdt|=|x—x0|M§sM§r
t=x0
AnschlieBend untersuchen wir, ob 7" kontraktiv ist: Fiir u,v € € (I, K) zeigen wir
L™ x — xo|" (sL)*

n! ’u_v|[x0,x]— ‘u_U’I'

‘T"u(x)—T”v(x)}S '
n!

Fiir n = 0 ist dies trivial, und fiir n > 1 folgt induktiv

|T"u(x) = T"o(x)| = /: f(z,T"—lu(r))—f(z,T"—lv(t))dz)

X
5/ L}T”‘lu(t)—T”‘lv(t)|dt‘
t=Xxo
X Lnlt—xO|n_1
< L UL dz‘
- /= oo Vo
L™|x —xo|" (sL)"
= n! |u_v|[x0,x]— n! ‘u_vb‘

Der Raum %’ (/, K) ist vollstdndig beziiglich Supremumsnorm (C4G), sodass wir den
Fixpunktsatz von Banach (C4Q) anwenden kénnen. Hieraus folgen die Aussagen (1-3).

Ist j : I — K die Losung derselben Differentialgleichung 7/(x) = f(x, (x)), nun aber
zum Startwert j(xo) = Jo, so gilt (x) = Jo + [, ;0 f(t,¥y(t))dr. Wir beginnen die Picard—
Lindelof-Iteration mit o = y und erhalten im ersten Schritt

w1 (x) = yo +/ £ 7)) dt = yo— o +uo(x).
1=Xx9

Die Fehlerabschitzung (3) fiir y = ug und u1 —ug = yo — yo liefert somit auf einen Schlag

X —

xol* = 1 oLlx—xol
A = |yo—Jole : O

i Iy
|y(x) = F)| < [yo—Fol D
k=0
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§C4dj. Super-attraktive Fixpunkte. Viele Berechnungen im Raum R™ lassen sich zu-
riickfiihren auf die Suche nach Fixpunkten @ mit ¢(a) = a oder Nullstellen £ mit f(§) = 0.
Zur niherungsweisen Berechnung eignen sich hiufig iterative Verfahren. Zwecks Effizienz
untersuchen wir nun genauer die Konvergenzgeschwindigkeit:

Beispiel. Sei ¢ : R — R in %!, das heibt stetig differenzierbar, und @ = ¢(a) ein Fixpunkt
mit ¢’ (a)| < 1. In einer Umgebung V = [a —r,a +r] mitr € Ro¢ giltdann k := |¢'|y < 1,
somit ¢ (V) C V, und die Einschrinkung gaHﬁ : V — V ist kontraktiv. Zum Startwert xo € V
betrachten wir die Iteration x, = ¢" (x¢): Es gilt x, — a, genauer |¢" (x9) —a| <k"|xo—al.
Gilt zum Beispiel k < 1, so fiigt jede Iteration ein Bit Genauigkeit hinzu, je drei bis
vier Iterationen etwa eine Dezimalstelle. Man spricht daher von linearer Konvergenz. Dies
finden Sie beim Banachschen Fixpunktsatz C4Q und auch der Intervallhalbierung C3R.

Der Fall ¢’(a) = 0 ist besonders interessant: Die Punkte x, = ¢" (xo) nihern sich a,
und die Funktion ¢ kontrahiert immer stirker, was die Konvergenz erheblich beschleunigt:

Beispiel. Sei ¢ : R — R in 2 und a = ¢(a) ein Fixpunkt mit ¢’(a) = 0. Wir betrachten
eine Umgebung V = [a —r,a + r] mit r € R~ und setzen M := |¢”|y. Dank Taylor—
Entwicklung existiert zu jedem x € V ein Zwischenpunkt z zwischen a und x mit

1
o(x) =¢(a)+¢'(a)(x —a) + iw”(z)(x —a)?.
Fiir xo € V bedeutet das |¢(x9) —a| < %|xo —a|?. Gilt zudem |xg —a| < ﬁ, so folgt

27" n
M 0" (x0)—al < [Mlxo—a|]* <1/27".

Fiir Startwerte nahe a ist die Konvergenz also besonders schnell: Jede Iteration verdoppelt
die Anzahl der giiltigen Stellen. Man spricht daher von quadratischer Konvergenz.

Beispiel C4S. Wir betrachten ¢ : R.g — R>o : x — %(x + 5x~1). Einziger Fixpunkt ist
a = +/5. Die Ableitung ¢’(x) = %(1 —5x72) erfiillt ¢’(a) = 0. Bei Start in xo = 3 gilt:

x1 =2.
X2 =2.23
x3 =2.23606

x4 =2.236067977499

X5 =2.2360679774997896964091736

X6 =2.2360679774997896964091736687312762354406183596115257

x7 =2.236067977499789696409173668731276235440618359611525724270897245410520925637804899414414408378782274...

Satz C4t (super-attraktiver Fixpunkt). Sei U C R™ offen, ¢ : U — R™ zweimal stetig
differenzierbar und a = ¢(a) ein Fixpunkt mit ¢'(a) = 0. Dann existiert eine Umgebung
V =B(a,r) CU mitr € Rug und |¢" |y < M, sodass rM < 1. Auf V gilt dann:

(1) Es gilt (V') C V, und die Einschrdnkung <p|“f .V — V ist kontraktiv.
(2) Fiir jeden Startwert xg € V konvergiert die Iteration x, = ¢" (x¢) gegen a.
(3) Die Konvergenz ist quadratisch gemdf |¢" (xo) —a| < |xo —al|/2%" 1.

Einen solchen Ball V = B(a,r) mit (1-3) nennen wir eine Newton—Umgebung fiir ¢.
Den hierbei maximal moglichen Radius r nennen wir den Newton—Radius fiir ¢ um a.

BEWEIS. Rechnen Sie dies sorgfiltig nach, wie zuvor im eindimensionalen Vorbild! g
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§C4k. Newton—Verfahren. Im Raum R” wollen wir eine Gleichung f(x) = 0 Isen.
Oft verfiigen wir iiber eine Ndherungslosung x, und wollen diese zu x,; verbessern.

/

X2 Xi X0

/

ABBILDUNG C:11. Illustration des Newton—Verfahrens

Newtons Methode nutzt den Funktionswert f(x,) und die erste Ableitung f'(x,) zur
Taylor—Entwicklung vom Grad 1: Wir approximieren f(x) um x, linear durch die Tangente
tn(x):= f(xn) + f'(xn)(x — xp). Wir wiihlen x,,+1 als Losung der Gleichung ¢, (x) = 0,
also xu+1 = Xn — f/(xn) " f(xn). Zur weiteren Niherung iterieren wir dementsprechend
die Abbildung ®(x) = x — f’(x)~! f(x). Diese erfreut sich folgender Eigenschaften:

Satz C4u (Newton—Verfahren, qualitativ). Sei U C R™ offen und f : U — R™ in €*+1.
(1) Ist f'(x) invertierbar fiir alle x € U, dannist ® : U — R™ : x — x — f'(x)7! f(x)

in €%, die Nullstellen &€ von f sind genau die Fixpunkte von ® und erfiillen ®'(€) = 0.
(2)Sei f:U —R™in€3und & € U eine einfache Nullstelle, also f(§) =0 und f'(§)

invertierbar. Dann existiert eine Newton—-Umgebung V = B(&,r) C U fiir ®um &:

Fiir alle x € V ist f'(x) invertierbar, ® ist in €2, es gilt (V) C V, die Einschrinkung
d>|1‘; .V =V ist kontraktiv, und die Konvergenz ®" (xo) — & ist quadratisch.

BEWEIS. Nutzen Sie Satz C4T und rechnen Sie alles sorgfiltig nach! O

Bemerkung. Zur kurzen Einfithrung begniigt man sich meist mit einer solchen qualitativen
Fassung der Newton—Methode. Fiir praktische Anwendungen bendtigen wir noch mehr:

(1) Wie konnen wir im weiteren Verlauf der Iteration den Fehler |x, — &| beschrinken,
zwischen der fehlerbehafteten Niherung x, und der noch gesuchten Losung £?

(2) Wie konnen wir sicher sein, dass ein vorgegebener Startwert xo in einer Newton—
Umgebung B (£, r) liegt? Typischerweise kennen wir den Grenzwert £ noch nicht!

(3) Wie sollen wir xo wihlen? Natiirlich wiirde es geniigen, jede gesuchte Nullstelle &
bis auf ihren Newton—Radius zu approximieren, aber wie soll das gelingen?

Noch einmal zur Betonung: Newtons Methode ist lokal. Fiir quadratische Konvergenz
| D" (x0) —&| < |xo —£|/22" ! miissen wir mit xo nahe bei der gesuchten Losung £ starten.
Dazu wiinschen wir uns Kriterien und Schranken, die nur von xg, x1, X2, ... abhingen.
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X3 1 /2

-

ABBILDUNG C:12. Das Newton—Verfahren kann divergieren!

Fiir eindimensionale Funktionen f : R — R nutzen wir neben Vollstindigkeit auch die
Anordnung: Dank Monotonie konnen wir bequem genaue Konvergenzkriterien formulieren.
Der folgende Satz vergleicht die drei wichtigsten Losungsmethoden.

Satz C4v (Losungsmethoden, quantitativ). Sei f :R D [a,b] — R stetig, f(a) <0< f(b).

(0) Ist [ streng wachsend, dann hat f genau eine Nullstelle & in [a,b].

Intervallhalbierung liefert zu Startwerten xg, yo € [a,b] mit f(xo) <0 < f(yo) die
Niherungen xy, yn € [a,b] mit f(x,) <0< f(yn) und der a priori Fehlerschranke

|Xn = yn| <27"|x0— yo-

(1) Es gelte die Bilipschitz-Bedingung 0 <m < W < M fiiralleu < v in[a,b];
im Falle f € € ist dies gleichbedeutend mit0 <m < f' < M.
Dann ist p(x) = x — f(x)/ M kontraktiv mit Faktor k = 1 —m /M. Fiir jeden Startwert
X9 € [a,b] mit f(x¢) >0 gilt x,, = @"(x0) \\ & mit den beiden Fehlerschranken
k k"
—x, < — — 0.
l_klxn Xn 1‘. < Il_k}m XO}I N

a posteriori a priori

}xn—é} = ,

(2) Sei f differenzierbar, m := f'(a) >0 und 0 < f'(v)— f'(u) < L(v—u) fiir alle
u <vinla,b]; im Falle f € €2 ist dies gleichbedeutend mit f'(a) >0und 0 < f" < L.

Fiir jeden Startwert xq € [a,b] mit f(xg) > 0 gilt x,, = ®" (x¢) \( & Die Newton—Folge
Xn+1 = Xn— f(xn)/ [ (xn) ist fiir alle n € N definiert und konvergiert monoton gegen &.

Dabei gilt die a posteriori Fehlerschranke
L 2
2m

Im Falle k1 := % ‘xl — xo‘ < 1 folgt hieraus die a priori Fehlerschranke

|xn — €| 52_”-k%n_1~‘x1 —xo| \\ 0.
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Bemerkung. Zur Vereinfachung behandelt der Satz Funktionen, die monoton wachsen und
konvex sind. Allgemein fiir f € €2 ([a,b],R) gelte f(a) f(b) < 0 sowie f’ # 0 auf [a,b].

(1) Fiir f/f” > 0und xg € [a,b] mit f(xo) f'(xo) > 0 gilt ®"(xg) \ €.
(2) Fiir f/f” <0und x¢ € [a,b] mit f(xo) f'(xo) <0 gilt " (xo) €.

Um jede Nullstelle £ mit f(§) =0 und f/(§) f”(€) # 0 existieren a < § < b, sodass
(1) bzw. (2) gilt. Das bedeutet anschaulich: Fiir f/(§) f”(€) > 0 geniigt ein Startwert etwas
rechts von &, fiir f/(£) f”(£€) < 0 geniigt ein Startwert etwas links von &.

BEWEIS. Rechnen Sie die Aussagen des Satzes sorgfiltig nach! U

# C4v. (0) Die Halbierungsmethode haben wir zum Zwischenwertsatz C3R genutzt und bewiesen.
(1) Firg :[a,b] > R:x+— x— f(x)/M und alle u < v in [a,b] finden wir die Dehnungsschranke

A0l ORI AO L [0.k] mitk=1-m/M <1,
v—u M(v—u)
also ist ¢ kontraktiv. Dank (0) existiert £ € [a,b] mit f(£§) = 0, und die Kontraktion garantiert ¢([a,b]) C [a,b].
Wir koénnen daher den Banachschen Fixpunktsatz C4Q anwenden. SchlieBlich gilt Monotonie: Fiir x,, € [a, b]
mit f(x,) >0 gilt £ < x, < b und nach obiger Rechnung 0 < x, 41 —& < k(x, —§), also x5 \( .

(2) Die Ableitung f” ist wachsend auf [@,b] mit f’(a) > 0, also f’ > 0 auf [a, b]. Per Induktion zeigen wir:
Fiir xp, € [a,b] mit f(x,)>0giltx, >&,und xp4+1 = D(xp) :=xpn— f(xn)/f' (xn) erfiillt § < xp, < x,—1.Die
Tangente 1, (x) = f(xp) + f/(xn)(x —xp) erfiillt t, (x,,) = f(xn) > 0. Dank Mittelwertsatz existiert z € [£, xp]
mit 0= f(&) = f(xn) + f'(2)(E —xn) = f(xn) + f'(xn)(§ —xn) = tn(§). Daraus folgt £ < Xp41 < Xn.

Wir haben xg > x1 > xp > --- > £, also x, \ x > £. Andererseits gilt £ (xz) = f/(xn)(xn —xn—1) \( 0.
Dank Stetigkeit von f folgt f(x) = f(limxy) = lim f(x;,) = 0. Dank Eindeutigkeit der Nullstelle gilt x = £.

Fiir die Fehlerschranke betrachten wir die Hilfsfunktion g(x) = f(x)—1,(x) > 0. Es gilt g(x;) = 0 sowie
g'(x)= f'(x)— f'(xn) = L(x — xp) fiir x < xp,. Per Integration, weiterhin fiir x < x,,, erhalten wir

X P
1
g(x):/ g’(l)dtf/ L(x—xn)dt = =L(x —xp)>.

I=Xxpn t=xp 2
Speziell fiir x = x,+1 finden wir die Ungleichung g(xp+1) = f(xp+1) < %L(x,H_l — xp)?2. Zudem haben
wir f(xn) = f(xn) — f(§) > m(xn —§). Daraus folgt 0 < xp —xp41 <xp —§ < %f(xn) = ﬁ(xn —Xn—1)%.
Im Falle k1 := %|x1 —x()] < 1 folgt hieraus per Induktion 0 < x, —§ <27" ~k%”_1 . |x1 —x0|.

Ubung C4w. (1) Untersuchen Sie das Newton—Verfahren fiir f : Rsg — R: x — x" —a.
Ausfiihrlich: (a) Fiir welche Startwerte xo konvergiert das Verfahren? (b) Wie schnell ver-
ringert sich der Fehler? (c) Was ist der Newton—Radius um die betrachtete Nullstelle?

(2) Untersuchen Sie ebenso das Newton—Verfahren fiir f : R — R : x — arctan(x).
(3) Losen Sie cos(x) = x, zum Vergleich (a) mit Banach und (b) mit Newton.

(4) Losen Sie exp(x) = x3, zum Vergleich (a) mit Banach und (b) mit Newton.

(5) Wir untersuchen die Polynomfunktion f : R — R : x + 3x3 —10x2 —4x +38.

(a) Skizzieren Sie f. Zeigen Sie, dass f drei verschiedene Nullstellen a < b < ¢ in R
hat. Lokalisieren Sie diese in ganzzahligen Intervallen |k, k + 1[ mit k € Z.

(b) Wo ist f wachsend / fallend? konkav / konvex? Leiten Sie daraus einen Wert ¢g € Z
ab mit ¢, := ®"(co) — c. Ebenso fiir a, := ®"(ag) — a und by, := " (by) — b.

(c) Berechnen Sie die Ndherungen a3, b3, c3, Schranken fiir die Fehler, sowie zur Probe
f3(x) =3(x —as)(x —b3)(x —c3). Was erhalten Sie fiir zehn Iterationen?

(d) Geben Sie einen Startwert 1 € R an, sodass u, = ®(u¢) nicht konvergiert. Stellt das
nicht die phantastisch schnelle Konvergenz des Newton—Verfahrens in Frage?
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§C4l. Der Satz von Kantorovich zum Newton—Verfahren. Der folgende raffinierte
Satz perfektioniert das Newton—Verfahren. Fiir wenig mehr Aufwand werden wir reichlich
belohnt durch einfach berechenbare Voraussetzungen und starke explizite Fehlerschranken.

Die qualitative Formulierung C4U des Newton—Verfahrens betrachtet die Konvergenz
»Xn = ®"(x9) — £ vom gesuchten Fixpunkt & aus: Das ist technisch am einfachsten, aber
leider vollkommen unbrauchbar fiir alle Anwendungen, in denen £ erst noch gesucht wird.

Wir benotigen daher Sitze, die nur die verfiigbaren Daten x¢,x1,Xx2,... verwenden,
nicht jedoch den ersehnten Grenzwert &. Vorbild ist hier der Banachsche Fixpunktsatz C4Q.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Satz C4x (Kantorovich, 1948). Sei U C R™ offen, hierauf f : U — R™ differenzierbar
und ®(x) = x — f'(x)~! f(x) die Newton—Abbildung. Zum Startpunkt xo € U fordern wir:

A(xo): Die Ableitung f’(xo) ist invertierbar. Sei x1 := ®(x¢) der nichste Punkt der
Newton—Iteration und r1 := |x1 —xo| = | f'(x0) " f(x0)| die Schrittlinge.

B(xo): Der abgeschlossene Ball Vi := B(x1,r1) liegt ganz in U. Hierauf gilt die
Lipschitz—Bedingung | f'(v) — f'(u)| < L1|v—u| fiir ein L1 € R>¢ und alle u,v € V.

C(xg): Auch f'(x1) ist invertierbar, und es gilt k1 := Lyri| f'(x1)7!| < L.
Dann hat f in Vi genau eine Nullstelle &, und es gilt x, = ®" (xo) — & gemdfs

B B O NS

a posteriori a priori

Ausfiihrlich: Per Induktion gelten fiir jeden Punkt x, = ®"(xo) der Newton—Iteration
die Aussagen A(xy), B(xy), C(x,) mit rp4+1 < %”r,, und Lyy1 < Ly und kp4q1 < k,%.

Bemerkung. Ich formuliere den Satz hier zunichst fiir den vertrauten Fall £ = R™. Die
Ableitung f'(x) = (9; f; (x));,; ist die Jacobi-Matrix, und die Norm | f”(x)| ist eine belie-
bige Matrixnorm, etwa die Operatornorm. Aussage und Beweis gelten wortlich genauso fiir
jeden Banach—Raum E. Wenn Sie mochten, fiihren Sie dies zur Einlibung der Begriffe aus.

Bemerkung. Sei f € €2 sowie f(§) =0 und f’(§) # 0. Dann sind die Bedingungen
A(x0), B(xo), C(xo) erfiillt fiir alle Startwerte xo € B(£,r) in einer geeigneten Umgebung
von & mit Radius r € R~ . Der Vorteil von Satz C4X ist nun, dass wir £ und  nicht kennen
miissen, wir konnen die Bedingungen direkt anhand der Punkte xo und x{ priifen.
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Bemerkung. Die Bedingungen A (x¢) und C(x¢) sind leicht zu priifen. Fiir die Lipschitz—
Bedingung B(xg) geniigt, dass f zweimal stetig differenzierbar ist mit | f”| < Ly auf Vj.

BEWEIS. Wir nutzen die Taylor-Entwicklung erster Ordnung:
f) = f)+ f'w)—u)+ R()
Wegen [u,v] C V7 haben wir fiir den Restterm R(v) dank B(x¢) die Schranke
|R)| = | f(v) = f(w)— f'(u)(v—w)]

1
_[t [f/(tv+ (=) — £ ()] (v ) dr

=0

1
< /tzo‘f/(tv+(l—t)u)—f/(u)| |v—u|dt

1
5/ L1|zv+(l—t)u—u‘|v—u|dt
1=0

1
1
:/ Litlv—ul?dt = —=Lilv—ul?
=0 2

Speziell fiir u = xo und v = x1 := x9 — f/(x0) ! f(xo) finden wir somit:
| fGen)| = | f(1) = f(x0) = £/ (x0) (1 —x0)| = |R(x1)| < ALy |x1 —x0|?
Gemil C(xg) und A(x1) folgt fiir den néchsten Iterationsschritt x5 := ®(x1):
r2=|xa—x1| =[x 7" f(x1)|
<SG [ S| < sLan £ =5

Dank k; <1 giltrp < %rl, also B(xp,r2) C B(x1,r1). Somit gilt B(x1) mit L, < L.
Weiterhin haben wir dank der Ungleichung C(x¢):

| f/(x2) = f/(x1)| < La|xa—x1| < 4Lir < %}f’(xl)_lrl
Dank dem Banach-Lemma C5H ist f”(x,) invertierbar und
| )7 =2 x)7Y
Damit folgt C(x1) mit der Ungleichung
ka:= Lara| f'(x2)7"| < Ly I%r12‘f/(xl)_l} <ki<k <l.

Per Induktion ist x, = ®"(x) fiir alle n € N definiert und bildet eine Cauchy—Folge,
denn fiir p > n gilt x, € V, = B(xp,rp) mit r, < 2'7"r(. Fiir alle p,q > n gilt demnach
|xg —Xp| <227"ry. Dank Vollstindigkeit existiert ein Grenzwert £ € V1, also x,, — &. Wir
erhalten ineinander liegende Bille Vi, = B(xy,r,) mit (nen Va = {€}. Insbesondere gilt:

|Xn —&| < 2rm41 <knrn < 2" " knkp—1--kirg <287 k3T vy —xo|

Die Funktionswerte f(x,) gehen gegen Null, denn | f(x,)| < %Lnr,f N\ 0. Da die
Funktion f stetig ist, schlieBen wir f(§) = f(limx,) = lim f(x,) = 0. O

Bemerkung. Speziell zur Nullstellensuche komplexer Polynome siehe J1U und J1Z.
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§C5. Reihen und Potenzreihen

§C5a. Reihen. Sei (V,|—|) ein normierter Vektorraum. Eine Folge (vi)xen in V heifit
summierbar, wenn die Folge der Partialsummen s, = >y _, Uk in V konvergiert, also ein
Grenzwert s € V existiert mit |s —s,| — 0. In diesem Fall nennen wir s die Summe der
Folge (vk)ren in V, und wir schreiben hierfiir kurz ) 72 o vg = s.

Beispiel. Zu g € C summieren wir (qk )ken. In diesem gliicklichen Falle kennen wir die
Partialsummen s, = Zﬁzoqk explizit: Die Teleskopsumme (1 —g)s, = 1 —¢" ! liefert

n
1— n+1
qu:L fir g #1.
l—q
k=0
Fiir |¢| < 1 gilt zudem ¢" — 0, denn |¢"| = |¢|" — 0, also konvergiert die Folge der Parti-
alsummen (s,)nen gegen 1/(1 —g). Dies schreiben wir zusammenfassend als

o0 1

E qk=— fir |g| <.
I—q

k=0

Fiir |¢| > 1 hingegen ist (¢%)xen nicht summierbar: Die Folge der Partialsummen (s, )nen
ist wegen |s, —sn—1| = |¢"| = |¢|* = 1 keine Cauchy—Folge und somit nicht konvergent.

Konvention. Statt ,die Folge (v )ren in V ist summierbar in V* sagt man meist bequemer
.die Reihe Y 72, vr konvergiert in V. Hierbei betrachtet man ) pe,vx als die Folge
(Sn)nen der Partialsummen s, = Yz _o vx. Die Reihe Y 22, vx konvergiert gegen s in V,
wenn die Folge (s, )nen in V einen Grenzwert s hat, also |s —s,| — 0 gilt.

In diesem Fall schreiben wir auch kurz Y 3o, vk = s.

Diese Sprech- und Schreibweise ist oft bequem und daher weit verbreitet. Man beachte
jedoch, dass das Symbol Y 72 v hierbei eine (mitunter gefdhrliche) Doppelbedeutung
hat: Zum einen bezeichnet es die Reihe (also die Folge der Partialsummen s, ), zum anderen
den Grenzwert (falls vorhanden). Das ist sehr praktisch, falls die Reihe konvergiert. Wir
miissen allerdings sehr vorsichtig sein, solange die Konvergenz nicht geklért ist.

Dieselbe Schwierigkeit kennen Sie von der Schreibweise lims, = s: Das bequeme und
suggestive Symbol ,,lims, “ ist nur definiert, falls die Folge s, tatsichlich konvergiert.

Bemerkung. Eigenschaften der Konvergenz von Folgen iibertragen sich auf Reihen:

(1) Konvergiert die Reihe Z}:‘;O Vg in V, dann konvergiert auch die Reihe Zzio()tvk)
fiir jedes A € R, und es gilt > 32 o(Avg) =AY 5w o k-

(2) Konvergieren die Reihen ZZOZO uy und Z]c;o:() vy in V', dann konvergiert auch die
Reihe D 72 o (ug +vg), und es gilt > po o (U +Vk) = Y peo Uk + 2 ko Vk-

Reihen nicht-negativer reeller Zahlen entsprechen wachsenden Folgen:

(3) Fiir jede Folge (ax)ren in R>o bilden die Partialsummen s, = Y ;_, ax eine wach-
sende Folge. Genau dann ist (a; )<y Summierbar, wenn (s ),en beschriankt ist.

(4) Gilt 0 < ay < by fiir alle k € N, dann gilt 0 < > 22 jar < Y 20 obr- Ist D oo bk
konvergent, dann auch > po g a. Ist Y peax divergent, dann auch Y 7= by

Letzteres nennt man das Majoranten—Kriterium bzw. Minoranten—Kritrium.
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§C5b. Absolut konvergente Reihen. Eine Reihe Y p- vj in einem normierten Vek-
torraum (V,|—|) heiBt absolut konvergent, falls die Normreihe Y p—,|vg| in R konvergiert.
Da die Folge Y} _o|vk | in 7 monoton wiichst, ist dies gleichbedeutend mit Y po o |vg| < 0.

Beispiel. Sei (4, |—|) eine normierte Algebra, zum Beispiel A = K"*" iiber K = R, C. Fiir
x € Amit |x| < 1ist Y 3o, xk absolut konvergent, denn

o0 (o.¢] 1
k k _
Sl St = g <

Auf dieser einfachen Beobachtung zusammen mit der zusitzlich notwendigen Vollstidndig-
keit von (A, |—|) griindet die Theorie der Potenzreihen, wie wir unten sehen werden.

Beispiel. Nicht jede konvergente Reihe ist absolut konvergent. Ein klassisches Beispiel ist
die Leibniz—Reihe Y5>, (—1)k*+1/k in R: Die Folge (—1)* !/ k ist summierbar aber nicht
absolut summierbar, denn fiir die harmonische Reihe gilt Y o 1/k = co.

Beispiel. Nicht jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. Zum Beispiel ist in R®) mit
Supremumsnorm und der kanonischen Basis (e )xey die Reihe Y 7o 2% ¢} nicht konver-
gent, obwohl die Normreihe "7 ,27% = 2 in R konvergiert.

Nur in Banach—Rédumen gilt, dass jede absolut konvergente Reihe konvergiert:
Satz C5A. Jede absolut konvergente Reihe in (V,|—|) ist eine Cauchy-Folge in (V,|—|).
Genau dann konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V, wenn V vollstdndig ist.

BEWEIS. Sei (vg)ken in (V,|—|) absolut summierbar, das heiBt die Normreihe Y 7 o|vk|
konvergiert in R. Demnach ista, := Yy _o|v| eine Cauchy—Folge in R: Zu jedem ¢ € Rx¢
existiert n € N sodass fir n < p < ¢ gilt |ag —a,| = ZZ:p+1|vk| < &. Damit ist auch
Sn = Y r—o Uk eine Cauchy-Folge in V, denn

q q
|Sq_5p|: Z Vi | =< Z }vk‘fe.
k=p+1 k=p+1

Daraus folgt: Ist V' vollstindig, so konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass jede absolut konvergente Reihe in V' konvergiert,
und zeigen, dass jede Cauchy—Folge (1, ),en in V konvergiert.

Zunichst konstruieren wir eine konvergente Teilfolge: Zu ¢ = 1 existiert ng € N sodass
|up —ug| < 1fiiralle p,q > no. Seien die Indizes ng <ny <--- <ng_; bereits konstruiert.
Zug =27k existiert ny > ny_j sodass |u, —ugy| < 27k fiir alle p.q > ng. Die Folge vg :=
Ungy und Vg = Uy, —uy,_, fiir k € N> fiihrt zur Teleskopsumme Zi:o Vg = Upn,. Nach
Konstruktion ist sie absolut summierbar, denn > oo |vk| < [vo| + X peo 27k = Jyo| + 2.

Nach Voraussetzung konvergiert u,, = Zi:o vy fiir £ — oo gegen einen Grenzwert
u € V. Da (u,),en eine Cauchy—Folge ist, folgt hieraus bereits u, — u. O
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§C5c. Umordnung von Reihen. Nicht alle Rechenregeln fiir endliche Summen tiber-
tragen sich uneingeschrinkt auf Reihen: Im Allgemeinen gelten weder das Assoziativgesetz
noch das Kommutativgesetz. Zum Beispiel gilt (1— 1)+ (1—1)+ (1 —1)--- = 0, nach Um-
klammern jedoch 14+ (—=1+4+1) + (=14 1) +--- = 1. Weglassen der Klammern liefert die
divergente Reithe 1 —14+1—-1+1—1+4.... Umgekehrt allerdings diirfen wir in einer kon-
vergenten Reihe ag +aj +az ... beliebig Klammern einfiigen, denn dies bedeutet fiir die
Folge der Partialsummen den Ubergang zu einer Teilfolge; der Grenzwert bleibt gleich.

Auch die Kommutativitit gilt im Allgemeinen nicht, im Gegenteil besagt der Riemann-
sche Umordnungssatz: Ist (ai)ren in R summierbar aber nicht absolut summierbar, etwa
ap = (—1)k+1 / k, so existiert zu jedem vorgegebenen Grenzwert a € R eine Umordnung
0 : N — N mit Zl?:o ag (k) = a. Diese Aussage ist verbliiffend, doch der Beweis ist einfach:
Man summiert solange positive Terme, bis a iiberschritten wird, dann solange negative, bis
a unterschritten wird, usw.

Die Umordnung von Reihen ist in vielen Rechnungen wichtig, erfordert aber wie gese-
hen VorsichtsmaBnahmen. Hier rettet uns die absolute Konvergenz:

Satz C5B (kleiner Umordnungssatz). Sei (V,|—|) ein Banach—Raum und (vi )i ey eine Fol-
ge in V. Fiir jede Bijektion 0 : N — N gilt

00 oo
3okl =D |vea|  inl0.00].
k=0 k=0

Ist dieser Wert endlich, so ist (v;)ier in 'V summierbar, und es gilt

) 00
Z v = Z Vo (k) inV.
k=0

k=0

Definition C5cC. Sei (v;);es eine Familie in V' mit Indexmenge /. Ist I endlich, so wih-
len wir eine Bijektion 7 : {1,...,n} = I und setzen ) ;c; Vi 1= Vy(1) + -+ Vgn). Dank
Assoziativitdt von (V,+) ist dies unabhingig von der gewéhlten Klammerung, und dank
Kommutativitdt von (V, 4) ist dies unabhingig von der Wahl der Bijektion .

Ist I abzdhlbar unendlich, so wihlen wir eine Bijektion 7 : N =3 [. Wir nennen (v;);er
absolut summierbar, wenn y_p—o|v (k)| < oo gilt, und definieren Y ;¢ Vi 1= Y geq Vr(k)-
Dank des Satzes C5B ist das Ergebnis unabhiingig von der Wahl der Bijektion .

Fiir eine beliebige Indexmenge / gilt schlieBlich: Fiir ) ;. |v;| < oo ist jede Men-
ge Jy:={iel|l|v|> %} endlich, also ist der Triger J = | Jyo; Jn ={i €1 |v; #0}
abzihlbar. Wir ignorieren die Nullen und definieren dann ) ;. ; v; 1= ),y v; Wie zuvor.

Satz C5D (groBer Umordnungssatz). Sei (vi)iey eine Familie in einem Banach—Raum V.
Fiir jede Zerlegung I = | | jeg 1j der Indexmenge gilt

D il =YY vl in[0.00].
iel jeJi€l;
Ist dieser Wert endlich, so ist (v;)ier in 'V summierbar, und es gilt

Zvi=ZZvi inV.

iel jeJi€l;
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Beispiel (Doppelreihen). Sei (v;;);, jen eine Doppelfolge in V. Dies ist eine Abbildung v :
NxN — V mit (i, j) — vj;. Diese kann man sich als eine ,,unendliche Matrix* vorstellen:

Voo Vo1 Vo2 Vo3 ... 1 -1 0 0
V1o V11 V12 V13 0o 1 -1 0
V20 V21 V22 V23 ... zum Beispiel 0 0 1 -~
U3 V31 V32 U33 0 0 1

Fiir 7, j,k € N bilden wir die Zeilensumme z; := Z?OZO v;j, die Spaltensumme s; :=
372 0 Vij, sowie die Diagonalsumme dj := Zi+j=k vi;. Ist die Doppelfolge (v;j)i,jen
absolut summierbar, so auch die Folgen (s ) jen und (z;)ien und (di)ken, und es gilt

DRTEDIEDIVES S
(i,j)eN? ieN JjeN keN
Bemerkung. Im Allgemeinen gilt dies nicht: Im obigen Beispiel gilt Y 7o, Z;’F’:O vij =0
aber Y52 372 g vij = Lound Y52 (30 _p vij = Y goo(—DF divergiert!

Doppelfolgen treten insbesondere dann auf, wenn man zwei Reihen a = Y ;2 a; und

b= Z?OZO b; miteinander multipliziert. Wir nehmen hierzu an, V' sei nicht nur ein Banach—

Raum, sondern eine Banach—Algebra. Aus den Folgen (a;)ien und (b;)jen konnen wir
dann die Doppelfolge (a; -b;);, jen bilden. Das Produkt a - b ldsst sich berechnen durch

(2e) (27) -2 (o (7)) - e
(2 (52 - 2 ((Z)) - Sy

Noch interessanter sind oft die Diagonalsummen cx = >, ;4 aib; fiiralle k € N. Im
Falle endlicher Summen gilt dank Distributivitdt auch hier (3_; ai)-(3_; b;) = > ¢k Fir
unendliche Reihen gilt dies unter der Voraussetzung der absoluten Konvergenz:

Satz CSE (Cauchy—Produkt fiir Reihen). Sind (a;)ien und (b;) jen absolut summierbare
Folgen in (V,|—|), dann ist auch (cy)ren mit ¢ = Zi+j=k aib; absolut summierbar und

(So)(50) -2

Bemerkung. Auf die absolute Summierbarkeit konnen wir hier nicht verzichten. Die Folge
a; = (—1)/+/i fiiri € Nx ist nach Leibniz summierbar in R, aber nicht absolut summier-

bar. Das Produkt (372, a;)(X-F=,a;) fihrt zu ¢; = (=D > it j=k 1/+/i]. Fiir diese
Folge gilt |cx| > 1, die Reihe Y32, ¢k ist also nicht konvergent.
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§C5d. Potenzreihen. Eine Potenzreihe iiber K = R, C ist eine Reihe der Form
o0
f(z)= Z akzk .
k=0

Sie ist gegeben durch ihre Koeffizienten ay € K fiir k € N. Ihr Konvergenzradius ist

p:=1/limsup V/]ax| € [0,00].
k—o00

Satz C5F. Sei f(z) =Y rep azk eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p € 10, 00]. Sei
A eine Banach-Algebra mit Eins. Fiir jedes Element x € A mit |x| < p konvergiert die Reihe

f) =) apx*
k=0

absolut und somit auch in A. Dies definiert eine stetige Funktion [ : B(0,p) — A.
Auf jedem abgeschlossenen Ball B(0,r) mit 0 < r < p ist f zudem beschrinkt, und die
Polynome fn(x) = r— ax® konvergieren auf B(0,r) gleichmiifig gegen f. SchliefSlich
ist f : B(0, p) — A differenzierbar, und die Ableitung [’ : B(0,p) — A ist gegeben durch

[l =) kapx*1.
k=1

Diese Potenzreihe hat denselben Konvergenzradius p. Daher gelten alle bisherigen Aussa-
gen ebenso fiir f'. Insbesondere ist die Funktion f : B(0,p) — A beliebig oft differenzier-
bar und bestimmt die Koeffizientenfolge (ar)xen gemdf ar = f%®(0)/k!.

Bemerkung. Wie im reellen Fall nennen wir f : A D U — A in x¢ differenzierbar (nach
FRECHET) wenn sich eine Tangente anlegen lisst, also eine Approximation der Form

fxo+x)= f(xo)+ax+r(x) mita € A und |r(x)|/|x] = O fir x — 0.

In diesem Fall gilt nennen wir f’(xo) := a die Ableitung von f in xgo. Alternativ:
Gilt f(xo 4+ x) = f(x0) + g(x)x mit g stetig in 0, so ist f in x¢ differenzierbar und
J'(x0) = g(0), denn r(x) = (g(x) — g(0))x erfullt [r(x)|/]x| = [g(x) —g(0)] = 0.
BEWEIS. Fiir 0 < s < p gilt limsup ’{/@ = 1/p < 1/s. Daher existiert n € N sodass fiir
k > n gilt &/|ax| < 1/s, also |ag|s* < 1. Somit ist die Folge |ag|s* beschrinkt, denn

M = sup{ |ak|sk |k GN} fmax{ |a0|,|a1|s1,...,|an|s",1} < 00.

Fiir |x| <r < s erhalten wir hieraus die Abschétzung

o0 o0 o o0
Y laxk| = 3 lal-xl* = Y larlrt = Y lagls* (5 ) <MZ( ) 1_r/s
k=0 k=0 k=0 k=0

Die Reihe ) 7o, arx* ist somit absolut konvergent. Dank Vollstindigkeit von A konver-
giert sie in A. Dies definiert eine Funktion f : B(0, p) — A. Die Rechnung zeigt ebenfalls,
dass f auf B(0,r) beschrinkt ist, und die Polynome f,(x) = Zzzoakxk auf B(0,r)
gleichmiBig gegen f konvergieren. Dank C3Q ist damit auch die Grenzfunktion f stetig.
Die Ableitung in 0 ist klar: Es gilt /(04 x)— f(0) = g(x) x mit g(x) = > pep ak+1xk.
Auch g ist auf B(0, p) stetig. Demnach ist f in 0 differenzierbar mit f/(0) = g(0) = a;.
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Zur Ableitung in xg € B(0, p) gilt zunéchst B(xo,0) C B(0, p) fir 0 = p— |x¢|. Daher
lasst sich f(x¢ + x) fiir x € B(0,0) in folgende Potenzreihe entwickeln:

o0 e’} k
s+ = Santio = zakz(j) ki zz( ) i
_ — j=

k=0j=0
oo

ZZ() k- JxJ—Zb,xl mit b,-:Z(f)akx(’; J
=0k=0 j=0 k=j

Die Vertauschung der beiden Reihen ist nach C5D dank absoluter Konvergenz erlaubt:
Es gilt ZIJC-:O (];.)|x0|k_j|x|j = (|xo| + |x])*¥, und dank |xo| + |x| < r < p verlduft die
Abschitzung wortlich wie zuvor. Fiir die Koeffizienten gilt by = Z,C;ozoakx’o‘ = f(xo),
also f(xo+x)— f(xo) = g(x) x mit g(x) = Y72, bjt1x7. Die Funktion g istauf B(0,0)
stetig. Demnach ist f in x¢ differenzierbar mit f/(xg) = g(0) = b1 =) ro 1kakxk 1

Damit ist auch die Ableitung f” als Potenzreihe dargestellt. Wle in obiger Abschitzung
bereits gesehen, konvergiert auch diese Reihe absolut fiir alle xo € B(0, p). O

Definition C5G. Sei A eine Banach—Algebra mit Eins und U C A offen. Eine Abbildung
f U — A heiBt analytisch, wenn sie sich um jeden Punkt x¢ € U als Potenzreihe darstellen
lésst, das heif3t, es gibt r € Rs. mit B(xg,r) C U und (ag)rey in K, sodass gilt:

o0

Sx) = Z ax(x —x0)* absolut konvergent fiir alle x € B(xo.r).
k=0

§CSe. Die geometrische Reihe. Das grundlegende Beispiel ist folgende Reihe:

Satz C5H (Banach-Lemma). Sei A eine Banach-Algebra mit Eins. Fiir jedes x € A mit
|x| < lista =1—x in A invertierbar dank der geometrischen Reihe:

oo
t1 : B,l)»A:a=1—-x+— Zxk =(1-x)"t=qagl.
k=0
Die Gruppe A aller in A invertierbaren Elemente ist offen in A, und hierauf ist die
Inversion A* — AX :a > a~! analytisch: Fiiru € A* und r = |u='|~1 haben wir

w i Bu,r)—>A:a—ut Z[(u —a)u_l]k =uld—u—-auH =41

Insbesondere gilt fiira € Amit |(u—a)u™"'| <0 < 1 die Abschiitzung |a='| < |[u~'|/(1-0).
BEWEIS. Die absolute Konvergenz folgt aus C5F und dem Konvergenzradius ,o = 1. Wir

konnen dies direkt nachrechnen: Fiir |x| <r < 1 gilt ) g 0|xk| <> 0|x|k = | ;<00

Dank Vollstindigkeit von A konvergiert die Reihe Yz, x¥ in A: Die Partialsummen
Sn =Y r—o xk konvergieren gegen ein s € A. Die Teleskopsumme (1 — x)s, = 1 —x"T1
liefert per Grenziibergang (1 —x)s = 1. Also ist (1 —x) invertierbar und (1 —x)~! =s.

Dasselbe gilt allgemein um jedes invertierbare Element u € A* dank (,: Der Term
x = (u—a)u~ " erfiillt | x| < 1, also konvergiert die obige Reihe wie angegeben. U
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Bemerkung. Die Vollstindigkeit ist wesentlich! Als Gegenbeispiel betrachten wir die Po-
lynomalgebra R[x]. Mit || f|| = sup{| f(x)| | x € [-1,1] } ist R[x] eine normierte Algebra.
Aber nur die Konstanten sind invertierbar, und R[x]* = R* ist nicht offen in R[x]. Das Po-
lynom f(x) = x?/2erfiillt || f|| = 1/2 < 1, dennoch ist 1 —x?/2 in R[x] nicht invertierbar.
Zwaristsy =Y p—o f k eine Cauchy—Folge, aber diese hat in R[x] keinen Grenzwert.

Beispiel. Fiir jeden Banach-Raum E ist die Menge A = B(FE) der beschrinkten Opera-
toren eine Banach—Algebra mit Eins. Hierin ist die Gruppe A* offen und x +— x~! stetig.
Speziell fiir E = K" erhalten wir 4 = K"*”, hierin ist GL,, K offen und x — x~! stetig.

Im endlich-dimensionalen Fall folgt dies direkter und expliziter aus B1Y: Die Determi-
nante det : K"*" — K ist stetig, denn sie ist ein Polynom in den Koeffizienten. Genau dann
ist x invertierbar, wenn detx # 0 gilt. Also ist GL, K = det™!(K*) offen. Die Inversion
x = x~ L ist hier sogar eine rationale Funktion in den Koordinaten x;; der Matrix.

§C5f. Die Exponentialfunktion. Wenn man in der Analysis eine Funktion als die
wichtigste kiiren sollte, so miisste die Wahl auf die Exponentialfunktion fallen. Auch in der
Topologie spielt sie eine wichtige Rolle, etwa zur Parametrisierung der komplexen Ebene
und in der Uberlagerungstheorie. Der entscheidende Punkt ist die folgende Konstruktion:

Satz CSI1 (Existenz und Eigenschaften der Exponentialreihe). Sei A eine Banach—Algebra
mit Eins. Fiir jedes Element x € A konvergiert die Exponentialreihe
©  k
exp(x) = ) ——
!
= k!
absolut und somit auch in A. Die Funktion exp : A — A ist stetig, sogar €°°.
(1) Fiiralle x,y € A mit xy = yx gilt exp(x + y) = exp(x) exp(y).
(2) Fiir jedes x € A gilt insbesondere exp(x)exp(—x) = exp(0) = 1.
(3) Somit ist exp(x) in A invertierbar, und es gilt exp(x)~! = exp(—x).

Fiir jedes Element x € A mit |x| < 1 konvergiert die Logarithmusreihe
= k1 X"
In(1+x) = -1 —
(40)= Y0

absolut und somit auch in A. Die FunktionIn: B(1,1) — A ist stetig, sogar €°.
(4) Es gilt exp’(x) = exp(x) und In’(a) = a~ L.
(5) Fiir alle a € B(1,1) gilt exp(In(a)) = a.
(6) Die Exponentialfunktion ist somit ein lokaler Diffeomorphismus um 0.

Ist die Banach-Algebra A kommutativ, so gilt zudem:

(7) Um jeden Punkt x € A istexp : A — A ein lokaler Diffeomorphismus.

(8) exp: (A,+) — (A%,") ist ein Gruppenhomomorphismus mit diskretem Kern.

(9) Das Bild exp(A) C A* ist eine offene Untergruppe und somit auch abgeschlossen.
BEWEIS. Der Konvergenzradius der Exponentialreihe ist co, und 1 bei der Logarithmus-
reihe. Satz CSF garantiert die Existenz der Funktionen exp: A — A und In: B(1,1) — A.
Diese sind stetig, sogar differenzierbar, mit exp’(x) = exp(x) und In’(a) = a~! (C5H).
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Kommutieren x,y € A so gilt die binomische Formel (x + y)" = >} _, ({)xky" .
Dank des Umordnungssatzes fiir absolut konvergente Reihen (CSE) folgt hieraus:

ok
exp(x)eXp(y)=<Z%)( ) Z Z |g|
L= 0

n=0k+{=n

01 & (n 21
= — xkyn=k — Z —(x+y)" =exp(x + ).
n!

n=0

Auch die Komposition f : B(0,1) — A mit f(x) = exp(In(1 4 x)) ldsst sich mittels
Einsetzung durch eine Potenzreihe f(x) =Y 7o, arx® darstellen. Es gilt nun ag = £(0) =
1, nach Kettenregel f/(x) = exp(In(1+ x))(1+x)~!, alsoa; = f’(0) = 1, und nach Pro-
duktregel f”(x) = 0. Hieraus erhalten wir alle weiteren Koeffizienten ay, = f ®)(0)/k!=0
fiir £ > 2. Somit gilt f(x) = 1 4+ x, wie behauptet. Zu Diffeomorphismen siehe §C5m.

Ist (A,-) kommutativ, so gilt exp(x + y) = exp(x)exp(y) fiir alle x,y € A, und somit
istexp: (4,4+) — (A4*,) ein Gruppenhomomorphismus und zudem um jeden Punkt xo € A
ein lokaler Diffeomorphismus dank der lokalen Umkehrfunktion exp(xp) - B(1,1) — A mit
exp(xg)- (1 4+x) — xo+In(1+ x). Es gilt exp(0) = 1, aber in der Umgebung In B(1, 1) von
0 liegen nach (5) keine weiteren Elemente x mit exp(x) = 1. Somit ist der Kern diskret.

Als Diffeomorphismus ist exp eine offene Abbildung. Das Bild exp(A4) C A* ist somit
eine offene Untergruppe. Jede offene Untergruppe U C A ist abgeschlossen: Das Komple-
ment A* \ U ist Vereinigung von Nebenklassen der Form hU mit b € A* \ U diese sind
alle offen, also auch ihre Vereinigung. Damit ist A* abgeschlossen. U

§CS5g. Die reelle Exponentialfunktion. Wir wenden C51 auf R an:

Satz C5J. Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R mit exp(x) = Y zo xk / K\ ist reell
differenzierbar mit exp’ = exp und erfreut sich folgender Eigenschaften:

(1) Es gilt exp(x) > 0 und exp(—x) = 1/ exp(x) fiir alle x € R.
(2) Die Funktion exp : R — R ist streng wachsend und streng konkav.
(3) Die Abbildung exp : (R, +) — (Rxo, ") ist ein Gruppenisomorphismus.

Es existiert also eine Umkehrfunktion: Die Logarithmusfunktion In : R-o — R erfiillt
Inoexp = idg und expoln = idg. ,, und erfreut sich folgender Eigenschaften:

(4) Die Abbildung In: (R~g,-) — (R, +) ist ein Gruppenisomorphismus.
(5) Die Funktion In ist stetig, differenzierbar, und es gilt In'(x) = —
(6) Die Funktion In ist demnach streng wachsend und streng konkav.

BEWEIS. Da (R,-) kommutativ ist, folgt exp(x 4+ y) = exp(x)exp(y) dank C5I. Es gilt
exp(x) = exp(x/2)% > 0. Wegen exp(x)exp(—x) = 1 folgt exp(x) > 0. Hieraus folgt auch
0 < exp(x) = exp’(x) = exp”(x), also ist exp streng wachsend und streng konvex. (Wachs-
tum folgt ebenso aus exp(x + y) = exp(x)exp(y) > exp(x) fiir alle y > 0.)

Da exp(R) C Rs¢ eine offene und abgeschlossene Untergruppe ist und zudem R
zusammenhingend, muss exp(R) = R gelten. (Dies folgt ebenso aus Stetigkeit und dem
Zwischenwertsatz, denn fiir x " 400 gilt exp(x) /' +00 und somit exp(—x) \ 0.) O
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§C5h. Die komplexe Exponentialfunktion. Wir wenden C51 auf C an:

Satz C5K. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C* mit exp(z) = Y e 2K/ k! ist
komplex differenzierbar mit exp’ = exp und erfreut sich folgender Eigenschaften:

(1) Die Abbildung exp : (C,+) — (C*,-) ist ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Surjektivitiit: Fiir alle w € C* existiert z € C sodass exp(z) = w.
(3) Kern: Es existiert 1 € Rsq sodass exp(z) = 1 dquivalent ist zu z € 2mwiZ.

Anders gesagt, der Kern von exp ist die Untergruppe 27iZ. Diese Bedingung legt die
Zahl r > 0 eindeutig fest. Somit gilt exp(z1) = exp(z2) genau dann, wenn z| — zp € 27iZ.

Die Logarithmusfunktion In : B(1,1) — C mit In(1 +z) = Y32, (1)K H1 2%/ k erfiillt
exp(In(1 4 z)) = 14z fiir |z| < 1. Anders als im reellen Fall ist dies nur eine lokale Um-
kehrfunktion; es gibt keine stetige globale Umkehrfunktion f : C* — C mit expo f = id.
(Mehr hierzu in Kapitel M zum Thema Uberlagerungen, wo dies das zentrale Beispiel ist.)

BEWEIS. Da (C,-) kommutativ ist, folgt (1) aus C51. Da exp(C) C C* nach C5I eine offene
und abgeschlossene Untergruppe ist und zudem C* zusammenhingend, muss exp(C) = C*
gelten. Fiir z = exp(x +1iy) gilt |z|?> = zZ = exp(x +iy)exp(x —iy) = exp(2x), also
lexp(x +1iy)| = exp(x). Wir erhalten hieraus die Zerlegung exp(x +iy) = exp(x)exp(iy)
mit Gruppenhomomorphismen exp : (R, +) — (R>o.-) und exp : (iR, +) — (S!,-). Letzte-
rer ist surjektiv, kann aber nicht injektiv sein, denn R 2 S'. (Dies sieht man an Kompaktheit
oder am Zusammenhang.) Demnach ist ker(exp) C iR nicht-trivial, zudem diskret (C51), al-
so von der Form pZ fiir ein p € iR. Wir wihlen 7 > 0 so, dass ker(exp) = 27wiR. O

§C5i. Sinus und Cosinus. Wir definieren die Funktionen sin, cos : C — C durch

exp(iz) —exp(—iz) _ i (—l)k S2k+1

sin(z) = 2i £ 2k +1)! ’
. s o0 _1 k
cos(z) := TR T AR > 2o
=0

Somit gilt die Eulersche Formel exp(iz) = cos(z) +isin(z) fiir alle z € C.
(1) Fiir x € R gilt cos(x) = Re(exp(ix)) und sin(x) = Im(exp(ix)).
(2) Fiir x € R gilt |exp(ix)|?> = 1 und somit cos(x)? + sin(x)? = 1.
(3) Sinus und Cosinus sind differenzierbar mit sin’ = cos und cos’ = —sin.
Die Abbildung p : R — C mit p(¢) = exp(it) erfreut sich folgender Eigenschaften:
(4) Es gilt p(R) = S!, wobei S! :={z € C||z| = 1} der Einheitskreis ist.
(5) Die Abbildung p : (R,4) — (S!,-) ist ein Gruppenhomomorphismus.
(6) Fiir alle x,y € R gilt p(x) = p(y) genau dann, wenn x — y € 27 Z.
Geometrisch bedeutet dies folgendes: Die Abbildung p : R — R? mit p(¢) = (cost,sint)
parametrisiert den Einheitskreis S C R? mit konstanter Geschwindigkeit |p’()| = 1. Die

Bogenlinge dieses Kreises entspricht demnach der Periode 2. Damit entspricht die oben
als Halbperiode eingefiihrte Zahl 7 tatsachlich als Kreiszahl eingefiihrten Konstanten.
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§C5j. Zweige des komplexen Logarithmus. Dank C5K sind die beiden Gruppen-
homomorphismen exp : (C, +) — (C*,-) und p : (R,+) — (S1,-) : t — exp(it) surjektiv.
Geometrisch bedeutet dies: Jede komplexe Zahl z € C* konnen wir in Polarkoordinaten

schreiben als z = re'’ mit r € R und ¢ € R. Hierbei ist der Betrag r = |z| durch z
eindeutig bestimmt, das Argument t aber nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2.

Korollar C5L. Fiir 6 € R setzen wir Ug :=R+i-]10 — 7,0 + 7| und
Up:=C~Reg-elf = {rei’ |0<r6—m<t<O+m}.

Hierauf eingeschrdnkt ist die Exponentialfunktion ein Diffeomorphismus exp : Ug = Up.
Die Umkehrfunktion Ing : Ug = Ug nennen wir einen Zweig des komplexen Logarithmus.

Beispiel. Der Hauptzweig ist Ing : C\R<o = R+1i:]—m,+x[. Auf R-o stimmt er mit
dem reellen Logarithmus iiberein, auf R< ist er nicht definiert. Auf ST\ {—1} ist dies die
Winkelfunktion Ing(e') = it fiir — < ¢ < 7. Speziell fiir z = x +iy mit x > 0 finden wir:

Ing : Creso = C : x+1iy —1Iny/x2+ y2 +iarctan(y/x)

Alle anderen Zweige entstehen durch Drehung aus diesem Hauptzweig: Fiir 0 € R gilt
Uy = Up-¢'? und Uy = Uy +i6 sowie Ing(z) = Ing(z -e 1) + 6.

Jede der Funktionen Ing ist stetig, ihre Definitionsbereiche iiberdecken C, doch lassen
sie sich nicht zu einer stetigen Funktion auf ganz C verkleben.

§C5Kk. Zweige der komplexen Wurzelfunktionen. Sei n € N>». Zu z € C* hat die
Gleichung w” = z genau n verschiedene Losungen in C: Fiir z = 1 sind dies die n—ten
Einheitswurzeln é,lf = e2mk/n fiir k = 0,1,...,n— 1 mit & = e27i/n,

Im allgemeinen Fall z = r el mit 7 € Roo und ¢ € R erfiillt w = /7 e*/" die Gleichung
w”" = z. Allerdings ist die Wahl von ¢ hierbei nicht eindeutig: Insgesamt hat die Gleichung
w” = z somit genau die Losungen w = /7 &0/ +20k/n fijr o =0, ... n—1.

Korollar C5M. Sei n € N>j. Der Gruppenhomomorphismus py : (C*,-) — (C*,-) mit

pn(w) = w™ ist surjektiv und hat als Kern die Gruppe der n—ten Einheitswurzeln:

ker(pn) = {EX |k =0,....n—1} mit & = &>/,

Uber jedem Punkt z = py(w) liegt also die Faser p,'(z) = {é,]f wl|k=0,...,n—1}

Fiir 0 € R setzen wir Ug , ;= R+i/n-10 — 1,0 4+ [ und Uy = Uy 1 wie oben in C5L.
Hierauf eingeschrdnkt ist die Potenzabbildung ein Diffeomorphismus py : Ug , = Uy. Die
Umkehrfunktion rq : Ug = Uy , nennen wir einen Zweig der komplexen Wurzelfunktion.

Ubung C5N. Bereits der einfachste Fall n = 2 ist topologisch interessant. Zu z = x 41y
mit x, y € R lasst sich eine der beiden komplexen Wurzeln (C3W) berechnen durch

fi(clmzo_>c:Z’_>\/‘Zl¥+i\/|z|T_xa giC1m50—><C:z'—>\/|Z|;Lx—i\/|z|2_x~

Die jeweils andere Wurzel erhdlt man durch — f(z) bzw. —g(z). Beide Funktionen f und
g sind stetig, ihre Definitionsbereiche iiberdecken C, doch lassen sie sich nicht zu einer
stetigen Funktion auf ganz C verkleben, dann auf R .o stimmen beide nicht iiberein.
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§C5l. Die Matrix-Exponentialfunktion. Wir wenden C51 auf K”*” an:

Die Matrix-Algebra K™*" iiber K = R, C ist eine Banach—Algebra, etwa beziiglich
der Frobenius—Norm (C1P), und Konvergenz bedeutet koordinatenweise Konvergenz. Jeder
Matrix x € K"*" ordnen wir ihre Exponentialfunktion exp(x) = Y e, x k! zu.

Beispiel. Fiir Diagonalmatrizen gilt exp(diag(A1,...,A,)) = diag(exp(11),...,exp(An)).

Beispiel. Fiir x = (% }) finden wir x2 = (7! %)) sowie x3 = (9 7!) und xt=(19)
usw. Dies setzt sich periodisch fort. Hieraus erhalten wir exp(fx) = ( cost sint )

—sint cost
Beispiel. Kommutativitit gilt fiir n# > 2 nicht mehr. Fir x = ((1) 8) und y = (8 (1)) zum
Beispiel finden wir exp(x) = (§9) und exp(y) = (§ }). Hier ist exp(x + y) = (§ 7!

verschieden von exp(x)exp(y) = (8 ‘;’) und auch von exp(y)exp(x) = (8 })

Bemerkung. Bei Konjugation gilt exp(X) = exp(x), bei Transposition exp(xT) = exp(x)T,
bei Ahnlichkeit exp(sxs™!) = sexp(x)s~!, fiir Determinanten det(exp(x)) = exp(tr(x)).
Sind A4,...,A, die Eigenwerte von x, so sind exp(41),...,exp(4,) die Eigenwerte von
exp(x). Letzteres ist klar fiir obere Dreiecksmatrizen, und im allgemeinen Fall nutzen wir,
dass jede A € C"™*" trigonalisierbar ist, also dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Mangels Kommutativitit ist die Surjektivitit nicht mehr automatisch gewihrleistet:

RZXZ

Beispiel. Fiir y = (_01 _02) gilt dety > 0, aber es existiert kein x € mit exp(x) = y.

BEWEIS. Angenommen x € R?*? erfiillt exp(x) = y. Sind A, A, € C die beiden Eigen-
werte von x, so sind exp(41),exp(Az) die Eigenwerte von exp(x). Da x reell ist und somit
auch das charakteristische Polynom det(x —¢1), sind A1, A, entweder beide reell oder kom-
plex konjugiert. Daher ist {exp(11),exp(A2)} = {—1,—2} unmoglich. O

Satz C50. Die Exponentialabbildung exp : C"*" — GL, C ist surjektiv fiir alle n > 1.
Hingegen ist exp : R"" — GL;,Ir R nicht surjektiv fiir n > 2. Genau dann existiert zu einer
reellen Matrix y € GL, R ein reeller Logarithmus x € R™" mit exp(x) = y, wenn eine
reelle Quadratwurzel w € GL, R mit w? = y existiert.

Der Fall n = 1 entspricht exp : R =5 R~ aus C5J und exp : C —» C* aus C5K.

BEWEIS. Sei K=R,C.Zuy € GL, K sei A = K[y] C K"*" die erzeugte K—Algebra. Das
bedeutet A = { p(»y) | peKJt] }, wobei K|[¢] die Algebra aller Polynome iiber K ist. Insbe-
sondere ist A kommutativ. Zudem ist A in K”*” abgeschlossen, also selbst eine Banach—
Algebra. Somit ist exp : (4, +) — (A,-) dank C51 ein Gruppenhomomorphismus, und das
Bild exp(A4) C A ist eine zusammenhingende, offene und abgeschlossene Untergruppe.
Fiir p € C[¢]* gilt p(¢t) = c(t —z1)+-(t — zyy) mit ¢ € C* und z1,...,z;; € C. Genau
dann ist p(y) invertierbar, wenn zy, ..., z,, keine Eigenwerte von y sind. Der Raum dieser
Polynome ist wegzusammenhingend, somit auch A*, also gilt exp(A4) = A*. Das bedeutet,
fiir jede komplexe Matrix y € GL,, C existiert ein Polynom p € C[¢] sodass y = exp(p())).

Fiir w € R C C"*" existiert daher ein Polynom p € C[¢] mit w = exp(p(w)), also
w = exp(p(w)), daher w* = exp(p(w)) exp(p(w)) = exp(q(w)) mitg = p +p € R[t].

Wenn zu y € R ein w € R mit w? = y existiert, dann gilt y = exp(x) mit
x € R[w] € R™". Umgekehrt folgt aus y = exp(x) sofort y = w? mit w = exp(x/2). O
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§C5m. Der lokale Umkehrsatz. Im Folgenden seien E, F, G, ... Banach—-Rdume iiber
K = R,C, zum Beispiel £ = R™ und F = R” iiber R, sowie X,Y, Z,... offene Mengen
hierin. Fiir Funktionen f : X — Y konnen wir dann Differenzierbarkeit erkldren:

Definition C5p. Eine Abbildung f : E O X — F heiit im Punkt xo € X differenzierbar,
wenn es eine stetige lineare Abbildung A : E — F gibt mit f(xo+x) = f(xo) + Ax+r(x),
sodass |r(x)|/|x| — O fiir x — 0. In diesem Fall ist 4 eindeutig und wir nennen f”(xo) := A
die Ableitung. Ist f differenzierbar in xg, dann ist f insbesondere stetig in xy.

Wir nennen f stetig differenzierbar, kurz €', wenn f in jedem Punkt xo € X differen-
zierbar und die Ableitungsfunktion f’: X — Bk (E, F) stetig ist. Allgemein nennen wir
f eine €°—Abbildung, wenn f stetig ist, und induktiv eine ¥’¥—Abbildung, wenn f’ eine
¢*—1_Abbildung ist. Wir nennen f eine ¥’ >°—Abbildung, wenn sie €* fiir alle k € N ist.

Beispiel. Genau dann ist f : R”™ D X — R” stetig differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen 0; f; existieren und stetig sind. Die Ableitung ist dann f’(x) = (9; fj(x))i.

Beispiel. Jede konvergente Potenzreihe f(x) =Y 7o o ak x¥ definiert gemiB C5F eine €'
Abbildung f : B(0, p) — A auf einem offenen Ball der Banach—Algebra A.

Bemerkung. Es gilt die Kettenregel: Sind f : EDX Y CFundg: FDY -ZCG
stetig differenzierbar, dann auch go f : U — W und es gilt g(f(x)) = g'(f(x)) f(x).

Ein €*-Diffeomorphismus (mit k > 1) ist eine bijektive €*—Abbildung f : X — Y,
deren Umkehrung g = ! : Y — X ebenfalls eine ©¥—Abbildung ist.

Beispiel. Die Exponentialabbildung exp : R — R ist ein "°°-Diffeomorphismus.

Beispiel. Die ¥>°—Abbildung f : R — R mit f(x) = x? ist ein Homdomorphismus, aber
kein Diffeomorphismus, denn die Umkehrabbildung f 1 ist in 0 nicht differenzierbar.

Beispiel. Die €°°—Abbildung /1 : R” ~ {p} = R" < {p} mit h(x) = p+2(x—p)/|x—p|?
aus A1M ist ein ¥"*°-Diffeomorphismus, denn 2~! = / ist ebenfalls €.

Allgemeiner nennen wir f : X — Y einen lokalen €'*—Diffeomorphismus um den Punkt
Xo € X, wenn es offene Umgebungen U von xo in X und V von yg = f(x¢) in Y gibt,
sodass die Einschriankung f |Z : U — V ein ¥*-Diffeomorphismus ist.

Beispiel. Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist ein lokaler ¢ °°~Diffeomorphismus
um jedem Punkt xo € C. Allerdings ist sie nicht bijektiv, also kein Diffeomorphismus.

Beispiel. Fiir jede Banach—Algebra A ist die Exponentialabbildung exp : (4,4) — (4%,-)
ein lokaler Diffeomorphismus um O mit lokaler Umkehrabbildung In : B(1,1) — A. (C51)

Bemerkung. (0) Sei (f,g): X =Y ein Diffeomorphismenpaar. Sei x € X und y = f(x).
Wir nutzen die Kettenregel der Ableitung: Aus g( f(x)) = x folgt g’(y) f/(x) = idg. Aus
f(g(y)) = y folgt f'(x)g’(y) = idg. Somit ist f'(x) € Bg(E, F) invertierbar, und die
inverse Abbildung ist f/(x)~! = g(y) € Bx(F,E).

(1) Sei (f,g) : (X,x0) = (Y, yo) ein lokales Diffeomorphismenpaar. Daraus folgt der
Isomorphismus ( f'(x¢),g"(y0)) : E = F von Banach-Rdumen.

Der lokale Umkehrsatz sagt nun, dass diese Bedingung lokal hinreichend ist:
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Satz C5Q. Sei f: E D X — F eine €%-Abbildung mit k > 1. Genau dann ist f um xg ein
lokaler %k—Diﬁfeomorphismus, wenn die Ableitung f'(x¢) in Bx(E, F) invertierbar ist.

Fiir E = R ist der Satz eine schone Ubung der Analysis 1, versuchen Sie es! Allgemein
beweist man diesen Satz besonders elegant mit dem Fixpunktsatz von Banach (C4Q).
BEWEIS. Wir kénnen E = F sowie xo = 0 und f(0) =0 und f ’(0) = idg annehmen,
indem wir f ersetzen durch f(x) = f'(x0)'(f(x0 4+ x) — f(x0)). Um die Gleichung
f(x) = y nach x aufzulosen, betrachten wir sie als Fixpunktgleichung der Abbildung
(C.6) Ty(x)=x+y— f(x).

Wir wihlen r > 0 mit B(0,2r) C X und |lidg — f/(x)| < 1/2 fiir alle x € B(0,2r). Dies
ist moglich, da X offen und f” stetig ist. Insbesondere ist f’(x) invertierbar dank C5H.

Aus (C.6) folgt Ty = idg — f’. Firu,v € B(0,2r) gilt also nach Zwischenwertsatz

€ 17y =Ty )] = |75 -] = 3 ju v

Hieraus folgt fiir x, y € E mit |y| < r und |x| < 2r die Ungleichung

(€C8)  [Ty(x)| = Ty (x) = Ty(0) + Ty (0)] < |Ty(x) = T (O)] + Ty (O)] < r +r <2r.
Fiir |y| < r bildet demnach T}, die Kugel B(0,2r) in sich ab gemB (C.8) und ist kon-

traktiv geméf (C.7). Nach dem Fixpunktsatz von Banach hat also 7), genau einen Fixpunkt
x € B(0,2r); nach (C.8) gilt sogar x € B(0,2r). Dies definiert

g:B(0,r) = B(0,2r), g(y)=xmitT),(x)=x.
Nach Konstruktion gilt f o g(y) = y, denn T),(x) = x ist gleichbedeutend zu f(x) = y.
Wir setzen nun V = B(0,7) und U =Im(g) = f~'(V) N B(0,2r) und erhalten zueinander

inverse Bijektionen f : U — V und g : V — U. Wir zeigen nun, dass g stetig ist, sogar
lipschitz. Seien y1, yo € V sowie x; = g(y1) und x» = g(y2). Dank (C.8) gilt dann

|x1 —x2| = |To(x1) = To(x2) + f(x1) — f(x2)| < %‘xl —x2|+|f(xD) = f(x2)].
also |g(y1) —g(¥2)| = |x1 — x2| <2|y2 — y1|. Fiir die Ableitung betrachten wir
lg1)—g(r2) — f' )" 1 —y2)| = [x1—x2— £ x) TN (x1) — f(x2))]
< |G e —x2) = f(xn) + f(x2)].
Zusammen mit |x1 — x2| < 2|y, — y1| erhalten wir die Abschitzung
_ _ ! -1 _ _ _ ! _
lg(y1) —g(r2) — [ (x1) ' (y1 —y2)| <2 e | f(x1) = f(x2) = f/(x1)(x1 xz)‘.
|y1—y2l |x1 —x2]

Aus y, — yp folgt xo — x1. Da f in x; differenzierbar ist, geht die rechte Seite gegen 0,
somit auch die linke. Folglich ist g in y; differenzierbar mit g’(y1) = f’(x1)~L.

Dies zeigt g’(y) = f'(g(y))~! fiir alle y € V, und daher ist g’ stetig (CSH). Ist f eine
¢k —Abbildung, so zeigt diese Gleichung induktiv, dass auch g eine ¢* —Abbildung ist. [
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§C6. Der kleine Horrorladen

Dieses Kapitel zu metrischen Riumen und Vollstidndigkeit stellt grundlegende Werk-
zeuge und Beispiele bereit. Bereits Teilmengen A C R” konnen sagenhaft kompliziert sein,
und schon unter den stetigen reelle Funktionen R — R” gibt es schockierende Beispiele.
Einige sollten Sie kennen, um einen ungefahren Eindruck der moglichen Komplexitit zu
erhalten, um Ihre Phantasie anzuregen und naive Trugschliisse zu vermeiden.

§Céa. Eine iiberall stetige aber nirgends differenzierbare Funktion. Dass stetige
Funktionen nicht tiberall differenzierbar sein miissen, zeigen schon einfache Beispiele:

Beispiel. Die Betragsfunktion f : R — R : x — |x| = d(x,0) ist stetig, sogar lipschitz—
stetig mit Lip(f) = 1, und tiberall differenzierbar bis auf den Nullpunkt.

Beispiel. Entsprechend istauch f : R — R : x — d(x,27Z) stetig, sogar lipschitz—stetig mit
Lip(f) = 1, und iiberall differenzierbar bis auf die ganzzahligen Punkte x € Z.

Beispiel. Sei (¢;)nen eine Aufzidhlung der Menge X = QN [0, 1]. Dann ist die Funktion
Fi01]=Rix—= Y22, 27k |x — gx| stetig (C3Q), sogar lipschitz—stetig zu L = 2, in
jedem Punkt x € X nicht differenzierbar, wohl aber in jedem anderen Punkt x € R\ X.

Diese Beispiele sind immerhin noch in fast allen Punkten differenzierbar, und man
konnte vermuten, dass dies fiir jede stetige Funktion gilt. Das ist jedoch nicht der Fall!

Karl WEIERSTRASS (1815-1897) hat 1861 eine Funktion R — R angegeben, die iiberall
stetig aber nirgends differenzierbar ist. Die folgende elegante Konstruktion wurde 1901 von
Teiji TAKAGI (1875-1960) verdffentlicht, einem Schiiler von David HILBERT. Statt Takagis
urspriinglicher Funktion f(x) = Y 7o ,d(x, 27%7) betrachten wir folgende Variante:

Satz C6A. Wir betrachten die Funktion f :R —R:x+— Y 7o, d(x, %Z)

(1) Die Funktion f ist stetig, aber in keinem Punkt x € R differenzierbar.
(2) Die Funktion f ist auf keinem echten Intervall [a,b] mit a < b monoton.
(3) Die Funktion f nimmt in jedem Punkt x € Q ein striktes lokales Minimum an.

Hitten Sie das gedacht? Das klingt unglaublich, ist aber wahr! Das Beste daran ist: Die
Konstruktion ist vollkommen explizit, Sie kdnnen alles direkt nachrechnen.

PN A

L
~~
=
N

SN

fo(x) = d(x, 12

. \

ABBILDUNG C:13. Approximation der Takagi—Funktion
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BEWEIS. Firjedesk € Nist fr :R—R:x—d(x, %Z) stetig (C3N). Wegen | fx|r = ﬁ
konvergiert die Normreihe Y 72 ;| fk|r = % in R. Dank Vollstdndigkeit (C4G) konvergiert

die Reihe ) g, fx gleichmiBig gegen f : R — R. Die Grenzfunktion f ist stetig (C3Q).
(1) Sei x € R. Fiir n € N ist die Funktion f;, zwischen den Punkten ﬁZ stiickweise
affin mit Steigung +1. Somit ist f, affin auf [x — ﬁ,x] oder auf [x,x + ﬁ]. Firn > 3

wihlen wir h,, = :I:m so, dass f;, zwischen x und x + A, affin ist. Gleiches gilt dann
fiir alle f; mit 1 <k <n.Fiirk > n+ 1 hingegen gilt f;(x + hy) = fr(x). Demnach gilt

o= LI S )= i) _
n k=1 n

k=1

Dabher hat die Folge (¢ )nen keinen Grenzwert. Das heift, f ist in x nicht differenzierbar.

Aus (3) folgt (2), es reicht also, (3) zu zeigen. Jede rationale Zahl x € Q ldsst sich
schreiben als x =a/n! mita € Z und n € N>;. Wir zeigen f(u) > f(x) fiir alle v € R mit
0 < |u—x| <r:=1/2n)!. Die Funktion g = Zz;ll fr ist auf [x —r, x 4 r] stiickweise
affin, und die Steigung liegt zwischen 1 —# und n — 1. Die Funktion & = ]2€i—nl fx hinge-
gen erfiillt 2#(u) = n|u — x| fiir alle u € [x —r,x 4 r]. Demnach ist g + & streng fallend auf
[x —r, x] und streng wachsend auf [x,x 4 r]. Insbesondere ist x das strikte Minimum von
g + h eingeschrinkt auf [x —r, x 4 r]. Fir alle k > 2n gilt fi.(x) =0und f(u) > 0 fiir alle
u. Deshalb ist x das strikte Minimum auch von f eingeschrénkt auf [x —r, x + r]. O

Man konnte nun glauben, solche pathologischen Funktionen seien die Ausnahme. Das
Gegenteil ist der Fall: In einem geeigneten Sinne sind ,.fast alle* stetigen Funktionen nir-
gends differenzierbar. Insbesondere liegen sie dicht im Raum aller stetigen Funktionen:

Korollar C6B. Zu jeder stetigen Funktion g : [0,1] — R existieren iiberall stetige aber
nirgends differenzierbare Funktionen gy : [0, 1] — R mit |g — gn|[0,1] — 0.

BEWEIS. Die Funktion f :[0,1] — R aus Satz C6A ist iiberall stetig aber nirgends dif-
ferenzierbar. Die Differenz g — f ist stetig, nach dem Satz von Weierstral} (F2R) konnen
wir sie durch Polynome p, approximieren, sodass |g — f — pnl[o,1] — 0. Die Funktionen
gn = [ + pn erfiillen |g —gx|[0,1] — O, sind iiberall stetig aber nirgends differenzierbar. []

Die Allgegenwart und Unvermeidbarkeit solch irreguldrer Funktionen setzte sich im
Laufe des 19. Jahrhunderts als schmerzhafte Erkenntnis durch. So schrieb Charles HERMI-
TE (1822-1901) an Thomas STIELTJES (1856—1894) in einem Brief von 1893:

Je me détourne avec effroi et horreur de cette plaie

lamentable des fonctions continues qui n’ont point de dérivées.

(Mit Entsetzen und Schrecken wende ich mich ab von dieser

jammervollen Plage der stetigen Funktionen, die nirgends Ableitungen haben.)

Gerade in kritischen Fillen bleibt statt Differenzierbarkeit nur schwicher die Stetig-
keit. Dieser grundlegende Begriff ist eine Errungenschaft des 19. Jahrhunderts, ebenso die
Erkenntnis seiner ungeheuren Allgemeinheit und die Werkzeuge zu seiner Beherrschung.
Jammervoll ist die Sachlage aus heutiger Sicht also keineswegs.
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§C6b. Die Cantor-Menge. Man stellt sich gemeinhin eine kompakte Menge in R als
ein abgeschlossenes Intervall [a, b] vor oder als endliche Vereinigung [a1,b1]U---Uay, by]
mit a; < by < -+ < a, < by. Damit sind die Moglichkeiten aber bei weitem nicht ausge-
schopft. Die folgende erstaunliche Menge wurde 1883 von Georg CANTOR angegeben.

Beispiel C6C. Aus dem Intervall Cy = [0, 1] entfernen wir das offene mittlere Drittel ]%, %
und erhalten Cy = [0, %] U [%, 1]. Ebenso bilden wir C, = [0, %] U %, %] U [g, %] U [%, 1], all-
gemein Cp, 1] = (%Cn) U (%Cn + %) fiir alle n € N. Die Cantor-Menge ist C := ﬂzo=0 Cy.

Co
Cq
G

C3— — - — - — - —

ABBILDUNG C:14. Die ersten vier Schritte zur Cantor—-Menge C

Wie man per Induktion sofort sieht, besteht C,, aus 2" kompakten Intervallen, jedes der
Linge 37". Ebenso konstruiert man in R? die Menge C x C, genannt Cantor—Staub:

OO OO oo os oo s
OO OO CEREH EEREH
OO OO CEREH EEREH
OO OO CEREE CERE

ABBILDUNG C:15. Die ersten vier Schritte zum Cantor—Staub C x C

Satz C6D. Die Cantor-Menge C erfreut sich staunenswerter Eigenschaften:

(1) Die Menge C ist kompakt und hat Lebesgue—Maf3 0. Insbesondere hat sie keine inne-
ren Punkte und das Komplement [0, 1] . C ist offen und dicht in [0, 1].

(2) Dennoch gilt C 4+ C = [0, 2], wobei wie iiblich C +C :={a+b|a,beC}.

(3) Die Menge C ist gleichmdichtig zu R: Es gibt eine Bijektion

oo
¢ 0.2 25 € (ke = ) w37
k=0

(4) Es gibt eine stetige monoton wachsende Surjektion

o0 o0
fiC—[01]:) x 37K e Y xR
k=0 k=0
(5) Diese Abbildung erlaubt eine stetige monotone Fortsetzung g : [0, 1] —» [0, 1], stiick-
weise konstant auf [0, 1]~ C. Somit ist g fast iiberall differenzierbar mit g'(x) = 0.
(6) Fiirjedes e > Qisth:[0,1] = [0,14 ¢&] mit h(x) = g(x) + ex ein Homéomorphismus
und bildet die Menge C von Maf3 0 ab auf die Menge h(C) vom Mafs 1.
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Bemerkung. Nach (1) ist die Menge C im mafitheoretischen Sinne vernachldssigbar klein.
Gemil (2) ist C jedoch erstaunlich grof3. Dies lésst sich auch so formulieren: Wenn man
den Cantor—Staub senkrecht oder waagrecht durchleuchtet, dann wirft er keinen Schatten
(genauer: einen Schatten vom MaB 0), aber diagonal betrachtet ist er lichtundurchlissig!

Nach (3) ist die Menge C gleichmichtig zur Menge R (B2N), insbesondere iiberab-
zdhlbar. Nach (4) gibt es sogar eine stetige Surjektion f : C — [0, 1]. Die stetige monotone
Fortsetzung g : [0, 1] — [0, 1] in (5) heiit Cantor—Funktion oder auch Teufelstreppe. Sie ist
ein erstaunliches Gegenbeispiel: Wiire g auf ganz [0, 1] differenzierbar mit g’ = 0, so wiire
g konstant. Hingegen reicht hierzu g stetig und g’(x) = 0 fast iiberall nicht aus!

Zu (6): Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt die Transformationsformel der Inte-
gralrechnung. Insbesondere ist das Bild einer Nullmenge wieder eine Nullmenge. Allgemei-
ner gilt: Lipschitz—stetige Abbildungen f : R” D U = V C R” sind dehnungsbeschrankt
durch eine Konstante L und dehnen daher auch das Volumen héchstens um einen Faktor
L™ Sie tiberfithren also Nullmengen immer in Nullmengen. Hingegen gibt es Homdomor-
phismen, die eine Menge vom Maf 0 zu einer Menge mit positivem Mal} dehnen!

BEWEIS. (1) Die Menge C ist beschriankt und abgeschlossen (C2M), also kompakt (F10).
FirCo D> C; D Cy D---DC giltvol  (Cy) = (%)n — 0, also vol{ (C) = 0.
(2) Zunichst gilt Co + Co = [0,2] und damit per Induktion

Cot1+Cri1 = [(3G) U (3G +3)]+[(GC) V(56 +3)]
= [3(Cn + C)]U[3(Cn + C) + 3] U[5(Cu + Cn) + ]
2 2 4 4
=[0.3]v[5.5]v[5.2]=[0.2]

Wir zeigen nun C + C = [0,2]. Hierbei ist ,,C* klar, es bleibt ,,>*: Fiir jedes Element
a € [0,2] existiert also ein Paar z,, = (xp,y») € C? mit x, + y, = a. Da [0, 1]> kompakt
ist, existiert eine konvergente Teilfolge z,, — z € [0, 1]%, und aus x, « —xund y,, —y
folgt x + y = a. Da (z)k>, in der abgeschlossenen Menge C? liegt, gilt z € C2. Da dies
fiir alle n € N gilt, folgt z € C2. Also existieren x,y € C mit x + y = a, wie behauptet.

(3) Zu x € {0,2}" liegt die Partialsumme s, = ZZ;B xx37%=1in C,. Der Grenzwert
P(x) =D 700Xk 3k-1 liegt in allen C,, also in C. Die Abbildung ¢ ist injektiv: Fiir x # y
in {0,2 sei n der kleinste Index mit x, # y,. Wir konnen x, = 0 und y, = 2 annehmen.
Dann ist ¢(x) < Y7 _oxx3 %71 4 37K~1 jedenfalls kleiner als ¢(y) > Y % _o v&37F 1.

Die Abbildung ¢ ist surjektiv: Zu jedem x € C gibt es genau ein s, = ZZ;}) xp3 k1
in C, mit |x —s,| <37". Dies definiert eine Folge (x)xen € 10,2} mit x = Y reo Xk 3=k—1,

(4) GemiB der B—adischen Entwicklung fiir B = 2 ist f surjektiv und monoton (B2M).

(5) Auf jedem maximalen Intervall von [0, 1]~ C stimmt f an den Réndern iiberein,
kann hier also fortgesetzt werden zur stetigen monotonen Funktion g : [0, 1] — [0, 1].

(6) Die Funktion g : [0, 1] — [0, 1] ist stetig, wachsend und surjektiv. Somit ist die Funk-
tion A : [0,1] — [0, 1 + &] mit A(x) = g(x) + ex stetig, zudem streng monoton wachsend,
und surjektiv nach dem Zwischenwertsatz (C3R). Jedes offene Intervall des Komplements
[0, 1] . C wird durch # affin abgebildet, da g hier konstant ist, und seine Linge mit & multi-

pliziert. All diese Léngen addieren sich zu 1, nach der Abbildung also zu €. Da das Bildin-
tervall [0, 1 + €] jedoch Lénge 1 + ¢ hat, wird C auf die verbleibende Lidnge 1 gedehnt. [J
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§Céc. Fette Cantor-Mengen. Die obige Konstruktion fiihrt uns zur Cantor-Menge
C = C(2/3,2/3,2/3,...) mit Lebesgue-MaB vol; (C) = lim,_,00(2/3)" = 0. Wir variieren
diese Konstruktion zur Cantor-Menge C(g) C [0, 1] mit MalB beliebig nahe an 1.

Beispiel. Zu a €]0,1[ und g, = a®") €0, 1] erhalten wir die fette Cantor-Menge C(q)
mit positivem Lebesgue-MaB voly (C(q)) = q1qaqs-++ =a@  T27+27+.) — ¢,

Seien ¢1,4¢2,43, ... reelle Zahlen mit 0 < g, < 1. Wir beginnen mit Co = Cy(gq) := [0, 1]
und C; = C1(q) :=[0,¢91/2]U[1 —g1/2,1]. Die Menge C,, = U,%n:l[ak,bk] besteht aus
2™ disjunkten Intervallen, wobei 0 = a1 < by <az <by <--- <azn < byn = 1. Aus jedem
Intervall [a, by ] entfernen wir das Mittelstiick der Linge (1 —¢g,+1)(br —ay ) und erhalten
lak.a; ] U by, br] mit a). = ag + qn+1(bg —ax)/2 und by = by — qn+1(bx —ay)/2. Wir
erhalten so die nichste Menge Cp,+1 = Cy+1(q) := Uill [ak.a;]U[by . bi] bestehend aus
ontl disjunkten Intervallen mit Lebesgue—MaB vol{ (Cy+1) = ¢gn+1 vol1 (Cy).

Als Cantor-Menge zur Folge g = (¢5)nen definieren wir

C(q):= () Ca(@)-

n=0
Nach Konstruktion gilt C, N\, C und somit vol; (Cy) = q1g2---¢n \y vol1 (C).

Die so konstruierten Cantor—-Mengen C(g) C [0, 1] sehen zunichst sehr verschieden
aus, sie erweisen sich aber als untereinander homdomorph. Genauer gilt sogar:

Satz COE. Zu je zwei gegebenen Folgen p,q € 10,1[ existiert ein Homéomorphismus
f:10,1] = [0, 1] mit f(C(p)) = C(q). Insbesondere ist jede Cantor-Menge C(q) mit be-
liebiger Folge q €10, 1[N homoomorph zur iiblichen Cantor-Menge C = C(2/3,2/3,2/3,...).

BEWEIS. Fiir jedes n € N haben wir C,(p) = U,zcr;l[ak,bk] und Cy,(q) = U,%n:l [a).. by ].
Es existieren stiickweise affine Homéomorphismen f,, g, : [0,1] = [0, 1], die die Punkte
0=aj <b; <---<apn <byn =1abbilden auf 0 =a’ <b] <--- <aj, <b), =1.Diese
erfilllen f, 0 gn = gn o fu =1idjo,1], fa(Cm(p)) = Cm(q) und gn(Cm(q)) = Cn(p) fiir
0 < m < n. Nach Konstruktion gilt | f, — fu—1l[0,1] < 27", wir haben also gleichmiBige
Konvergenz f, — f. Ebenso erhalten wir g, — g. Die Gleichung f, 0g, = gno fn =
ido,1] geht fiir n — oo tiberin f o g = go f =1id[g,1}. Die Gleichung f,(Cp(p)) = Cm(q)
geht fiir n — oo tiber in f(Cy (p)) = Cn(q), also schlieBlich f(C(p)) = C(g). O

Korollar C6F. Wir betrachten erneut p = (2/3)nen und ¢ = (@@ ")) en. Der Satz liefert
einen Homdomorphismus f :[0,1] = [0,1], der die Menge C(p) mit verschwindendem
Lebesgue—Mayf; abbildet auf die Menge C(q) mit positivem Lebesgue—-Maf3 a € 10, 1].

Insbesondere haben alle Mengen C(g) C [0, 1] dieselben topologischen Eigenschaften:

Wie C(p) ist auch C(g) kompakt und hat keine inneren Punkte.

Das Komplement [0, 1] ~. C(gq) ist offen und dicht in [0, 1].

Es gibt eine Bijektion ¢ : {0,2}N — C(g) mit (xg)rey — SO reo Xk 37k—1,

Es gibt eine stetige monoton wachsende Funktion g : [0, 1] — [0, 1] mit g(C(g)) = [0, 1].
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§Cé6d. Flichenfiillende Kurven nach Osgood. Georg CANTOR bewies 1878 den er-
staunlichen Satz, dass das Intervall [0, 1] und das Quadrat [0, 1]? gleich viele Punkte haben,
also eine Bijektion [0, 1] =% [0, 1]? existiert. (Wir haben dies in Satz B2N gezeigt.)

Dies warf sofort die Frage auf, ob eine solche Bijektion [0, 1] = [0,1]? auch stetig
moglich ist. Eugen NETTO beantwortete diese Frage ein Jahr spéter 1879 negativ.

Beweis. Wir benétigen hierzu Kompaktheit (Kapitel F) und Zusammenhang (Kapitel G): Wire die

Bijektion f :[0,1] =% [0, 1]? stetig, so wiire f dank der Kompaktheit von [0, 1] und der Hausdorff—

Eigenschaft von [0, 1]? ein Homéomorphismus (F1L). Das aber ist unmoglich, denn alle (bis auf zwei)
Punkte ¢ € [0, 1] trennen das Intervall, doch kein Punkt (x, y) € [0,1]? trennt das Quadrat (A1H).

Es blieb die Frage, ob statt stetiger Bijektionen noch stetige Surjektionen [0, 1] — [0, 1]?
moglich sind. Dies scheint zunéchst kaum vorstellbar, doch Giuseppe PEANO (1858-1932)
iiberraschte 1890 die Fachwelt mit der ersten Konstruktion einer flichenfiillenden Kurve:

Satz C6G (Peano, 1890). Es gibt stetige surjektive Abbildungen y : [0,1] — [0, 1]%.

Wir werden dies nachfolgend beweisen und mit derselben Konstruktion auch folgendes
bemerkenswerte Ergebnis, das auf William OSGOOD (1864-1943) zuriickgeht:

Satz C6H (Osgood, 1903). Es gibt stetige injektive Abbildungen y : [0,1] < R2, deren Bild
v([0,1]) C R? positiven Flicheninhalt hat (im Sinne des Lebesgue—Mafies von R?).

y(1/2)

7(0) y(1) y(1/4)y(G/a)

ABBILDUNG C:16. Konstruktion einer Osgood—Kurve y : [0, 1] — R?

Konstruktion: Wir geben drei Eckpunkte y(0),y(1/2),y(1) € R? vor. Diese definieren
den polygonalen Weg y; : [0, 1] — R? durch affine Interpolation. Das hiervon aufgespannte
Dreieck C; = [y(0),y(1/2),y(1)] hat den Fldcheninhalt a; := vol,(C7). Wenn wir zudem
annehmen, die Eckpunkte seien nicht kollinear, so gilt a; > 0.

Wir konstruieren den Weg y : [0, 1] — R? als Grenzwert einer gleichmiBig konvergen-
ten Folge von polygonalen Wegen y,, : [0, 1] — R?: Jeder Weg y,, interpoliert affin zwischen
den Punkten y, (k/2") = y(k/2") firk =0,1,...,2". Der Weg y,,+1 geht durch dieselben
Punkte, fiigt aber zwischen je zwei Eckpunkten von y,, einen neuen Eckpunkt ein (C:16).

Zu vorgegebenem Faktor 0 < a5 < 1 konstruieren wir y5 : [0, 1] — R? gemif
1
r0/0 =3 (r@+v0p) +Z(y)-r01).
1
rC/ =3 (r+v0) + S (rO—y0p).

Fiir ap = 0 ist y(1/4) der Mittelpunkt von y(0) und y(1/2); fiir ap = 1 ist y(1/4) der
Mittelpunkt von y(0) und y(1); fiir 0 < a, < 1 verschieben wir den Punkt y(1/4) zwischen
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diesen beiden Extremen. Entsprechendes gilt fiir y(3/4). Die so entstehende Figur

Cx = [y(0),y(1/a).y(1 /2] U [y(/2).yC/e).y(D] < C
besteht aus zwei Dreiecken und hat Fldcheninhalt vol, (C2) = aja;. So fahren wir nun fort:
Aus y, gewinnen wir y, 4 durch Einfiigen der Zwischenpunkte fiir 1 < k <2771

4k—3\ 1 4k —4 4k —2 an+1 4k 4k —2
y(2n+1 )_5 )/< on+1 )+J/( n+1 ) + ) V(2n+1)—)/( on+1 ) ’
dk—1\ 1 4k 4k —2 an+1 4k —4 4k —2
y(2n+1 )_5 V<2n+1)+)/< n+1 ) + ) y(2n+1 )_V( n+1 )
Den Faktor 0 < a,41 < 1 wihlen wir zunédchst noch beliebig. Die Figur
2}’[
2k —2 2k —1 2k
Cot1 = U [V( on+1 ),)/( on+1 )’y(2n+1)i| C Ga
k=1

besteht aus 2” Dreiecken und hat Fldcheninhalt volp (Cy,+1) = a1d2---an+1.

Lemma C61. Fiir die so ausgefiihrte Konstruktion gilt:

(1) Der Durchschnitt C = (), ey Cn hat das Lebesgue-Maf vol,(C) = [ 7=, ax-
(2) Die Wege vy, : [0,1] — R? konvergieren gleichmdifig gegen y : [0,1] — R2.

(3) Diese Grenzfunktion y : [0,1] — R? ist stetig und hat das Bild y([0,1]) = C.
(4) Gilt 0 <a, <1 fiirallen € N, so ist die Abbildung y injektiv.

BEWEIS. Dank Konstruktion gilt (1), denn aus C, N\ C folgt volz(Cy) \ vol(C).

Aussage (2) folgt aus der Abschitzung |y, — y4| < 27P diam(Cy) fiiralle 1 < p <gq.
Daher ist y1,y2, 3, ... eine Cauchy—Folge und somit gleichmifig konvergent.

(3) Die Stetigkeit von y folgt aus gleichméBiger Konvergenz (C3Q). Surjektivitét folgt
dank Kompaktheit: Sei x € C ein beliebiger Punkt. Die Funktion f : [0,1] = R>¢o mit
f(t) = d(x,y(t)) ist stetig (C3N). Sie nimmt also ihr Minimum m an (C3S). Zu jedem
n € N existiert ein t, = a, /27" mita, €{0,...,2"} und d(x, y(t,)) < 27" diam(Cy). Also
muss m = 0 gelten. Das heifit, es existiert ein ¢ € [0, 1] mit x = y(¢).

(4) Fiir s # t in [0, 1] existiert n € N, sodass y5 (s) und y, (¢) in disjunkten abgeschlos-
senen Dreiecken liegen. Dies bleibt fiir n — oo erhalten und sichert y(s) # y(¢). O
BEWEIS DES SATZES C6H. Sei C; ein Dreieck mit Flicheninhalt a; := vol,(C) > 0 und
sei g €10,1[. Firn = 2,3,4,... setzen wir a, = q(zlin) € ]0, 1]. Die obige Konstruktion
ergibt eine stetige Abbildung y : [0, 1] — C mit Bildmenge C C C; und Fldcheninhalt

@ 1427242

—1 -2 -3 -3
vola(C) = ajazaszag - = alq(z )q(2 )q(2 )= arq +.) aiq > 0.

Wir behalten so von dem urspriinglich vorgegebenen Dreieck C; eine Teilmenge C C C;
mit einen beliebig vorgegebenem Flidchenanteil ¢ mit 0 < g < 1. g

Beispiel. Wir zerlegen das Quadrat [0, 1]? diagonal in zwei Dreiecke und fiihren fiir beide
die Osgood—Konstruktion zum Parameter ¢ € [0, 1] aus. Fiir 0 < ¢ < 1 erhalten wir einen
einfach geschlossenen Weg y : [0,1] < [0, 1]?, dessen Bild den Flicheninhalt g hat. Im
Grenzfall ¢ = 1 erhalten wir eine surjektive stetige Abbildung y : [0, 1] — [0, 1]
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§C7. Wegmetrik und Geodéten

§C7a. Wege und ihre Linge. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Weg in X ist eine
stetige Abbildung y : [a,b] — X. Diesem wollen wir eine Linge £(y) € [0, oo] zuordnen.

Hierzu betrachten wir zunichst eine Partition P = {a =19 <t} < ... <t, = b} des
Definitionsintervalls [a, b] und definieren als Niherung der Weglinge die endliche Summe

(y,Py=Y 0 d(ylt1). 7).

Bei Verfeinerung P’ O P gilt £(y, P’) > £(y, P) dank Dreiecksungleichung der Metrik d.
Wir gehen zu immer feineren Partitionen iiber und definieren die Linge als Supremum:

Definition C7A. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Léinge eines Weges v : [a,b] — X ist

Uy) = sup{zzzld(y(tk_l),y(tk)) ( neEN, a=tg<t;<..<ty=Dh }

Ist das Supremum endlich, so nennen wir den Weg y rektifizierbar. (Rektifizieren heiflt be-
gradigen; anschaulich kénnen wir den Weg mit einem Faden abmessen und gerade ziehen.)

Beispiel C7B. Sei X ein Vektorraum mit Norm |—|, etwa X = R” mit euklidischer Norm.
Zux,y € Xseiy:[0,1] = X gegeben durch y(¢) = (1—t)x+1ty = x +t(y —x). Fiir jede
Partition P gilthier £(y, P) = > j—; (tx —tx—1)|x —y| = |x — y|, also auch £(y) = |x — y|.

In der Analysis und Differentialgeometrie lernen Sie die praktische Integralformel:

Satz C7C. Sei X ein Vektorraum mit Norm |—|, etwa X = R? mit euklidischer Norm. Ist
y :la,b] — X stiickweise stetig differenzierbar, so ldsst sich die Wegldnge berechnen durch

b
am=[ZW%nm

Insbesondere gilt die Abschiitzung £(y) < (b —a)max|y’| < oo, somit ist y rektifizierbar.

BEWEIS. Sei P = {a =fhh<t1<...<tp= b}, so dass y auf jedem Teilintervall [t _1, ]
stetig differenzierbar ist. Dank HDI und Dreiecksungleichung gilt fiir jedes k = 1,...,n:

173 tr
"(t)d ! dr.
qua)tfl ()] de

k—1
Summation tiber k = 1,...,n beschert uns die Ungleichung £(y, P) < fab ly/(¢)|dz.

[y (te) —y(te—1)| =

Fiir das Supremum iiber alle Partitionen P erhalten wir £(y) < [ ab ly'(t)|df < oo.

Wir zeigen nun, dass die Weglidngenfunktion s : [a,b] — Rxo mit s(7) := €(y|[4,1])
stiickweise stetig differenzierbar ist mit s'(¢) = |y/(¢)|. Fir tp_y <t <t +h < t; gilt

s(t+h)=s@) =Ly lie4n) = ly (e +h) —y@)].
Zusammen mit der oberen Abschitzung durch das Integral erhalten wir

ye+h)—y@)| s@+h)—s@) 1 fh
) < 55[ Y (o)) dr.

Fiir 7 — 0 geht die linke Seite gegen |y’(7)|, dank HDI auch die rechte. Somit ist s
differenzierbar mit s'(¢) = |y’(¢)]. Mit s(a) = 0 folgt s(¢) = fat ly'(7)|dz. O
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Die Definition der Weglinge lisst sich auch in metrischen Situationen nutzen, in denen
die Differentialrechnung nicht zur Verfiigung steht. Hierzu ein klassisches Beispiel:

Beispiel C7D (Koch—Kurve). Wir konstruieren Wege y;, : [0,1] — R? der Linge £(y,) =
(4/3)", die gleichmiBig gegen den Weg y : [0, 1] — R? der Linge £(y) = oo konvergieren.

0 1 OIS, 1 PN P

Der Weg yo interpoliert affin zwischen 0 — 0 und 1 — 1. Sei der Weg y, bereits
konstruiert; er interpoliert fiir jedes k = 1,2,...,4" affin zwischen (k —1)4™" +— a und
k47" — b. Wir setzen v = (b—a)/3. Der Weg y,+1 : [0, 1] = C interpoliert affin zwischen
(k —1)4™" +— a und k4™" — b mit neuen Zwischenpunkten (4k —3)4=""1 - a 4+ v und
(4k—2)4" Vs a+v+e™3yund (4k—1)4" 1 b—v.

Nach Konstruktion gilt £(y,) = (4/3)". Zudem ist y, eine Cauchy—Folge beziiglich der
Supremumsnorm, denn |y, — Yn+1l[0,1] = 377=1./3/2. Somit konvergiert (y,)nen gegen
eine stetige Grenzfunktion y : [0, 1] — R2. Dieser Weg hat unendliche Linge, £(y) = oo,
denn die Partition P, = {k47" |k =0,1,...,4" } ergibt £(y, Pp) = L(yn) = (4/3)" — 0.

Der Weg v ist injektiv und stetig, aber nirgends differenzierbar. Die so entstehende
Koch-Kurve K = y([0,1]) C R? ist homéomorph zum Intervall vermoge y : [0,1] = K.
Sie wurde 1904 von Helge VON KOCH vorgestellt, als eines der historisch ersten Fraktale.
Trotz ihrer einfachen Konstruktion zeigt sie bereits eine faszinierende Komplexitiit.

Wir betrachten auf [0, 1] neben der euklidischen Metrik d(x,y) = |x — y| auch die
Koch—Metrik e(x,y) = |y(x) — y(»)|. Beide definieren dieselbe Topologie auf [0, 1], aber
ihre metrischen Eigenschaften sind sehr verschieden: In ([0, 1], d) haben Wege die iibliche
Linge, in ([0, 1], ) hingegen hat jeder nicht-konstante Weg unendliche Linge!

Lemma C7E (Weglinge). Fiir die Weglinge £ : € ([a,b], X) — [0, 00] gilt:

(0) Positivitdt: Fiir jeden Weg y : [a,b] — X gilt £(y) = d(y(a),y (b)) = 0.
(1) Definitheit: Genau dann gilt £(y) = 0, wenn der Weg y konstant ist.
(2) Symmetrie: Es gilt £(y) = L(y) fiiry : [a,b] = X :t — y(a+b—1)
(3) Additivitit: Fiir alle a <t < b gilt £(y|[q,p]) = €(V|[a,r]) + £V |[2.6])-
(4) Es gilt £L(y) = L(y o @) fiir jeden Homdomorphismus ¢ : [a’,b'] = [a,b],
oder allgemeiner fiir jeder monotone Surjektion ¢ : [a’,b'] —» [a,b].
BEWEIS. Beweisen Sie diese Aussagen als (technisch leichte) Ubung. U

# CTE. Aussage (0) folgt aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (C27). Aussage (1) folgt aus der
Definitheit der Metrik d: Falls y(a) # y(¢) firein a <t < b, so folgt £(y) > d(y(a),y(t))) > 0. Aussage (2)
Folgt aus der Symmetrie der Metrik d. Aussage (3) folgt, indem man nur Partitionen P mit ¢ € P betrachtet:
Dann giltﬁ(ﬂ[a,b], P)= K(V‘[a,t]*P/)'f'e(V'[t,b]’ P”) mitP ={a<...<t<...<b}und P = {la<...<t}
und P” ={t <... < b}. Genauer: Jede Partition P von [a, b] zerlegen wirin P’ = P N[a,t]und P” = P N[t,b],
und umgekehrt vereinigen wir (P’, P”) zu P = P’ U P”. Ubergang zum Supremum iiber alle P bzw. iiber alle
(P’, P") ergibt die ersehnte Gleichung £(y|[4,5]) = £(¥l[a,1]) + £(¥|[2,5])-

(4) Jeder Homdomorphismus ¢ : [a’,b’] = [a,b] ist streng monoton (D2F). Fiir die folgende Rechnung
geniigt, dass ¢ eine monotone Surjektion ist, also stetig (D2F) und wachsend mit ¢(a’) = a und ¢(b’) = b oder
fallend mit ¢(a’) = b und ¢(b") = a. Aus jeder Partition Q von [a’, b’] wird eine Partition P = ¢(Q) von [a, b],
somit gilt £(y o, Q) = £(y, P) <{(y), und als Supremum iiber Q erhalten wir £(y o) < £(y). Umgekehrt ist
jede Partition P von [a,b] das Bild einer Partition Q von [a’,b’], somit gilt £(y, P) = L(y o, Q) < £(y o @),
und als Supremum iiber P erhalten wir £(y) < £(y o ¢). Wir schlieBen hieraus £(y) = £(y o ¢).
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§C7b. Parametrisierung nach Weglinge. Jeden Weg y : [a,b] — X konnen wir durch
Homdomorphismen ¢ : [a’,b'] = [a,b] umparametrisieren, allgemeiner sogar durch jede
beliebige monotone Surjektion ¢ : [a’, b'] — [a, b], ohne die Weglinge zu dndern (C7E). Be-
sonders schon und niitzlich ist die Parametrisierung nach Wegléinge: Der Weg y : [a,b] — X
heiBt nach Weglinge parametrisiert, wenn £(y|[4,s)) =t —a fiir alle 7 € [a, D] gilt.

Beispiel. Sei (X, |—|) ein normierter Vektorraum, etwa der euklidische Raum R”. Fiir stetig
differenzierbare Wege y : [a,b] — X haben wir die Integralformel C7C. Parametrisierung
nach Weglinge bedeutet |y’(¢)| = 1 fiir alle z € [a, b]. Anschaulich beschreibt ¢ — y(¢) die
Bahn eines Teilchens zur Zeit ¢ € [a,b], und dieses bewegt sich mit konstanter Absolutge-
schwindigkeit |y’(z)| = 1, lediglich die Bewegungsrichtung in X kann variieren.

Satz C7F. Fiir jeden Weg y : [a,b] — X endlicher Liinge L := £(y) < oo gilt:

(1) Die Wegléinge s : [a,b] — [0, L] : t = £(y|[q,r]) ist stetig, monoton und surjektiv.
(2) Demnach existiert genau ein Weg y :[0,L] — X mity =y os.
(3) Dieser erfiillt £(y |[0,7]) = T fiir alle T € [0, L].

Wir sagen, dieser Weg y entsteht aus y indem wir nach Weglidnge parametrisieren.

BEWEIS. Diese Konstruktion und die notigen Aussagen sind eine technisch anspruchsvolle
Ubung. Hinweis: Nutzen Sie zur Vorbereitung das vorangegangene Lemma C7E. g

# C7F. (1) Monotonie folgt aus C7E dank Positivitdt und Additivitdt. Stetigkeit ist schwieriger. Es geniigt
folgender Spezialfall: Fiir 1 \, a zeigen wir s(¢) N\ s(a) = 0. Dank Additivitdit C7E gilt dann: Aus ¢ \ fo
folgt s(t) \ s(tp) fiir alle #¢ € [a,b]. Dank endlicher Linge L folgt hieraus der linksseitige Grenzwert durch
Umkehrung des Weges: Aust " to folgt s(¢) /" s(to), denn s(t) = L —€(y|[s,p) = L —£(V|[a,a+b—1])-

Wir beweisen nun die Behauptung: Fiir 1 N\ a gilt s(¢) N\, s(a) = 0. Dank Monotonie existiert der Grenz-
wert limy\ o 5(1) =: A. Wir wollen A = 0 zeigen. Wir nehmen A > 0 an und fiihren dies zum Widerspruch.

Es existiert ¢ mit a < ¢ < b sodass £(y|[g,¢]) < 24.Seit € ]a,c]. Wir wissen A < £(y|[4,s]) = A + & mit
0 <& =< A.Im Falle ¢ = 0 gilt £(y|[4,,]) = A fiiralle a < t' <t,also £(y1[ 1) = 0, und somit ist y konstant
auf]a,t]. Da y zudem stetig ist, ist y konstant auf [a, ¢]. Hieraus folgt A = 0. Der Fall ¢ = 0 ist also unméglich.

Wir nehmen nun ¢ > 0 an, also 4 < K(y|[a,,]) = A+ ¢ mit 0 < ¢ < A. Hierzu existiert eine Partition
P={a=ty<t; <...<ty =t} sodass ZZ:] d(y(tr—1),y(tx)) = A+ ¢/2. Dabei muss das Summenende
ZZ=2d(y(tk_1), y(tx)) < ¢ erfilllen, andernfalls wire £(y|[;, ;) > ¢ und dank Additivitdt £(y|[4,,7) < 4.
Hieraus folgt d(y(a),y(t1)) > A—e/2 > A/2 > 0. Das bedeutet aber, dass y im Punkt a nicht stetig ist: Zu
jedem t € ]a,c] existiert wie gesehen ein #1 € Ja,t] mit d(y(a),y(t1)) = A/2 > 0. An diesem Widerspruch
zerbricht unsere Annahme A > 0. Wir schliefien hieraus A = 0: Fiir 1 \( a gilt also s(¢) \ 0 = s(a).

(2) Die Weglidngenfunktion s : [a,b] — [0, L] ist stetig und monoton mit s(a) = 0 und s(b) = L, also
surjektiv dank Zwischenwertsatz C3R. Hieraus folgt die Eindeutigkeit: Aus y = yos = pos folgt = 7, denn
zu jedem t € [0, L] existiert ¢ € [a,b] mit s(t) = 7, also y(t) = Jos(t) =pos(t) = y(1).

Die Existenz von y beweisen wir durch Konstruktion: Zu jedem t € [0, L] existiert ¢ € [a,b] mit s(¢t) = .
Es kann mehrere Werte geben: Dank Monotonie und Stetigkeit bilden diese ein abgeschlossenes Intervall:
s~Y({z}y) = [¢'.t"] C [a.b). Hierauf ist die Weglingenfunktion s konstant, also auch der Weg y, also y(7) =
y(t') fiir alle ¢ € [t/,¢”]. Wir setzen daher 7(7) := y(¢) und erhalten y : [0, L] — X mity = y os.

Es bleibt die Stetigkeit der so konstruierten Abbildung y nachzuweisen. Wir betrachten hierzu eine Folge
tn /' T. In obigen Bezeichnungen sei s ™! ({t,}) = [t},,1/'] C [a,b]. Dank Monotonie und Stetigkeit von s gilt
t;, /' t'. Wir schlieBen 7 (tn) = y(t;,) = y (') = 7(x) dank Stetigkeit von y. Der Fall 7, \, 7 ist analog: Hier
gilt 7;) \ ¢, also 7 () = y(t;)) — y(t”") = 7(x) dank Stetigkeit von y. Somit ist J stetig.

(3) Die erhoffte Weglinge £(7[o,7]) = T lesen wir nun leicht ab: Zu jedem t € [0, L] existiert ein Urbild
t € [a,b] mit s(¢) = 7. Die Einschréinkung der Weglingenfunktion zu s|[, ;] : [@,¢] — [0, 7] ist monoton und
surjektiv. Dank C7E folgt nun £(¥|[g,]) = £(7 0 $l[a,s]) =LV [a,s) =sE) = 7.
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§C7c. Wegmetrik. Zum metrischen Raum (X, d) definieren wir seine Wegmetrik durch
d:XxX —[0,00]:(x,y) r—>inf{£()/) } y :[0,1] = X stetig, y(0) = x, y(1) = y}.

Dies ist tatsdchlich eine Metrik dank C7E. Man nennt sie auch die intrinsische Metrik
des Raumes (X, d). Fiir jeden Weg y von x nach y in X gilt £(y) > d(x, ), folglich gilt
d(x,y) = d(x,y). Realisiert ein Weg y von x nach y das Infimum, also £(y) = d(x,y), so
nennen wir y einen kiirzesten Weg von x nach y im Raum (X, d).

Wir nennen (X, d) einen Léingenraum, engl. length space, wenn d = d gilt, das heift,
zu x,y € X und & > 0 existiert ein Weg y von x nach y in (X,d) mit £(y) < d(a,b) +¢.

Ubung C7G. (1) Sei X ein Vektorraum mit Norm |—| und Metrik d(x,y) = |x — y|,

etwa der euklidische Raum X = R”. Dies ist ein Lingenraum, also & = d.

(2) Im Raum R” mit euklidischer Metrik gibt es zwischen je zwei Punkten x,y € R”
genau einen kiirzesten Weg y : [0,1] — R” bis auf Umparametrisierung, genauer:
y(t) = (1—¢())x + ¢(¢) mit ¢ : [0,1] — [0, 1] monoton wachsend und surjektiv.

(3) Im Raum R” mit Taximetrik gibt es zwischen x,y € R” im Allgemeinen unendlich
viele kiirzeste Wege. Genau dann ist y : [0, 1] — R” ein kiirzester Weg von x = y(0)
nach y = y(1), erfiillt also £(y) = d(x, y), wenn jede Komponente y; monoton ist.

B e Y
b N
jeifaiminss
fSgsaseses
- —
\'
Kiirzeste Wege in(t( = R? <\ Int[a, b] ol

Bestimmen Sie zu folgenden Teilrdumen (X, d) des euklidischen Raumes R” jeweils
die Langenmetrik durch eine explizite Formel. Beweisen Sie Ihre Formel. Welche Punkte
x,y in (X, d) lassen sich durch einen kiirzesten Weg verbinden? sogar eindeutig?

(4) Singularitit: X = R"” \ {a}.

(5) Hindernis: X = R? \ Int[a, b].

(6) Einzelspalt: X = {(x,y) e R? | x #0V|y| <1}.

(7) Sphire: X =S" ! = {x € R" | |x|p = 1 }; es geniigt n = 2,3.

(8) Wiirfelrand: X =46[—1,1]" ={x e R? | |x|0o = 1 } fiirn =2,3.
# C7G. (1) Fur jeden Weg y von x nach y im Raum (X,d) gilt £(y) > d(x,y). Gemds C7B hat der gerade
Wegy:[0,1] > X :t — (1—t)x +ty die Linge £(y) = d(x, y), realisiert also das Minimum.

(2) Die euklidische Metrik ist invariant unter Drehung und Verschiebung. Wir konnen daher x =0 und y =
aeq mita € R>¢ annehmen. Dann ist y : [0, 1] — R” genau dann ein kiirzester Weg von x nach y, wenn y(t) =
(y1(2),0,...,0) gilt mit einer monoton wachsenden Funktion y; : [0, 1] — [0, a]. Die Implikation ,,<=* ist klar.
Fiir ,,= “ schlieBen wir zunéchst y; (t) # 0 firi =2,..., nund ¢ € [0, 1] aus, dank strikter Dreiecksungleichung.
SchlieBlich muss y; monoton wachsend sein, da sonst £(y) > a gilt.

(3) Die explizite Aussage enthilt bereits die Losung, analog zu (2). Zur Veranschaulichung betrachte man
x = (0,0) und y = (1, 1) in RZ; hier gibt es unendlich viele verschiendene kiirzeste Wege!
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(4) Wir betrachten zwei Punkte x, y in (X, d). Im Falle a ¢ [x, y] konnen wir x und y durch den geraden
Weg verbinden, also d(x,y) = d(x,y) = |x — y|. Im Falle a € [x, y] geniigt ein beliebig kleiner Umweg y;
mit £(yg) <d(x,y)+1/k, also d(x,y) = d(x,y). Allerdings gibt es in diesem Falle keinen kiirzesten Weg!

(5) Wir kénnen a # b annehmen, andernfalls reduziert sich das Problem auf (4). Nach Drehung seia = —ejp
und b = +e1. Wir miissen dem offenen Geradensegment Int[a, b] ausweichen. Anhand einer Skizze finden wir:

d(x,y)=|x—y| falls [x, y] NInt[a,b] = @
min{d(x,a)+d(a,y), d(x,b)+d(b,y)} falls[x,y]NInta,b] #J,

Im ersten Fall [x, y] N Int[a,b] = @ konnen wir x und y durch den geraden Weg verbinden, also d(x,y) =
d(x,y). Es bleibt der zweite Fall: (a) Sei zunéchst x, y ¢ aff(a,b). Die beiden Wege von x iiber a bzw. b nach
y zeigen die Ungleichung ,,<“. Die Umkehrung ,,>* folgt aus dem Zwischenwertsatz beziiglich der ersten
Koordinate: Jeder Weg y von x nach y schneidet die Gerade aff(a,b), also £(y) > d(x,a) + d(a,y) oder
£(y) > d(x,b)+d(b,y). (b) Es bleibt nur noch der Fall Int[a, b] C [x, y] C aff(a, b); dies 16sen wir wie in (4).

(6) Die Wegmetrik finden wir genauso wie in (5). In (X,d) konnen je zwei Punkte x,y durch einen
kiirzesten Weg verbunden werden, und dieser ist sogar eindeutig (wie immer bis auf Umparametrisierung).

(7) Wir betrachten die Kreislinie S! ¢ R? = (C mit der euklidischen Metrik d. Seien x,y € S!. Nach
Drehung / Spiegelung diirfen wir x = 1 und y = ¢!* mit 0 < s < 7 annechmen. Der Weg y : [0,5] — S mit
y(t) = i verbindet x mit y und hat Linge £(y) = s. Kiirzer geht es nicht, also gilt &(x,y) = s.

d(x,y) =

Fiir S"~! C R” gilt sinngemiB dasselbe: Je zwei Punkte x # y in S* ! spannen eine Ebene E C R” auf.
Der Schnitt S = S”~1 N E ist ein Kreis in £ = R2, und die Wegmetrik von x nach y in bestimmt sich wie in
S! ¢ R? in Polarkoordinaten. Der Fall n = 3 entspricht der sphrischen Geometrie auf der Erdoberfliche. Fiir
diametrale Punkte y = —x gibt es mehrere kiirzeste Wege, andernfalls ist die kiirzeste Verbindung eindeutig.

(8) Wir betrachten den Quadratrand X = §[—1,1]> C R2. Liegen x,y € X in derselben oder in benach-
barten Kanten, so ist &(x, y) die Taximetrik, also d(x,y) = |x; — y1| + |x2 — y2|. Liegen x, y in gegeniiber-
liegenden Kanten, etwa x; = —1 und y; = +1, so kommen zwei Wege in Frage, mit Linge 4 — x, — y» bzw.
4+ x2 + y2, und man wihlt den kiirzeren. Kiirzer geht es nicht. Der Wiirfelrand ist knifflig, sieche C7L.

Bemerkung. Wegen d > d ist die Wegmetrik & feiner als d (C31). Genau dann sind d
und & topologisch dquivalent, wenn zu jedem x € X und ¢ € R>¢ ein § € R~ existiert,
sodass fiir alle y € X mit d(x, y) < 6 auch d(x,y) < ¢ gilt, also ein Weg y von x nach
y existiert mit Linge < e. Zur Aquivalenz von d und & geniigt es nicht, dass (X, d) lokal
wegzusammenhingend ist. Die Koch—Kurve (C7D) ist ein Gegenbeispiel: d ist diskret!

Hier ein noch verbliifferendes Beispiel zur Warnung: ‘ZW
Beispiel C7H (Koch—Kegel). Wir fiigen drei Kopien der g ‘

Koch-Kurve zu einer einfach geschlossenen Kurve C C R? K
zusammen, also C = S!. Hieriiber betrachten wir den Kegel

={(x,xy,xz) e R | x>0, (y,2)eC}.

Auf X C R? haben wir die euklidische Metrik d = dx; die ,
Wegmetrik & hingegen ist die franzosische Eisenbahnmetrik! & sz

Radiale Wege in X haben die iibliche Linge, alle anderen haben unendliche Linge.

) vgvsv

bal

vgusv

Genauer: Zu jedem Homoomorphismus ¢ : S! =% C : s+ (y(s),z(s)) erhalten wir

vIRZ X, y(rs) = (Ly(s).2(s))

1+ y(S)2 +y(s)?
fir alle r € R und s € S!. Dies ist ein Homdormorphismus v : (R?, dguia) = (X.d)
und zugleich eine Isometrie ¥ : (R?, dsneg) =2 (X, d).
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§C7d. Schneeflockenmetrik. Aquivalente Metriken sind topologisch betrachtet aus-
tauschbar, sie konnen aber geometrisch vollig unterschiedliche Eigenschaften haben:

Ubung C71. Zur Metrik d : X x X — [0,00] sind die gestauchte bzw. gestutzte Metrik
d’,d* : X x X — [0, 1] dquivalent, definieren also dieselbe Topologie auf X (C3L).

(1) Wie dndert dies die Lénge von Wegen y : [0, 1] — X beziiglich d,d’,d*?

Zu jeder Metrik d : X x X — [0,00] und 0 < & < 1 ist die Schneeflockenmetrik d’ = d®
topologisch dquivalent, definiert also dieselbe Topologie auf X (C31).

(2) Jeder nicht-konstante Weg y : [0, 1] — X hat unendliche Linge beziiglich d’ = d¢.
Dies zeigt, dass selbst einfache Begriffe wie die Weglidnge schnell zerbrechen konnen.

Umgekehrt nennen wir d’ eine p—Metrik fiir 1 < p < oo, wenn d = d’? eine Metrik
ist, also d'(x,z)? <d'(x,y)? +d'(y,z)? fiir alle x,y,z € X gilt. Fiir p = 1 ist dies die
ibliche Dreiecksungleichung, 1-Metriken sind also schlicht Metriken. Im Falle p = oo ver-
langen wir entsprechend d’(x,z) < max{d’(x,y),d’(y,z)}; eine solche co—Metrik nennt
man iiblicherweise Ultrametrik. Ist d’ eine p—Metrik, so ist d’ eine g—Metrik fiir alle
1 <g < p <o0o. Ein Raum (X,d) heiit eine p—Schneeflocke, fir 1 < p < oo, wenn er
bilipschitz-homéomorph ist zu einen p—metrischen Raum (X', d’).

(3) Untersuchen Sie die Koch-Kurve K C R? aus Beispiel C7D mit euklidischer Metrik.
Ist sie eine Schneeflocke im gerade erklirten Sinne? Fiir welche Exponenten p?

# CT71. (1) Die Wegléinge ist beziiglich aller drei Metriken d,d’,d™* gleich! Zum Beweis vergleichen wir
zundchst d und d* = fod mit f :[0,00] — [0,1] : £ — max{1,z}. Es gilt d* < d, also £zx(y) < L4(y).
(Warum?) Wir zeigen umgekehrt £;(y) < £z+(y). Im Falle £ x(y) = oo ist das trivial. Andernfalls ist y
rektifizierbar beziiglich d*. Nach Umparametrisierung sei y : [a,b] — X nach d*-Wegliinge parametrisiert.
Gegeben sei eine Partition P = {a =19 <t <... <ty = b}. Nach Einfiigen von Zwischenpunkten kénnen wir
tk—1 —tg| < 1firallek =1,...,n annehmen. Es gilt d * (y (tx—1), ¥ (&) < La> V[, ) = lte—1 — | = 1.
In diesem Bereich gilt d(y (tx_1), y(tx)) = d* (y(tx—1). v (t%)), also £4 (y, P) = £ 4+ (y, P). Wir bilden rechts
das Supremum und erhalten £ (y, P) <€ +(y). Wir bilden links das Supremum und erhalten £ ; (y) <€z (y),
wie gewiinscht.

Wir vergleichen nun d und d’ = fod mit f :Rx>¢ —[0,1]:7 — ¢ /(1+¢). Wie zuvor gilt auch hier d’ < d,
also £4/(y) < £4(y). Wir zeigen umgekehrt £;(y) < £4/(y). Die Funktion f ist ¥°°—glatt mit Ableitung
i)y =0—=0)/A+1)2, also f(t)/t 7 f/(0) =1 fiir £ \, 0. Zu jedem A € ]0, 1] existiert demnach ein § €
R~q, sodass At < f(¢) fiir alle ¢ € [0,8]. Wie zuvor sei y : [a,b] — X nach d’-~Weglinge parametrisiert. Sei
P={a=ty<t; <...<ty = b} ecine Partition mit |t _; — ;| < § fir alle k = 1,...,n. In diesem Bereich
gilt Ad(y(tg—1), y () < d'(y(tx—1),v(tx)), also L4 (y, P) < L4/ (y, P). Supremum rechts dann links ergibt
Mg (y) < L4 (y). Dadies fiir alle A €]0, 1] gilt, kénnen wir A 1 betrachten und erhalten £ (y) < €4/ ().

(2) Sei a €0, 1[. Wir vergleichen d und d® = fod mit f :R>9 - Rxso:t—1t% Seiy:|a.b] = X
ein Weg, also stetig beziiglich . Wir haben f(¢)/t = t*~1 /' 400 fiir £ \{ 0; zu jedem A € R existiert
demnach ein § € R, sodass f(¢) > At firalle t € [0,8]. Sei P ={a =1t9 <t1 <... <ty = b} eine Partition
mit |tp_1 — 1| <8 fir alle k = 1,...,n. In diesem Bereich gilt d*(y(tx_1),y(x)) = Ad(y(te—1),v(x)),
also £za (y, P) > M4 (y, P). Supremum links dann rechts ergibt €4« (y) > AL4(y). Im Falle £;(y) = O ist y
konstant, also nichts zu beweisen. Im Falle £;(y) = oo folgt sofort £z« (y) = oco. Sei also £4(y) € Rsp. Da
Lga(y) = Mg (y) fur alle A € R gilt, konnen wir A " 0o betrachten und erhalten £« (y) = oo.

(3) Die Koch—Kurve ist eine p—Schneeflocke im Sinne der obigen Definition fiir p = In(4)/1In(3). Dies
ist auch unter anderen Definitionen ihre fraktale Dimension, zum Beispiel im Sinne der Hausdorff—~Dimension.
Ich fiihre dies hier nicht weiter aus, aber vielleicht haben Sie Freude daran, es auszutiifteln.
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§C7e. Geoditen. Aus der Geometrie des euklidischen Raumes R” haben wir zentrale
Begriffe extrahiert, insbesondere Skalarprodukt und Norm (C1C) sodann Metrik (C2B) und
Topologie (C2L). Diese haben wir bereits analytisch genutzt: Konvergenz (C3A), Stetigkeit
(C3E), gleichmiBige Konvergenz stetiger Funktionen (C3Q), etc.

Zum Abschluss dieses Kapitels komme ich auf klassische geometrische Anwendungen
zuriick; sie haben ihren Ursprung wortlich-historisch in der Erdvermessung. Die mathema-
tischen Methoden eignen sich aber ebenso zur Vermessung anderer Flidchen, des Weltalls,
oder allgemeinerer Rdume, insbesondere Riemannscher Mannigfaltigkeiten; diese sind der
zentrale Gegenstand der Differentialgeometrie.

Bereits jetzt stehen uns niitzliche und sehr anschauliche Begriffe zur Verfiigung:

Definition C7J. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Geodite ist eine stetige Abbildung
y : R D I — X auf einem echten Intervall I mit d(y(s),y(t)) = A|s —¢| fiir alle 5,7 € I.
Die Konstante A € R>¢ nennen wir die Geschwindigkeit von y. Im Falle A = 1 ist y eine
isometrische Einbettung des Intervalls / in den Raum (X, d).

Der metrische Raum (X, d) heiit (eindeutig) geodditisch, wenn sich je zwei Punkte
x,y € X durch eine (eindeutige) Geodite y : [0,1] — X verbinden lassen. Anders gesagt:
(X,d) ist ein Langenraum, d.h. die Metrik d = & ist die Wegmetrik, und zwischen je zwei
Punkten wird das Infimum der Weglinge durch (genau) einen kiirzesten Weg realisiert.

Eine lokale Geodiite ist eine Abbildung y : R D I — X, sodass zu jedem Punkt ¢ € /
ein & > 0 existiert, sodass y |[;—¢ s +5)n1 €ine Geodite ist. Die (zunichst nur lokal definierte)
Geschwindigkeit A € R>¢ ist dann auf dem ganzen Intervall / konstant.

Beispiel. Der Raum R” mit euklidischer Metrik ist eindeutig geoditisch (C7G): Zwischen
je zwei Punkten x, y € R” existiert genau eine Geodite y : [0, 1] — R”, namlich den Weg
y(t)=(1—=1t)x+ty = x +t(y —x) mit Geschwindigkeit A = |y — x]|.

Beispiel. Der Raum X = R” \ {0} mit euklidischer Metrik d ist nicht geoditisch (C7G).
Genauer: Im Falle n > 2 ist (X, d) ein Langenraum, d = d, aber nicht geodétisch, denn x
und —x lassen sich nicht durch einen Weg der Linge d(x,—x) = 2|x| verbinden.

Beispiel. Der Raum R”, n > 2, mit Taximetrik ist geoditisch, aber nicht eindeutig (C7G).
Beispiel. Der Raum R” mit franzosischer Eisenbahnmetrik (C2D) ist eindeutig geodétisch.

Beispiel. Auf der Kreislinie S! C R? ist die intrinsische Metrik d die Bogenlinge: Je zwei
Punkte x, y € S! kénnen wir schreiben als x = ¢! und y = e mits,7 e Rund |s —¢| < 7,
und wir erhalten d(x, y) = |s —¢|. Der Raum (S', d) ist geoditisch, aber nicht eindeutig.
Die lokalen Geoditen sind y : R — S! : ¢ s ¢l(®0T42) mjt Geschwindigkeit ||, sowie ihre
Einschréinkungen y|;. Genau dann ist y|[4, ») minimierend, wenn |A|(b —a) < 7 gilt.

Beispiel. Gleiches gilt sinngemi8 fiir jede euklidische Sphire S* C R”*1 der Dimension
n > 2.Je zwei Punkte x, y € S” liegen in einer Ebene E C R"*!, der Schnitt S” N E = S! ist
ein GroBkreis, und die Wegmetrik d(x, y) berechnet sich wie im vorigen Beispiel. Im Falle
d(x,y) < m gibt es genau eine Geodite y : [0, 1] = S” von x nach y in S”; im verbleibenden
Falle d(x,y) = m hingegen gilt y = —x; und zwischen zwei solchen Antipoden existieren
unendlich viele Geoditen von x nach y in S”.
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Bemerkung. Die Differentialgeometrie untersucht glatte Mannigfaltigkeiten X mit einer
(infinitesimalen) Riemannschen Metrik g, das heiflt einer positiv definiten, symmetrische
Bilinearform g, : T, X x Tp X — R, die glatt vom Punkt p € M abhingt. Die Linge eines
glatten Weges y : [a,b] — X wird durch die Integralformel C7C definiert. Geoditen sind
dann Losungen der Geoddtengleichung, in lokalen Koordinaten Xy, + I}/ X X¢ = 0. Unter
einer Geodcte versteht man in der Differentialgeometrie daher allgemeiner einen lokal kiir-
zesten Weg, wihrend man einen global kiirzesten Weg eine minimierende Geoddite nennt.

Physikalisch ist y : R D I — X die Bahn eines Teilchens, das sich kréftefrei bewegt,
also mit konstanter Geschwindigkeit, es muss lediglich der (eventuell gekriimmten) Form
des Raumes (X, g) folgen. Die Beispiele R” und S” illustrieren dies eindriicklich.

Zur Existenz und Eindeutigkeit von Geoditen halten wir folgendes Kriterium fest:
Satz C7K (Mittelpunkteigenschaft). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum.

(1) Der Raum (X,d) ist (eindeutig) geodditisch genau dann, wenn fiir alle x,y € X (ge-
nau) ein Mittelpunkt z € X existiert mit d(x,z) =d(y,z) = %d(x,y).

(2) Genau dann ist (X,d) ein Lingenraum, wenn fiir alle x,y € X und ¢ € R~¢ ein
e—Zwischenpunkt z € X existiert mit d(x,z),d(y,z) < %d(x, y)+e.

Beispiel. Der Raum R” mit euklidischer Metrik ist eindeutig geodétisch. Hierin ist die
Sphire S"~! € R” mit intrinsicher Metrik geoditisch aber nicht eindeutig geodtisch.

BEWEIS. (1),,=“: Ist (X,d) geoditisch, so existiert zu x,y € X mit Abstand L = d(x, y)
eine Geodite y : [0, L] — X von y(0) = x nach y(L) = y. Es gilt d(y(s),y(t)) = |s —¢|
fiir alle s,¢ € [0, L], also erfiillt z = y(L/2) die Gleichung d(x,z) = d(y,z) = %d(x,y).
»<=*“: Angenommen, es gilt die Mittelpunkteigenschaft. Zu gegebenen Punkten x,y €
X mit Abstand L = d(x,y) definieren wir y : [0,L] — X induktiv fiir alle Zeitpunkte
der Form ¢t = k27" L firn e Nund k = 0,1,...,2". Startpunkt y(0) = x und Zielpunkt
y(L) = y sind vorgegeben. Wir wihlen z € X mitd(x,z) =d(y,z) = %d(x, ¥) und setzen
y(12L) = z. Dies wiederholen wir entsprechend fiir y(1/4L) und y(3/sL). So fortfahrend
erhalten wir y : [0, L] NZ[!/2]L — X mit d(y(s),y(t)) = |s —¢|, also eine isometrische
Einbettung. Da (X, d) vollstindig ist, konnen wir y auf ganz [0, L] fortsetzen: Zu jedem
t €0, L] existiert eine Folge (t;)nen in [0, L] N Z[!/2] L mit ¢, — ¢t. Als konvergente Folge
ist (t,)nen eine Cauchy—Folge, somit auch y(t,),en, dank Vollstdndigkeit also konvergent
in (X,d). Wir setzen y(¢) := limy(¢,). Diese Fortsetzung y : [0, L] — X erfiillt ebenfalls
d(y(s),y(t)) = |s —t|, da die Metrik d stetig ist. Somit ist y eine Geodéte von x nach y.
Angenommen, zu x,y € X gibt es zwei verschiedene Mittelpunkte z # Z. Die vorige
Konstruktion ergibt dann zwei verschiedene Geoditen v,y : [0, L] — X von x nach y.

Angenommen, zu je zwei Punkten x,y € X gibt es genau einen Mittelpunkt z. Zwei
Geoditen y,y : [0,L] — X von x nach y laufen dann durch y(L/2) = y(L/2) = z. So
fortfahrend gilt y(z) = p(¢) fir alle ¢ € [0, L] N Z['/2] L, dank Stetigkeit fiir alle ¢ € [0, L].

(2) ,,=“ Ist (X,d) ein Liangenraum, so existiert zu x,y € X und ¢ € R5¢ ein Weg
y :[0,L] = X von y(0) = x nach y(L) = y mit Linge L = £(y) < d(x,y)+ 2e. Nach
Weglinge parametrisiert gilt d(y(s),y(¢)) < |s —¢] fir alle s,¢ € [0, L], also erfiillt der
Punkt z = y(L/2) die Ungleichungen d(x,z),d(y,z) < %d(x,y) +e.

Die Umkehrung ,,<=* zeigt man wie in (1). Versuchen Sie dies als Ubung. U
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§C7f. Geoditen auf der Wiirfelfliche. Die folgende elementare Knobelaufgabe kann
mit Schulgeometrie geldst werden, erfordert jedoch Kreativitit und vor allem Sorgfalt.

y=(1.1L1)

x=(=1,—-1,—-1)

Ubung C7L. Im euklidischen Raum R3 betrachten wir den Wiirfelrand
X=8-L1P={xeR’||x|loo=1}={x R’ | x; = +1 fiireini =1,2,3}.
Sei d die euklidische Metrik und hierzu & die intrinsische Wegmetrik auf X .

(1) Liegen zwei Punkte x,y € X in einer gemeinsamen Facette von X, so gilt &(x,y) =
d(x,y), und es gibt genau eine Geodite von x nach y in X.

(2) Eine (lokal minimierende) Geodidte y : R D I — X kann in einem der Eckpunkte
x = (%1, %1, 1) starten oder enden, aber nicht durch ihn hindurchlaufen.

(3) Der Raum (X,d) bzw. (X,d) ist lokal isometrisch zur euklidischen Ebene R? in
jedem Punkt x € X ~ {(£1, %1, £1)}, jedoch nicht in den acht Eckpunkten.

(4) Bestimmen Sie den intrinsischen Abstand & (x, y) zwischen den gegeniiberliegenden
Ecken x = (—1,—1,—1) und y = (1,1, 1) sowie alle Geoditen von x nach y.

(5) Erklédren Sie, wie man fiir zwei beliebige Punkte x,y € X den Abstand &(x, y) be-
stimmt und alle Geoditen findet.

¥ C7L. (1) Allgemein gilt & > d. Liegen x, y in einer gemeinsamen Facette, so gilt [x, y] C X, und somit
d(x,y) = d(x,y) mit eindeutiger Geodite (C7G). Das bedeutet: Fiir x im Inneren einer Facette Q sei U = Q.
Fiir x im Inneren einer Kante sei U die Vereinigung der beiden benachbarten Facetten. Fiir x in einer Ecke sei
U die Vereinigung der drei benachbarten Facetten. Fiir alle y € U gilt dann d(x, y) = d(x, y).

(2) Angenommen, y : [a,b] — X mit —2 < a < 0 < b < 2 lduft durch den Eckpunkt y(0) = (1,1,1). Dann
sind y (4,01 und ¥ p] Geradenstiicke in einer gemeinsamen Facette oder in benachbarten Facetten. Machen
Sie eine Skizze: In beiden Fillen kann y nicht minimierend sein.

(3) In jedem Punkt x € X ~ {(£1,=£1,+1)} ist (X, x) lokal isometrisch zur euklidischen Ebene (R?,0):
Liegt x im Inneren einer Facette, so ist dies klar; liegt x im Inneren einer Kante, so konnen wir die beiden
benachbarten Facetten aufklappen und in die Ebene legen. Im Eckpunkt x = (1,1, 1) gilt dies nicht: Der Raum
X ist hier gekrimmt (A5D). Angenommen, es gibe eine offene Umgebung U von x in X und eine Isometrie
f (U, x) == (V,0) auf eine offene Umgebung V von 0 in R?. Eigenschaft (2) zeigt, dass dies unmoglich ist,
denn in V gibt es Geoditen durch 0. Alternativ sehen wir dies so: Es existiert ¢ > 0 mit B(x,e) C U. Wir
wihlen 0 < r < ¢ und betrachten die drei Punkte p; = (1—r,1,1) und p» = (1,1—r,1) und p3 = (1,1,1—r).
Dank (1) gilt d(x, p;) =d(x, p;) =rund d(p;, pj) =d(p;i.pj) = r+/2fiiralle i # j. Die zugehdrigen Punkt
g; = f(p;) in R2 haben Abstand r vom Mittelpunkt f(x) = 0, liegen also auf rS!. Jedoch ist d(g; , qj)= r/2
fiir alle i # j unmoglich, wie man sich leicht iiberzeugt.

(4) Wir entwickeln die Wiirfelfliche wie skizziert in der Ebene und finden einen Weg y von x nach y mit
Linge £(y) = v/42 + 22 = 24/5. Jede lokal minimierende Geod:te y von x nach y lisst sich dank (2) und (3)
so darstellen und erfiillt £(y) > 2+/5, also d(x,y) = 2+/5. Es gibt genau sechs Geoditen von x nach y.

(5) Liegen x, y in einer gemeinsamen Facette, so gilt (1). Liegen x, y in benachbarten Facetten, so kommen
drei lokal minimierende Geoditen in Betracht, und man wéhlt eine kiirzeste. Liegen x, y in gegeniiberliegenden
Facetten, so kommen zwolf lokal minimierende Geoditen in Betracht, und man wéhlt die kiirzeste.
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§C8. Ubungen und Erginzungen

Ubung C8A. Gibt es unstetige additive Funktionen f : R = R, f(x +y) = f(x)+ f()?
Und unstetige multiplikative, f(x-y) = f(x)- f(y)? Und solche, die beides erfiillen?

¥ C8A. Jede Q-lineare Abbildung f : R — R ist additiv. Umgekehrt ist jede additive Funktion f : R — R
auch Q-linear: Aus f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) folgt f(0) =0. Aus f(0) = f(x —x) = f(x)+ f(—x)
folgt f(—x) = — f(x). Per Induktion gilt f(nx) = f(x+...+x) = f(x)+...+ f(x) =nf(x) fuirn e N,
sodann fiir n € Z. SchlieBlich gilt m f(J-x) = f(nx) =nf(x) firn,m € Zmitm # 0, also f(%£x) =L f(x).

(1) Wir konstruieren eine unstetige additive Abbildung f : R — R. Dank Auswahlaxiom erlaubt R als
Q-Vektorraum eine Basis %; wir konnen zudem 1 € & einrichten. Sei f : R — R die Q-lineare Fortsetzung
von f(1) =1und f(b) =0 fiir alle b € # ~ {1}. Sie hat die gesuchte Eigenschaft: f ist additiv, aber nirgends
stetig. Zusatz: Der Graph { (x, f(x)) | x € R} einer unstetigen additiven Abbildung ist dicht in R x R.

(2) Die Funktion sign : R — R mit sign(x) = 1 fiir x > 0 und sign(x) = —1 fiir x < 0 sowie sign(0) =0
ist multiplikativ und {iberall stetig bis auf den Punkt 0. Wie in (1) kdnnen wir sogar multiplikative Funktionen
konstruieren, die nirgends stetig sind. Zu g : R — R definieren wir gx : R — R durch gx(0) = 0 und gx(x) =
sign(x) e® (nlxD) figr x 2 0. Ist g additiv, so ist gx multiplikativ. Ist g nirgends stetig, so auch gx.

(3) Ist f : R — R additiv ist, so auch Q-linear. Ist / multiplikativ, so gilt f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1),
also entweder f(1) =0 oder f(1) = 1. Imersten Fall f(1) =0ist f die konstante Nullfunktion, denn fiir jedes
x eRgilt f(x)= f(1-x)= f(1): f(x) =0- f(x) = 0. Im zweiten Fall f(1) =1 zeigen wir nun f = idg.

Wir wissen zundchst f(x) = x fiir alle x € Q. Dank Vollstindigkeit von R existiert zu jedem r € R> eine
Quadratwurzel a € R>¢ mit a? =r. Fir x, y € R gilt x > y genau dann, wenn x — y = a? fiir ein a € R. Es folgt
f(xX)—f(y) = f(x—y) = f(@®) = f(a)?* = 0, also ist / monoton wachsend. Zusammen mit flg =idg folgt
f =idg. Dies sieht man so: Fiir jedes Element x € R gilt x =sup{a € Q |a < x} =inf{b € Q| b > x }. Dank
Monotonie gilt f(x) > sup f(Q<x) = supQ<x = x und f(x) <inf f(Qx»x) = infQ>x = x, also f(x) = x.

Erlduterung: Es gibt unstetige Abbildungen f : R — R, die additiv sind, und solche, die multiplikativ
sind, aber additiv und multiplikativ sind nur die Nullfunktion und idgr. Damit kniipft diese Aufgabe direkt an
die Konstruktion und Einzigkeit des Korpers (R, 4, -, <) an, insbesondere die Aussage Aut(R, +,-) = {idgr}.

Ubung C88B. Ein Ausflug in die Quantenmechanik als Ubung zu normierten Riumen:

(0) Sei V # {0} ein endlich-dimensionaler Vektorraum, also 0 < dim V' < oo. Dann gibt
es auf V' keine linearen Abbildungen P,Q : V — V mit PQ — QP =idy.

(1) In normierten Algebren mit 1 £ 0 gibt es keine Elemente P, Q mit PQ — QP = 1.
Hinweis: Induktiv folgt PQ" — Q" P = nQ"~! fiir n € N>1, und hieraus 0" = 0.

(2) Sei V # 0 ein Vektorraum und P, Q : V — V linear mit PQ — QP = idy.
Fiir keine Norm auf V' konnen P und Q zugleich stetig sein.

(3) Auf V =%°°(]—r,r[,C) betrachten wir die Operatoren P = d, und Q = x.
Bestimmen Sie ihre Operatornorm beziiglich der Supremumsnorm |—|y auf V.

# C8B. (0) Wir wihlen eine Basis (by,...,b,) von V und stellen lineare Abbildungen als Matrizen das. Fiir
die Spur finden wir tr(PQ — QP) = tr(PQ) —tr(QP) = 0, denn die Spur erfiillt tr(P Q) = tr(QP).

(1) Firn =1 gilt PQ'—Q!'P =1 =100 Gilt die behauptete Gleichung fiir 7, dann auch fiir n + 1
gemi PO" 1 — Q" +1p =(PO—-QP)Q"+Q(PO"—Q"P)= 0"+ 0nQ" ! = (n+1)Q". Dreiecks-
ungleichung und Multiplikativitit der Norm ergeben n|| Q" 1| < 2||P||- | Q] - ||Q™ 1| fiir alle n € N. Fiir
n>2||P|-]|Q]l folgt [|Q™ || =0, also 0"~ = 0. Abwiirts folgt dann Q¥ = 0 fiiralle 1 <k < n.

(2) Angenommen, P und Q wiren stetig beziiglich einer Norm |—| auf V. Das ist gleichbedeutend mit der
Endlichkeit ihrer Operatornormen || P || und || Q ||. Demnach liegen P, Q in der Algebra B (1) mit Operatornorm
mit der Identitit idy # 0 als neutralem Element. Dies widerspricht der Rechnung aus (1).

(3) Es gilt | Q]| = r, nach (2) muss || P|| = oo gelten. Das konnen wir auch konkret nachrechnen: Fiir
fn(x) =sin(nmx) gilt | f|y = 1 aber | P fy|y =n / oo; die Operatornorm ist demnach || P || = oco.
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Erlduterung. In der Quantenmechanik betrachtet man zu f : R — C den Ortsoperator Q = x mit
(Qf)(x) = xf(x) und den zugehorigen Impulsoperator P = —idy mit (P f)(x) = —i f’(x); beide
sind durch die Fourier—Transformation zueinander konjugiert. Es gilt PQ — QP = —i. Wir konnen P
und Q als Operatoren auf dem Vektorraum ¢*° (R, C) aller glatten Funktionen f : R — C betrachten,
denn Pf,Qf : R — C sind erneut glatt. Besser noch betrachtet man P und Q auf dem Schwartz—
Raum & = (R, C) aller schnell fallenden Funktionen f : R — C, das heiBit, f ist beliebig oft
differenzierbar und fiir alle m,n € Nist x™ 9" f beschriinkt. Hierzu gehdren zum Beispiel alle glatten
Funktionen mit kompaktem Triger, und ebenso f(x) = p(x)exp(—x2/2) mit einem Polynom p €
R[x]. Auch auf .¥ operieren P und Q, denn P f und Q f sind erneut schnell fallend. Die Operatoren
P, O konnen jedoch nicht beide zugleich stetig sein, egal welche Norm wir auf . wihlen!

Ubung C8c. Sei C[z*] der C—Vektorraum aller Laurent—Polynome f(z) = Y ke arz*
mit beliebigem Grad » € N und a—,...,a, € C. Dieser Ausdruck definiert eine stetige
Funktion f : C* — C, und die Einschrinkung auf die Kreislinie S! = {z € C | |z| = 1} lie-
fert der trigonometrische Polynom f(e) =Y 7__, ax e Fiir p € {1,2, 00} vergleichen
wir die £Z?—Norm auf C[z*] = C® und die L?—Norm auf €' (S', C):

1 2m »
=Y Jal, A= 5 [ 7@

1) | . . 1)
b= (Selal) k= (5 [ lrenPar)
Flooi=supllal (K€} 1floi=sup{ 12} | <51}

(1) Die lineare Abbildung C[z*] — €(S!,C): f + f|c1 hat trivialen Kern.
(2) Die Abbildungen |—|,. |- : C[z*] — Rxg sind tatsichlich Normen.
(3) Ordnen Sie diese sechs Normen durch eine Kette von Un/Gleichungen.

# C8c. (1) Aus der Fourier—Theorie wissen wir, dass die Funktionen ey, : [0,27] — St : ¢ s ek orthonormal

sind beziiglich des L2—Skalarprodukts { f | g) = ﬁ 02 * f(t)g(¢)dt. (Nachrechnen!) Demnach lassen sich
aus der Einschridnkung f'|g1 die Koeffizienten (ay)¢ey zuriickgewinnen gemil

L T n "
E/moe fle )dt—<€e‘Zk:_nakek>—zk:_nak(ee|€k)—ae-

(2) Wir kennen bereits die {#—Norm |—|, auf C ynd die LP-Norm |—|p auf % (S!,C). Somit ist -l p
auf C[z%] zumindest eine Halbnorm, denn C[z¥] — €(S!,C): f — f |s1 ist eine lineare Abbildung. Dies ist
tatséichlich eine Norm, denn aus || /|| , = 0 folgt f|g1 = 0, und dank (1) schlieBlich f/ = 0.

(3) Es gelten die Ungleichungen | floo < | fll1 = [fl2=Ifl2 =1 flloo =|f11-

Die Ungleichung || /||1 < || £ ll2 < ||/ |loo rechnet man leicht nach. Die £2-Norm auf C[z*] erhalten wir
aus dem Skalarprodukt ( f | g )2 = > g ag by fir f(z) ="y apz¥ und g(z) = >k by z¥, und die L2-Norm
aus dem Skalarprodukt { f | g);2 = ﬁ foz 4 mg (ef")dr. Fiir beide Skalarprodukte sind die Funktionen zk
mit k € Z orthonormal (nachrechnen!), und hieraus folgt die Parseval-Gleichung ( f | g )2 = ( f | &) 2.

Die Ungleichungen | f'|oo < || f|l1 und || f|lco <|f|1 schlieBlich sieht man so: Fiir alle k € Z gilt
1 2 —ikt it 1 2 —ikt it 1 2 it
e f(e)dr| < e[S ()] de = |fED)]de =111
2w t=0 2 t=0

54 t=0
Durch Ubergang zum Supremum iiber k € Z erhalten wir | f |00 < || f||1. Fiir alle z € S! gilt

O =Y az | = Xl 125 = lail =1/ 11

Durch Ubergang zum Supremum iiber z € S! erhalten wir || £ |loo < | f]1.

lag| =
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§C8a. Konvexitit und Stetigkeit. Sei / C R ein Intervall, d.h. fiir alle x < y in 7 und
0<t<linRgilt(1—12)x+ty €[ Eine Funktion f : I — R heiit konvex, wenn
S =t)x+1y) <(1—1) f(x)+1f(y)
fir alle x < yin [ und 0 <t <1 gilt, und streng konvex, wenn
S(A=Dx+r1y) <(A=t)f(x)+1f(y)

fiir alle x < y in / und 0 <t < 1 gilt. Entsprechend heif3it f (streng) konkav, wenn — f
(streng) konvex ist. Das entspricht den obigen beiden Ungleichungen mit > (>) statt < (<).

R
flx
iy =D+ )
Sy
X z ) 1
z=(l=t)x+1y

Beispiele. Die Funktion f : R — R: x +— x? ist streng fallend auf R<o und streng wachsend
auf R>o; sie ist auf ganz R konvex. Die Funktion g : R — R : x + x3 ist streng wachsend
auf ganz R; sie ist streng konkav auf R<g und streng konvex auf Rx.

Fiir jedes p € R>1 ist R — R : x — |x|? konvex, fiir p € [0, 1] hingegen nicht.

Ubung C8p. (1) Konvexitit von f : I — R ist dquivalent zu: Fiir alle x < z < y in I gilt

fO-fx) _fO)-f@)

z—X y—z

(2) Sei I C R ein Intervall und f : I — R konvex. Dann ist f stetig in jedem inneren
Punkt x € I. An den Randpunkten gilt Stetigkeit im Allgemeinen nicht. Genauer haben wir:

Auf jedem Intervall [a, b] im Inneren von / existiert eine Lipschitz—Konstante L € Ry,
das heiBt, f|[4,p) ist L-lipschitz—stetig. Auf ganz I 