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Beispielaufgabe zur Studienwahl

Mathematische Prognose: Welcher Gewinn erwartet Sie?

@ Michael Eisermann, Friederike Stoll

Sie setzen |hren Spielstein auf ein Feld eines Spielbretts,
wie im Bild rechts. In jedem Zug wiirfeln Sie aus, auf wel-
ches Nachbarfeld Sie weiterziehen, auf jedes mit gleicher
Wahrscheinlichkeit. Das Spiel endet am Rand in einem
roten Feld mit dem angegebenen Gewinn. Welchen Ge-
winn erwarten Sie jeweils bei Start in einem weiBen Feld?

Hinweis: Sie konnen sich iiberlegen und dann nutzen,
dass jeder Erwartungswert auf einem weiBen Feld der Mit-
telwert seiner Nachbarn ist.

Zwei einfache Beispiele:
Zu [ 2 ] | [ 14 ] sind die erwarteten Gewinne [ 2 || 8 | [14].

Zu [ 2 ] | | | [ 14 ] sind die erwarteten Gewinne [ 2 || 6 || 10 | [14].

Spiel 1: Welchen Gewinn erwarten Sie auf jedem weiBen Feld?

7 23

Spiel 2: Dieselbe Frage fiir das folgende interessantere Spielbrett. Das zentrale Feld hat nun drei
gleichwahrscheinliche Nachbarn.

7 23
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Stufe 0 / Kurzantwort: In jedem roten Feld = ist der Gewinn wu(z) vorgegeben. Sie suchen fiir jedes
weiBe Feld z seinen Erwartungswert u(z). Dieser soll der Mittelwert seiner Nachbarn sein! Warum? Im
nachsten Zug gehen Sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf eines der n Nachbarfelder 21, 29, . . ., 2,.

Somit ist der erwartete Gewinn auf Ihrem aktuellen Feld u(z) = L[u(z1) + u(2z2) + - - + u(z,)).

Um die Losungen fiir die beiden Spielbretter zu finden, gibt es mehrere Moglichkeiten:

e Durch (gezieltes) Ausprobieren und anschlieBendes Priifen. Das funktioniert hier gerade noch,
wird aber schwieriger, je komplizierter und groBer das Spielbrett und die Auszahlungen werden.

e Durch Ausrechnen der exakten Losung. Hierzu erstellen Sie ein lineares Gleichungssystem und
|6sen es mit dem GauB—Algorithmus aus der Schule. Fiir kleine Systeme gelingt dies per Hand.

e Durch Naherungsverfahren. Raffinierte numerische Verfahren lohnen sich fiir groBe Systeme;
die Naherungslosungen sind zwar nicht ganz exakt, dafiir aber schnell zu berechnen.

Ubrigens gibt es zu jedem der beiden Spiele genau eine Losung. Anschaulich mag das aus der
Aufgabenstellung plausibel erscheinen, dahinter verbirgt sich ein interessanter mathematischer Satz.

Stufe 1 / Ausfithrung: Zunachst zu Spiel 1. Die / eine Losung ist gegeben durch:
7 9 11 13 15 17 19 21 23

Wenn Sie einen solchen Losungskandidaten erst einmal (geraten / beschafft / berechnet) haben, dann
ist die geforderte Mittelwerteigenschaft leicht nachzupriifen. Hier gilt sie jedenfalls. Das erklart noch
nicht, wie Sie eine Losung liberhaupt erst finden, und warum es keine weiteren Losungen gibt. Das
erklaren wir nun ausfiihrlicher. Die gesuchten Erwartungswerte bezeichnen wir mit uy, us, . . ., u7:

+d0 +d1 +d2 +d3 +d4 +d5 —|—d6 —|—d7
TN ST N TN TN TN TN TN N

Ug="7 U1 Ug Uus Uy Us Ug Uz ug=23

Das Feld 1 erfiillt die Mittelwerteigenschaft u, = %(uo + ug), also 2u; — uy = 7. Genauso stellen

wir die Gleichung zu jedem Feld 2,3,...,7 auf und erhalten so das lineare Gleichungssystem
2u7  —Us 7
—uy  +2us —us = 0
—Uy F+2uz —uUy = 0
—u3 +2uy —us = 0
—ug +2us  —ug = 0
—us +2ug —uy = 0
—ug +2u; = 23

Dieses System lasst sich mit etwas Miihe von Hand |6sen. Wesentlich einfacher gelingt dies, wenn wir
nicht die Erwartungswerte u; betrachten, sondern die Differenzen dy = uy — ug, dy = ug — uq, ...,
d7 = ug —uy. Diese erfiillen dy+dy+---+d7 = 23—7 = 16. Fiir jedes Feld i = 1,2, ..., 7 bedeutet
die Mittelwerteigenschaft u; = %(Ui_1 + uir1) nun u; = %(uZ —di1 +u; +d;), also d; = d;_;.
Alle d; sind demnach gleich und in der Summe gilt 16 = dy + d; + - - - + d7 = 8dy. Folglich ist die
eindeutige Losung dy = d; = - -+ = d; = 2. So finden wir (durch Rechnung, nicht durch Raten) die
oben vorgeschlagene Losung und konnen auBerdem garantieren, dass es keine weitere Losung gibt.
Mathematikerlnnen sprechen in diesem Fall von Existenz und Eindeutigkeit der Losung.



Nun zu Spiel 2. Mit demselben Trick ldsst sich auch das zweite Spielbrett effizient 16sen! Wir
iiberlegen uns zuerst wie in Spiel 1, dass in jedem der drei Arme die Differenzen gleich bleiben:

+dy +d, +d, +d, +dy +ds +d,y +dy
TN T N TN TN T N T N T N N

Ug="7 Uy U U3 Uy Us Ug Uy ug=23
o)
U1 +ds
U1 =5 +ds

Es gilt dann 7+4d, = 23+ 4dy = 5+ 3d3, denn dies ist der Erwartungswert im mittleren Feld 4. Die
Mittelwerteigenschaft fiir dieses Feld besagt auBerdem d; + ds + ds = 0. Dies fiihrt zu folgendem
linearen Gleichungssystem mit drei Gleichungen in drei Unbekannten:

4d1 —4d2 == 16

Ady —3d; = -2

dl +d2 +d3 = O

Sie finden die eindeutige Losung d; = 1, dy = —3, d3 = 2. (Probe!) Die Lésung ist somit:
+1 +1 +1 +1 -3 -3 -3 -3
LN TN TN N T N N TN TN
7 8 9 10 11 > 14 17 20 23

9 > +2
7 > +2
5 +2

Als dritte Losungsidee raten Sie eine beliebige Naherungslosung; diese wird noch nicht exakt richtig
sein, aber Sie kdnnen den Fehler schrittweise korrigieren. Am einfachsten gelingt dies mit einer Ta-
bellenkalkuklation, die Sie in der Riickmeldung zur Aufgabe im Studienwahl-Kompass herunterladen
konnen. Sie konnen diese mit LibreOffice 6ffnen und selbst experimentieren: Fiir ¢ = 0 geben Sie
beliebige Startwerte vor und der Computer berechnet schrittweise die Mittelwerte, zum Beispiel:

Zet O] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7|08 9] 1o[iE
O|f 7.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00|23.00( 0.00| 0.00 | 5.00
1| 700 350| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00|11.5023.00, 0.00| 2.50 | 5.00
2|l 00| 350| 1.75| 0.00| 0.00| 0.00| 5.75|{11.50/23.00| 1.25| 2.50| 5.00

31 700 438| 1.75| 0.88| 0.42| 288 | 5.75|14.38[23.00 1.25| 3.13 | 5.00
41 7.00| 438| 2.63| 1.08| 1.67| 3.08| 8.63|14.38123.00| 1.77| 3.13 | 5.00

10 |f 7.00| 571 | 5.04 | 458 | 5.67| 8.33|12.79|17.46[23.00, 453 | 4.70 | 5.00
11 700 6.02| 5.15| 535 | 5.82| 9.23|12.90|17.89[23.00, 5.18 | 4.77 | 5.00
12| 7.00| 6.07| 569 | 548 | 659 | 9.36 | 13.56| 17.95[23.00| 5.29 | 5.09 | 5.00
13 700 6.34| 578 | 6.14| 6.71|10.07 | 13.65| 18.28 | 23.00| 5.84 | 5.15| 5.00

83| 7.00| 8.00| 9.00| 9.99|10.99|13.99|17.00|20.00|23.00 4 9.00| 7.00| 5.00
84| .00 | 8.00| 9.00|10.00|11.00| 14.00| 17.00 | 20.00| 23.00 | 9.00 | 7.00 | 5.00

Sie sehen ein erstaunliches Phanomen: Die Werte stabilisieren sich fiir groBe ¢. Mathematikerlnnen
sprechen von Konvergenz gegen einen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist die gesuchte (exakte) Lésung!
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Stufe 2 / Was will und soll diese Aufgabe?

Nach der Losung dieser Aufgabe erlautern wir als Riick- und Ausblick, warum wir diese Problemstel-
lung mathematisch interessant finden und inwiefern sie reprasentativ ist fiir das Mathematikstudium.

Priifen vs Finden. An unseren beiden Beispielen erkennen Sie zunachst folgendes Grundprinzip:

e Es ist oft leicht, fiir eine vorgelegte Losung die Probe zu machen.
e Es ist meist schwerer, selbst (eine oder alle) Lésungen zu finden.

Das ist eine grundsatzliche Asymmetrie: Nach miihsamer Rechnung lohnt sich die leichte Probe; das
geht rasch und enttarnt Rechenfehler. Wenn Sie diesen Trick nutzen, arbeiten Sie treffsicherer und
effizienter. Auch in der Programmierung sind Proben durch test cases niitzlich. Ahnlich ist es bei
einem mathematischen Satz leichter, einen Beweis nachzuvollziehen, als selbst einen zu entwickeln.
Im Mathematikstudium lernen Sie beide Seiten: sorgfaltiges Priifen und kreatives Entwickeln.

Viele Anwendungen, gemeinsame Struktur. Unsere Beispielaufgaben und ihre Losungsmethoden
sind nicht nur fiir Spiele interessant, sondern treten in liberraschend vielfdltigen Anwendungen auf:

e Hooke: Ein I oder Y-formiges Netz aus ideal leichten Federn wird am Rand auf verschiedenen
Hohen fixiert. Auf welche Ruhelage pendelt es sich ein? Wir finden dieselben Gleichungen!

e Kirchhoff: An eine I oder Y-formige Schaltung aus gleichen Widerstanden werden am Rand
feste elektrische Spannungen angelegt. Welche Spannungen messen Sie im Inneren?

e Warmeleitung: Ein I- oder Y-férmiges Werkstiick wird an den Randern auf konstante Tem-
peratur beheizt. Wie verteilt sich die Warme im Inneren? Zur Vereinfachung unterteilen wir
das Werkstiick in kleine Elemente. Wieder finden wir dieselben Gleichungen!

All diese Beispiele fiihren auf ein und dasselbe mathematische Problem, daher sind auch die Metho-
den und Losungen dieselben. Abstraktion strukturiert und vereinfacht! Die Techniken funktionieren
allgemeiner fiir endliche Graphen, bestehend aus Knoten (den Spielfeldern) und Kanten (als Ver-
bindung zwischen Nachbarn). Google nutzt dieses Spielmodell eines zufalligen Surfers im Internet,
bestehend aus Webseiten und Links, und berechnet so den PageRank zur Bewertung von Webseiten.

Einordnung in das Mathematikstudium. Schon an unseren Miniaturbeispielen spiiren Sie, dass
Ausprobieren nur in einfachen Fallen zum Erfolg fiihrt. Vielleicht spielen Sie groBer, etwa auf einem
Schachbrett: Gegeben sind die 28 Randwerte, gesucht sind die Erwartungen auf den 36 inneren
Feldern. Auch hier fiihrt die Mittelwerteigenschaft zu einem linearen Gleichungssystem, allerdings
groBer! In physikalisch-technischen Anwendungen kommen noch gréBere Probleme vor, etwa 1000 x
2000. Spatestens jetzt bendtigen wir grundlegende Theorie und praktische Algorithmen!

(1) In der Linearen Algebra lernen Sie im ersten Semester des Mathematikstudiums zunéachst,
wie Sie lineare Gleichungssysteme exakt l6sen; die Anfange kennen Sie schon aus der Schule.
Zudem lernen Sie auch die notige Theorie, Strukturen und Satze, zum Beispiel handfeste
Kriterien um zu erkennen, wie viele Losungen es gibt (keine / viele / genau eine).

(2) Die Analysis erklart im ersten Semester den zentralen Begriff der Konvergenz. Darauf bauen
eine wunderbare Theorie (Grenzwertrechnung, Differenzieren, Integrieren, etc) und effiziente
Methoden, zum Beispiel das Losen von Gleichungen durch Fixpunktsatze.

(3) Was tun, wenn das Spielbrett sehr groB ist? Die Theorie garantiert eine eindeutige Losung
und liefert zudem exakte Verfahren; diese sind jedoch oft zu aufwandig. Besser nutzen Sie
ein Naherungsverfahren: So berechnen Sie eine ungefahre Losung, die zwar nicht exakt ist,
aber der exakten Losung schrittweise immer niher kommt. Die Numerische Mathematik
entwickelt solche Algorithmen und untersucht, wie man Fehler und Aufwand klein bekommt.

(4) Unsere urspriingliche Frage kam aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Zufillige Irrfahrten,
wie in unserem Beispiel, werden als Modell fiir Borsenkurse genutzt (stochastische Prozesse)
und ebenso in der Physik: Albert Einstein erklarte 1905 so die ungeordnete Bewegung kleiner
Teilchen im Wasser durch die thermische Molekiilbewegung (Brownsche Bewegung).



Stufe 3 / Mathematische Grundlage: Warum gibt es hier genau eine Lésung?

Wenn Sie bis hierher gelesen haben, dann méchten Sie vielleicht einen Vorgeschmack bekommen,
was Sie im Mathematikstudium erwartet. Fiir alle Hartgesottenen, die es genau wissen wollen, zeigen
wir hier exemplarisch einen Existenz-und-Eindeutigkeits-Satz mit Beweis. Fiir das Studium ist das
reprasentativ. Wenn Sie die Argumente mit Geduld und Neugier sowie Stift und Papier durchgehen,
kénnen Sie ungefahr einschitzen, ob diese Art mathematischer Arbeit lhnen Freude bereitet.

Welche Spielbretter betrachten wir? Wie zuvor sei €2 ein endliches Spielbrett, zerlegt in rote Felder
R und weiBe Felder . In jedem Schritt geht man von einem weiBen Feld zu einem seiner Nachbarn.
Wir setzen lediglich voraus, dass von jedem weiBen Feld irgendein Weg zu einem roten Feld fiihrt.

Welche Daten sind gegeben, welche sind gesucht? In jedem roten Feld r € R ist ein Gewinn v(r)
vorgegeben. Gesucht ist eine Fortsetzung u auf das ganze Spielbrett 2. Das heiBt, fiir jedes rote
Feld » € R setzen wir u(r) = v(r), und fiir jedes weiBe Feld z € W suchen wir seinen Wert u(z).
Dabei soll die gesuchte Fortsetzung u die Mittelwerteigenschaft in jedem weiBen Feld erfiillen.

Sie kennen Minima und Maxima aus der Kurvendiskussion. Diese Begriffe sind auch hier fiir unser
endliches Problem hilfreich: Da €2 endlich ist, nimmt u auf €2 ein Minimum an; dieses Minimum
schreiben wir ming(u). Fir das Minimum von w auf den roten Feldern schreiben wir ming(u).
Entsprechend schreiben wir fiir die Maxima maxgq(u) und maxg(u). Wegen R C Q gilt:

QO(u) < m}%n(u) und mgx(u) > mgx(u)

Beispiel 1: Fiir die Lésung in Spiel 1 gilt ming(u) = ming(u) = 7 und maxg(u) = maxg(u) = 23.
Alle Werte der Losung u liegen hier also zwischen den Randwerten 7 und 23.

Beispiel 2: Fiir die Lésung in Spiel 2 gilt ming(u) = ming(u) = 5 und maxg(u) = maxg(u) = 23.
Alle Werte der Losung u liegen hier also zwischen den Randwerten 5 und 23.

Das ist eine bemerkenswerte Eigenschaft: In diesen Beispielen nimmt die Lésung « ihr Minimum
und ihr Maximum auf dem Rand an! Wenn Sie an die Interpretation von u als Gewinnerwartung
denken, dann ist das auch vollkommen plausibel. Diese Eigenschaft gilt ganz allgemein und ist eine
Konsequenz der Mittelwerteigenschaft. Wir formulieren diese Aussage prazise als Satz:

Satz A: (Minimum-Maximum-Prinzip) Erfiillt die Funktion v auf dem Spielbrett 2 die Mittel-
werteigenschaft, dann nimmt sie ihr Minimum und ihr Maximum auf den roten Feldern an:
m&n(u) = mb%n(u) und mgx(u) = m}gx(u).

Beweis: Wir betrachten zunadchst das Minimum. Sei z € () ein Spielfeld, in dem u sein Minimum
annimmt, es gilt also u(z) < u(z’) fiir alle Spielfelder 2’ € Q. Ist z ein rotes Feld, so sind wir fertig.

(1) Ist z ein weiBes Feld, dann gilt u(z") = u(z) fiir jedes Nachbarfeld 2’ von z: Dank u(z) = ming(u)
gilt u(z’) > wu(z). Aber u(z’) > u(z) ist nicht moglich, da sonst u(2"”) < w(z) fiir einen anderen
Nachbarn von z nétig ware, um die Mittelwerteigenschaft in z zu erfiillen.

(2) Wir wahlen einen Weg z, 21, 29, . . ., z,, r Uiber lauter weiBe Felder z, 21, 25, . .., 2, bis zu einem
roten Feld » € R. Dank (1) gilt u(z) = u(z1) = u(z2) = -+ = u(z,) = u(r) durch wiederholte
Anwendung der Mittelwerteigenschaft in z, 21, 22, . . ., 2,. Somit wird das Minimum (auch) in einem

roten Feld angenommen, namlich r. Das war zu beweisen.
Fiir das Maximum verlduft der Beweis genauso mit umgekehrten Ungleichungen. 0J

Beispiel 3: Welche Losungen gibt es, wenn Sie v(r) = 0 auf jedem roten Feld » € R vorgeben? Eine
mogliche Fortsetzung ist die Nullfunktion u mit u(z) = 0 fiir alle z € ; diese erfiillt offensichtlich die
geforderte Mittelwerteigenschaft. Ist dies die einzig mogliche Losung? Ja, dank Minimum-Maximum-
Prinzip: Erfiillt irgendeine Losung u die Mittelwerteigenschaft und u(r) = 0 fiir jedes rote Feld r € R,
so gilt ming(u) = ming(u) = 0 und maxg(u) = maxg(u) = 0. Somit ist u konstant Null!
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Wir folgern fiir jede Problemstellung, dass es niemals zwei verschiedene Lésungen geben kann:

Satz B: (Eindeutigkeit) Wir geben jedem roten Feld € R einen beliebigen Wert v(r). Seien u;
und uy zwei Fortsetzungen auf €, die beide die Mittelwerteigenschaft erfiillen. Dann gilt u; = us.

Beweis: Wir betrachten die Differenz u = u; — us. Diese erfiillt ebenfalls die Mittelwerteigenschaft.
Fiir jedes rote Feld r € R gilt u(r) = u1(r) —us(r) = v(r) —v(r) = 0. Wie in Beispiel 3 folgt daher
u = 0. Das bedeutet u; = us. O

Es bleibt schlieBlich noch, die Existenz einer Losung zu klaren. Es gibt, wie Sie wissen, (inhomogene)
lineare Gleichungssysteme, die keine Losung besitzen, zum Beispiel 2z + 3y = 1 und 4z + 6y = 3.
Wir wollen daher sicher stellen: Egal wie groB oder kompliziert das Spielbrett auch sein mag, solche
Schwierigkeiten werden uns hier niemals begegnen. Das ist iiberaus erstaunlich und sehr erfreulich.

Satz C: (Existenz) Zu jedem Spielbrett 2 und beliebig vorgegebenen Werten v(r) fiir jedes rote
Feld r € R existiert (genau) eine Fortsetzung u auf ganz (2, die die Mittelwerteigenschaft erfiillt.

Beweis: Je nach Vorkenntnissen wird dieser Beweis unterschiedlich lang:
(1) Wenn Sie sich schon in der Vorlesung Lineare Algebra auskennen:

Das vorgelegte Problem fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = b. Die Matrix A
ist quadratisch und kodiert das Spielbrett ). Der Vektor b hdngt von den vorgegebenen Werten
auf den roten Feldern ab. Geben Sie tiberall auf den roten Feldern den Wert 0 vor, so erhalten Sie
das homogene System Az = 0. Nach Beispiel 3 besitzt dieses System genau eine Losung, namlich
x = 0. Da die Matrix A quadratisch ist, ist sie demnach invertierbar. So besitzt jede Gleichung der
Form Az = b eine eindeutige Lésung, niamlich x = A~'b. O

(2) Wenn Sie aus der Schule den GauB-Algorithmus beherrschen, also jedes Gleichungssystem mit
Zeilenumformungen Ib6sen kénnen, und wissen, was in- / homogen bedeutet:

Wir bezeichnen die weiBen Felder mit 2, ..., z,. Die Mittelwerteigenschaft fiir z; fiihrt zu einer linea-
ren Gleichung a;;u(z1)+appu(ze) +. ..+ apnu(z,) = ¢;. So erhdlt man ein lineares Gleichungssystem
mit n Gleichungen in den n Unbestimmten u(z),u(2s), ..., u(z,). Andert man die vorgegebenen
Werte auf den roten Feldern, dann dndern sich lediglich die Zahlen ¢; auf der rechten Seite.

(2a) Wenn Sie auf den roten Feldern iiberall 0 vorgeben, wie in Beispiel 3, dann sind alle ¢; = 0. Es
handelt sich um ein homogenes lineares Gleichungssystem. Aus Beispiel 3 wissen wir bereits, dass
es in diesem Spezialfall genau eine Losung gibt. Bringen Sie in diesem Fall das Gleichungssystem
mit Zeilenumformungen in Zeilenstufenform, dann erhalten Sie am Ende n nichttriviale Gleichungen,
denn andernfalls gabe es mehrere Losungen. Das heiit, die Gleichungen in (reduzierter) Zeilenstu-
fenform sind u(z1) =0, u(z2) =0, ..., u(z,) =0.

(2b) Was andert sich nun, wenn auf den roten Feldern nicht unbedingt 0 steht, sondern beliebige
Werte? Die rechte Seite ¢; ist dann nicht mehr unbedingt 0, es handelt sich also um ein inhomogenes
lineares Gleichungssystem. Um dieses System zu l6sen, wenden Sie dieselben Zeilenumformungen
wie in (2a) an, nur die rechte Seite ist anders. SchlieBlich erhalten Sie die Gleichungen u(z;) = ¢},
u(zy) = ¢, ..., u(z,) = ¢, und damit eine eindeutige Lésung lhres Gleichungssystems. O

Bemerkung: Die Lésung in (2) ist lang und wortreich. Sie tut genau dasselbe wie (1). Jedoch ist (1)
deutlich kiirzer und klarer, denn sie nutzt die richtige Struktur: Matrizen und ihre Multiplikation.
Freuen Sie sich auf die Vorlesung Lineare Algebra, in der Sie lernen, Probleme strukturiert zu [sen!

(3) Wenn Sie lineare Gleichungssysteme per Einsetzungsverfahren, Raten oder Rumgewurschtel I6sen
kénnen — zumindest manchmal:

Dann wird es sicherlich schwer, diese Zusammenhange oder iiberhaupt irgendetwas zu erkennen.
Lineare Gleichungssysteme auf diese Art zu l6sen, ist meist unstrukturiert, unnétig kompliziert und
fehleranfallig. Versuchen Sie lieber, sich die Grundlagen fiir Methode (2) und (1) zu erarbeiten.
Freuen Sie sich auf die Vorlesung Lineare Algebra, in der Sie lernen, Probleme strukturiert zu I6sen!



