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Kapitel L

Verhandlungstheorie und
Nashs Verhandlungslosung

HARRY: Haggle properly. This isn’t worth nineteen.

BRIAN: Well, you just said it was worth twenty.

HARRY: Oh, dear. Oh, dear. Come on. Haggle!

BRIAN: Huh. All right. I’ll give you ten.
HARRY: That’s more like it.
Ten?! Are you trying to insult me?!
Me, with a poor dying grandmother?! Ten?!
Monty Python, Life of Brian (1979)
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In diesem Kapitel untersuchen wir allgemein Verhandlungssituationen,
in denen zwei (oder mehr) Spieler tiber mégliche Ausgange feilschen.
Die Spieler wollen ein gemeinsames Ergebnis vereinbaren, etwa um
darauf bauend das weitere gemeinsame Vorgehen zu koordinieren.

Jeder will sein Ergebnis maximieren. Je harter er verhandelt, umso mehr
wird er vermutlich bekommen, es sei denn, die Verhandlungen scheitern,
und er muss seine Drohungen ausflihren, auch wenn sie nachteilig sind.
Die Erfahrung zeigt, dass selbst rationale Spieler, die eine Einigung
erzielen kdnnen und wollen, dies gelegentlich doch nicht erreichen.
Dieses ganz praktische und alltégliche Problem wollen wir 16sen.

Um ein drohendes Scheitern und allseitigen Schaden zu vermeiden,
sind Spieler oft bereit, ihren Konflikt einem Schlichter zu Gbergeben,
einem unabhangigen Schiedsgericht, das den Konflikt flr sie I16sen soll.
Der Schlichter schlagt fir jedes Verhandlungsproblem eine L&sung vor.
Alle Lésungen sollen ,fair“ und ,nachvollziehbar” sein, und der Schlichter
Jkonsistent”. Genau um diese grundlegenden Forderungen geht es hier.

Verhandlungstheorie (engl. bargaining theory) beginnt mit der Arbeit von
John Nash: The Bargaining Problem, Econometrica 18 (1950) 155-162.
In diesem Artikel formulierte er das Verhandlungsproblem, seine Axiome
und zugehdrige Verhandlungsldésung; dies diskutieren wir im ersten Teil.

Dieser statisch-axiomatisch-kooperative Ansatz lasst sich dynamisch-
strategisch-nicht-kooperativ implementieren. Dieser Ansatz geht zuriick
auf F. Zeuthen: Problems of Monopoly and Economic Warfare (1930),
K.G. Binmore: Nash Bargaining Theory (1987) und vor allem auf die
(nach Nash zweite bahnbrechende) Arbeit von A. Rubinstein: Perfect
Equilibrium in a Bargaining Model, Econometrica 50 (1982) 97—-110.

Die prozedurale Implementierung erganzt die axiomatische Sichtweise,
sie beteiligt die Spieler aktiv und erweitert wesentlich die Mdglichkeiten.
Dieses Modell gilt als realistische Wiedergabe echter Verhandlungen.
Inzwischen existiert eine reichhaltige Literatur zur Verhandlungstheorie,
sowohl axiomatisch als auch implementativ. Anwendungen sind vielfaltig.
Okonom:innen nutzen routiniert diese Begriffe und Werkzeuge.
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Verhandlungen begegnen uns Uberall im menschlichen Miteinander:

@ Ein Ehepaar verhandelt (iber gemeinsame Entscheidungen
wie Aufgabenteilung, Finanzen, Erziehung, Urlaube, etc.

@ Eine Regierung verhandelt ebenso (liber ahnliche Fragen)
zwischen Koalitionspartnern oder zwischen Ministerien.

@ Im Parlament ist die Gesetzgebung ein Ergebnis
von Verhandlungen zwischen den politischen Parteien.

@ Regierungen stehen oft in internationalen Verhandlungen
zu Handelsbeziehungen, Umweltschutz, Abriistung, etc.

@ Wirtschaftliche Interaktionen beruhen auf Verhandlungen zwischen
den betroffenen Handelspartnern, etwa bei f’reisen und Léhnen,
beim Handel mit Gitern, bei Fusionen und Ubernahmen, etc.

Die Vielfalt solcher Situationen ist beachtlich. Ein erster wichtiger Schritt
zur theoretischen Untersuchung ist daher eine geeignete Beschreibung,
die alle wesentlichen Gemeinsamkeiten solcher Verhandlungen prazise
erfasst und dabei unwesentliche Besonderheiten méglichst ausblendet.

LA two-person bargaining situation involves two individuals who have
the opportunity to collaborate for mutual benefit in more than one way.”
Mit diesen Worten fihrte Nash 1950 das Verhandlungsproblem ein.
Gegenstand ist die Wahl einer der méglichen Kooperationen.

Das Ziel der Spieler ist also, eine gemeinsame Auszahlung zu wahlen.
Dies ist eine extrem allgemeine Sichtweise. So gesehen ist tatsachlich
nahezu jede menschliche Interaktion eine Art Verhandlungsproblem.
Fir unsere Untersuchung bendtigen wir einschrankende Annahmen:

,We idealize the bargaining problem by assuming that the two individuals
are highly rational, that each can accurately compare his desires for

various things, that they are equal in bargaining skill, and that each has
full knowledge of the tastes and preferences of the other.” [Nash 1950]

Nash brach mit der Tradition und fokussierte nicht zuerst die dynamische
Verhandlungsprozedur, sondern die statische Verhandlungssituation.
Seine bahnbrechend neue Idee war eine axiomatische Untersuchung,
die das Wesen von Verhandlungen und méglichen Lésungen extrahiert.
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Der axiomatischer Ansatz beschreibt vollkommen rationales Verhandeln
bei vollstédndiger Information. Dies erklart einige zentrale Phdnomene,

doch einige schwierige Fragen bleiben weitgehend offen: Wann ist eine
Vereinbarung gerecht? Wie kann ein Konflikt friedlich beigelegt werden?

Die Annahme vollstandiger Information und vollkommener Rationalitat
vereinfacht die Analyse, macht sie aber zugleich weniger realistisch.

Praktische Fragen des Verhandelns und Feilschens bleiben unberlhrt,
ebenso alle sozialen Konventionen und psychologischen Phanomene.

Nashs axiomatische Vorgehensweise ist statisch und kooperativ.
Dieser Ansatz erklart Ihnen nicht, wie Sie lhr Verhandlungsgeschick
optimieren: Dazu mussten wir die Komplexitat menschlichen Verhaltens
ergriinden, unvollstédndige Information, beschrénkte Rationalitat, etc.

Die praktische Seite konkreter Verhandlungen ist extrem vielfaltig.
Eine allgemeine und Ubersichtliche Theorie ist hier nicht zu erwarten.
Hingegen liegen umfangreiche empirische Untersuchungen vor;
darauf werde ich in dieser Vorlesung nicht genauer eingehen.

Komplementar zur statischen Sicht untersuchen wir die dynamische.
Dazu nehmen wir an, dass die Verhandlungsprozedur festgelegt ist.
Wir kénnen Sie somit als Spiel betrachten und mit den bewéahrten
Instrumenten der nicht-kooperativen Spieltheorie untersuchen.

Unser Ziel ist dabei, Gleichgewichte zu finden als Prognose bzw.
Erklarung fir rationales Verhalten und mdgliche Vereinbarungen.
Paradebeispiel einer dynamisch-strategischen Implementierung ist
Rubinsteins Verhandlungsmodell durch alternierende Angebote.

Die treibende Kraft in diesem Modell ist der Zeit- und Wertverlust:
Der Kuchen schrumpft, und dies erzwingt eine rationale Einigung.
Dieses Modell erklart speziell Phdnomene wie Macht und Geduld,
die in Verhandlungen erfahrungsgeman eine grof3e Rolle spielen.

Die drei Sichtweisen von Verhandlungen ergénzen und stiitzen sich:
statisch-axiomatisch, dynamisch-strategisch und praktisch-empirisch.
Das Thema ist wichtig, seine allseitige Entwicklung bleibt spannend.
Hierzu gibt dieses Kapitel eine Einfilhrung und einen Uberblick.
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Allgemein entsteht ein Verhandlungsproblem in folgender Situation:
Zwei (oder mehr) Spieler haben gemeinsames Interesse zu kooperieren,
aber konkurrierende Interessen, wie genau sie kooperieren wollen.

Handel: Ein Objekt ver/kaufen und dazu einen Preis aushandeln.
Bei unvollstandiger Information ist dies schwierig, siehe Auktionen.
Synergie: Einzelkosten fir Alice 30 und Bob 50, gemeinsam nur 60.
Hier gilt vollstandige Information. Wie sollen beide die Kosten teilen?
Kooperation: Gemeinsam agieren in einem vorgegebenen Spiel.
Idealerweise liegen alle Informationen vor. Klassisches Beispiel:

B 0 1
A
3 0
0 1 0
0 1
S URNE frl

Beispiel: Alice méchte ihr Haus verkaufen fiir mindestens 300 000€.
Bob méchte das Haus kaufen und kann héchstens 400 000€ zahlen.
Die beiden kénnen und wollen sich einigen, aber auf welchen Preis?

Eine Einigung ist prinzipiell mdglich. Den tatsachlichen Preis miissen sie
jedoch aushandeln. Beide haben starkes Interesse an einer Einigung,

doch Alice will méglichst viel bekommen, Bob mdglichst wenig bezahlen.
Ein simpler Vorschlag ware 350 000€. Die Schlichtung wird hier jedoch
erschwert, da die Spieler ihre Information sicher nicht offenlegen wollen.

Beispiel: Verhandlungsprobleme sind uns bereits mehrfach begegnet,
wenn ein Spiel mehrere Gleichgewichte hat, wie Bach oder Strawinsky,
und sich die Spieler auf eines verstandigen wollen. Wenn sie vor dem
Spiel kommunizieren kénnen, so haben beide starkes Interesse an einer
Einigung, aber welche? Spiel und Auszahlungen sind hier symmetrisch.
Durch Lotterien lassen sich alle Konvexkombinationen realisieren.

Dies entspricht korrelierten Strategien, die wir Uiberall gerne nutzen.
Welche dieser Moglichkeiten sollte ein Schlichter vorschlagen?
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Wir iterieren unendlich oft das folgende Spiel g: {0,1}? — R2:

B 0 1 g%
A N
0 -1 ' —_|Parefo-
0 0 5 optinal
5 1 gt
1 -1 1

Beispiel: Die beiden Spieler wollen sich auf eine Auszahlung einigen.
Welche Auszahlungen (u,us) € R? sind teilspielperfekt realisierbar?
Hiertber gibt Nashs Folk Theorem K2E konkret und detailliert Auskunft.
Welche soll angesteuert werden? Das muss ausgehandelt werden!
Das einzige Nash—Gleichgewicht (0, 0) ist mdglich, aber wenig lukrativ.
Es dient als Notl6sung bei eventuellem Scheitern der Verhandlungen.
Diesen Punkt nennen wir den Ausgangspunkt oder Drohpunkt,

auf englisch default value oder disagreement outcome.

Wir fassen Mut und vollziehen nun den kiihnen Schritt der Abstraktion:
Wir konzentrieren uns fortan auf die Auszahlungen und abstrahieren von
den dahinter liegenden Strategien, die zu diesen Auszahlungen fiihren.
(Diese setzen wir nach erfolgreicher Verhandlung wieder ein.)

Abstraktion bedeutet Vereinfachung! Méglicherweise vernachlassigen
wir dabei wesentliche Informationen. Die Nitzlichkeit erweist sich dann
in den Anwendungen auf praktische Beispiele. (Vorgriff: Ja, sie wird.)

Den Ausgangspunkt a oder Drohpunkt kdnnen die Spieler jederzeit ohne
Koordinierung sichern, also auch ohne Einigung in den Verhandlungen,
im Gefangenendilemma etwa das Nash—Gleichgewicht ¢(0,0) = (0, 0).

Verhandelt wird ab jetzt also nur noch Uber die Punkte (z1,z2) € K>,.
Damit bringen wir das Problem in eine einfache doch préazise Form.
Sie ist zudem Ubersichtlich und geometrisch-algorithmisch zuganglich.
Wir erheben unsere Voriiberlegungen nun zu einer formalen Definition:
Was muss ein Schlichter oder ein Schiedsgericht wissen (Eingabe),
und wie werden diese Daten rational verarbeitet (Ausgabe)?
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K3
K K

ay L a
Definition L1A: Verhandlungsproblem und -l6sung

Ein Verhandlungsproblem (X, a) flir zwei Personen besteht aus
einer konvexen kompakten Menge K < R? und einem Punkt a € K.

Die Menge der nicht-trivialen Verhandlungsprobleme ist

|
;

V= {(K,a) lae K e R? mit K konvex kompakt, Jv € K:a < v }.

Eine allgemeine Verhandlungslésung ist eine Abbildung

F:V?2R?: (K,a)— F(K,a) € K.

Wir suchen und analysieren im Folgenden solche Funktionen F.
Sie heiBen auch Schlichtungsverfahren, engl. arbitration scheme.
Diese genial einfache Definition ist ein Musterbeispiel an Abstraktion.
Viele Erfahrungen und Annahmen werden knapp zusammengefasst:
@ Der Nutzen lasst sich vollstédndig durch reelle Zahlen darstellen.
Diese bequeme Annahme unterstellen wir auch sonst meistens.
@ Die Spieler kdnnen den Drohpunkt a ohne Koordinierung sichern.
Er dient daher als Notlésung beim Scheitern der Verhandlungen.
@ Die Menge K & R? mdglicher Ausgénge ist vollsténdig bekannt.
Dies schlief3t Verhandlungen mit unvollsténdiger Information aus.
@ Die Menge K ist konvex, da die Spieler Lotterien bilden kénnen:
Ziehung aus einem Lostopf entspricht einer Konvexkombination.

Die Menge K ist kompakt: Im euklidischen Raum R™ ist das &quivalent
zu beschrénkt und abgeschlossen. Beschranktheit leuchtet sofort ein:

Der zu verteilende Kuchen ist endlich. Abgeschlossenheit nutzen wir zur
Vereinfachung: Wir nehmen alle Grenzwerte als Idealisierung mit hinzu.
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Fir z,y € R™ definieren wir den koordinatenweisen Vergleich:

=y <= uz;=y; furallei=1,...,n,
<y <= uz;<y; furallei=1,...,n,
r<y <= z;<y; furalei=1,...,n,
xSy <= x<y dochzugleichz #y.

Die Relation < auf R" ist reflexiv (z < z), antisymmetrisch (aus z < y
und y < z folgt = = y) und transitiv (aus z < y und y < z folgt = < 2).
Dies nennen wir eine Ordnungstrelation. Fir n > 2 ist sie jedoch nicht
total (linear), zum Beispiel gilt weder (1,0) < (0,1) noch (0,1) < (1,0).
Zur Bequemlichkeit definieren wir, wie flir Ordnungsrelationen (blich, die
transponierten Relationen z > y durch y < z und = > y durch y < z.

Beispiel: Sind z,y € R’ die Auszahlungen fiir die Spieler i € I, dann
bedeutet = < y: Beim Ubergang von « nach y steht jeder Spieler gleich
gut oder besser. Strikte Ungleichung = < y bedeutet, jeder Spieler i € I
verbessert sich strikt. Hingegen bedeutet = < y nur, jeder Spieler steht
mindestens gleich gut, und mindestens ein Spieler verbessert sich strikt.

Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge M und
einer Ordnungsrelation < auf M (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv).
Ist (M, <) eine geordnete Menge, dann wird jede Teilmenge X C M
geordnet durch die Einschréankung der Ordnungsrelation < auf X.
Fir X € M und a € M schreiben wir X < a, falls z < a fur alle z € X.
Entsprechend definieren wir X < aund X > aund X > a.

Wir schreiben X5, ={ze X |z2>a}lund Xs,={zec X |z >a}
sowie X<, ={zeX|z<a}lundX,={zeX|z<a}.

Wir nennen m € M ein gréBtes Element von (M, <), wenn M < m:
Fir alle z € M gilt = < m. Es gibt hochstens eines: Sind m,m' € M
groBte Elemente, so haben wir m < m/ und m’ < m, also m = m/'.

Wir nennen m € M ein maximales Element von ()M, <), wenn gilt:
Fir alle z € M mit m < z gilt m = z. Wir schreiben Max (M, <)

fir die Menge aller maximalen Elemente. Eine geordnete Menge
(M, <) kann kein, ein oder mehrere maximale Elemente haben.
Als Beispiele betrachten Sie die obigen Mengen K e R2.
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Viele Abbildungen F:V? — R?: (K, a) — u € K sind denkbar.
Hierzu einige Beispiele, um Phantasie und Technik zu schulen:

Triviale Losung: Wahle den Ausgangspunkt F(K, a) = a.

Lexikographische Lésungen: Vorgelegt sei (K, a) € V2.

(1) Wahle u; = max pry K>, und hierzu (u1, u2) € K mit ug maximal.
(2) Wahle uy = max pry K>, und hierzu (u1, u2) € K mit u; maximal.
Produkt-Maximierer: Sei v € K>, der Maximierer der Funktion
h(xl,xg) — (xl — al)pl (IQ — ag)m mit p1,p2 € Ry und p1+p2=2.
Diese Lésung wird in Satz L1B und L1E axiomatisch charakterisiert.

Halbierung: Sei v = a + Az € K mit z = (1,1) und A € R maximal.
Monotone Lésung: Ebenso mit z; = max pr; K>,. (Satz L1G)

Gewichtete Losung: Ebenso mit z; = fK>u(xi — a;)Pi d(z1, x2).
Hierzu sei volp(K>4) > 0, also z > 0, andernfalls ist K eindimensional.
Flr p = 0 ist das die Halbierung, fir p; = p2 * oo die monotone Lésung.

Geizige Lésung: Vorgelegt sei (K, a) € V2.
(1) Wahle u = (u1, a2) € K mit uy maximal. (Hier ist us = as.)
(2) Wahle u = (a1, u2) € K mit ug maximal. (Hier ist u1 = a;.)

Kreis-Losung: Es eg<istiert genau ein Radius r € R, sodass die
Kreisscheibe D, = B((a1 + r,az2 + r),r) das konvexe Kompaktum K
berlihrt. Sei u der eindeutige Berlihrpunkt, also K N B, = {u}.

Stoll-L6sung: Betrachte (my,as) € K mit m; maximal. Die Punkte
(m1,az2) und (a1, mg) mMit mg > ag definieren eine Gerade; sei H(mg) der
Halbraum, der a enthélt. Liegt (K, a) in einem Halbraum H (ms), fir mo
hinreichend grof3, so wéhle die lexikographische (hier geizige) Lésung.
Andernfalls wéhle den Produkt-Maximierer zu Parametern (p1, p2).
(Machen Sie eine Skizze und Iésen Sie damit einige Beispiele.)

Diese vielféltigen Lésungsverfahren sind mehr oder weniger attraktiv,
aber alle noch recht einfach, und manche sogar sehr naheliegend.
Sie dienen uns im Folgenden als Fundus an Gegen/Beispielen.
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Diese Beispiele sollen zunachst einmal lhre Phantasie anregen.
Welche Verhandlungslésungen F': V2 — R? fallen lhnen noch ein?
Welche dieser Méglichkeiten sollte ein Schlichter vorschlagen?
Denkbar wére auch eine Auslosung bezlglich einer Dichte auf K;
solche stochastischen Lésungen schlieBen wir hier jedoch aus.
Unsere Definition L1A verlangt eine Abbildung F: V2 — R?,

also ein deterministisches Verfahren, kein probabilistisches.

Alles verlauft genauso flr eine beliebige Anzahl n von Spielern.
Zwecks Anschauung bleibe ich zunachst bei n = 2 Spielern.
AbschlieBend ist es eine schéne Ubung, alles zu libertragen.

Zwischen diesen Losungen bestehen interessante Beziehungen:
Ubung: In welchem Sinne interpoliert die gewichtete Lésung
zwischen der Halbierung und der monotonen Lésung?

Ubung: In welchem Sinne interpoliert der Produkt-Maximierer
zwischen den beiden lexikographischen Lésungen?

Wir kennen nun die Problemstellung und einige (willkirliche) Lésungen.
Zum besseren Verstandnis hilft es, die Aufgabe wie folgt zu formulieren:
Wir suchen zur Schlichtung ein Verfahren / Mechanismus / Algorithmus,
der zu jedem vorgelegten Verhandlungsproblem eine Lésung vorschlégt.
Dies wird in der Realitat genutzt, wenn ein Schlichter angerufen wird.
Der Schlichter soll sachkundig, auf Grundlage des Problems (K, a) und
evtl. weiterer Informationen, einen Kompromiss v € K vorschlagen.

Die Schlichtung gelingt jedoch nur, wenn sie alle Parteien tberzeugt.
Hierzu ist es hilfreich, wenn sie zur Begriindung ihres Vorschlags auch
nachvollziehbare Griinde und Uiberzeugende Argumente anfihrt.

Der Schlichter schlagt fiir jedes Verhandlungsproblem eine Lésung vor.
Alle Lésungen sollen ,fair” sein, ,nachvollziehbar” und ,konsistent".
Nashs Axiome formulieren vier solcher nachvollziehbaren Griinde.

Sie erklaren, was wir von einer fairen Verhandlungslésung erwarten.
Uber die Auswahl und Festlegung dieser Axiome kann man streiten,
ihre Konsequenzen jedoch folgen mit mathematischer Prézision.
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Eine ,faire* Verhandlungslésung muss bestimmte Forderungen erfiillen.
INV: Invarianz unter positiv-affinen Transformationen 7': R? = R? mit
(.7}1.,111'2) = ((ll.l‘l + B1, asxo + /32) wobei a1, as € Rso und 51, B2 € R.
Dies transformiert Verhandlungsprobleme geman

T:V22 V2. (K,a)— (T(K),T(a)).
Fur Verhandlungslésungen F: V2 — R? fordern wir FoT =T o F.
SYM: Symmetrie. Sei (K, a) = 7(K, a) in V2 symmetrisch beziiglich
der Transposition 7: V2 = V2 gemaB 7:R? =5 R2: (21, 22) = (22, 21).
Dann ist auch die Lésung v = F(K,a) symmetrisch, also u; = us.
PAR: Pareto-Optimalitat. Es gilt F(K,a) € Max K>,.
Fir jedes Problem (K, a) € V2 und seine Lésung u = F(K, a) gilt
a <wu € K und u ist maximal: Fir jedes v € K mitu < v gilt u = v.
lIA: Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen.

Vorgelegt seien Verhandlungsprobleme (K,a) C (L, a) in V2.
Liegt die Lésung F(L,a) in K, so gilt F(K,a) = F(L,a).

INV bedeutet Skaleninvarianz. Multiplikation mit positiven Konstanten
ist recht plausibel: Es ist egal, ob Spieler in Euro oder in Dollar rechnen.
Invarianz unter Verschiebung ist weniger klar: Ist es bei einem Streitwert
von 100€ einerlei, ob der eine Millionédr oder der andere Habenichts ist?
SYM: In jeder symmetrischen Problemstellung (K, a) soll die Lésung

u = F(K,a) keinen der beiden Spieler bevorzugen. Das ist fraglich,
wenn Spieler 1 allein ist aber Spieler 2 eine groBere Gruppe. (L1E)
PAR: Zur Erinnerung (L107): Fiir Vektoren u, v € R? definieren wir

den Vergleich u < v koordinatenweise durch u; < vy und us < vs.

IIA: Wenn neue Alternativen hinzukommen, dann ist die neue Lésung
eine der neuen Alternativen oder bleibt unverandert die alte Lésung.
SYM und PAR schréanken die Lésung einzelner Probleme ein,

INV und IIA fordern Konsistenz zwischen den Problemen.

Der Drohpunkt wird nur in PAR wirklich aktiv genutzt.

Uber Axiome kann man streiten. Eine ausfiihrliche kritische Diskussion
finden Sie bei R.D. Luce, H. Raiffa: Games and Decisions, Dover 1989.
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Es ist wie so oft in der Mathematik und allgemein im Leben: Axiome sind
Annahmen, Forderungen, Wiinsche, Sehnsiichte. Nicht immer lassen

sie sich erfillen. Selbst wenn sie erfillbar sind, so nicht immer eindeutig.
Nachdem Existenz und Eindeutigkeit geklart sind, wollen wir die Lésung
tatsachlich finden / berechnen / approximieren, dies mdglichst effizient.

Denken Sie als leuchtende Beispiele aus dem ersten Studienjahr an
die Determinante quadratischer Matrizen (M2B, axiomatische Definition,
Leibniz—Formel, GauB—Algorithmus, Numerik) oder an gewdhnliche
Differentialgleichungen (Definition, Satz von Picard—Lindel6f, exakte
Lésungen, Numerik). Existenz und Eindeutigkeit sind grundlegend, um
Uberhaupt von ,der” gesuchten Lésung sprechen zu kdnnen, in beiden
genannten Beispielen erhalten wir zugleich einen ersten Algorithmus,
den wir anschlieBend noch effizienter gestalten (wollen und mussen).
Als Kontrast: Fur das Tensorprodukt M ®g N von R—Moduln zeigen wir
Existenz und Eindeutigkeit durch abstrakten Nonsense, knapp & elegant,
ohne hilfreichen Algorithmus. Die konkrete Berechnung muss je nach
Spezialfall gesondert betrieben werden, angefangen bei freien Modulin.

Satz L1B: Nash-Verhandlungslésung / NBS, Nash 1950

Existenz & Eindeutigkeit: Es gibt genau eine Verhandlungslésung
N :V? — R?, die Nashs vier Axiome erfiillt: INV, SYM, PAR und lIA.

Berechnung: Zum Verhandlungsproblem (K, a) € V? ist die Lésung
N(K,a) = argmax hx ,) gegeben durch den Maximierer des Produkts

h=ha @ Ksa = R (21,22) = (71 — a1)(22 — a2).

Diese Abbildung N : V2 — R? heiBt Nash-Verhandlungslésung.




Nashs Verhandlungslésung o

L118
Erlauterung

Nashs Verhandlungslésung

Dieser Satz wirkt erstaunlich, zuerst geradezu unglaublich. Ist er wahr?
Alle Daten liegen explizit vor uns auf dem Tisch, also beweisen wie es!
Das ist eine schéne Ubung in mathematischer Sorgfalt und Scharfsinn.
Nur so lernen Sie axiomatische Verhandlungstheorie wirklich verstehen.

Aufgabe: Was ist flir den Satz zu beweisen? Beweisen Sie es!
Lésung: (0) Zu (K, a) € V? existiert genau ein Maximierer u € K,
also (u1 — al)(u2 — az) > (1‘1 — (ll)(IQ — (12) far alle (Il,Ig) c KZG'
Da K>, kompakt ist und h stetig, existiert ein Maximierer v € K>,.
Es gibt v € K, also gilt h(u) > h(v) > h(a) = 0 und somit u > a.
Angenommen ein weiterer Punkt v’ € K \ {u} erfillte h(u') = h(u).
Da K konvex ist, gélte dann u = %(u + ') € K und h(a) > h(u).
(1) Dies definiert / konstruiert die Verhandlungslésung
N:VZoR?: (K,a)— arg max hq)-

Sie erflllt alle vier Nash—Axiome: INV, SYM, PAR, IIA. Nachrechnen!

Zur Vollstandigkeit rechnen wir die ersehnten Eigenschaften gleich nach.

INV: Gegeben sei T': (x1,x2) — (a1z1 + f1, aexa + B2) Mit aq, a2 > 0.
FurT:(K,a) = (K',d'):z = o' = Tz gilt higr o (') = canaahg o) (2).
Somit stiftet T" eine Bijektion zwischen den Maximierern u von A g 4y und
den Maximierern v’ von h(g . Dank Eindeutigkeit gilt N o 7' =T o N.

SYM: Im symmetrischen Fall 7(K, a) = (K, a) gilt bk ) 0 T = h(x q)-
Somit stiftet 7 eine Permutation auf der Menge aller Maximierer.
Dank Eindeutigkeit des Maximierers u gilt Tu = u, also u; = us.

PAR: Wir setzen das Problem als nicht-trivial voraus. Jeder Maximierer
wVON Mg q) erfullt dann a < u, also a; < uy und as < us. Firu <ve K
gilt a1 < ug < w1 und ag < ug < vy. Galte v # u, so wére h(v) > h(u).
llA: Gegeben sei (K, a) C (L,a) in V2. Die Lédsung N(L,a) = u erfillt
(u1 — a1)(uz — ag) = max by 5y > max hg,q). Gilt zudem v € K, so gilt
(u1 — a1)(u2 — az) = max b 4y, als0 N (K, a) = u dank Eindeutigkeit.
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Eindeutigkeit F'(K,a) = N(K, a) als Beweis in Bildern:

T xro
K L=[KU7K]
normiert symmetrisiert
(0,0) 1 |(0,0) T

Das vorgelegte Problem (K, a) € V2 normieren wir zu a = (0,0) und
N(K,a) = (1,1). AnschlieBend symmetrisieren wir (K,0) zu (L,0).
Far (L,0) ist die Lésung F(L,0) = (1,1), also auch fir (K, 0).

(2) Zur Eindeutigkeit sei neben N auch F:V? — R? eine Lésung,
die alle vier Nash—Axiome erfiillt. Wir wollen F' = N beweisen.
Sei (K, a) € V2 ein VProblem. Wir zeigen F(K,a) = N(K, a).

Es gilt (K>4,a) C (K, a). Dank PAR und lIA diirfen wir ,=" annehmen.
Dank INV dirfen wir a = (0,0) annehmen, zudem auch N (K, a) = (1,1).
Damit liegt (K,0) C (A,0) im Dreieck A := {z € R2 | 21 + 22 < 2}
dank des Gradienten grad h(1,1) = (1, 1) und der Konvexitét von K.
Dank SYM und PAR gilt F(A,0) = (1,1), dank IA F(K,0) = (1,1).

© Allein mit Hilfe der Axiome INV, SYM, PAR und IIA kénnen wir somit
fur jedes vorgelegte Problem (K, a) € V2 den Punkt F(K, a) bestimmen.
Wir finden jeweils F(K,a) = N(K,a). Das beweist F = N.

Variante: Das Dreieck A ist die maximale Wabhl, die Symmetrisierung
L := [K UTK] C A ist minimal. Der Beweis verlauft wértlich genauso:
L ist konvex, kompakt, symmetrisch und erflllt (K,0) C (L,0) C (A,0).

Ist eines der Nash—Axiome Uberfllissig? He
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Wir freuen uns Uber den eleganten Satz und dazu den schénen Beweis.
Wie immer wollen wir zurlickschauen, und das Argument perfektionieren:
Kénnen wir noch Voraussetzungen weglassen? oder abschwéchen?
Kénnen wir eines der Nash—Axiome im Satz L1B weglassen? Nein!

Satz L1c: Die vier Nash—Axiome sind unabhangig.

Zu jedem der vier Axiome INV, SYM, PAR, IIA existiert eine Lésung
F;:V? — R?, die dieses Axiom verletzt, aber die anderen drei erflillt.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussage durch geeignete Beispiele.
Hier sind neben Geometrie vor allem Phantasie und Kreativitat gefragt.
Hierzu hilft ein moglichst reichhaltiger Fundus an Gegen/Beispielen;
anschlieBend missen diese Gegen/Beispiele genau geprift werden.
Das ist eine schéne Ubung in mathematischer Sorgfalt und Scharfsinn.
Nur so lernen Sie axiomatische Verhandlungstheorie wirklich verstehen.
Schwieriger ist die starke Unabhéngigkeit: Sind tatsachlich alle 2* = 16
Kombinationen durch geeignete Verhandlungslésungen realisierbar?

Diese Aufgabe behandeln Sie in den Ubungen! Wenn Sie alle bisherigen
Beispiele systematisch durchgehen, erhalten Sie die folgende Ubersicht:

INV SYM PAR A

Verhandlungslésung

triviale Lésung
lexikographisch
Produkt-Maximierer
Halbierung
Gewichtete Lésung
Monotone Lésung
Geizige Losung
Kreis-Lésung
Stoll-Lésung

Sie dlrfen die Tabelle auch gerne noch erweitern um die Eigenschaften
WIR, SIR und MON, die wir im Folgenden einflhren und diskutieren.
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Wir schwachen Pareto—Optimalitat ab zu folgenden Forderungen:
WIR: (schwache) individuelle Rationalitat. F(K,a) € K>,.
SIR: starke individuelle Rationalitat. F(K,a) € Ks,.

Satz L1D: Individuelle Rationalitét gentigt. Roth 1977

(1) Es gibt genau eine Verhandlungslésung F: V2 — R?, welche die
vier Axiome INV, SYM, SIR und IIA erfullt, ndmlich die Nash—-Lésung.

(2) Genau zwei Lésungen F: V2 — R2 erfiillen INV, SYM, WIR und lIA:
neben der Nash—Lésung N nur noch die triviale Lésung T': (K, a) — a.

In gewisser Weise ist Pareto—Optimalitat ein Ubertrieben starkes Axiom,
denn es eliminiert sofort die groBe Mehrheit der méglichen Ausgénge.
Individuelle Rationalitat ist hierbei wesentlich weniger einschneidend.
Zusammen mit den anderen Axiomen geniigt diese Abschwachung!

Aufgabe: Beweisen §ie diesen Satz nach dem Vorbild von Satz L1B.
Das ist eine schdne Ubung in mathematischer Sorgfalt und Scharfsinn.

Lésung: Wir beweisen gleich die allgemeinere Aussage (2).
Daraus folgt automatisch die erste Aussage (1) als Spezialfall.

(2a) Existenz: Neben N erfiillt auch T': (K, a) — a diese Axiome.

(2b) Eindeutigkeit: Angenommen irgendeine Verhandlungslésung
F:V? = R? erfiillt die hier geforderten Axiome INV, SYM, WIR, lIA.
Wir zeigen, dass entweder F' = T oder F = N gilt. Sei (K,a) € V2.
Es gilt (K>4,a) C (K, a). Dank WIR und IIA dirfen wir ,=" annehmen.
Dank INV dirfen wir a = (0,0) annehmen, zudem auch N (K, a) = (1,1).
Damit liegt (K,0) C (A,0) im Dreieck A = {z € ]R‘ZZO |21+ 22 <2}
Dank SYM gilt F(A,0) = (z,2) mit 0 <z < 1. Wir zeigen z € {0, 1}:
Fir 0 < 2 < 1 haben wir (A,0) C (z7'A,0). Dank INV gilt dann
F(z7'A,0) = 27 (z,2) = (1,1) € A. Dank llA folgt F(A,0) = (1,1).
Wir schlieBen daraus F'(A,0) = u mit uw = (0,0) oder u = (1,1).
Wegen (0,0), (1,1) € K und IlA folgt daraus auch F(K,0) = u.

Aus F(K,0) = (0,0) folgt F =T. Aus F(K,0) = (1,1) folgt F = N.
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Z2

!

A

(p1,p2)
(0,0)

PLop2 L p1oD2
LTy Ty” =P Py

] X1

Satz L1E: asymmetrische Verhandlungslésungen
Wir betrachten das Dreieck A := { (1, 72) € R, | 21 + 22 < 2} mit
p € A im Inneren der Hypotenuse, also pi,p2 € Rsg mit p; + p2 = 2.

Existenz & Eindeutigkeit: Es gibt genau eine Verhandlungslésung
P:V? — R?, welche die Axiome INV, WIR, IIA und P(A,0) = p erfllt.

Berechnung: P(K, a) ist der eindeutige Maximierer der Funktion

h = h?

(Ka) K>q = R : (z1,22) = (21 — a1)P (22 — a2)P?.

Symmetrisch p; = p, = 1 erhalten wir die Nash—Verhandlungslésung.
In den Randfallen p € {(2,0), (0,2)} ist die L6sung nicht eindeutig.
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Das Symmetrie—Axiom normiert Verhandlungslésungen F': V2 — R? auf
symmetrischen Problemen (K, a) durch F(K,a) = a + A(1,1), und mit
Pareto—Optimalitat ist A € R maximal. Wir fragen allgemein: Wie sehen
Verhandlungslésungen F: V2 — R? aus, die INV, WIR und IIA erfiillen?
Zur Unterscheidung der Méglichkeiten werten wir F' auf einem speziellen
Beispiel aus, namlich dem Dreieck A = { (z1,22) € RZ |21 + 22 <2}
mit Ausgangspunkt 0. Der Wert F(A,0) = p dient uns zur Normierung.
Ab hier folgen Satz und Beweis dem bewahrten Muster von Satz L1B:

Aufgabe: Zeigen Sie Satz L1E nach dem Vorbild von Satz L1B,
indem Sie (1) Existenz und (2) Eindeutigkeit der L&sung beweisen.
(3) Finden Sie mindestens zwei verschiedene Verhandlungslésungen
F # G:V? — R?, die INV, WIR, lIA erfiillen sowie (A,0) — (2,0).

(4) Zeigen Sie hingegen, dass genau eine Lésung F: V2 — R?

die Axiome INV, PAR, IIA erflillt sowie (A, 0) — (2,0).

© Hier sind neben Geometrie auch Phantasie und Kreativitat gefragt.
Das ist eine schéne Ubung in mathematischer Sorgfalt und Scharfsinn.
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Lésung: (1) Zunachst zur Existenz: Die angegebene Lésung
P:V? 5 R?: (K,a) — argmax h’(’Kﬂ)

ist wohldefiniert und erfillt INV, WIR, SIR, PAR und IlIA. Speziell fur
das Dreieck (A, 0) finden wir P(A,0) = p dank der Orthogonalitat

grad h(p) = (p{'ph?, pi'p5?) L T0A.

(2) Zur Eindeutigkeit sei neben P auch F': V2 — R? eine solche Lésung.
Sei (K, a) € V? ein VProblem. Wir zeigen F(K,a) = P(K, a).

Es qilt (K>4,a) C (K, a); dank WIR und IlIA dirfen wir ,="* annehmen.
Dank INV durfen wir a = (0,0) annehmen, zudem auch P(K,a) = p.
Damit liegt (K,0) C (A,0) im Dreieck A = {z € RZ, | z1 + 20 <2}
dank des Gradienten grad h(p) L T,0A und der Konvexitét von K.
Dank Voraussetzung gilt F'(A,0) = p, dank IIA F(K,0) = p.

Allein mit Hilfe der Axiome INV, WIR, IlA und F'(A,0) = p kénnen wir fir
jedes vorgelegte Problem (K, a) € V2 den Punkt F(K, a) bestimmen.
Wir finden jeweils F(K,a) = P(K, a). Dies beweist F' = P.

(3) Gegenbeispiele zu finden ist knifflig, auch amisant und lehrreich.
Geizig: Wahle G(K, a) = (u1,u2) € K mit ug = a2 und u; maximal.
Lexikographisch: W&hle zun&chst das Maximum «; = max pr; K>,
und hierzu anschlieBend L(K, a) = (u1,u2) € K mit ug maximal.

Diese Lésungen G und L erflllen tatsachlich INV, WIR und lIA;
diese Eigenschaften muss man wie immer gewissenhaft prifen.

Die geizige Lésung erflllt zwar WIR, aber weder SIR noch PAR.
Die lexikographische Losung erfillt zwar PAR, aber nicht SIR.
Dies illustriert die subtilen Unterschiede von WIR, SIR, PAR.

(4) Mit der Verscharfung von WIR zu PAR beweisen wir das folgende
Ergebnis einiger Ubungsgruppenteilnehmer:innen der Spieltheorie 2018:
Satz L1F: lexikographische Lésung, Holzmdiller et al. 2018

Die lexikographische Verhandlungslsung L: V2 — R? ist die einzige,
welche die drei Axiome INV, PAR, IIA sowie L(A,0) = (2,0) erfillt.
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Eindeutigkeit der lexikographischen Lésung als Beweis in Bildern:

Eindeutigkeit der lexikographischen Losung, Fortsetzung und Schluss:

F F

Yy & L Ma"ﬁ’ * L

F(D*,0)
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(4) Zur Eindeutigkeit sei neben L auch F: V2 — R? eine Lésung, welche
die Axiome INV, PAR, IlA erflllt. Wir nehmen F (K, a) # L(K,a) fir ein
Verhandlungsproblem (K, a) € V2 an und zeigen damit F(A,0) # (2,0).

Es qilt (K>4,a) C (K, a); dank PAR und IlIA dirfen wir ,=" annehmen.
Dank INV diirfen wir a = (0,0) annehmen, zudem max pry X = 1.
Dank PAR liegen u = F(K,a) und L(K, a) in der Pareto—Front Max K.
Es gilt u; < 1 dank Definition von L und der Voraussetzung u # L(K, a)
Wir erweitern K zum Verhandlungsproblem K* = [K U (1,0)] D K.
Die Pareteo—Front Max K* = Max K wird hierdurch nicht veréndert.
Dank PAR gilt F'(K*,0) € Max K* C K. Dank lIA folgt F(K*,0) = u.
Wir betrachten nun das Dreieck D = [(0,0), (1,0),u] C K*.

Es gilt F(K*,0) = u € D. Dank llA folgt F/(D,0) = w.

SchlieBlich wahlen wir das Dreieck D* = [(0,0), (1, 0), (0,y)] so, dass u
auf der Hypotenuse [(1,0), (0,y)] liegt; dies ist mdglich wegen u; < 1.
Dank IIA kann F(D*,0) nicht in Ju, (1,0)] liegen, also F(D*,0) # (1,0).
Dank INV folgt schlieBlich F'(A,0) # (2,0), was zu zeigen war.

Bislang haben wir nur Verhandlungen mit zwei Spielern untersucht.
Dieselben Fragen und Antworten finden wir ebenso fiir mehrere Spieler.

Aufgabe: Definieren Sie fir jede Spielerzahl n € N>, die Menge V™ der
Verhandlungsprobleme und darauf Verhandlungslésungen F': V" — R™.
Ubertragen Sie soweit méglich Axiome, Beispiele, Satze und Beweise.

In beliebiger Dimension haben wir keine Anschauung oder Intuition.
Diese Ubung ist daher eine gute Erganzung zur Formalisierung!
Hier kénnen Sie wunderbar die Techniken der mehrdimensionalen
Analysis einsetzen, insbesondere Lagrange—Multiplikatoren.

/\ Wir diskutieren vorrangig den klassischen Zwei-Spieler-Fall n = 2.
Die axiomatisch-geometrische Behandlung gelingt in jeder Dimension n.
Die spieltheorietisch-6konomische Interpretation ist jedoch weniger klar.
Welche konkrete Verhandlungssituation wird beschrieben und gelést?
Entweder alle kooperieren oder jeder steht fiir sich allein (Drohpunkt).
Das né&chste Kapitel untersucht allgemeiner und genauer Koalitionen.
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Axiome zu formulieren, ist eine Kunst. Viele scheinen anfangs verninftig,
erweisen sich aber gemeinsam als widersprichlich, also unerfillbar!
Ich mdéchte dies sofort mit einem drastischen Beispiel illustrieren.

Wir setzen im Folgenden wieder Pareto—Optimalitat (PAR) voraus.

Aufgabe: Ubersetzen Sie folgende Forderungen in Formeln.

(1) ,Wenn neue Alternativen hinzukommen, dann ist die neue Lésung
eine der neuen Alternativen oder unverandert die alte Ldsung.”

Sei (K,a) C (L,a) in V2. Aus F(L,a) = u € K folgt F(K,a) = u.

lIA: Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen.

(2) ,Wenn zur alten Lésung strikt bessere Alternativen hinzukommen,
dann ist die neue L&sung eine dieser strikt besseren Alternativen.”
Sei (K, a) C (L,a). Aus F(K,a) = uund L, # 0 folgt F'(L,a) € L.
UBA: Ubertrumpfen durch strikt bessere Alternativen.

Aufgabe: Finden Sie alle VLésungen F: V2 — R2, die UBA erfiillen.

T3

F(A",0) € [a,d
= F(K,0)>a

F(B’,0) € [b,0]
= F(K,0)>b

Z

(0,0)

Lésung: Keine Verhandlungslésung F: V2 — R2 erfiillt UBAI
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Ist die Nash—Verhandlungslésung wirklich ,fair und ,gerecht“?

Ip Situation K; bekommt Alice ihr Maximum, Bob nur die Halfte. Beim
Ubergang zu K, starkt Alice ihre Position, aber ihr Ergebnis stagniert;
umgekehrt schwécht Alice ihre Position, aber Bob profitiert nicht davon.
Sinngeman gilt dasselbe beim Ubergang von K zu K3 und zuriick.

In jedem Vergleich findet mindestens ein Spieler einen Grund zur Klage.
Er halt die zuséatzlichen Alternativen fur relevant und bestreitet lIA.

Ist das Nash—Verfahren N deshalb unfair? Nein, das Verfahren ist fair,
aber die vorgelegten Verhandlungssituationen (K, a) selbst sind unfair.
Die zugeordneten Lésungen N (K, a) kdnnen das nicht wunderheilen.

Die vier Nash—Axiome scheinen zundchst natlrlich und plausibel,
zudem kénnen wir daraus eine schéne Charakterisierung ableiten.
In manch konkretem Beispiel keimen leise Zweifel. .. Daher nochmal:

Der Schlichter schlagt fiir jedes Verhandlungsproblem eine Lésung vor.
Alle Lésungen sollen ,fair“ und ,nachvollziehbar” sein, und der Schlichter
Jkonsistent”. Die vier Nash—Axiome geben hierauf prazise Antworten.

Die Schlichtung gelingt nur, wenn sie alle Parteien Uberzeugt.
Hierzu ist es hilfreich, dass sie zur Begriindung ihres Vorschlags
nachvollziehbare Griinde und Uiberzeugende Argumente anfiihrt.

Nashs Axiome formulieren vier solche nachvollziehbaren Griinde.

Sie erklaren, was wir von einer fairen Verhandlungslésung erwarten.
Uber die Auswahl und Festlegung dieser Axiome kann man streiten,
ihre Konsequenzen jedoch folgen mit mathematischer Prazision.
Einzelne Vorschlage mdgen unfair erscheinen, doch das Verfahren ist
fair im Sinne der Definition, denn es erfiillt all unsere Anforderungen.
Aus unfairen Situationen kann es keine fairen Lésungen zaubern.
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Wir ersetzen Unabhangigkeit II1A durch eine alternative Forderung. .

MON: Monotonie. Fiir (K,a) C (L,a) in V2 gilt F(K,a) < F(L, a)
vorausgesetzt max pr; K>, = maxpr; L>, bleibt erhalten fir i =1, 2.

Satz L1G: monotone Lésung, Kalai-Smorodinsky 1975
Existenz & Eindeutigkeit: Es gibt genau eine Verhandlungslésung
M :V? — R2, welche die Axiome INV, PAR, SYM und MON erfillt.
Diese heif3t daher auch die monotone Verhandlungslésung.
Berechnung: Zu (K, a) € V? ist die Lésung M (K, a) der maximale
Punkt auf der Strecke K N [(a1, a2), (21, z2)] Mit z; = max pr; K>q.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Charakterisierung analog zu Satz L1B.
Die monotone Ldsung M unterscheidet sich von der Nash—Ldsung N,
denn N erfillt 1A aber nicht MON, und M erfullt MON aber nicht IIA.
Wer es konkret mag, findet deutliche Unterschiede in den Beispielen.
Dieser Satz geht zurlck auf E. Kalai, M. Smorodinsky: Other Solutions
to Nash’s Bargaining Problem, Econometrica 43 (1975) 513-518.

Eindeutigkeit F/(K,a) = M (K, a) als Beweis in Bildern:

K* z K* z

Dank INV dirfen wir a = (0, 0) und maxpl K>, =1 annehmen.
Auf (K,a) C (K*,a) und (L a) C (K*, a) kdnnen wir MON anwenden.
Das zeigt F(K,a) = F(K*,a) = F(L a) =u=M(K,a),also F = M.
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Lésung: (1) Existenz: Die angegebene Lésung

M : V2 = R?: (K, a) — max(K N [(a1, az), (21, 22)])

erfullt die vier gewlinschten Eigenschaften INV, PAR, SYM, MON.
(Das muss man sorgsam nachprifen. Ubung: Versuchen Sie esl)

(2) Eindeutigkeit: Angenommen F: V2 — R? erflillt diese Axiome.

Wir leiten daraus ab, dass ' = M gilt. Hierzu sei (K,a) € V2.

Es gilt (K>4,a) C (K, a). Dank MON folgt F(K>,,a) < F(K,a), dank
PAR F(K>q,a) = F(K,a). Wir dirfen also (K., a) = (K, a) annehmen,
dank INV zudem a = (0, 0) und schlieBlich max pr; X = maxpry K = 1.
Seiu= M(K,a) = a+ A(1,1) mit A € R maximal. Wir betrachten wie
skizziert K* := [K U {(1,0), (0,1)}] und L := [{(0,0), (0,1) (1,0),u}].
Es gilt (K,0) C (K*,0). Dank MON folgt F(K,0) = F(K*,0).

Es gilt (L,0) C (K*,0). Dank MON gilt F(L,0) = F(K*,0).

Dank SYM und PAR gilt F(L,0) = u, also F(K,0) = M(X,0).

Die monotone Lésung M und die Nash-L&sung N sind die beiden
bekanntesten Verhandlungslésungen. Beide lassen sich axiomatisch
charakterisieren, wie hier dargestellt, und geometrisch bestimmen.
Die Nash—Ldsung wird durch die Axiome INV, SYM, PAR und IIA
charakterisiert. Viel Kritik entzlindet sich traditionell am letzten Axiom,
der Unabhéangigkeit von irrelevanten Alternativen. Als Reaktion darauf
entwickelten Kalai und Smorodinsky ihren monotonen Lésungsbegriff,
der durch die Axiome INV, SYM, PAR und MON charakterisiert wird.
Die Nash-L&sung erfillt das Axiome IIA, aber nicht MON,

die monotone Lésung erflllt umgekehrt MON, aber nicht IIA.

Auf symmetrischen VProblemen stimmen beide Lésungen Uberein.
Beide Lésungen wurden experimentell in Laborexperimenten getestet:
Welche kommt dem empirisch beobachteten Verhalten am néachsten?
Wir durchleuchten eine solche Implementierung hier mathematisch:
Die beiden Spieler machen abwechselnd Angebote bis zur Einigung.
Welches Verhandlungsergebnis stellt sich bei rationalen Spielern ein?
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.

b Bobs Vorschlag

Jda,b e K:

by =d1a1

ay = 65by

Ve K:

z3 > ap = @1 < ay
T1 2 by = 2 < by

ob @ Alice’ Vorschlag

Beispiel: Wir betrachten K = { (x1,22) € REy |z + 22 <1}
mit der Pareto—Front Max K = { (z1,22) € RS, | 21 + 22 =1}.
Flr a,b € Max K 16sen wir §ya; = by und d2be = ag auf zu

_1-4 _1-0
a] = 1= 016, 6}0,1[ und by = 1= 010, E]O,l[.
© Probe durch Einsetzen in die geforderten Gleichungen:
_ _ 02— 610y _ _ 0 =816y
a=1—a; = — (5152 = d9by und bi=1—-by = 71 — 5152 = 01a1
Spezialfall: gleiche Diskontfaktoren ¢; = 2 = §. Fir § 7 1 finden wir:

_1=0 Ll o b—>(1 l)
MTI T 110 2 * 22
© Das entspricht der symmetrischen Nash—Verhandlungslésung!

Fir 0 < 1 bekommt Alice etwas mehr vom Kuchen. Das ist ihr Privileg
des ersten Zugs. Im Grenzwert § ' 1 verschwindet dieser Vorteil.
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01 =08
02 =0.9

b Bobs Vorschlag
db (@ Alice’ Vorschlag

oa

Ja,b € K:

by = b1a1

az = d2ba
Vz € K:

w2 > ap = w1 < ay
1 > b = z2 < by

Wir betrachten die Diskontfaktoren §; = e~*/Pi mit p; € Rx.

© Anschaulich ist t > 0 der feste Zeittakt fiir jede Verhandlungsrunde.
Der Geduldsparameter p;/In 2 ist hier die Halbwertszeit fir Spieler i.
Der Kuchen K,, = (47, 6%) - K schrumpft mit der Zeit, exponentiell in nt.

Als Startwert vereinbaren wir ¢t = 1. Fir ¢ \, 0 finden wir:

1 — e /P2 1 D1 D2 )
a —— =

= —
1—et/Pret/;2 " pi+py p1+p2 1L+ D2

© Das entspricht der asymmetrischen Nash—Verhandlungslésung!

Ist Alice geduldiger, p; > p2, dann bekommt sie mehr vom Kuchen.

Im symmetrischen Fall p; = ps gilt a,b — (1/2,1/2) wie zuvor berechnet.

Weiterhin gilt das Privileg des ersten Zugs, hier als Zeitvorteil ¢t > 0.

Im Grenzwert ¢ N\, 0 verschwindet dieser Vorteil.

also a,b— <

© Geduld erhéht die Verhandlungsmacht! Das ist intuitiv plausibel.

Rubinsteins Verhandlungsmodell mit alternierenden Angeboten erklart
hierzu eine detaillierte Spielmechanik und liefert quantitative Ergebnisse.
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\ b Sobs Vorlonieg

(Sb Q Alice’ Vorschlag

Ja,b € K:
by = éd1a1
az = by
Ve K:
w2 > ax = x1 < ap
@1 > by = x2 < ba

Ein wesentlicher Aspekt des Rubinstein-Modells ist das Schrumpfen
der Verhandlungsmenge: Der zu verteilende Kuchen nimmt mit der Zeit
exponentiell / geometrisch ab. Nur durch diesen Zeitdruck entsteht hier
die innere Dynamik der Verhandlung und der Anreiz zur Einigung.

Die Diskontierung mit §; kdnnen wir auf drei Arten interpretieren:

1 Intersubjektive Inflation: Geld morgen ist weniger wert als heute.
Wertverlust in Form des Faktors ¢ € ]0, 1[ ist intersubjektiv, fur alle
Spieler gleich. Der vermutete Wert §; kann jedoch individuell sein.

2 Individuelle Geduld: Warten verringert den Nutzen, auch hier ist
Geld morgen weniger wert als Geld heute, diesmal aber fiir jeden
Spieler i € I individuell diskontiert durch den Faktor ¢; € |0, 1].

8 Abbruchwahrscheinlichkeit: Zu Recht wenden Sie ein, dass
unendliche Wiederholung unrealistisch ist. Viel realistischer sind
dagegen wiederholte Spiele mit einer gewissen Abbruchwkt £ > 0.
Das flihrt zu derselben geometrischen Summe mit Fortsetzungswkt
6 = 1 — &. Auch hier kann der vermutete Wert ¢; individuell sein.
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Ja,b € K:

b1 =d1ay

ag = d5by
Vz € K:

x2 > ap = w1 < ap
x1 > by = w2 < b

b Bobs Vorschlag

(@ Alice’ Vorschlag

oa

\%%\

Wir behandeln dieses Spiel zunachst geometrisch, anschlieBend formal.

Gegeben seien zwei Punkte a,b € K mit 6141 = by und 302 = as.

Fur alle z € K gelte zudem z; > by = 29 < by und 23 > as = x1 < aj.

Wir betrachten folgendes Strategiepaar (stationar, ohne Erinnerung):
@ Alice schlagt a € K vor und akzeptiert x € K gdw x1 > d1a1 = b1.
@ Bob schlagt b € K vor und akzeptiert z € K gdw x5 > 302 = as.

Ist das ein Gleichgewicht? Wir untersuchen einmalige Abweichungen:

@ Alice will a vorschlagen, doch sie erwéagt alle Alternativen z € K.
Im Falle z3 < as lehnt Bob ab; Alice erhélt dann nur b, = d1a1 < a;.
Flr xo > ay stimmt Bob zu; wegen z; < a; hat Alice keinen Vorteil.
@ Bob will das Angebot a annehmen, doch er erwégt Ablehnung.
Dann bekommt er ebenfalls d2b2 = as, also keine Verbesserung.
Dieselben Argumente gelten mit vertauschten Rollen fiir Bob und Alice.
Das Prinzip der einmaligen Abweichung fordert Stetigkeit. Das ist erfllt.
Das obige Strategiepaar ist somit ein teilspielperfektes Gleichgewicht.
(Gibt es weitere? Das ist schwieriger. Lemma L2D zeigt Eindeutigkeit.)
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Ja,b € K:
61 =0.8 by =d1a1
agy = d3ba
Vz € K:
52 =0.9 w2 > ap = w1 < ay
1 > by = x2 < by

b Bobs Vorschlag

b @ Alice’ Vorschlag

oa

Die vorigen Beispiele waren geometrisch einfach und eindeutig.
Als Mahnung zur Vorsicht diskutieren wir Rechtecke, wie gezeigt.
Die Pareto—Front Max K degeneriert hier zu einem einzigen Punkt.
Auf den ersten Blick ist nur dieser Punkt ein verniinftiges Ergebnis.

Wie zuvor sind die alternierenden Angebote a und b ein Gleichgewicht.
Daneben gibt es noch liberabzéhlbar viele weitere Gleichgewichte und
dazu gehdren sogar Uberabzéhlbar viele Gleichgewichtsauszahlungen!
Anschaulich ist die Verhandlungslage hier nicht strikt kompetitiv:

Alice kann ihren Vorschlag a zwar nicht fur sich selbst verbessern, denn
a1 =my = max pr, K, doch sie kdnnte Bob eine Verbesserung bieten.
Bob kann seinen Vorschlag b zwar nicht fiir sich selbst verbessern, denn
by = mg = max pry K, doch er kdnnte Alice eine Verbesserung bieten.

Diese Ambivalenz verkompliziert unsere spieltheoretische Analyse.

Zur Vereinfachung wollen wir Degenerierung kurzerhand ausschlieBBen.
Wir fordern dazu, dass die Pareto—Front Max K maximal ausgedehnt ist,
also komplett von Achse zu Achse lauft, kurz (m1,0), (0, m2) € Max K.
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Ja,b € K:
51 =0.8 b1 =d1a3
as = Saby
Vo € K :
52:09 T2 2 ap = 7 S ay
21 > by = w2 < by

b Bobs Vorschlag

db Q Alice' Vorschlag

oa

Dieses modifizierte Beispiel &hnelt dem vorigen Problem des Rechtecks,
hier jedoch ist die Pareto—Front Max K nicht nur ein einzelner Punkt,
sondern ein Geradensegment, allzu kurz, aber immerhin ausgedehnt.
Auch hier liegen auBBerhalb der Pareto—Front weitere Gleichgewichte!

Wie zuvor sind die alternierenden Angebote a und b ein Gleichgewicht.
Daneben gibt es noch Uiberabzahlbar viele weitere Gleichgewichte und
dazu gehdren sogar tberabzéhlbar viele Gleichgewichtsauszahlungen!
Anschaulich: Die Verhandlungslage ist wieder nicht strikt kompetitiv.

Was waére die schénste Aussage, die bisher noch nicht widerlegt ist?
Wir wiirden vermuten, unter der nétigen geometrischen Vereinfachung,
dass a bzw. b tatsachlich die einzige Gleichgewichtsauszahlung ist.
Genau dies ist der Satz L2¢ von Rubinstein, auf den wir zusteuern.
Nach diesen Beispielen und Mahnungen ist die Vorgehensweise klar:
@ Wir prazisieren die geometrischen Voraussetzungen an K.
@ Wir formalisieren die Verhandlung I' = I'(X, §) in extensiver Form.
@ Wir finden alle Gleichgewichte s € PNE(T") bzw. ihre Auszahlungen.
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T3

Kl K2

allgemein allgemein

T2
Max K1 Max Ky
Pareto—Front Pareto—Front

Eine Menge B C R? heiBt Normalbereich in y—Richtung, wenn
B={(z,y) eR?|a<z<b, g(x) <y <h(z)}

mit g, h: [a, b] — R stetig und g < h. Dies nutzen wir z.B. zur Integration:
B ist kompakt, somit messbar und volz(B) < co. Sei f: B — R absolut
integrierbar, z.B. beschrankt oder gar stetig. Dann gilt dank Fubini:

/B f(z,y)d(z,y) = /I: ./yh(‘r f(z,y)dyda

=g(x)

1 Entsprechend ist B C R? ein Normalbereich in 2—Richtung, wenn
. 9 .
Sgl K € R, konvex und kompakt mit Drohpunkt 0 € K. B— { (z,y) € R? } a<y<b, gly) <z < h(y) }
Wir setzen m; := max pr; K und ebenso ms := maxpry K.
K — { (z1,22) € R2 ‘ 0< 2 <my, ¥y(z1) < 22 < o1(21) } mit Gilt beides, so nennen wir B einen Binormalbereich.
¥1, ¢1:[0,mu] — [0, mo] stetig, 11 konvex wachsend, 1 konkav. Aufgabe: Jedes konvexe Kompaktum K & R? ist ein Binormalbereich.
K ={(z1,22) € R?| 0 < w3 < ma, tha(w2) < w1 < a(w2) } mit Wie konstruieren Sie jeweils die eingrenzenden Funktionen g und h?
2, 2 : [0, ma] — [0,m;] stetig, 12 konvex wachsend, 2 konkav. Warum sind diese dann stetig, zudem g konvex und h konkav?
Geometrische Vereinfachung | Geometrische Vereinfachung Extsengy
&9 T2
T~  MaxK ~— Max K}
Rareto-Front Rareto-Front
N\
Aufgabe: Weisen Sie alle hier gemachten Aussagen sorgfaltig nach!
K3 Ky Differenzieren im Sinne der Analysis 1 kénnen Sie im Allgemeinen nicht,
einfach einfach aber Geometrie und Topologie sind Ihnen hier wie immer treue Helfer.
Ty T

Zur Vereinfachung gelte (m1,0) € Max K und (0, m2) € Max K.
Dann verlauft die Pareto—Front von der z1—Achse zur zo—Achse.

Somit gilt K = { (w1, 20) € R? ‘ 0<z <my, 0<xz9 <p1(21) }

umgekehrt K = { (z1,22) € R* | 0 < @y <mg, 0 < @1 < pa(w2) }

mit (o1, p2) : [0, m1] = [0, me] stetig, bijektiv, konkav fallend.
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Fir die Analyse beschaffen wir uns zunachst das Punktepaar (a, b): Existenz und Eindeutigkeit und Konvergenz als Beweis in Bildern:
Lemma L2A: Verhandlungsgleichgewicht und Nash—L&sung 2 \ \\\\\\
Sei 0 € K € R%, konvex und kompakt sowie (1n1,0), (0,mz) € Max K.
Zu jedem Parameterpaar py, ps € Rug und §; = e~ 4/P1, §y = ¢ t/p2 /
existiert auf der Pareto—Front genau ein Punktepaar a, b € Max K mit
51(1,1 =b und (52})2 = as.
Fir ¢ \, 0 konvergieren a(t) und b(t) gegen die asymmetrische A
Nash—-Verhandlungslésung P(K,0) = u, also den eindeutigen
Maximierer v € K der Funktion h: K — R: (z1,x2) — o' zh?. aPighr — b —
=
Beispiel: Wir betonen den symmetrischen Fall p; = pa, also d; = da:
Fur ¢ \, 0 konvergieren hierbei a(t) und b(t) gegen die symmetrische Ty
Nash—-Verhandlungslésung N(K,0) = u, also den eindeutigen

Maximierer u € K der Funktion h: K — R: (21, x2) — x122.

© Hier sind Geometrie und Topologie gefragt, allerdings noch einfach.
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Beweis: Aus d1a; = by und d2b2 = ay folgt h(a) = h(b), denn
h(a) = (1) (a2)™ = (/P by )P (7 /P2b)P = (by)"" (b2)" = h(b)

Umgekehrt: Je zwei dieser drei Gleichungen implizieren die dritte.

Sei ¢ := maxg h = h(u). Der Maximierer u € K ist eindeutig.

Fir jedes Niveau ¢ € ]0, ¢ schneidet die zugehérige Niveaulinie

h=Yc) = {x € R% | 2}'2h? = ¢ } die Pareto—Front genau zweimal:

Es gilt ! (c) "N Max K = {a,b} mitb; < u; < a; und az < ug < bs.

Die Zuordnung ¢ — a; ist antiton. Die Zuordnung ¢ — b; ist isoton.

Fir e N\, 0gilt by \,0und a1 / mq, also 6; = b1 /a1 \, 0.

Flr ¢ /‘ Egllt by / ul und a \ Uy, also (51 = bl/lll /‘ 1.

Die Zuordnung ¢ — by /a ist stetig. Also wird jeder Wert in ]0, 1[ genau
einmal angenommen. Aus b; /a; = e/t folgt dann ag /by = e /72,

Aufgabe: Prifen Sie alle Teilaussagen dieses Beweises sorgfaltig nach.
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Annahmen: Sei K € R%O konvex und kompakt mit Drohpunkt 0 € K.
Mit jedem Zeitschritt n = 0, 1,2,... schrumpft der zu verteilende Kuchen
auf die Menge K, := (07, 6%) - K mit konstanten Faktoren 4,,d> € ]0, 1[.

Diese Daten definieren das Rubinstein—-Modell einer Verhandlung
durch alternierende Angebote als dynamisches Spiel I' = I'(K, ),
genauer I'y, falls Alice beginnt, und I'y, falls Bob beginnt.

Als Alphabet wahlen wir A = K U { @ = ablehnen, ¢ = akzeptieren }.
Spielbaum X = X° U dX und Auszahlung u entstehen daraus wie folgt:

Xg =10},

Xoni1 =Xopx K ={v=(20,%,...,7)},

X§7l+2 = Xé)n-%-l * {Q} = {v = (‘750: ¥ - Tn, Q)}‘

0Xopyo = X§n+1 {4} =1{v= (20,9, 70, @)} “i(v) = 57»&1

Xoo = (K «{g})* ={v=(v0,%,21,%---)}» ui(v):().

© Dieses Verhandlungsmodell ist sehr intuitiv und recht natiirlich.
Es gilt daher als realistische Wiedergabe echter Verhandlungen.

Hier ist K die Verhandlungsmenge. Jedes ihrer Elemente = € K ist ein
mdgliches Verhandlungsergebnis und kann als Angebot genutzt werden.
Die Verhandlung verlauft alternierend, wobei zunéchst Alice beginnt:
Zuerst macht Alice ein Angebot. Lehnt Bob ab, so macht er ein Angebot.
Lehnt Alice dieses ab, so macht sie ein Angebot. Und immer so weiter.
Zu jeder Vorgeschichte v = (20,4, ...,2,-1,%) € X haben wir

o firn gerade: AL = K und A2 = {warten}.

@ fir n ungerade: A2 = K und A} = {warten}.
Zu jeder Vorgeschichte v = (20, , ..., z,) € X haben wir
gerade: A} = {warten} und A2 = {g,¥}.

@ flr n ungerade: A2 = {warten} und A} = {4, %}.
Durch diese Aktionsmengen wird das Spiel I'; eindeutig beschrieben,
insbesondere werden alle Strategien s' € S und s? € S? festgelegt.

@ flrn

Das Spiel I'; definieren wir genauso, allerdings mit vertauschten Rollen,
das bedeutet, wir vertauschen lediglich die Aktionsmengen A und A2.
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,Of course, one cannot represent all possible bargaining devices as
moves in the non-cooperative game. The negotiation process must be
formalized and restricted, but in such a way that each participant is still
able to utilize all the essential strengths of his position.” (Nash 1953)

Wir brauchen demnach Modelle, die einerseits umfassend genug sind,
um realistisch zu sein, andererseits einfach genug, um praktikable
Analysen und Lésungen zuzulassen. Der axiomatisch-kooperative
Ansatz |6st das zweite Problem sehr elegant und liefert Lésungen.
Doch welche der verschiedenen Verhandlungslésungen ist realistisch,
in welchem Kontext ist sie geeignet, und wie sollen wir sie anwenden?

Hier hilft die nicht-kooperative Theorie als Richtschnur, denn wir kénnen
diese Modelle gut der Realitét anpassen. In diesem Sinne ergénzen sich
axiomatisch-kooperative und die strategisch-nicht-kooperative Theorie.

Das Nash—-Programm hat zum Ziel, die erste in die zweite einzubetten.
Beide lassen sich so zudem empirisch Uberpriifen und kalibrieren, etwa
passiv in (Real-Life-)Beobachtungen oder aktiv in (Labor-)Experimenten.

© Rubinsteins Verhandlungsmodell T'(X, §) ist intuitiv und natirlich.

Es ist recht einfach und Ubersichtlich aufgebaut, doch die Menge der
mdglichen Strategien S = S' x S? ist riesig: Jede Entscheidung ¢
verzweigt nur in zwei, aber bei jedem Vorschlag = € K verzweigt der
Spielbaum sogleich in Gberabzahlbar viele Teilbdume. Zum Gliick haben
wir eine universelle, prézise und bequeme Notation fir all solche Falle!

Diese Verzweigungen wiederholen sich abzahlbar unendlich oft.
Nicht alle Trajektorien / Spielverlaufe sind endlich; Rickwartsinduktion
geman Satz J1D von Zermelo steht uns demnach nicht zur Verfligung.

© Praktisch gesehen sind damit unfassbar viele Strategien denkbar,
etwa das Feilschen von Harry und Brian aus dem Eingangszitat.

Die Spieler kdnnen versuchen, sich gegenseitig zu beeindrucken:
tauschen, drohen, einschiichtern, hinhalten, verwirren, ablenken, etc.
Der Phantasie und Schauspielkunst sind hier kaum Grenzen gesetzt.
Das Verhandlungsergebnis L2C hingegen ist ruhig und nlchtern.




Konstruktion des kanonischen Verhandlungsgleichgewichts e

L226
Erlauterung

Konstruktion des kanonischen Verhandlungsgleichgewichts

Wir zeigen zunéchst PNE(I'(K, ¢)) # 0 durch explizite Konstruktion:

Lemma L2B: kanonisches Verhandlungsgleichgewicht

Sei 0 € K € R%, konvex und kompakt sowie (1n1,0), (0,mz) € Max K.

Gegeben seien a,b € K. Hierzu betrachten wir folgendes Strategiepaar:
@ Alice schlagtimmer a € K vor und akzeptiert z € K gdw =1 > d1a;.
@ Bob schlagt immer b € K vor und akzeptiert z € K gdw xo > d2bs.

Dies ist teilspielperfekt gdw a,b € Max K sowie d1a; = by und d2bs = as.

Dank Lemma L2A existiert genau ein solches Punktepaar a,b € Max K.

Beweis: ,=“ Angenommen unser Strategiepaar ist teilspielperfekt.
(1a) Gilt ag < d2b und by < d1a1, SO wird nie zugestimmt.

Jeder der beiden kénnte sich durch Zustimmung verbessern.

(1b) Giilt ag < d2b2 und by > d1a1, SO wird 5b ausgezabhlt.

Alice kdnnte sich auf 2 (d2b2) > d1b1 verbessern.

(1c) Ebenso ist ag > d2b2 und by < d1a; unméglich, denn dann wére
das Teilspiel von Bobs Angebot nicht im Gleichgewicht.

(1d) Also gilt ag > d9by und by > d1a;. Es gilt sogar Gleichheit:

Bei az > 4202 kdnnte Alice sich verbessern auf ¢2(d2b2) > ¢a(az) > as.
Bei b1 > d1a1 kdnnte Bob sich verbessern auf ¢1(d1a1) > ¢1(b1) > ba.
(1e) SchlieBlich gilt a,b € Max K:

Bei a € K ~\ Max K kénnte Alice sich verbessern.

Bei b € K \ Max K koénnte Bob sich verbessern.

=" Wir zeigen, dass unser Strategiepaar teilspielperfekt ist.

(2a) Alice kdnnte a vorschlagen, doch sie erwagt alle Alternativen z € K.
Im Falle x5 < d2b2 wird Bob ablehnen; Alice erhalt dann nur b; < a;.
Flr x5 > ay stimmt Bob zu; wegen z; < a; hat Alice keinen Vorteil.

(2b) Bob kénnte das Angebot a annehmen, doch er erwégt Ablehnung.
Dann bekommt er ebenfalls d2b2 = a2, also keine Verbesserung.
Dasselbe gilt fir Bob und Alice mit vertauschten Rollen.

Das Prinzip der einmaligen Abweichung fordert Stetigkeit. Das ist erfillt.
Das obige Strategiepaar ist somit ein teilspielperfektes Gleichgewicht.
Das beweist insbesondere PNE(T'(K, §)) # 0.
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Satz L2c: Verhandlungsergebnis im Rubinstein—Modell
Wir untersuchen Rubinsteins Modell I'( K, §) alternierender Angebote:
Sei 0 € K € R%, konvex und kompakt sowie (m1,0), (0,mz) € Max K.

Zu jedem Parameterpaar 41, d; € |0, 1] existiert genau ein Punktepaar
a,b € Max K mit der Gleichgewichtseigenschaft §;a; = by und d2be = as.

(1) Fur jedes teilspielperfekte Gleichgewicht s € PNE(T'(K, ¢)) gilt dann:

@ Alice schlagt zu jedem Zeitpunkt a vor und akzeptiert b oder besser.
Sie bejaht z € K, falls v = b oder x; > by, und verneint falls z; < b;.

@ Bob schlagt zu jedem Zeitpunkt b vor und akzeptiert a oder besser.
Er bejaht « € K, falls = a oder x5 > ag, und verneint falls z2 < as.

Bei Indifferenz z; = by bzw. x5 = a5 ist die Antwort leider unbestimmt.

(2) Angenommen, indifferente Spieler bevorzugen ein schnelles Ende.
Genau ein teilspielperfektes Gleichgewicht erflllt diese Verfeinerung:

@ Alice schlagt a € K vor und akzeptiert z € K gdw x; > d1a1 = b;.
@ Bob schlagt b € K vor und akzeptiert z € K gdw z9 > 302 = as.

© Esiist liberaus erstaunlich, dass der Satz so klar und einfach ausfallt.
Das Ergebnis ist unglaublich aber wahr — und iberraschend niichtern:

Bei rationaler Spielweise zahlt sich all das Tauschen, Drohen, Ablenken,
etc. nicht aus. Beide Spieler bleiben bei ihrer klaren einfachen Linie.

Eine vollkommen rationale Verhandlung verlauft daher wie ein Uhrwerk,
ohne jegliche Uberraschungen oder Verhandlungstricks, gerduschlos.

© Warum beobachten wir bei realen Verhandlungen so viel Wirbel?
Das liegt einerseits an der unvollstédndigen Information der Spieler:
Das Verhandeln Gbermittelt nun Information, es ist ein Signalspiel.
Diese zuséatzliche Problematik bildet unser Modell einfach nicht ab.
Andererseits liegt es an der mangelnden Rationalitat der Spieler;

sie lassen sich durch Finten beeindrucken und vom Plan ablenken.
Vollkommen rational und informiert verhandelt jeder kiihl und niichtern.

© Die Verhandlung kommt sofort zu einem optimalen Ergebnis.
Dank vollstandiger Information ist diese Losung effizient.
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Wir nutzen die Projektion ®; nach oben und ®, nach rechts:

®; 1 K — Max K : (z1,22) — (z1,901(21)),
Dy K — Max K : (z1,22) — (p2(22), 22).
Sei A* C Max K die Menge aller PNE-Auszahlungen von T';.
Sei B* C Max K die Menge aller PNE-Auszahlungen von I's.
Wir setzen A = inf pr; A* und A = sup pr; A* sowie B = inf pr, B* und

B = sup pry B*. Wir erhalten so die zusammenh&ngenden Kompakta

A= ®([4, 4] x {0}) C Max K,

B = ®,({0} x [B, B]) C Max K.
InT'1(K, ) ist die zweite Runde immer ein Teilspiel 6I'2(K, 9).
Alle PNE-Auszahlungen des Teilspiels sind also enthalten in § B.
In Ty (K, ) ist die zweite Runde immer ein Teilspiel 6T (K, §).
Alle PNE-Auszahlungen des Teilspiels sind also enthalten in 6 A.
Damit kénnen wir nun A und B geometrisch in Beziehung setzen!

Lemma L2D: Kontraktion garantiert Eindeutigkeit.

(1) Mit diesen Bezeichnungen gilt $2(6B) 2 A und ®,(4A) D B.
(2) Die Abbildung Max K — Max K : x — ®;(dx) ist d,—kontraktiv.
(3) Demnach sind die Mengen A = {a} und B = {b} einpunktig.
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Beweis: (1) Wir betrachten ein beliebiges teilspielperfektes
Gleichgewicht s € PNE(T';) mit Auszahlung (z1,z2) € A:

Waére 22 < 028, dann lehnt Bob ab: Alice bietet ihm zu wenig.
Ware z; > §, B, dann bietet Alice zuviel: Sie kann mehr behalten.

Fir ein Gleichgewicht s ist eine solche Auszahlung unmdglich.
Also gilt (z1,x2) € ®2(6B). Wir schlieBen daraus A C ®(dB).

Mit vertauschten Rollen folgt ebenso B C ®4(JA).

(2) Die Abbildung Max K — Max K : (z1,x2) — (6121, p1(d121)) ist

d1—kontraktiv in der ersten Koordinate. Dasselbe gilt in der zweiten:

Seien z,y € Max K, also x = (21, ¢1(x1)) und y = (y1, p1(y1))-

Ohne Einschrankung gelte 0 < 21 < y; < m;. Damit finden wir:

lp1(y1) — @1 (1)
Y1 — o1

lo1(y1) — @1(d121)]
Y1 — 0171

lp1(01y1) — p1(d121)]
d1y1 — 0171

< <

Hierbei nutzen wir, dass 1 : [0, m1] = [0, ma] konkav féllt.
Daraus folgt |¢1(d1y1) — ¢1(d121)| < 01l1(y1) — p1(21)]-

(3) Dank (1) haben wir die Inklusionen A C ®5(6B) und B C ®1(JA).
Daraus folgt durch Einsetzen A C ®5(6®1(0A)) und B C ®1(0P2(dB)).

Dank (2) sind dies Kontraktionen, also A und B héchstens einpunktig.
Dank L2A und L2B kennen wir PNE-Auszahlungen a € Aund b € B.
Somit ist a bzw. b die einzige PNE-Auszahlung von T';.

Aufgabe: Beweisen Sie Rubinsteins Satz L2C mit Lemma L2D.

Zusatz: Zeigen Sie durch geeignete Variation dieser Konstruktion,
dass PNE(T'(K, ¢)) tatsachlich Uberabzahlbar viele Elemente enthélt.

Hinweis: Im Indifferenzfall x1 = §1a1 bzw. z9 = d2b2 kdnnen wir die
Annahmeregel modifizieren, ohne die Teilspielperfektion zu gefahrden.
Das andert lediglich die Mikrostruktur, nicht aber die Auszahlungen.

© Sie ahnen jetzt, warum das Rubinstein—-Modell beriihmt wurde, denn
es bietet das volle Programm: ein realistisches allgemeines Modell,
einen bemerkenswerten Satz, zudem eine erfolgreiche vollsténdige
Klarung dank raffinierter Mathematik. Herz, was willst du mehr?

Wie zu erwarten, hat das Modell zahlreiche weitere Arbeiten inspiriert.
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01 =0.7
62 = 0.7

Q Alice’ Vorschlag

01 =0.8
62 = 0.6

( Alice’ Vorschlag
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Sei0e K e Réo konvex und kompakt sowie (m;,0), (0, m2) € Max .
Fur 6 = (61,02) €10, 1] setzen wir 6" K = { (671,05 x2) | (z1,22) € K }.
Das definiert die schrumpfenden Kuchen K © 6K > §°K > --- D {0}.

Satz L2c garantiert uns ein eindeutiges Verhandlungsergebnis!

Allgemein sei (K™)ey mitR2) D KO D K1 > K2 D> K35 ... D {0}.
Dabei verlangen wir (102, K™ = {0}: Der Kuchen schrumpft auf Null,
etwa K" = (o, af K mit1 = af® > o) > of?) > ...\, 0in]0,1].
Lasst sich der Satz und unser obiger Beweis hierauf tibertragen? Nein!

Aufgabe: Wir betrachten K2" = (67, 65)K und K2"+! = (677 61 K.
Zuerst bietet Alice, bei Ablehnung bietet Bob, dann wieder Alice, usw.
Dieses modifizierte Verhandlungsmodell verhalt sich radikal anders:
Jede Auszahlung a € Max K lasst sich teilspielperfekt realisieren!

(1) Konstruieren Sie hierzu explizit eine Realisierung s € PNE(T").
(2) Weisen Sie Teilspielperfektion nach. Wie gelingt das am besten?
(3) Woran scheitert der Eindeutigkeitsbeweis von Lemma L2D?
Dieses subtile Gegenbeispiel illustriert den raffinierten Beweis.

Beweis: (1) wir setzen a®" = (67,65 )a und b"+! = (6771, 65)a.
Diese Konstruktion ist in den obigen beiden Graphiken illustriert.
@ In Runde 2n schlagt Alice a®® € K2" vor.
Bob akzeptiert = € K" gdw x5 > b2,
@ In Runde 2n + 1 schlagt Bob b*"+1 € K"+ vor.
Alice akzeptiert = € K2*+! gdw z; > a2"2.
(2) Dank Stetigkeit nutzen wir das Prinzip der einmaligen Abweichung:
@ Alice will a®” vorschlagen, doch sie erwagt Alternativen = ¢ K27,
Im Falle x5 < b2"™ lehnt Bob ab; Alice erhalt dann v?"*! < o™
Fir 2o > a2" akzeptiert Bob; wegen z; < a2" gewinnt Alice nichts.

@ Bob will das Angebot a?" annehmen, doch er erwagt Ablehnung.
Dann bekommt er ebenfalls b2" ! = a3", also keine Verbesserung.
Dieselben Argumente gelten mit vertauschten Rollen fiir Bob und Alice.
(3) Die Abbildung Max K — Max K : x — ®;(ax) ist a;—kontraktiv.
Hier jedoch gilt «; = 1, und schwache Kontraktion gendgt nicht!
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Aufgabe: Wir betrachten das folgende Verhandlungsproblem (K, a):

Y
K= [(71771)7 (2771 ) (2$1/3)7 (7154/3)11
Drohpunkt ist der Ursprung a = (0,0).
1
K
5 —
0 1 2 3 z

(1) Berechnen Sie die monotone Verhandlungslésung M (K, a) und
(2) die Nash—Verhandlungslésung N (K, a). (3) Gibt es ein VProblem
(L,a) D (I, a) mit der Eigenschaft M(L,a) = N(L,a) = N(K,a)?

(1) Fir z; = max pr; K>, finden wir (21, z2) = (2,1), wie in der Skizze.
Der Schnittpunkt [a, 2] N Max K, also von den Geraden y = z/2 und
y=1-—2x/3,istdemnach M (K,a) = (6/5,3/5).

In diesem Falle ist die Skizze besonders leicht und tbersichtlich, und
eine ausreichend genaue Zeichnung erganzt oder ersetzt die Rechnung.
Ich gebe hier deshalb beide Wege an, graphisch und algebraisch.

(2) Wir maximieren (z,y) — xy entlang der Geraden y =1 — x/3.
Die Funktion h(z) = (1 — 2/3) = x — 2?/3 hat ihr Maximum in = = 3/2.
Dies ist somit das Maximum von h auf K, also N(K,a) = (3/2,1/2).

(3) Ja! Das minimale Beispiel ist L = [K, (3,0)].

© Die Nash-Lésung ist invariant unter irrelevanten Alternativen (lIA).
Die monotone Lésung M (K, a) hingegen verschiebt sich zu M (L, a).
Dies kdnnen wir so einrichten, dass M(L,a) = N(L,a) = N(K,a) gilt.
© Der firr die Lésungen relevante Teil L>, = [K>q, (3,0)] ist hierbei
sogar eindeutig, was fir eine Klausur durchaus willkommen ist.
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Erstes Beispiel eines Verhandlungsproblems (L, a) > (K, a):

Zweites Beispiel eines Verhandlungsproblems (L, a) D (K, a):

Y Y
L=[(—1,-1), (2,-1), (3,0), (—1,4/3) ] L=[(=1,-1), (4,—-1), (3,0), (—1,4/3)]
Drohpunkt ist der Ursprung a = (0,0). Drohpunkt ist der Ursprung a = (0,0).

1 1

L L
S ERNNNANENERNEEE SRR NANERERNEAN
a a
0 1 2 x 0 1 2 3 z

Die Nash—Verhandlungslésung N (K, a) = N(L,a) bleibt unverandert.
Die monotone Lésung M (K, a) verschiebt sich zu M(L,a) = N(L, a).
Wir sehen hier das minimale Beispiel (L, a) mit diesen Eigenschaften.

Die Nash—Verhandlungslésung N (K, a) = N(L, a) bleibt unverandert.
Die monotone Lésung M (K, a) verschiebt sich zu M(L,a) = N(L, a).
Das maximale Beispiel (L, a) ersetzt (4, —1) durch den Punkt (6, —1).




	Verhandlungstheorie und Nashs Verhandlungslösung
	Nashs axiomatische Verhandlungslösung
	Verhandlungsprobleme und Verhandlungslösungen
	Nashs Axiome und Nashs Verhandlungslösung
	Unabhängigkeit und Variation der Axiome
	Die monotone Verhandlungslösung

	Rubinsteins Verhandlungsmodell durch alternierende Angebote
	Alternierende Angebote bei schrumpfendem Kuchen
	Verhandlungsgleichgewicht und die Nash–Lösung
	Rubinsteins Verhandlungsmodell und sein Ergebnis
	Eindeutigkeit der Gleichgewichtsauszahlung

	Anwendungsbeispiele und weitere Aufgaben
	Anwendungsbeispiele zu Verhandlungslösungen



