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Im letzten Kapitel D Uber Markov—Spiele ging es nur um einen Akteur,
der sein strategisches Handeln optimiert. In diesem Kapitel beginnen wir
die Modellierung und systematische Untersuchung von Spielen mit zwei
oder mehr Spielern. Das offenbart véllig neue Phanomene.

Wir definieren hierzu zunachst strategische Spiele in Normalform und
erklaren den Begriff des Nash—Gleichgewichts. Solche Gleichgewichte
beschreiben mogliches rationales Verhalten. Die Definition ist einfach,
aber die Interpretation bedarf einiger Ubung und zahlreicher Beispiele.

Im Allgemeinen hat ein gegebenes Spiel keine Nash—Gleichgewichte.
Dies andert sich durch seine Fortsetzung zu gemischten Strategien.
Der Satz von Nash (E1F) garantiert: Jedes endliche reelle Spiel hat
mindestens ein Nash—Gleichgewicht in gemischten Strategien.

Hieraus erhalten wir unmittelbar John von Neumanns Hauptsatz fir
Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele: Die Nash—Gleichgewichte
entsprechen hier den Min-Maximierern und den Max-Minimierern. Die
eindeutige Gleichgewichtsauszahlung definiert den Wert des Spiels.

Die Berechnung gelingt ad hoc in einigen Spezialfallen und allgemein
dank Linearer Programmierung, die wir im nachsten Kapitel erklaren.

Eine weitere nitzliche Berechnungsmethode ist das Erkennen und
Eliminieren von (strikt) dominierten Strategien. Die Idee ist leicht,
doch die Feinheiten sind subtil und missen sauber ausgefuhrt werden.
Ich betone dies, weil es erfahrungsgeman oft falsch angewendet wird.

Ein vorrangiges Ziel dieses Kapitels ist daher, eine saubere und
tragfahige Notation einzufihren. Uber viele der beobachteten
Phanomene kénnen wir nur damit Gberhaupt erst sprechen.

AnschlieBend wollen wir die grundlegenden Satze prazise formulieren
und beweisen und als Rechenregeln gebrauchsfertig bereitstellen.

Das ist manchmal mihsam, aber immer lohnend. In der Literatur wird
dies unterschiedlich streng gehandhabt. Wir versuchen unser bestes.

Mit dieser Grundausstattung an Werkzeug gerUstet untersuchen wir
zahlreiche Anwendungen in diesem und allen folgenden Kapiteln und
vor allem in den Gruppenlbungen. Uben Sie sich daran!
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Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? Erléuterung
Ein Spiel mit nur einem Spieler ist eine Funktion u: S — R:s — u(s). Wir beginnen mit dem einfachsten Fall eines einzigen Spielers. Gegeben
Resuliat ist die Menge S der mdglichen Strategien und hierauf die Nutzenfunktion

-------------------------------------------------------- u:S — R. Der Spieler will nun s — u(s) maximieren. Wenn die Menge S
klein ist, dann genlgt ausprobieren. Ist die Menge S hingegen grof3 und
unubersichtlich, dann kann die Optimierung beliebig schwierig werden,
siehe das Problem des Handlungsreisenden oder Machine Learning.

Strategie Sie kennen einfache Beispiele aus der Schule und lernen Optimigrung

Tc S durch Kurvendiskussion. Als Kontrast hierzu: Unser Kiosk-Beispiel ist ein
B kombinatorisches Optimierungsproblem; bei einer Lizenz ist es klar und
langweilig, bei zweien leicht, bei dreien bereits knifflig und Uberraschend.

Hierbei ist S die Menge der Strategien, die der Spieler wéahlen kann, Optimiert wurde dort Gbrigens keine reelle Zahl, sondern das Ergebnis
und R ist die Menge mdglicher Resultate, linear geordnet durch <. (Marktanteil, N&he zur Straf3e) in lexikographischer Ordnung.
Wir nennen u die Nutzenfunktion. Meist sind R die reellen Zahlen, A”geme|n kann u alles mog“che messen: Geld, Gewinn maximieren,
ebenso moglich ist jede linear (pra)geordnete Menge (R, <). Kosten minimieren, aber auch Einfluss, Ansehen, soziale Stellung,
Der Spieler sucht seine Strategie s € S so, dass sein Resultat r = u(s) Gerechtigkeit, Umweltschutz, Tierschutz, Glick, Zufriedenheit, etc.
maximal ist, also u(a) < u(s) fUr alle alternativen Strategien a € S gilt. Nahezu jede menschliche Aktivitat Iasst sich so betrachten!
Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? " | Was ist ein Spiel mathematisch gesehen? Eviuerung
o2 G*S? — . Wir wollen Spiele darstellen: einheitlich, Ubersichtlich, knapp, prazise.
B Schere Stein Papier Jeder Spieler wahlt seine Strategie s; € S; unabhéngig von den anderen.
A Sein Gewinn ist w;(s1, ..., si,..., sy), diesen versucht er zu maximieren.
0 +1 ! Meist sind R; die reellen Zahlen, und wir nennen u; die Nutzenfunktion
Schere 0 =il +1 fur Spieler i. Allerdings kontrolliert der Spieler i nur seine Strategie s;,
'L —1 0 +1| ua(s1,s2) nicht jedoch die Strategien s1,..., -1, si+1,- .-, s, der Gegenspieler!
0 ' ! — : . : . .
w) Stein +1 0 1 u1(s1, 52) Als konkretes, einfaches Beispiel betrachten wir Schere-Stein-Papier.
& _ +1 =1 U Dies ist ein Nullsummenspiel, d.h. stets gilt u;(s1, s2) + u2(s1,s2) = 0.
Papier —1 +1 9 Es ist zudem symmetrisch, d.h. S; = Sy und w1 (sy, 52) = ua(s2, 51)-
Definition E1A: strategisches Spiel (statisch, in Normalform) Vorteile dieses Modells: Unsere Definition fasst alle zuvor betrachteten

Spiele zusammen. Wir haben nun einen gemeinsamen Rahmen, um
allgemeine Begriffe und Werkzeuge zu entwickeln! Gewisse Argumente,
Rechnungen und Tricks treten immer wieder auf. Wir kénnen sie nun
s =1(81,82,...,8n) = (u1(s),ua(s), ..., un(s)) = u(s). allgemein erklaren, prazise formulieren, und ihre Gultigkeit beweisen.

Hierbei ist .5; die Menge der Strategien, die Spieler : wahlen kann, Einschrankungen: Unsere Definition beriicksichtigt noch nicht den
und R; ist die Menge seiner Resultate, linear geordnet durch <;. zeitlichen Verlauf, zuféllige Einfliisse oder unvollstandige Information.

Ein strategisches Spiel mit n Spielern ist eine Funktion
u: Sy XSyx---x8, >R XxXRyx- xR,
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Das Spiel ,StraBenverkehr” Feiglingspiel / chicken game

B links rechts B einlenken gradaus
A A
2 5
links einlenken | 2 1
1 -9
rechts gradaus N’—Q

Ein Strategiepaar (s1, s2) ist instabil fir Spieler i, falls er sein Ergebnis
u;(s1, s2) verbessern kann, indem er einseitig seine Strategie s; andert.
Definition E1B: Nash—Gleichgewichte

Wir nennen (s, so) Nash—Gleichgewicht, falls kein Spieler aus eigener
Kraft sein Ergebnis verbessern kann, indem er seine Strategie andert.

Nash—Gleichgewichte erkldren zunachst nur, was rational moglich ist.
Manch Spiel hat mehrere Gleichgewichte, erfordert also Koordinierung.
Tradition / Konvention / Erziehung / Moral kénnen eine Auswahl treffen.

Spiele sind im Allgemeinen sehr komplex. Zur Vereinfachung betrachten
wir zunachst die allereinfachsten: strategische Spiele in Normalform.
Wir kdnnen jedes Spiel in diese Grundform bringen; dabei geht meist
Information verloren. Wir betrachten anschlielBend Verfeinerungen.

Grundlegend frr Spiele ist der Begriff des Nash—Gleichgewichts.
Flr seine bahnbrechenden Arbeiten hierzu aus den 1950er Jahren
bekam John Nash 1994 den Wirtschafts-Nobelpreis zusammen

mit Reinhard Selten (1930-2016) und John Harsanyi (1920—-2000).

Anschauliche Beschreibung: Bob fixiert seine Spalte s,, Alice wahlt inre
Zeile s; mit maximalem Ergebnis s; — uj(s1, s2). Alice fixiert ihre Zeile

s1, Bob wahlt seine Spalte s, mit maximalem Ergebnis sy — wua(sq, s2).

Gelingt beides zugleich, so haben wir ein Nash—Gleichgewicht.

Das erklart auch einen einfachen Algorithmus, wie wir in einem
endlichen Bimatrixspiel alle (reinen) Nash—Gleichgewichte finden:
Finde die Maxima in jeder Zeile. Finde die Maxima in jeder Spalte.
Wo beides zutrifft, liegt ein Nash—Gleichgewicht.
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Vorgelegt sei ein Spiel u: 51 x --- x S, — Ry x --- X R, in Normalform.
Wir nennen s = (s1,...,s,) € S1 X --- x S, := S einen Strategievektor.
Spieler i kann sich aus eigener Kraft verbessern, falls fir ein a € S; qilt:
<5 5n)

Andernfalls ist u;(s) ein Maximum bezuglich aller Alternativen a € S;:

ui(sl,...,si_l, a,8i+1,...75n) > ui(sl,...,si_l, Si, Sitl,--

ui(sl,...,si,l, a,8i+1,...,8n) § ui(sl,...,si,l, Si,SiJrl,...,Sn)

Somit ist s; eine beste Antwort auf s_; = (s1,...,8i-1, Si+1,- -, Sn)-

Definition E1c: Nash—Gleichgewichte eines Spiels
Der Strategievektor s € S ist im Gleichgewicht fur Spieler i, wenn gilt:

Ui(Slw--,Si—l, 3i73i+17--~73n) = I%%X ui(Sl,---,Sz’—h a73i+17~-73n)
aeS:

7

Hierfur schreiben wir NE;(u) := { s € S| s; ist beste Antwort auf s_; }.

Gilt dies fur jeden Spieler i, so nennen wir s ein Nash—Gleichgewicht:
NE(u) :=(); NE;(u) = { s € S| s ist ein Nash—Gleichgewicht von u }.

Zunéachst ist ein Nash—Gleichgewicht genau das, was die Definition sagt:
Flr jeden Spieleri = 1, ..., n ist seine Strategie s; eine beste Antwort
auf die gegnerischen Strategien s_; = (s1,...,Si—1, Sit1,---,5n)-
Anders gesagt: Kein Spieler hat Anreiz, seine Strategie zu andern.

Umgekehrt erwarten wir rational gesehen, dass ein Ungleichgewicht
nicht gespielt wird, zumindest nicht auf Dauer, denn mindestens ein
Spieler wird wechseln. Dies interpretieren wir normativ oder deskriptiv:

(1) Gibt es nur genau ein Nash—Gleichgewicht, so wird dieses gespielt.
Rationale Interpretation: Sind alle Spieler rational, so werden sie ihr
Verhalten auf dieses einzige Nash—Gleichgewicht koordinieren.

(2) Die Nash—Gleichgewichte erkléaren das beobachtete Spielerverhalten.
Evolutionare Interpretation bei wiederholten Spielen, Schwarmintelligenz
bei grof3en Populationen: Ungleichgewichte bleiben nicht bestehen.

In allen Fallen sind die Nash—Gleichgewichte eines Spiels besondere
Strategievektoren, die zur weiteren Analyse dienen: Mégliche rationale
Lésungen, beobachtetes Spielverhalten, evolutionare Entwicklung, etc.
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Aufgabe: Alice und Bob erben 10 Dukaten. Das Testament verlangt:
Alice winscht sich =z € {1,...,9} und Bob wiinscht sich y € {1,...,9},
gleichzeitig per Brief an den Notar. Gilt x + y > 10, so verfallt das Erbe.
Gilt z + y < 10, so werden beide Wunsche erfullt, etwaiger Rest verfallt.

Aufgabe: (1) Formalisieren Sie dies als ein strategisches Spiel w.
(2) Bestimmen Sie alle Nash—Gleichgewichte dieses Spiels w.

Loésung: (1) Die Regeln definieren das folgende strategische Spiel:

falls z +y < 10,

w:{1,...,9)2 = R? : (z,9) — (z,9)
falls z +y > 10.

(0,0)

(2) Kein Gleichgewicht ist (z,y) mit z + y < n, ebensowenig (z,y) mit
x + y > n. Somit bleiben nur noch neun Kandidaten:

NE(u) € {(1,9), (2,8), (3,7), (4,6), (5,5), (6,4), (7,3), (8,2), (9,1) }
Jedes dieser Paare ist tatséchlich ein Nash—Gleichgewicht. Also gilt:
NE(u) ={(1,9), (2,8), (3,7), (4,6), (5,5), (6,4), (7,3), (8,2), (9,1) }

Wenn der Anwalt das Paar (z, y) verkindet, kdnnte er Alice dann Bob
separat fragen, ob sie ihren Wunsch andern méchten. Falls (z, y) kein
Gleichgewicht ist, so will mindestens eine:r wechseln. Ist (z,y) hingegen
ein Gleichgewicht, so besteht fiir keine:n irgendein Anlass zu wechseln.

Wenn sich Alice und Bob absprechen kénnen, so kdnnen sie jedes der
neun Gleichgewichte (z,y) € NE(u) auswéhlen und als gemeinsames
Vorgehen vereinbaren. Keine:r hatte anschlielBend Anlass, abzuweichen.
Welches sie auswahlen ist frei verhandelbar, siehe Kapitel L.

Aufgabe: Diskutieren Sie die folgende, recht naheliegende Variante:
Alice wunscht sich = € {0,...,9} und Bob winscht sich y € {0,...,9}.

Loésung: Die Menge der Nash—Gleichgewichte &ndert sich nicht!
Alice’ Strategie 0 ist strikt dominiert durch 1: Egal, welche Strategie
y €{0,...,9} Bob wahlt, fir Alice ist 1 immer strikt besser als 0.

Ebenso wird Bobs Strategie 0 strikt dominiert durch die Strategie 1.
Die beiden zuséatzlichen Optionen werden also rational nie genutzt.
Das &ndert sich in der folgenden Aufgabe mit z,y € {0, ..., 10}.

Beispiel: ein Erbe teilen E111
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Aufgabe: Alice und Bob erben 10 Dukaten. Das Testament verlangt:
Alice wiinscht sich z € {0,. .., 10}, Bob wiinscht sich y € {0, ...,10},
gleichzeitig per Brief an den Notar. Gilt x + y > 10, so verfallt das Erbe.
Gilt z + y < 10, so werden beide Winsche erfillt, etwaiger Rest verfallt.

Aufgabe: (1) Formalisieren Sie dies als ein strategisches Spiel w.
(2) Bestimmen Sie alle Nash—Gleichgewichte dieses Spiels w.

Lésung: (1) Die Regeln definieren das folgende strategische Spiel:

falls z +y < 10,

u: {0,...,10}2 5 R? : (z,y) — (z,9)
falls x +y > 10.

(0,0)
(2) Eine sorgfaltige Analyse, wie in der vorigen Aufgabe, ergibt:

NE(u) = {(0,10), (1,9), (2,8), (3,7), (4,6), (5,5),
(6,4), (7,3), (8,2), (9,1), (10,0), (10,10) }

Nash—-Gleichgewichte erklaren zunachst nur, was rational moglich ist.
Manch Spiel hat mehrere Gleichgewichte, erfordert also Koordinierung!

/\ In diesem Spiel kann man das letzte Gleichgewicht (10, 10) leicht
Ubersehen; es ist nicht intuitiv, aber dennoch ein Nash—Gleichgewicht!
Nash—Gleichgewichte zu prifen ist leicht, eins/alle zu finden ist schwer.
Da hilft nur genau lesen, scharf nachdenken, sorgsam ausfthren.

Angenommen, Alice und Bob kénnen sich absprechen — vor Einreichung
ihrer Wiinsche. Jedes Nicht-Gleichgewicht (z,y) € S ~ NE(u) ist eine
unsinnige Vereinbarung, denn mindestens eine:r hat Anlass, die gerade
getroffene Absprache sofort zu brechen. Jede Absprache (z,y) € NE(u)
hingegen ist rational mdglich, denn sie ist selbststabilisierend!

Ubung: Diskutieren Sie das entsprechende Spiel mit drei Erben Alice,
Bob und Chuck, ebenso mit vier Erben, finf Erben, sechs Erben, etc.

Wenn Sie genauer hinschauen, dann entdecken Sie einige interessante
Phanomene. Zum Beispiel sind bei drei Erben manche Gleichgewichte
wie (5,5, 5) nur stabil unter individueller Maximierung, doch eine/jede
Zweier-Koalition kénnte und wirde koordiniert davon abweichen.

Was sind hier die koalitions-stabilen Gleichgewichte?
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Im Casino Royal (22.04.2022) hatten wir die wunderbare Gelegenheit,
unsere ersten Uberlegungen zu Gleichgewichten in der Praxis zu testen.
Ich empfehle nachdriicklich praktische Experimente zur Spieltheorie,
denn Theorie und Praxis erganzen und inspirieren sich gegenseitig!
Hier mein (stark vereinfachtes) Gedachtnisprotokoll der Ereignisse.

Wir haben zunédchst das Piratenspiel mit finf Piraten gespielt, viermal in
jeweils wechselnden Rollen. Vorschlage und Argumente gingen bunt
durcheinander, und die Ergebnisse waren wieder erstaunlich (A225).
Die Capitaine verteilten gro3zligig, doch zwei gingen Uber die Planke.

Erstes Spiel: Auf Vorschlag aus dem Publikum haben wir folgende
Spielregeln vereinbart: Vier Piraten A, B, C, D teilen sich 100 Dukaten.
Jeder schreibt seinen Wunsch a, b, ¢,d € {0,...,100} auf einen Zettel.
Im Falle a + b+ ¢ + d < 100 wird jeder Wunsch ausgezahlt, sonst nichts.

Gespielt wurde zunachst ohne vorige Absprache. Die Wiinsche waren
dann (25, 20, 20, 25). Zwei waren vorsichtig! Es wurden daher nur 90
Dukaten ausgezahlt und 10 Dukaten als Opfergabe ins Meer geworfen.

Zweites Spiel: Selbe Spielregeln, doch nun durfte zuvor verhandelt
werden. Spieler A nutzte die Gelegenheit, um seinen Zettel sofort und
endgultig und fir alle sichtbar mit 80 zu beschriften (burning bridges).

Seine dreiste Strategie schlug jedoch fehl: Die anderen wollten dies
nicht hinnehmen und schrieben ebenso Uberzogene Forderungen auf.
So wurden alle 100 Dukaten ins Meer geworfen! Tja, dumm gelaufen.

Rational war das sicher nicht. Der fiese Trick, sich friih festzulegen und
damit die anderen zu erpressen, hatte (rational) funktionieren missen,
misslang aber dennoch. Vielleicht ware die Forderung nach 30 Dukaten
noch durchgegangen, oder 40, aber eben nicht 80. Versuch macht kluch.

Drittes Spiel: Selbe Spielregeln, mit Verhandlung. Alle trauerten den
vergeudeten 100 Dukaten nach. Sie einigten sich auf (25, 25, 25, 25),
so hat es dann jeder aufgeschrieben, und so wurde es ausgezahilt.
.Nach den Erfahrungen von eben, macht alles andere keinen Sinn.*”

© Das ist ein striktes Nash—Gleichgewicht, Abweichen schadet!
Nach leidvollen Fehlschlagen hat sich dieses Ergebnis eingependelt.
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Viertes Spiel: Um die Symmetrie zu brechen werden die 100 Dukaten
vorneweg in vier Haufen zu 10, 20, 30,40 Dukaten aufgeteilt. Jeder Pirat
darf sich einen Haufen aussuchen, gleichzeitig per Zettel. Beanspruchen
dabei zwei Piraten denselben Haufen, so wird alles ins Meer geworfen.

Unsere vier leidgepriften Piraten wollten rasch zu einem Ergebnis
kommen, doch keinerlei Risiko eingehen und haben daher... gelost!
Per Schnick-Schnack-Schnuck haben Sie die vier Haufen zugeteilt.
Beim Ausflllen der Zettel ist anschlielBend keiner (!) davon abgewichen.

© Nicht das Ergebnis ist symmetrisch-gerecht, sondern das Verfahren.
Es gibt 4! = 24 solcher Nash—Gleichgewichte. Jedes ist auf seine Weise
ungerecht, genau dies haben unsere Piraten durch das Losverfahren
,symmetrisiert*, und anschlieBend das Ergebnis klaglos akzeptiert.

© Jede Zuteilung ist ein striktes Gleichgewicht, Abweichen schadet!
Wurde erst einmal eines der 24 Gleichgewichte willkirlich ausgewaht,
so ist diese Vereinbarung selbst-stabilisierend. Damit haben unsere
Piraten nebenbei korrelierte Gleichgewichte entdeckt (siehe §13).

Zwei Varianten kamen uns noch in den Sinn, die wir aber nicht spielten:

Flnftes Spiel: Selbe Spielregeln, aber ohne die Mdglichkeit der vorigen
Absprache. Wie sollte jeder Pirat nun vorgehen? Jeder méchte einen
groBBen Haufen, aber gleichzeitig Kollisionen verhindern. Knifflig!
Ubung: Wie wahrscheinlich sind Kollisionen bei zufalliger Wahl?

Wie gelingt eine méglichst kollisionsfreie Zuteilung, ein gemeinsamer
Symmetriebruch, ohne Gedachtnis, Tradition, vorige Absprache, etc.?
Willkdrlich, z.B. nach Alter? Nahe zur Tar? Oder eine andere Grof3e,
die allen zugéanglich ist und allgemein als Arbiter anerkannt wird.

Sechstes Spiel: Funf Piraten verteilen die Haufen 0, 10, 20, 30, 40.

Wie kann oder soll zugeteilt werden? Willktrlich nach Losverfahren?
Wie kdnnen unsere besorgten Piraten sicherstellen, dass die getroffene
Vereinbarung auch wirklich eingehalten wird? ,Wer nichts mehr zu
verlieren hat, fuhlt sich an Abmachungen vielleicht nicht gebunden.*

@ Jede Zuteilung ist hier ein Gleichgewicht, aber nicht mehr strikt.
Abweichung lohnt zwar nicht, ist aber fir einen Spieler dennoch denkbar.
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Das Gefangenendilemma / prisoner’s dilemma

Dieses Spiel ist beriihmt flir seinen vermeintlich paradoxen Ausgang. Es
wurde 1950 von Albert Tucker (1905—-1995) vorgestellt und popularisiert.

Clyde schweigen gestehen
Bonnie
=1 0
schweigen | —1 -5
—5 —4
gestehen |0 —4

Als Funktion u: 57 x So — R x R bedeutet das ausgeschrieben:

(schweigen, schweigen) — (—1,-1)

(schweigen, gestehen) — (=5, 0)
(gestehen,schweigen) — ( 0,-5)
(gestehen, gestehen) = (—4,—4)

Nash—Gleichgewicht ist hier einzig (gestehen, gestehen).

Zwei Komplizen werden geschnappt und in getrennten Zellen verhort.
Wenn beide schweigen, dann gentigen die wenigen Beweise vor Gericht
vermutlich zur Verurteilung fir ein Jahr Geféangnis. Wenn einer gesteht,
so wird ihm die Strafe erlassen, aber der andere wird zu finf Jahren
verurteilt. Gestehen beide, so drohen jedem vier Jahre Geféngnis.

Zur lllustration eine graphische Darstellung der beiden Auszahlungen:
Bonnie wéahlt p € {0, 1} und Clyde wahlt ¢ € {0,1}.
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Das Feiglingspiel / chicken game

Auch dieses beriihmte Spiel wird oft in Konflikisituationen beobachtet:

B einlenken gradaus
A
2 )
einlenken |2 1
1 —9
gradaus N—Q

Hier gibt es zwei Nash—Gleichgewichte, aber diese sind asymmetrisch.
Beide wollen geradaus. Wer gibt zuerst nach? Bricht die Symmetrie?

Naturlich ist (gradaus, gradaus) kein Gleichgewicht: Ein Spieler muss
ausweichen, beide wissen es, doch keiner will sich als erster bewegen.
Auch (einlenken, einlenken) ist hier kein Gleichgewicht: Jeder einzelne
kénnte dies ausnutzen und gradaus fahren. Die beiden Gleichgewichte
sind asymmetrisch. Das macht die Koordinierung schwierig. ,Soll doch
der andere einlenken!”, sagt jeder. Manchmal kommt es zum Crash.

Das Feiglingspiel beschreibt eine Mutprobe oder gegenseitige Drohung:
Zwei Autos rasen aufeinander zu. Wer einlenkt, zeigt Angst und verliert.
Weicht keiner aus, beweisen beide Spieler zwar Mut und Durchsetzung,
aber durch den Zusammenprall entsteht allseits ein gro3er Schaden.
Dieses Drohszenario findet sich haufig bei Verhandlungen.

Zur lllustration eine graphische Darstellung der beiden Auszahlungen:
Spielerin A wahlt p € {0,1} und Spieler B wahlt g € {0, 1}.
e v







E125

Fortsetzung von reinen auf gemischte Strategien

E126

Fortsetzung von reinen auf gemischte Strategien

Beim Spiel Schere-Stein-Papier ist es nicht sinnvoll, sich auf eine der
drei reinen Strategien festzulegen. Besser ist, eine zufallig zu wéahlen:

1 1 1
= — . Schere + - - Stein + - - Papier
s 3 Sc + 3 + 3 p

Wir schreiben diese gemischte Strategie s = ), pis, bequem und
Ubersichtlich als Konvexkombination der reinen Strategien sq, ..., s;.
Interpretation: Die Strategie s; € S; wird mit Wkt p;, € [0, 1] ausgewdhlt.

S1 S2

S0 S0, S0, S1
© Eine gute Notation ist zugleich prézise und bequem, notiert alle

wesentlichen Daten, doch meidet UbermaBige Redundanz, erleichtert
das Lesen und das Rechnen und hilft, Missverstédndnisse zu vermeiden.

Definition E1D: gemischte Strategie, Borel 1921

Sei S; = {so, s1,...,s¢} die (endliche) Strategiemenge des Spielers i.
Eine gemischte Strategie ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S;:

S=po-So+p1-S1+---+Dpe- Sy

mit Wahrscheinlichkeiten pg, p1,...,p¢ > 0und pg +p1 +--- +pe = 1.
Aus der Menge S; entsteht so die Menge aller gemischten Strategien

Si = [Si] = [s0,51,--,8¢] == {Zi:opksk ‘pk 20, Zi:opk =1 }

Die Nutzenfunktion u: S x --- x S, — R"™ setzen wir auf gemischte
Strategien fort zu w: Sy x - - x S, — R" mit i|s = u|g. Dies geschieht
linear in jeder Koordinate, entsprechend dem Erwartungswert:

_ ¢ ¢ _
u(...,zkzopksk,...) = 1 0oPkG(. .. Sks--.)

Wir nennen « die affine Fortsetzung von u auf gemischte Strategien.
Dies ist eine n—lineare Abbildung, eingeschrankt auf S; x --- x S,,.
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Fortsetzung von reinen auf gemischte Strategien

Wir nennen S; die Menge der reinen Strategien flr Spieler i und
entsprechend [S;] O S; die Menge seiner gemischten Strategien.

Wir betrachten hier S; als Basis des R—Vektorraums R.S; und schreiben
Wahrscheinlichkeitsverteilungen als Konvexkombination s = >, pjsk.

Der Trager von s € [S;] ist die Menge supp(s) :={sx |pr >0} C S;
aller reinen Stratgien, die in s tatsachlich vorkommen (mit positiver Wkt).
Demnach ist die gemischte Strategie s € [S;] genau dann rein, s € S,
wenn der Trager einpunktig ist, also supp(s) = {s} C S;. Andernfalls ist s
echt gemischt, oder im Falle supp(s) = S; sogar voll gemischt.

Geometrisch ist s eine Konvexkombination der Punkte s, s1, ..., s¢.
Somit ist [S;] die konvexe Hulle der Eckpunkte sg, s1, ..., s¢, also eine
Strecke (¢ = 1) oder ein Dreieck (¢ = 2) oder ein Tetraeder (¢ = 3) oder
allgemein ein (—dimensionales Simplex mit ¢ + 1 Eckpunkten.

© Die genannte Schreibweise nutzt Analogien und hat sich bewéhrt.
Das ist in erster Linie nicht nur eine mathematische Frage, sondern vor
allem eine der Klarheit, der Bequemlichkeit und der jeweiligen Tradition.

Dual hierzu kdnnen wir s als Abbildung p: S; — R: sx — pi betrachten,
mit Wahrscheinlichkeiten po,p1,...,p, > 0und pg +p1 + --- +pr = 1.

Interpretation: Die Strategie s;, € S; wird mit Wkt p;, € [0, 1] ausgewahilt.
Das definiert das zugehdrige WMaB P:B(S;) — [0,1]: A > - 4 Dk

Far endliche (oder allgemeiner: diskrete) Wahrscheinlichkeitsraume sind
alle drei Beschreibungen aquivalent: Konvexkombination, Punktmassen,
oder MaB3. In jedem Falle gentgt es, Punktmassen zu summieren.

Fir allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume (S, <7, P) nutzen wir spater
dankend die bewahrten Werkzeuge der Maf3- und Integrationstheorie.
Diese technische Vervollkommnung ist hier zunachst noch nicht nétig.

Die Fortsetzung von den reinen auf die gemischten Strategien haben wir
in den vorigen einfachen Spielen bereits durch Graphiken illustriert.
Die folgenden Beispiele zeigen dies nochmal ausfihrlich.

Ubung: Sei u: S; x So — R? ein Nullsummenspiel, also u; 4 ug = 0.
Ist dann die affine Fortsetzung @ : S; x S, — R? ein Nullsummenspiel?
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Wir betrachten ein Zwei-Personen-Spiel in strategischer Normalform

u : Sl X SQ —RXxR: (81,82) — (u1(81782), 1@(81,82))

mit Strategiemengen S; = {s{,s{,...,s7} und Sy = {59, s3,...,s2}.
Die Auszahlungen (u1,us) entsprechen zwei Matrizen A, B € R%1 %5,

m o
8122131-5365'1, xEAm{< : ) c R™H!

. T
i=0 m

n Yo
SQZZij%ESQ, y e A" {(f)GR”H

Yn

m

Z; 2 0, Z.I',‘ =1 }

1=0

n

y; >0, ) y;=1 }

=0 ' j=0
1(s1, 52) Z Zx, Yj u1 (s, 52) xTAy, A e R(m+1)x(n+1)
=0 7=0 —. GU
81, 82 Z sz Yj u2 31’ 32) = $TBy’ Be R(m—l—l)x(n—H)
=0 7=0 — b

Kurzschreibweise i : A™ x A" = R? : (x,y) — (2TAy, 2TBy).

Die Grundideen der Spieltheorie sind bis hierher noch recht einfach,
bedlrfen aber bereits praziser Formulierungen und geeigneter Notation.
Diese soll klar sein, zudem einfach und bequem, andernfalls verkommen
unsere Definitionen und Rechnungen leicht zu Indexschlachten.

Fir endliche reelle Zwei-Personen-Spiele kennen Sie Matrizen als
besonders bequeme und effiziente Notation aus der Linearen Algebra.

Die Menge A™ = [eg, €1, . .., en] C R™F! ist der Standardsimplex,
also die konvexe Hiille der Standardbasis e, e1, . . ., e, € R

Diese baryzentrischen Koordinaten nutzen wir zur Parametrisierung
far jeden Simplex mit beliebiger Eckenmenge sy, s, . . ., s, vermdge
h:A™ — [$0,81y- -y 8m]: (L0, X1y Tm) = ToSo + X181 + -+ + TS
Wir erhalten so @ = wo (hy X -++ X hyp) : A" x .. x A" — R"™,

Simplizes sind geometrisch-topologisch besonders einfache Rdume,
daher auch der Name. Sie sind konvex und kompakt und homéomorph
zum Ball D™ gleicher Dimension (E1G). Genau diese Eigenschaften
werden wir im folgenden Existenzsatz von Nash (E1F) ausnutzen!

Kriterium fir gemischte Nash—Gleichgewichte o
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Kriterium flr gemischte Nash—Gleichgewichte

Seiu: S x -+ x S, — R" ein endliches reelles Spiel, wie oben erklart,
und u: 51 x --- x S, — R" seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.
Der Strategievektor s € S ist im Gleichgewicht fur Spieler i, wenn gilt:

Ui(si;8-i) = max,cg, Ui(a;s—;)

Lemma E1E: Kriterium fir gemischte Nash—Gleichgewichte
Dank Linearitat von @ wird das Maximum in den Ecken angenommen:
maXqers,] i(a;$—;) = maxees; Ui(e;s—;)

Genau dann ist s fur Spieler i im Gleichgewicht, s € NE;(u), wenn gilt:
supp(s;) € Argmax,cg, Ui(e;s—;)
Wir erhalten somit ein einfaches Kriterium:

NE;(@) ={seS ‘ supp(s;) C Argmax,cg, U(e;s—;) }

Gilt dies fir alle 4, so ist s ein Nash—Gleichgewicht: NE(u) :=

© Dieses einfache Kriterium ist notwendig und hinreichend,
also eine Charakterisierung aller Nash—Gleichgewichte.
Es nutzt ganz wesentlich die Linearitat von .

Gegeben sei s € S. Das Kriterium flir s € NE(u) ist einfach und direkt:
Es genugt, s einzusetzen und endlich viele Ungleichungen zu prifen!

Far jeden Spieler i prifen wir folgende Bedingung: Jede reine Strategie
im Trager von s; ist eine beste Antwort auf die Gegenstrategie s_;.

Ausfihrlich: Das Maximum max.cgs, u;(e; s—;) finden wir leicht, da die
reine Strategiemenge S; endlich ist. Im selben Durchgang konstruieren
wir die Teilmenge M; = Argmax,.g. ui(e;s—;) C S; aller Maximierer.
Es bleibt schlieBlich nur noch supp(s;) C M; zu prifen.

Bitte beachten Sie: ,supp” steht hier flir den Trager [engl./frz. support].
Dies ist nicht zu verwechseln mit dem Supremum ,sup”“. Beides sind
véllig verschiedene Dinge. Die sprachliche Nahe ist unglicklich.

/\ Das sagt uns noch nicht, wie wir Nash—Gleichgewichte finden!
Nash—Gleichgewichte zu prifen ist leicht, eins/alle zu finden ist schwer.
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Ein Paar méchte ein Konzert besuchen: Alice mag lieber Strawinsky,
Bob mag lieber Bach. Gar kein Konzert ware fir beide enttduschend.

B Bach Strawinsky
A
Bach
Strawinsky

In diesem Spiel gibt es genau zwei reine Nash—Gleichgewichte:
Einerseits (Bach, Bach) und andererseits (Strawinsky, Strawinsky).

Die Ungleichgewichte (Bach, Strawinsky) und (Strawinsky, Bach) wéren
nicht rational, sie werden erwartungsgema nicht gespielt, oder nur
selten, voribergehend als Ausrutscher, und dann alsbald korrigiert.
Hingegen kdénnen beide Nash—Gleichgewichte gleichermalBen gespielt
werden, hier ist keines bevorzugt. Das Spiel ist hierin symmetrisch.

Wir denken an folgendes Szenario: Alice und Bob haben sich vage fur
das Bach—Konzert verabredet. Sie kbnnen nun nicht mehr miteinander
kommunizieren, doch jeder muss individuell seine Karte kaufen.

Bob will nicht wechseln, er ist wunschlos gltcklich. Alice méchte zwar

lieber in das Strawinsky—Konzert, aber alleine wird sie nicht wechseln.
(Die umgekehrte Situation ist nattirlich genauso gut vorstellbar.)

Sobald beide eine Einigung erzielt haben, sind sie daran gebunden!

Beispiel: Bach oder Strawinsky? =

E136
Erlauterung

Beispiel: Bach oder Strawinsky?

B 0 1

A .
2 0 SIY)

0 1 0
0 1 L

1 0 2 | p

of 23 1
q

Die beiden reinen Strategien bezeichnen wir hier mit S; = S, = {0, 1}.
Als Erweiterung zu gemischten Strategien nutzen wir dann die beiden
Einheitsintervalle [S;] = [S2] = [0, 1] und erhalten das Bimatrixspiel

a: (0,1 - R* : (p,q) =~ (w(p,q), u2(p,q))-

Die Graphik fir @ (0, ¢) und w1 (1, q) zeigt die Flache u; von der Seite.
Fur jede von Bobs Strategien ¢ € [0, 1] liest Alice ihre beste Antwort ab:
p=0flrqg<1/3undp=1flrq>1/3 sowie p € [0, 1] firq = 1/3.

Die Graphik fir us(p,0) und us(p, 1) zeigt die Flache us von der Seite.
Far jede von Alice’ Strategien p € [0, 1] liest Bob seine beste Antwort ab:
g=0flrp<2/3undq=1flrp>2/3sowie q € [0, 1] fir p = 2/3.

Im Diagramm unten rechts tragen wir beide Reaktions-,Funktionen ein:

NE:(z) = { (p, q) € [0,1]* | p ist eine beste Antwort auf ¢ }
NEx(u) = { (p,q) € [0,1]? | ¢ ist eine beste Antwort auf p }

Genauer gesagt sind dies eigentlich nur Relationen / Korrespondenzen.
Ihre Schnittpunkte sind die Nash—Gleichgewichte: NE = NE; N NEs.
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Sie héren einen schrecklich langweiligen Vortrag zur Spieltheorie und
mdchten lieber gehen, aber alleine aufzustehen wére peinlich. Wenn Sie
zu zweit aufstehen und gehen, dann ware alles gut. Leider kdnnen Sie
sich unter dem strengen Blick des Vortragenden nicht absprechen.

B bleiben

gehen

A

bleiben

gehen

In diesem Spiel gibt es genau zwei reine Nash—Gleichgewichte:
Einerseits (bleiben, bleiben) und andererseits (gehen, gehen).

Ihre gute Erziehung versetzt beide Spieler zunéchst in die Ausgangslage
(bleiben, bleiben). Beide méchten eigentlich lieber gehen, aber ohne
Absprache wird keiner den ersten Zug wagen. Teile und herrsche!

Alternatives Verhalten, je nach Tradition: Als erfahrene Studenten haben
Sie zahllose schlechte Vortrage erlitten und gelernt, sich zu wehren.
Sie wissen: Die Hoéflichkeit gebietet, zunachst zehn Minuten zu bleiben;
wenn der Vortrag grottenschlecht ist, sollte man sofort danach gehen.
Sie wissen das, und Sie wissen, dass alle anderen es auch wissen.
In diesem Falle ersetzt das gemeinsame Wissen (common knowledge)
die explizite Absprache: Nach genau zehn Minuten (geflhlte Ewigkeit)
stehen alle gemeinsam auf und gehen. Einigkeit macht stark!
™ U1 ) e uz
e f}

i e A

Beispiel: bleiben oder gehen? Eiige
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B 0 1 0 3/5 1
A /p
—9 5 ~ |
0 !
0 > 5 L ti2(p, 0) |
=2 0
)
1 -5 0 {)ﬂ,@“
—5e q

Die Graphik fur @; (0, q) und @4 (1, ¢) zeigt die Flache @; von der Seite.
FuUr jede von Bobs Strategien ¢ € [0, 1] liest Alice ihre beste Antwort ab:
p=0flrqg<3/5undp=1f0rq > 3/5sowie p € [0, 1] fir ¢ = 3/5.

Die Graphik fir @2 (p,0) und u2(p, 1) zeigt die Flache u, von der Seite.
Fir jede von Alice’ Strategien p € [0, 1] liest Bob seine beste Antwort ab:
qg=0flirp<3/5undq=1flrp>3/5sowie q € [0, 1] fir p = 3/5.

Im Diagramm unten rechts tragen wir beide Reaktions-,Funktionen ein:

NE1(u) = { (p,q) € [0,1)? | pist eine beste Antwort auf ¢ }
NE2 (@) = { (p, q) € [0,1]* | ¢ ist eine beste Antwort auf p }

Ihre Schnittpunkte sind die Nash—Gleichgewichte: NE = NE; N NEs.

© So kénnen Sie graphisch jedes 2 x 2—Spiel lésen, ebenso 2 x n.

© Die reinen Nash—Gleichgewichte sind meist recht offensichtlich.
Far die gemischten Gleichgewichte missen Sie sorgféltig rechnen.

© Beachten Sie, wie die Symmetrie der Spiele in die Lésung eingeht.
Diese Beobachtung illustriert ein allgemeines Prinzip, sieche Satz E2N.
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Alice und Bob legen jeder verdeckt eine Miinze auf den Tisch, dann wird
aufgedeckt: Bei Gleichheit gewinnt Bob, bei Ungleichheit gewinnt Alice.
(Das &hnelt dem Spiel Schere-Stein-Papier, ist aber noch simpler.)

B Kopf Zahl
A
+1 -1
Kopf -1 +1
-1 +1
Zahl +1 -1

In diesem Spiel gibt es kein reines Nash—Gleichgewicht!
Erweiterung: Beide Spieler dirfen nun gemischte Strategien wahlen!

Spieler A:
Spieler B:

0,1]2p ~

0,1]5¢ ~

Sp:

Sq:

(1 —p) - Kopf + p - Zahl
(1 —gq) - Kopf + ¢ - Zahl

Die Nutzenfunktionen u; = —us sind bilinear, ihr Graph ist eine Quadrik.

Beispiel: Matching Pennies

Beispiel: Matching Pennies

E143
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B 0 1 +1 %(
A 20
+1 —1 p
0 ~1 +1 0 1/2 1
1 +1 ~1 —1¢ ¥
q
2 |
‘(7
;Q)
q on
0 1/2 1
q)
B\
p

Wir betrachten hier ein Nullsummenspiel, denn es gilt u; + uy = 0.

Fur jede von Bobs Strategien ¢ € [0, 1] liest Alice ihre beste Antwort ab:
p=1firqg<1/2undp=0flrq > 1/2 sowie p € [0,1] firqg =1/2.

Far jede von Alice’ Strategien p € [0, 1] liest Bob seine beste Antwort ab:
g=0firp<1/2undq=1flrp>1/2sowie q € [0, 1] firp =1/2.

© Bob trachtet nach Gleichheit, Alice hingegen wiinscht Ungleichheit.
Das Ubertragt sich von reinen auf gemischte Strategien, wie gezeigt.

Im Diagramm unten rechts tragen wir beide Reaktions-,Funktionen® ein
und lesen daran das einzige, hier gemischte Nash—Gleichgewicht ab.

Es ist ungliicklich, dass in diesem Beispiel ein Hakenkreuz entsteht,
aber diese geometrische Figur tritt hier nun einmal unvermeidlich auf.
Nach der Vorlesung wird es ordnungsgeman entsorgt. (siche §86 StGB
Verbreiten von Propagandamitteln verfassungswidriger Organisationen)

Das ist nur ein Miniatur(bei)spiel, aber durchaus haufig zu beobachten,
etwa im Sport, wenn Angreifer und Verteidiger ihre Strategien wéhlen:
Elfmeter im FuBball, koordinierte Spielzlige in allen Teamsportarten, etc.
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hawk
Y @hawktherapper

if both basketball teams just worked together
they could score so many more points

13:59 - 20. Apr. 2014

In den letzten 20 Sekunden liegt das ballfihrende Team 2 Punkte hinten.
Der Coach nimmt eine Auszeit und legt die Strategie fiir sein Team fest.
Sie spielen ihre Zeit zu Ende und lancieren noch genau einen Versuch.
Riskant: 3 Punkte werfen und damit sofort gewinnen. Sicher: 2 Punkte
werfen und die Verlangerung erzwingen, mit 50-50-Gewinnchance.

B Defend 2 Defend 3
Erfolgstatistik (gerundet): A
82 69
offen 62%, bedrangt 36% Shoot 2 18 31
50 77
offen 50%, bedrangt 23% Shoot 3 50 23

ﬁl ﬂ2
82
3
(1—¢q)-50+q-23=(1—¢)-184¢-31 | | > SRR RBRBRELL oLt oo
q=32/40 = 0.8, @ (?,q) = 28.4 69 T e
1
50 : O6iong >~
\QJOFS i 50
\ 1
28.4 \\ P :
L e Bt E = g T !
e ~_ | (1—=p)-82+4p-50=(1—p)-694+p-77
g 1
o oot p = 13/401= 0.325, @a(p,?) = 71.6
0.8 q i 0.325 P
Defend 2 Defend3  Shoot2 Shoot3

Verteidigt Team B mehr als 80% auf 3er, sollte Team A auf 2er spielen.
Verteidigt B hingegen weniger als 80% auf 3er, sollte A auf 3er spielen.

Spielt Team A mehr als 32.5% auf 3er, sollte Team B auf 3er verteidigen.
Spielt A hingegen weniger als 32.5% auf 3er, sollte B auf 2er verteidigen.
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Anwendung: Basketball Endgame nach Ruminski

Diese Endspielanalyse ist stark vereinfacht, aber doch realistisch genug.
Sie trifft den Kern des Problems und wird tatséchlich ernsthaft diskutiert,
siehe etwa mindyourdecisions.com/blog/2012/06/19/game-theory.

Naiv scheint es flr das angreifende Team A besser, auf 3er zu spielen,
doch die Erfolgschancen héangen stark von Team Bs Verteidigung ab.

Spielte Team A allzu oft und damit vorhersehbar auf den 3er, so wiirde
eine entsprechende 3er-Abwehr die Erfolgschancen stark reduzieren.
Spielte Team A hingegen allzu oft und damit vorhersehbar auf den 2er,
so wirde eine entsprechende 2er-Abwehr die Chancen reduzieren.

Die Gleichgewichtsstrategie p = 32.5% fir Team A |&sst idealerweise
das Team B im Ungewissen, ob sie 2er oder 3er verteidigen sollen.

Fir das verteidigende Team B scheint vorrangig, den 3er zu verhindern,
doch damit geben sie Team A mehr Raum unterm Korb flr den 2er.
Verteidigt Team B zu oft 2er, so geben sie A zu viel Raum fir 3er.

Die Gleichgewichtsstrategie ¢ = 80% fir Team B lasst idealerweise

das Team A im Ungewissen, ob sie auf 2er oder 3er spielen sollen.

Die Beschreibung des Endspiels in Normalform scheint hier angebracht:
Beide Coaches (bzw. Teams) entscheiden in der letzten Auszeit simultan
und unabhangig lber die zu spielende Strategie. Jedes Team wird sich
an diese Absprache halten, kein Spieler sollte egoistisch improvisieren.

Spiele in Normalform, speziell der einfachste Fall einer 2 x 2—Bimatrix,

sind zugegeben extrem vereinfachte Lehrbeispiele. Doch sie illustrieren
bereits eine erstaunliche Vielfalt an Phdnomenen und erklaren typische
Muster der Spieltheorie, manchmal auch in ihren realen Anwendungen.

Das Basketball-Endspiel kommt oft genug vor, um interessant zu sein.
Die vereinfachte Situation reduziert die relevanten Strategien auf zwei.
Hierzu liegen im Basketball umfangreiche Statistiken vor, sodass wir
realistische Daten einsetzen kénnen und nicht mutmaBen missen.

Unser Ergebnis ist intuitiv plausibel. Die Rechnung gibt zudem eine
recht prazise Handlungsanweisung an den Trainerstab um das Team.
In den letzten Jahren hat die mathematische Analyse im Basketball
stark an Akzeptanz gewonnen. Sie kann den Unterschied machen.



http://mindyourdecisions.com/blog/2012/06/19/game-theory
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Der Satz von Nash: Existenz von Gleichgewichten

) Schere-Stein-Papier hat kein Gleichgewicht in reinen Strategien.
© Hingegen gibt es ein Gleichgewicht (s1, s2) in gemischten Strategien:

1 1 . 1 ,
s1=52= 3" Schere + 3 Stein + 3 Papier

Gleiches gilt fir Matching Pennies und das Basketball Endgame!

In der Fortsetzung auf gemischte Strategien haben die Spieler mehr
Maoglichkeiten. Wir wiirden hoffen, so auch Gleichgewichte zu finden.
Der Satz von Nash besagt genau das und garantiert Gleichgewichte:

Satz E1F: Existenzsatz fir Gleichgewichte, John Nash 1950

Seiu:S) x--- xS, = R” ein endliches reelles Spiel, wie oben erklart,
und @:S; x --- x S, — R™ seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.

Dann besitzt das Spiel  mindestens ein Nash—Gleichgewicht.

© Fur jedes endliche Spiel ist verniinftiges Verhalten immer maglich.
© Allgemeine Strukturaussage, darauf kdnnen wir weiter aufbauen.

Der Existenzsatz von Nash erfullt zwei wesentliche Aufgaben:

(1) Der Satz garantiert, dass jedes endliche Spiel verniinftiges Verhalten
ermdglicht. In jedem konkreten Einzelfall kann man dies Uberprifen und
(mOhsam) lésen. Die allgemeine Aussage ist bequem und beruhigend:
Wir kénnen durch den Satz Rechenzeit sparen, wo sie nicht nétig ist.

Die Existenz einer Lésung ist oft der entscheidende erste Schritt.
Wir kénnen sicher sein, dass unsere Suche erfolgreich sein wird.
Unsere Miihe wird belohnt. Unsere Hoffnung wird erfullt.

(2) Darauf aufbauend kénnen wir allgemeine Aussagen ableiten.
Das prominenteste Beispiel ist von Neumanns Minimax-Satz E2D,
der Hauptsatz fur Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele.

Manchmal genigt uns zu wissen, dass Gleichgewichte existieren.
Dies gelingt ohne jedesmal mihsam explizit rechnen zu missen.
Wir missen nicht beflirchten, tber die leere Menge zu sprechen:
Wir haben eine gemeinsame Strukturaussage fur all dieser Spiele!
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Der Satz von Nash: Existenz von Gleichgewichten

Nashs Existenzsatz besticht durch Eleganz und Allgemeinheit.

Dieses Ergebnis ist ein grundlegender erster Schritt der Theorie,

er ist gewissermaBen der Ausgangspunkt der modernen Spieltheorie.
FUr diese und weitere Arbeiten bekam Nash 1994 den Nobelpreis,
genauer: Alfred-Nobel-Gedéachtnispreis flr Wirtschaftswissenschaften.

Umgekehrt gibt es natirlich viele Situationen, in denen wir schlie3lich
explizit rechnen wollen oder missen. Nashs Satz ist zun&chst eine reine
Existenzaussage und fir die konkrete Rechnung leider wenig hilfreich.
Immerhin garantiert der Satz, dass sich unsere Mihe lohnen wird!

Wir wollen rechnen! Fir 2 x n—Spiele gelingt dies wie in §E3 erklart.
Speziell fir Nullsummenspiele werden wir weitere Techniken entwickeln:
Von Neumanns Hauptsatz E2D charakterisiert Nash—Gleichgewichte als
Min-Maximierer und Max-Minimierer. Wir haben nun Werkzeuge.

Die explizite Berechnung ist ebenfalls ein extrem spannendes Thema:
Es mindet in die Lineare Optimierung, alias Lineare Programmierung,
und wird uns viel Freude bereiten. Das alles ist schone Mathematik!

Der Mathematiker John von Neumann und der Wirtschaftswissen-
schaftler Oskar Morgenstern veréffentlichten 1944 ihr Buch Theory of
Games and Economic Behavior. Damit legten sie das Fundament der
Spieltheorie, insbesondere fiir den Spezialfall der Nullsummenspiele
aufbauend auf von Neumanns Minimax-Satz E2D.

I thought there was nothing worth publishing until the Minimax Theorem
was proved. As far as I can see, there could be no theory of games
without that theorem. (John von Neumann, 1953)

Das ist ein wichtiger Spezialfall, aber bei weitem nicht ausreichend,
denn die meisten realen Spiele haben nicht konstante Summe.
Fir den allgemeinen Fall fehlten daher zunachst die Werkzeuge.

Definition und Existenz von Nash—Gleichgewichten stammen aus Nashs
Dissertation Non-cooperative Games von 1950. Dieses Konzept geht
weit Uber Nullsummenspiele hinaus und ist bis heute grundlegend fur
die erfolgreiche Weiterentwicklung der Spieltheorie.
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Brouwers Fixpunktsatz

© Die Spieltheorie mobilisiert und nutzt nahezu alle mathematischen
Teildisziplinen. Hier bendtigen wir folgende Ergebnisse der Topologie:

Proposition E1G: Hom&omorphie der konvexen Kérper

Jede kompakte konvexe Menge X C R™ mit nicht-leerem Inneren ist
hom&omorph zum Einheitsball D" = { x € R™ | 23 +--- + 22 < 1}.
Fir X C R™ konvex kompakt gilt X = () oder X 2 D™ mit 0 < m < n.

Satz E1H: Fixpunktsatz von Brouwer, 1909

Jede stetige Abbildung f: D™ — D™ hat mindestens einen Fixpunkt,
das heif3t, es existiert ein Punkt a € D™ mit der Eigenschaft f(a) = a.

Fur D! = [—1, 1] geniigt Zwischenwertsatz. (Ubung! Erstes Semester)
Allgemein n € N: Sperners Lemma (Topologie, viertes Semester),
Abbildungsgrad (Algebraische Topologie, finftes Semester)

© Jedes konvexe Kompaktum () # X c R™ hat die Fixpunkteigenschaft!
Nicht konvex: X = S", f(z) = —z. Nicht kompakt: X = R", f(z) =z + v.

Homdéomorphie X = D" bedeutet, es gibt zueinander inverse stetige
Abbildungen g: X - D"und h:D" — X mit hog = idx und go h = idpn.
Kdnnen Sie eine Tasse Kaffee so griindlich umrihren, dass kein Punkt
bleibt wo er war? Erstaunlich aber wahr: Das ist unmdglich!

Fixpunkisatze wie dieser sind wichtige Werkzeuge der Mathematik.
Sie kennen Banachs Fixpunktsatz D2A fir kontraktive Abbildungen.
Er garantiert Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunkts, zudem bietet
er eine effiziente Approximation mit expliziter Fehlerschranke.

Der Fixpunktsatz von Brouwer hingegen ist leider nicht konstruktiv:
Er garantiert die Existenz eines Fixpunkts, verrat uns aber nicht wo.
(Brouwer war ein vehementer Verfechter konstruktiver Prinzipien;
sein berihmtestes Resultat ist tragischerweise nicht konstruktiv.)

Bitte beachten Sie, dass es durchaus mehrere Fixpunkte geben kann,
extrem flr id : D™ — D™. Der Ball D™ als Start und Ziel ist wesentlich:
Nicht jeder Raum hat die Fixpunkteigenschaft. Hingegen ist der Satz
bei der Funktion f:D™ — D" sehr gro3zlgig: sie muss nur stetig sein.
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Zentralprojektion

Definition E11: konvex und sternférmig

Sei V ein R—Vektorraum. Die Verbindungsstrecke zwischen Punkten
a,b € V ist die Teilmenge [a,b] = { (1 —t)a+tb|[teR, 0<t<1} C V.
Eine Teilmenge X C V heif3t konvex, falls gilt: Va,b € X : [a,0] C X,
und sternférmig zum Zentrum a € X, falls gilt: Vb € X :[a,b] C X.

Satz E1J: Zentralprojektion

(0) Sei X c R™ kompakt und sternférmig zum Zentrum a € X°.

Fur jeden Randpunkt b € 0.X gelte Sichtbarkeit [a,b] N 0X = {b}.
Dann existiert ein Homdomorphismus i : R™ = R™ mit h(X) = D".
(1) Verscharfung zu bilipschitz: Ist X C R™ kompakt und sternférmig
bezlglich jedes Punktes a € B(ag,¢) fur ein ap € X und ¢ € R+,
so existiert h: R™ = R" bilipschitz mit h(X) = D".

(2) Jeder konvexe Korper X C R™, das heif3t konvex, kompakt mit
nicht-leerem Inneren X° # (), ist bilipschitz-hom&omorph zu D".

Beweis: (0) Nach Translation kébnnen wir a = 0 annehmen. Wir haben
B(0,¢) C X C B(0, R) fUr geeignete Konstanten 0 < ¢ < R und somit
p:S"t e, Rl:ssup{r €Rso|rs€ X }, 6 X NR>p-s = {p(s) - s}
Die Zentralprojektion f: 90X — S !:z + x/|z| ist wohldefiniert dank

0 ¢ 0X, zudem stetig, bijektiv dank f~1(s) = p(s) - s, dank Kompaktheit
also ein Homdomorphismus. Insbesondere ist p: s — | f~1(s)| stetig.
Wir erhalten daraus zueinander inverse Bijektionen

b R™ S5 R™ - oz x/p(z/|z)) fl.,.JI’J:;AO,
0 furz =0,
b RM S R - gy d 2 PE/2]) flfm;é(),
0 fir z = 0.

Beide sind stetig in = # 0, als Komposition stetiger Abbildungen.
Stetigkeit im Punkt 0 gilt dank |a(x)| < |z|/e und |k(x)| < |z| - R.
Demnach ist (h, k) : R™ = R™ ein (Auto-)Hom&omorphismus.

Zudem gilt A(X) € D™ und k(D™) C X, also (h,k): X = D".
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Hilfsfunktion zum glatten Abschneiden [cutoff]

44_ e—l/ac2
/// o1/
7 z

Sei h:R — R stetig mit A(z) = 0 fir z <0 und h(z) > 0 flir z > 0.
Jede solche Funktion nennen wir Abschneidung [cutoff function].

Der Positivteil von z € Rist 2T = z fir x > 0 und ™ = 0 flir z < 0.
Mit dem Negativteil z= = (—z)" qilt || = 2" + 2~ und z =2 — 2~
Die Funktion h: R — R:z ~ ™ ist stetig. Ebenso geniigt die Funktion
h(z) = (x1)* mit a € R-o; sie ist n-fach stetig differenzierbar fir o > n.
Zu jedem a € R+ haben wir die bemerkenswerte glatte Funktion

e 1= firz >0,

ha :R—>R:z— .
0 fir z < 0.

© Diese ist nicht nur stetig oder 1,2, 3,... mal stetig differenzierbar,
sondern tats&achlich beliebig oft differenzierbar, also ¥*°—glatt.

Diese bemerkenswerte Funktion h,, hat erstaunliche Eigenschaften:

© Sie ist Gberall auf R ~. {0} analytisch, also lokal um jeden Punkt

durch eine Potenzreihe darstellbar. Auf R ist dies trivial, auf R~ gilt
es dank Komposition analytischer Funktionen. An der Klebestelle 0 ist
die Funktion h, immerhin noch ¢°°—glatt, aber nicht mehr analytisch.

Diese berihmten Funktionen dienen oft als mahnendes Gegenbeispiel:

/\ Nicht jede €>°—Funktion f:R — R l&sst sich in eine Potenzreihe
f(x) =377 a,az™ entwickeln: Die zu f gehdrige Taylor—Reihe kann
divergieren! Selbst wenn sie konvergiert, so nicht unbedingt gegen f!

© Die Analysis nutzt die Funktion h,, auch konstruktiv als Werkzeug,
etwa zur Konstruktion exotischer Losungen der Warmeleitungsgleichung
(Andrei Tychonov 1935). Aus h,, konstruieren wir ¥">°—glatte Funktionen
R = R:z— ho(x —a) - ho(b— x) mit kompaktem Tréger [a, b]. Diese
Testfunktionen dienen als Grundlage flr die Theorie der Distributionen.
Hierflr erhielt Laurent Schwartz 1950 die Fields-Medaille.
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Ist diese Funktion wirklich glatt?

© Die Funktion h,, ist schén und wichtig und verdient eine Wiirdigung:

Aufgabe: Sei g:R-g — R:z — g(x) := 12 + c12°2 + - - - + cpx®, mit

Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, € R und Exponenten ey, es, ..., e, € R, und
g(x)e /=" fira >0,
T R—=R:z— f(z):=
/ /(@) {0 farz < 0.

(1) Ist f stetig? in z # 07 in x = 07? differenzierbar? in = # 0?7 in x = 07
Wie rechnet man die Ableitung aus? in x # 0? in z = 0? Zeigen Sie:

() = [d'(z) + g(x) - a/a ] e 12" firz >0,
0 far z <0.

(2) Ist f stetig diff’bar? zweimal? beliebig oft? also f € €*°(R,R)?
(3) Berechnen Sie die Taylor—-Reihe der Funktion f um x = 0.

Konvergiert die Taylor—Reihe? Konvergiert sie gegen f?
Ist die Funktion f analytisch? in z # 0?7 in x = 07

Loésung: (1) In jedem Punkt = # 0 ist f stetig / glatt / analytisch, denn
dort ist f eine Komposition stetiger / glatter / analytischer Funktionen.
Die angegebene Ableitung f’(x) folgt aus Produkt- und Kettenregel.
Es bleibt nur noch das Verhalten in x = 0 zu klaren. Fur = ™\, 0 gilt:

1 1 1 1
f(z) = g(x) / (1 + 2o + 2l x2a + 3lg3a + 4l te > - 0

Furz 70 qgilt f(x) =0 — 0. Somit ist f stetig in 0. FOr = \, 0 gilt:

f(m;:g(o):f(;):gf)/<1+;+2!;2a+...) ~ 0

Rechtsseitig gilt //(0+) = 0. Linksseitig gilt trivialerweise f'(0—) = 0.
Also ist f tatsachlich differenzierbar in 0, und die Ableitung ist f'(0) = 0.
(2) Die Ableitung f’ ist von derselben Form, dank (1) also differenzierbar.
Per Induktion ist f somit beliebig oft differenzierbar, kurz f € €°°(R, R).
(3) Fir k € N gilt #(*)(0) = 0. Die Taylor-Reihe in 0 ist also T'(x) = 0.
Sie konvergiert, aber nicht gegen f # 0! Somit ist f in 0 nicht analytisch.
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Konstruktion der Nash—Funktion

Zum Strategievektor s = (s1, ...
sei ) : S;i =R : x> (81,00, 8 1,T,8i41,--,5n)

S—{Sz,z,...,z SZ—Z pzz, 6fzzh[ﬂf(sf)—u( )]>0

k i <k <k <k

Lemma E1K: Gleichgewichte als Fixpunkte

Zum Splel u bzw. u konstruieren wir so die stetige Nash—Funktion
f:Six-x8 =8 x--x8,:s5=(s1,..., )r—>8—(51,.. , 8n,)-
Fixpunkte von f sind Nash—GIelchgeW|chte von u, also fix(f) = NE(u).

x S,undi€ {1,...,n}
und weiter

J5n) €51 x -

Beweis: ,D“ Klar nach Konstruktion. ,C*: Sei s = f(s) ein Fixpunkt.
Fars; = >, pFsk qilt a3 (s ) >, pus(s¥) nach Definition von 4.

Es gibt einen Index k mit p¥ > 0 und u$(s¥) < ug(s;), somit 5% = 0.
Aus pF = p folgt 6/ = 0 firalle j = 0,1,...,¢, also @$(s)) < a@3(s;).

Demnach gilt u$(s;) = max u?; jede Strategie s; ist beste Antwort.

Dieses Lemma beweist Nashs Existenzsatz E1F fur Gleichgewichte!

© Seiu:S; x --- x S, — R" ein endliches reelles Spiel. Zur affinen
Fortsetzung @: Sy x --- x S, — R™ suchen wir Nash—Gleichgewichte.
Die Nash—Funktion f:S; x --- x S,, = S1 x --- x S, ist stetig und
ihre Fixpunkte sind genau die ersehnten Nash—Gleichgewichte.
Dank Brouwers Fixpunktsatz E1H existiert ein Fixpunkt.

© Warum kdénnen wir den Fixpunktsatz von Brouwer auf f anwenden?
Wir setzen hier voraus, dass jede reine Strategiemenge S; endlich ist,
geschrieben S; = {s?,s!,..., st}. Die Menge S; = [s), s}, ..., s!] 2 D*

der gemischten Strategien ist ein Simplex, also konvex und kompakt,
somit homdéomorph zu einem Ball. Das Produkt S; x - - - x S,, ebenso.

© Dieser geniale Beweis ist in wenigen Zeilen hingeschrieben und so
gesehen leicht, ich finde ihn dennoch extrem raffiniert. Wenn Sie langer
darUber nachdenken, werden Sie ihn schlieBlich recht natirlich finden:
Die Nash—Funktion f beschreibt eine Optimierung durch Trial and Error,
die wir in unseren Experimenten beobachten bzw. intuitiv anwenden.
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Illustration der Nash—Funktion

© Was bedeutet diese geschickt konstruierte Nash—Funktion f?
Glucklicherweise kdnnen wir die Funktion verstehen und so merken:

Die GréBe 611“ > 0 gibt an, um wie viel sich Spieler i verbessern kann,
wenn er seine gemischte Strategie s; durch die reine Strategie s ersetzt.
Dies entspricht einer der Ecken des Simplex S;; im Falle 5% > 0 ist die
Ecke s! attraktiv. Die verbesserte Strategie s — 5 wird neu gemischt:
attraktive Ecken werden starker gewichtet, unattraktive schwécher.

© Falls gewiinscht kdnnen wir die Nash—Funktionen f sogar glatten.

Statt h:R — R:z+— 2t ist h:R — R:x — (27)? stetig differenzierbar.
Wir kdnnen sogar eine beliebig oft differenzierbare Funktion wéahlen,
etwa h:R — R mit x — exp(—1/z%) fir x > 0und z — 0 far z < 0.
Damit wird unsere Nash—Funktion f sogar ¢ °°—glatt!

© Dieser schéne Beweis ist instruktiv, aber leider nicht konstruktiv.
Er garantiert die Existenz von Lésungen, liefert uns aber keine Methode,
diese zu finden oder zu approximieren (wie etwa Banachs Fixpunktsatz).
Effiziente Algorithmen sind daher ein eigenes Thema fir sich.

Wir illustrieren die Nash—Funktion f aus dem Beweis im kleinsten Fall:
zwei Spieler mit je zwei reinen Strategien, S; = {s{,s1}, So = {59, s1}.
Die gemischten Strategien s; = (1 — p)s{ + psi und s = (1 — q)s9 + ¢s3
parametrisieren wir hierbei durch die beiden Parameter (p, q) € [0, 1].
Die Auszahlungsfunktion : [0, 1] — R? ist dann gegeben durch

a1(p, q) = apo(1 —p)(1 —
a2(p, q) = boo(1 —p)(1 —

Die Nash—Funktion £ : [0, 1]?

q) + a1op(l — q) + ao1(1 — p)g + ai1pg
q) + biop(1 —q) +bo1(1 — p)g + biipg

— [0,1]? aus dem Beweis ist dann:

p+[a1(1,q) — w1 (p, q)]*
1+ [a1(0,q) — @ (p, @)]* + [41(1, ¢) — G1(p, q)] T

q + [az(p, 1) — a2(p, ¢)]*
1+ [a2(p,0) — t2(p, @) T + [a2(p, 1) — d2(p, ¢)]*

Als Komposition stetiger Funktionen ist f offensichtlich stetig.

p:fl(p7Q> =

q= fa(p,q) =
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Nash—Funktion zu Bach oder Strawinsky

Zur Erinnerung die Daten des
Spiels Bach oder Strawinsky
u:Sl XSQ—)RXRZ

B Bach : Strawinsky
A
2 0
Bach 1 0
0 1
Strawinsky | 0 2

Zur Illustration skizzieren wir
hierzu die Nash—Funktion
f:10,1]* — [0, 1]* als
Vektorfeld f(pv q) - (p7 q),
zur schoneren Darstellung in
der Léange beschrinkt.

Wir sehen wunderbar die drei
Fixpunkte des Vektorfeldes.
Fiir das Spiel @ sind dies die
drei Nash—Gleichgewichte.
Zur Anregung Threr Phantasie
zeige ich typische Flusslinien.
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Wir zeigen das Vektorfeld (u,v) = f(p, ¢) — (p, ¢) und die Komponenten.
Die Nullstellenmengen von « und v sind jeweils die Reaktionsfunktionen.
Jede Nullstelle u(p, ¢) = 0 bedeutet: p ist eine beste Antwort auf .
Jede Nullstelle v(p, ¢) = 0 bedeutet: g ist eine beste Antwort auf p.

Die Gleichgewichte (0,0) und (1, 1) sind stabil, aber (2/3,1/3) instabil.
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Nash—Funktion zu Bleiben-oder-Gehen =ree

Zur Erinnerung die Daten des
Spiels Bleiben-oder-Gehen
u: S xS2 > RxR:

B bleiben gehen
A
—2 —5
bleiben -2 -2
—2 0
gehen -5 0

Zur Illustration skizzieren wir
hierzu die Nash—Funktion
£:00,1]* — [0,1]* als
Vektorfeld f(p, q) — (p, ).
zur schoneren Darstellung in
der Linge beschrinkt.

Wir sehen wunderbar die drei
Fixpunkte des Vektorfeldes.
Fiir das Spiel @ sind dies die
drei Nash—Gleichgewichte.
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Wir zeigen das Vektorfeld (u,v) = f(p, q) — (p, q¢) und die Komponenten.
Die Nullstellenmengen von « und v sind jeweils die Reaktionsfunktionen.
Jede Nullstelle u(p, ¢) = 0 bedeutet: p ist eine beste Antwort auf .
Jede Nullstelle v(p, ¢) = 0 bedeutet: g ist eine beste Antwort auf p.

Die Gleichgewichte (0,0) und (1, 1) sind stabil, aber (0.6, 0.6) instabil.
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Zur Erinnerung die Daten q = ' ®fl (p7 Q) -p o ®f2(p7 Q) —q
des Gefangenendilemmas —————— = / / A 3;“:;’::““:5&@.
u:S1 x 82 = R x R: O B B // ‘ : i}:i::f;::::}::i:i?t
B schweigen = gestehen [ =T == //// . i‘f}:@ﬁ*f}}::{i::::"ii. L
gestehen | 0 —4 > > > oy T T / / f f f 0l ~:~i~:~~:’~:~:~::~::’~:::::::$:“~::~~:’~:::::::.:::.::.
— T T T 74 f f f T s <2 2 o/
Zur lustration skizzieren wir | . . .+~ ~.7 ~= 72277/ 1 1 1 111 (
hierzu die Nash-Funktion o A A A tt
£:[0,1] — [0,1]* als A N -1y
Vektorfeld f(p, q) — (p, q), S sz L
er Lange beschrankt. //1////4 . . .
Wir sehen wunderbar den A Wir zeigen das Vektorfeld (u,v) = f(p, ¢) — (p, ¢) und die Komponenten.
einzigen Fixpunkt des Al SN Die Nullstellenmengen von u und v sind jeweils die Reaktionsfunktionen.
Vektorfeldes. Fir das Spiel @\« .~/ 7/ 7/ / /) 1 [T 0T Jede Nullstelle u(p, q) = 0 bedeutet: p ist eine beste Antwort auf g.
Etd}‘lesG‘ia? ;ng'eht /// ; / ; / ; / ; ] ]7: I ; ; » Jede Nullstelle v(p, q) = 0 bedeutet: ¢ ist eine beste Antwort auf p.
ash—Guleichgewicint. . . . . .
gew ) Das Gleichgewicht (0, 0) ist hier stabil.
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Nash—Funktion zu Matching Pennies

Zur Erinnerung die Daten des
Spiels Matching Pennies
’LL:S1 XSQ-)RXRZ

B Kopf Zahl
A
+1 -1
Kopf -1 +1
-1 +1
Zahl +1 -1

Zur Illustration skizzieren wir
hierzu die Nash—Funktion
f:10,1)* — [0, 1] als
Vektorfeld f(p) q) - (p7 q)s
zur schoneren Darstellung in
der Léange beschrinkt.

Wir sehen wunderbar den
einzigen Fixpunkt des
Vektorfeldes. Fiir das Spiel u
ist dies das einzige
Nash—Gleichgewicht.

® filp,q) —p

p

O ®f2(p, q) —q

10

Wir zeigen das Vektorfeld (u,v) = f(p, q) — (p, q¢) und die Komponenten.
Die Nullstellenmengen von « und v sind jeweils die Reaktionsfunktionen.
Jede Nullstelle u(p, ¢) = 0 bedeutet: p ist eine beste Antwort auf .
Jede Nullstelle v(p, ¢) = 0 bedeutet: g ist eine beste Antwort auf p.
Das Gleichgewicht (1/2,1/2) ist ein stabiler Strudelpunkt.
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Nash—Funktion und spielend Lernen

Was lehren uns die Nash—Funktion und diese schénen lllustrationen?
Eine interessante Interpretation der Gleichgewichte ist die folgende:
Die Spieler wiederholen immer wieder dasselbe Spiel « und lernen.

Sie starten in einem Zustand z(to) = (p, q) € [0, 1]2, beobachten jeweils
das Ergebnis und aktualisieren ihre Strategien in kleinen Schritten:
Sie spielen erneut und beobachten und aktualisieren, usw.

© Das ist im Wesentlichen das hier naheliegende Euler-Verfahren
zur Konstruktion eines Polygonzuges z(to), z(t1), z(ts), ... in [0,1]%.
Die Zeitschritte ty < t; < to < ... kbnnen wir dabei vorgeben.

© Im Grenziibergang zu beliebig kleinen Schritten erhalten wir die
Differentialgleichung & = g(x) zum oben gezeigten Vektorfeld
g(z) = f(x) — x. Hierzu habe ich die Flusslinien gezeichnet.

© Das bietet uns konkrete Anschauung und wunderbare Einsichten:
Wir haben nicht nur die Gleichgewichte als Fixpunkte, sondern gewinnen
zudem einen ersten qualitativen Eindruck auBBerhalb der Gleichgewichte!

Aufgabe: Wie glatt ist das Vektorfeld g in der Gleichung = = g(z)?
Garantiert das Existenz, Eindeutigkeit und Glattheit von L6sungen?
Losung: Die Funktion h(z) = x™ ist lipschitz-stetig, ebenso f.

Wir kénnen also den Satz von Picard-Lindel6f anwenden!

Ubung: Schreiben Sie die Dehnungsschranken sorgfaltig aus.

© Bei der Definition der Nash—Funktion f:S — S haben wir
mit der Hilfsfunktion 2 noch einige Freiheiten, wie oben erwahnt.
Insbesondere kénnen wir f nicht nur als stetig konstruieren,
sondern auch stetig differenzierbar, sogar beliebig glatt.

© Wir nutzen dankend alle Werkzeuge der autonomen dynamischen
Systeme, also der gewdhnlichen Differentialgleichungsysteme im R™.
Insbesondere kénnen wir Klassifikation der lokalen Dynamik um einen
Fixpunkt nutzen, hier allerdings eher topologisch, da die Jacobi—Matrix
mangels Differenzierbarkeit nicht definiert ist oder Null nach Glattung.

Hatte ich es schon erwahnt: Das alles ist wunderschéne Mathematik!
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Nash—Funktion und Populationsdynamik

Wir sehen in den obigen Beispielen stabile und instabile Fixpunkte.
Das hat unmittelbare Auswirkungen in der Populationsdynamik.

Statt zweier Spieler kénnen wir uns auch zwei Populationen A und B
vorstellen. In der ersten ist die Mischung der Strategien 1 — p und p,

in der zweiten 1 — ¢q und ¢. Jedes Individuum aus Population A spielt
gegen zahlreiche Gegner aus Population B und aktualisiert aufgrund
dieser Erfahrung seine Strategie, falls ihm das profitabel erscheint.

© Jedes Individuum spielt in diesem Modell seine fest gewahlte reine
Strategie, randomisiert also nicht! Doch als Mittelwert Uber die gesamte
Population erhalten wir die lineare Fortsetzung « gemaf der Erwartung.

© Individuen beider Populationen optimieren ihr Verhalten nicht aktiv,
diese Aufgabe Ubernimmt die Selektion von ganz allein: Erfolgreiche
Strategien vermehren sich schneller, weniger erfolgreiche langsamer.

© Somit beobachten wir im Populationsmittel die obige Dynamik.
Bei der Gestaltung der Funktion f haben wir noch einige Freiheiten,
aber das qualitative Verhalten ist bereits sehr aufschlussreich!

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass die mentalen Anforderungen an
die Individuen sehr gering sind. Dieses Modell 1asst sich daher auch in
der Evolutionsbiologie gut anwenden, sogar auf das Verhalten von
einfachen Lebewesen, etwa Insekten, die nur geringe Rechenkapazitat
und keinerlei spieltheoretische Kenntnisse haben (soweit ich weil3).

© Im Mittel beobachten wir die gerade erkléarte Populationsdynamik.
Sie wird angetrieben durch den Selektionsdruck. Die Dynamik unterliegt
im Kleinen zwar erheblichen stochastischen Stérungen, doch bei groBen
Populationen ist die Differentialgleichung eine recht gute Naherung.

© Anschaulich strebt sie einem stabilen Fixpunkt zu oder ruht in einem.
Instabile Fixpunkte hingegen werden nicht dauerhaft beobachtet:
Jede noch so kleine zufallige Abweichung fahrt uns fort.

© Genauer betrachtet sind die Nash—Gleichgewichte nicht alle gleich,
sie haben eine Mikrostruktur (analytisch, geometrisch, topologisch),
sie haben lokale Eigenschaften bezlglich der evolutiondren Dynamik.
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[®nwa-» (% fotr.0) -

p 10

Die Funktion z — z ist stetig, aber in = 0 nicht differenzierbar, also
%", aber nicht €. Ich ersetze sie hier durch die Funktion x — (z7)2,
diese ist ¥, aber nicht ¢’2. Die Graphik ist erwartungsgeman glatter,
allerdings sehen wir die Nullstellen nicht mehr so markant als Knicke.
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Variante: hélder—stetige Nash—Funktion

® filp,q) —p

® f2(p,q) — q

p 10 p 10
Die Funktion = — 2 ist lipschitz-stetig mit Steigung < 1. Ich ersetze sie

hier durch die Funktion = — vz, diese ist immerhin noch hélder—stetig
zum Exponenten 1/2. Die Knicke sind erwartungsgeman noch markanter.

Zur Modellierung der Populationsdynamik bestehen viele Méglichkeiten!
Die numerischen Parameter passen wir den empirischen Daten an.
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Rickblick und Zwischenbilanz

Was ist ein strategisches Spiel in Normalform? Eine Abbildung
u: Sy X xS, >R X XR,.

Was ist hierzu ein Nash—Gleichgewicht (s1,...,s,) € S1 X -+ X 5,7
FUr jeden Spieler i ist die von ihm gewahlte Strategie s; eine beste
Antwort auf die Gegenstrategien s_; = (s1,...,8i—1, Si+1,- -, Sn)-
Kein Spieler i hat einen Anreiz, seine Strategie s; zu andern.

Hat jedes Spiel solche Gleichgewichte? Nein, es gibt Gegenbeispiele.
Der Satz E1F von Nash garantiert fir jedes endliche reelle Spiel u
die Existenz gemischter Nash—Gleichgewichte, kurz NE(@) # 0.

Interpretation und Anwendung: Wie und warum kommen Spieler dazu,
tatsachlich ein solches Nash—Gleichgewicht zu spielen? Denkbar sind:
@ Rationale Analyse des Spiels (rational reasoning)
@ Kommunikation vor dem Spiel (pre-play communication)
@ Evolution durch Versuch und Irrtum (trial-and-error adjustment)

Hier ist S; die Menge der Strategien, die Spieler i wahlen kann,

und R; ist die Menge seiner Resultate, linear geordnet durch <;.

Wir nennen u; : S; x --- x S, — R; die Nutzenfunktion fir Spieler i.
Meist sind R; die reellen Zahlen, wir nennen « dann ein reelles Spiel.

Jeder Spieler i versucht seinen Gewinn u;(s) € R; zu maximieren.
Allerdings kontrolliert jeder Spieler i nur seine eigene Strategie s; € S;,
nicht jedoch die Strategien s1,...,s;_1, si+1, - - -, S, der anderen Spieler!
So kénnen wir alle Spiele darstellen: einheitlich, tbersichtlich, prazise.

Zur Analyse solcher Konfliksituationen dienen Nash—Gleichgewichte.
Dies ist ein zentral wichtiges, nltzliches und bewahrtes Werkzeug.
Hierzu beginnen wir, die mathematischen Grundlagen zu legen,

in Form von tragfahigen Definitionen, sodann Satzen und Beweisen.

Dies sind zunachst mathematische Konzepte. Wir wollen sie schlief3lich
auf Anwendungen Ubertragen. Dabei stellt sich die kritische Frage, ob
Nash—Gleichgewichte tatsachlich gespielt werden: wann? wie? warum?
Hierzu mdchte ich drei mdgliche Begriindungen darlegen.
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Ruckblick und Zwischenbilanz

Rationale Analyse des Spiels. In manchen Anwendungen ist es
plausibel anzunehmen, dass alle Spieler hinreichend rational sind.

Das gilt insbesondere, wenn das Spiel einfach zu analysieren ist und die
Spieler ausreichend Zeit dazu haben. Oder wenn das Spiel so wichtig
ist, dass alle Spieler die notwendigen Analysen durchfihren (missen).

© Gibt es nur ein Nash—Gleichgewicht, so wird genau dieses gespielt.
Dank hinreichender Rationalitat kennt jeder Spieler das Gleichgewicht,
und kein Spieler hat einen Anreiz, davon abzuweichen.

&) Dieses Argument gilt nur bei einem eindeutigen Gleichgewicht.
Gibt es mehrere, wie bei Bach-oder-Strawinsky, so ist die Wahl offen.

Kommunikation vor dem Spiel. In manchen Anwendungen ist es
maoglich, dass alle Spieler vor dem Spiel kommunizieren. Sie kénnen
dies nutzen und einen Strategievektor (si,...,s,) verabreden.

@ Diese Verabredung ist allerdings nicht bindend oder einklagbar.

© lst (s1,...,s,) ein Nash—-Gleichgewicht, so ist diese Vereinbarung
selbst-stabilisierend: Kein Spieler hat einen Anreiz, davon abzuweichen.

Evolution durch Versuch und Irrtum. Wir betrachten ein endliches

reelles Spiel u:S; x --- x S, — R™. Dieses wird nun haufig wiederholt.
Jeder Spieler i beginnt mit einer gemischten Strategie s; € S; und passt
sie nach jedem Spieldurchgang an, etwa vermdge der Nash—Funktion.

© Gunstigenfalls konvergiert dieser Prozess gegen ein Gleichgewicht:
Die Gleichgewichte sind Fixpunkte der Nash—Funktion, und Konvergenz
liegt vor, wenn wir im Attraktionsbecken eines Fixpunktes starten.

Der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass die mentalen Anforderungen an
die Individuen sehr gering sind. Dieses Modell 1&sst sich daher auch in
der Evolutionsbiologie gut anwenden. Hier spielen Populationen
gegeneinander. Die Individuen optimieren ihr Verhalten nicht aktiv,
diese Aufgabe Ubernimmt die Selektion von ganz allein: Erfolgreiche
Strategien vermehren sich schneller, weniger erfolgreiche langsamer.
Im Mittel beobachten wir die oben erklarte Populationsdynamik.

© Die evolutionare Spieltheorie arbeitet diese Ideen aus und
untersucht evolutionare Phanomene mit spieltheoretischen Methoden.
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Strategische Spiele in Normalform

Definition E1L: strategisches Spiel in Normalform
Ein strategisches Spiel in Normalform Uber I ist eine Abbildung

U S:HigSi —>R=HieIRi 0 5= (8i)ier = 1 = (ri)ier-

Formal ist dieses Spiel (I, S, R, u) durch folgende Daten definiert:
1 eine Menge I von Spielern sowie fir jeden Spieler i € T
2 eine Menge S; # ), deren Elemente wir Strategien nennen,
3 eine linear geordnete Menge (R;, <;) der mdglichen Resultate,
4 eine Abbildung u;: S — R;:s — r;, genannt Nutzenfunktion.

Wir zerlegen S := [[,.; S; in die Faktoren S; und S_; := [];c; ;3 S5
S = Sl X S_Z' .
Die Nutzenfunktion u; : S — R; schreiben wir damit bequem:

s+ (si38-47)

U; Sz X Sfl‘ =85 — Rl : (SZ‘;S,Z‘) — ui(si;s,i)

Jeder Spieler i € I kann seine Strategie s; € S; frei wahlen, unabhéngig
von allen anderen Spielern, und er hat auch nur auf s; direkten Einfluss.
Jedes Element s € [[,.; S; heil3t Strategievektor: s = (i — s;)icr.

Es ordnet jedem Spieler i € I eine seiner Strategien s; € S; zu.

Wir zerlegen S := ][, S; in die Faktoren S; und S_; := [,/ iy S5

S =S x S_i s (8i;8-4)

Wir schreiben hier s_; = s|;. ;) fur die Einschrankung auf I \ {i}
und s = (s;;5—;) = {i — s;} Us_; fir die Erganzung um i — s;.

Das entspricht der Umsortierung, die den Faktor S; vorzieht.

Besser und konfliktfrei wére statt s_; die Notation s.; = s|; ;) € S<i-
Ich folge hier der Gblichen und verbreiteten Schreibweise s_; € S_;.
Die Nutzenfunktion u; : S — R; schreiben wir damit bequem:

U; S@ X Sfi =S — Rz : (81;571) — ui(si;s,i)

Die explizite Nennung der Bijektion S = S; X S_;:s > (s8;;5-;)
unterdriicken wir hierbei und benennen beide Funktionen mit u;.
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Strategische Spiele in Normalform

Far ein endliches Spiel fordern wir I und S; endlich fir jedes i € I.
Im Falle eines reellen Spiels fordern wir zudem R; = R flr alle i € I.
Das Spiel ist die Auszahlungsfunktion u: [],.; S; = [[,c; R = R”.
Die Funktion u;: [[,c; S; — Rist die Auszahlung fiir Spieler .

Bislang genligte uns die Spielermenge I = {1,2} oder I = {1,2,...,n}.
Wir definieren Spiele nun allgemein fir eine beliebige Spielermenge 1.
Auf den ersten Blick mag diese Allgemeinheit verwundern; wir kénnen
uns ein Spiel mit unendlich vielen Spielern nur schwer vorstellen.

Dies tritt jedoch tatsachlich naturlich auf, etwa wenn wir Modelle mit
zeitlichem Verlauf und mehreren Spielergenerationen untersuchen.
Wir wollen daher die nétigen Begriffe und Definitionen vorbereiten,
auch wenn unsere Satze oft endliche Spiele voraussetzen.

Dasselbe gilt fir allgemeine Definition der Ergebnismenge (R;, <).

Wir nehmen im Folgenden meist (R;, <) als Teilmenge von (R, <) an.
Es schadet nicht, sich zun&chst klar zu machen, was minimal bendtigt
wird. Wir nutzen dankbar weitere Struktur, wo immer sie verfligbar ist!

Formal kénnten wir unser Spiel als Quadrupel (1, S, R, u) definieren.
Das ist wunderbar explizit und ausfihrlich, scheint mir aber flr den

praktischen Gebrauch unnétig Ianglich und Ubertrieben pedantisch.
Implizit enthélt die Abbildung w: [[,.; S; — [[,c; R: all diese Daten:

Bei Bedarf kdnnen wir von der Abbildung u alle Informationen erfragen
bzw. rekonstruieren: Was ist deine Definitionsmenge? S! Was ist deine
Zielmenge? R! Ebenso kénnen wir S fragen: Bist du ein Produkt? Ja!
Uber welcher Menge? I! Was ist filr i € I dein Faktor? S;! Ebenso R:
Bist du ein Produkt? Ja! Uber welcher Menge? I'! Was ist fiir i € I dein
Faktor? R;! Darunter verstehen wir hier die geordnete Menge (R;, <).

© Ich schreibe implizit u oder explizit u: [];c; Si — [1;c; Ri, je nach
Bedarf. Das entspricht dem Quadrupel (1, S, R, u), ist aber flissiger.

Die Indizes schreiben wir spater auch oben: Die Strategiemenge S°

und die Ergebnismenge R fiir Spieler i € I flhren zu den Produkten
ST :=Tle; St und R :=[[,; R', hier besonders raffiniert abgekrzt.
Spiele sind dann Abbildungen u: S’ — R’ reelle Spiele u: S’ — RI.
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Nash—Gleichgewichte

Definition E1M: Nash—Geichgewicht

Vorgelegt sei das Spiel v: [[;c; Si — [];c; R: Uber der Spielermenge I.
Sei s € S = [],c; S: ein Strategievektor. Bezuglich Spieler i € I heift s

&: s € NE}(u)

&1 s € NE;(u)

strikt stabil:
stabil:

Va € S; ~ {si}ui(si;8—i) > ui(a; s—;)

Va € S; cui(8i38—i) > ui(a; s—;)

Gilt dies flr alle i € I so heif3t s ein (striktes) Nash—Gleichgewicht,
geschrieben NE'(u) := (;; NE;(u) und NE(u) := (;; NE;(u).
Sei u reell und eine Toleranz € € R vorgegeben. Wir nennen s

e—stabil: Va € S; cui(8i35-) > ui(a;s—;) —e s € NEF(u)

Gilt Letzteres fur alle i € I so heif3t s ein e—=Nash-Gleichgewicht.
Aligemein setzen wir NE® (u) := (;c; NE; (u) flr e : I — R>q:4 > &.

© Zur Approximation gilt somit NE(u) = NE°(u) = (.. NE®(u).
© Fur endliche Spiele erhalten wir formal NE'(u) = |J._, NE(u).

Die unmittelbare Bedeutung dieser Definition ist folgende:
(1) Der Spieler i hat einen Nachteil davon, seine Strategie s; zu andern.
(2) Der Spieler i hat keinen Vorteil / Anreiz, einseitig von s; abzuweichen.

(3) Der Spieler i hat bestenfalls einen e—kleinen Vorteil. Dieser kann zum
Beispiel unterhalb der Wahrnehmungsschwelle / vernachléssigbar sein.

Die Strategien s_; aller anderen Spieler werden als konstant betrachtet.
Ich erinnere an die Motivation hinter diesem Modell: Spieler i kontrolliert
nur seine Strategie s; € S;. Er hat auf s_; keinen direkten Einfluss, etwa
durch Absprachen, Vertradge, Drohungen, 0.3. auBBerhalb des Spiels.

Gilt dies fUr jeden Spieler i, so nennen wir den Strategievektor s
ein striktes Gleichgewicht / Gleichgewicht / e—Gleichgewicht.

Solche Gleichgewichte beschreiben moégliches rationales Verhalten.
Die Definition ist einfach, aber die Interpretation bedarf einiger Ubung.
Hierzu haben wir oben die ersten von zahlreichen Beispielen angeflhrt.
Erweitern und pflegen Sie |hren Beispielfundus!
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Existenz von Nash—Gleichgewichten

Der Satz von Nash garantiert die Existenz von Gleichgewichten.
Uber strikte Gleichgewichte macht er wohlweislich keine Aussage.
Sie sind vielleicht einfacher zu verstehen, aber leider oft zu streng.
Insbesondere gibt es keine allgemeine Garantie fliir ihre Existenz.

Ubl_mg: Seiu:S; x--- xS, = R" ein endliches reelles Spiel und
u:S, x --- x S, — R" seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.

(1) Gilt NE'(u) € NE'()? und umgekehrt NE'(u) D NE'(@)?
(2) Gilt NE(u) € NE(@)? und umgekehrt NE(u) O NE(a)?

Ubung: Sei u: S; — So — R x R ein endliches Zwei—Personen—Spiel.
(1) Wenn ein striktes Gleichgewicht existiert, ist es dann eindeutig?
Wie viele strikte Gleichgewichte kann « haben? und @?

(2) Was gilt, wenn u zudem konstante Summe hat?

Oder allgemeiner: wenn w strikt kompetitiv ist?

Im Satz von Nash (E1F) wurde das Spiel » als endlich vorausgesetzt:
Die Spielermenge I und jede Strategiemenge S; missen endlich sein.

Ubung: In den Ubungen nutzen Sie den Fixpunktsatz von Kakutani,
um den Satz von Nash erneut zu beweisen und zu verallgemeinern.

Ubung: Sei I = {1,2} sowie S; = { s¥ | k € N } abzéhlbar unendlich.
Gibt es zu jedem Spiel u: S; x Sy — R? ein Nash—Gleichgewicht?

Gilt dies fiir die Fortsetzung : S; x Sy — R? auf gemischte Strategien?
Diskutieren Sie endliche Konvexkombinationen und dann auch Reihen.

Ubung: Sei I = N sowie S; = {0,1} furalle i € I, also S; = [0, 1].

Gibt es zu jedem Spiel u: [[,.; 9; — R’ ein Nash-Gleichgewicht?

Gilt dies firr die Fortsetzung @ : [[;.; S; — R! auf gemischte Strategien?
Hier ist Stetigkeit / Konvergenz zu klaren. Fun fact: Der Hilbert-Wdrfel
[0, 1]V ist kompakt nach dem Satz von Tychonov. Zudem ist er ein
wichtiger Modellraum, etwa beim Metrisierungssatz von Urysohn.
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Nash—Gleichgewichte zwischen unendlich vielen Spielern

Nashs Satz I&sst sich in verschiedene Richtungen verallgemeinern, etwa
auf spieltheoretische Modelle Uberlappender Generationen (Kapitel H).
Hier sind tatsachlich unendlich viele Spieler realistisch. Vereinfachend
interagiere dabei jeder Spieler i € I nur mit endlich vielen Nachbarn:
u;: JT;e; S5 — R hangt nur von endlich vielen Koordinaten j € I ab.
Insbesondere ist u; dann stetig bezuglich der Produkttopologie.

Allgemein formulieren wir hierzu folgendes Ergebnis:

Satz E1N: Satz von Nash fir lokal-endliche Spiele

Sei I = N. Fir jeden Spieler i € I sei die Strategiemenge S; # () endlich
und die Nutzenfunktion u; : [[,c; S; — R stetig in der Produkttopologie.
Dann lasst sich u: [],.; S; — R stetig fortsetzen zu : [],.; Si — RY,
und das Spiel u erlaubt mindestens ein Nash—Gleichgewicht.

Aufgabe: Versuchen Sie, diesen Verallgemeinerung zu beweisen
(wenn Sie mutig sind fiir eine beliebige Spielermenge I).

Losung: Wir setzen u; : [[,¢; S; — R affin fort zu @;: S = [[,c; S; — R.
Man rechnet sorgsam nach, dass mit u; auch u; stetig ist bezuglich der
punktweisen Konvergenz, also der Produkttopologie. (Ubung!)

Wir wahlen s° € S = [T, S; willkiirlich. Zu jedem k € N variieren wir
(s0,--->8k1) € [];<; Si und halten s; fir i > k fest. Dank Nash E1F
existiert ein Strategievektor s* € S, der fiir alle Spieler i < k stabil ist.

Dank Kompaktheit des Produktraums S existiert eine konvergente
Teilfolge (s*¢),en. Nach Umnummerierung schreiben wir kurz s* — s.
Weiterhin gilt Eigenschaft (a): s* € S ist stabil fiir alle Spieler i < k.

Mit diesem Grenzwert haben wir ein Strategiebiindel s € S konstruiert.
Wir zeigen nun: s ist ein Nash—Gleichgewicht fiir das Spiel @: S — R'.

Hierzu nutzen wir, dass die Abbildung #: S — R stetig ist.
Fir jedes i € I gilt also (b) @;(s*) — @;(s) fur k — oo.
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Nash—Gleichgewichte zwischen unendlich vielen Spielern

Seii € I und 3; € S; eine alternative Strategie flir Spieler i.
Sei e > 0. FUr jeden hinreichend groBen Index & > i gilt:

(b)

Ui(sis_;) > ui(sh;s,) —¢
g ﬂl(gz, Sljz) — £
(b
2 Ui (3i;5-;) — 2¢

Wir haben also w;(s;; s—i) > u;(3;;5—;) — 2¢ fur alle e > 0.
Das bedeutet u;(s;; s_;) > u;(5;; s_;). Dies gilt fir alle 3; € S;.
Demnach ist s ein Nash—Gleichgewicht, wie behauptet,

kurz s € NE(u) und somit insbesondere NE(u) # 0.

Bemerkung: Ist I eine beliebige (lberabzahlbare) Menge, so gelingt
der Beweis wortlich genauso, allerdings missen wir Folgen durch Filter
ersetzen. Der Satz von Tychonov garantiert die Kompaktheit von S.
(Die Ausformulierung ist eine FingerGbung in technischer Virtuositat.)
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Basketball Endgame als Spiel mit konstanter Summe

Definition E2A: Sicherheitswert und Sicherheitsstrategie

Seiu:S; x---x 8, = Ry x---x R, ein endliches Spiel, oder
allgemeiner ein reelles Spiel mit S; x --- x S,, kompakt und u stetig.

Spieler ¢ kann mindestens folgende Auszahlung fir sich garantieren:

val;(u) := i S_IZlGiél_i wi(8i38-i) = S_I}lgi‘gl_i u;(s;,$—4)

Wir nennen val;(u) den Sicherheitswert des Spiels u fir Spieler i.
Hierzu wahlt er als Sicherheitsstrategie s} € S; einen Min-Maximierer.

Mégliche Interpretation: Spieler i zieht zuerst, 6ffentlich und endgultig.

/\ Spieler i maximiert hier seinen Mindestgewinn. Im Allgemeinen
bilden Sicherheitsstrategien (s;)ic; kein Nash—Gleichgewicht!

&) Das gilt selbst fiir Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele:
Manchmal bleibt eine Licke zwischen Maximin und Minimax.

© Diese verschwindet genau fur Nash—Gleichgewichte:
Das ist der Inhalt von Neumanns Minimax-Satz E2D.

B Defend 2 Defend 3
A
82 69
Shoot 2 18 31
50 77
Shoot 3 50 23

Aufgabe: Bestimmen und interpretieren Sie die Sicherheitsstrategien:

max min ug(x,y) = 69

max min uj (w,y) =23 Vs y€Ss zES
2 1

x€S1 YyeS?
@ Es gilt die Summe u; + uz = 100, aber nur 23 4 69 = 92 < 100.
) Die Sicherheitsstrategien (s});c; bilden kein Nash—Gleichgewicht.
Was qilt fur die Fortsetzung @ auf gemischte Strategien?

max min ug(x,y) = 71.6

max min u(z,y) = 28.4 VS
1(@:9) yE[S:) ze1)

xz€[S1] y€[Sa]

© Dahinter stecken allgemeine Regeln und der Minimax-Satz.
© Die Liicke verschwindet genau fiir Nash—-Gleichgewichte!
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Schere-Stein-Papier ist ein Nullsummenspiel.

B Kopf Zahl
A
+1 -1
Kopf -1 +1
-1 +1
Zahl +1 -1

Aufgabe: Bestimmen und interpretieren Sie die Sicherheitsstrategien:

max min ug(x,y) = —1

max min uj (357 y) =1 Vs yESe €S
2 1

z€S1 yeS?
&) Es gilt die Summe wu; 4 us = 0, doch nur (—1) + (1) = -2 < 0.
@ Die Sicherheitsstrategien (s});cr bilden kein Nash—Gleichgewicht.
Was qilt fir die Fortsetzung u auf gemischte Strategien?

max min uz(x,y) =0

max min ui(x,y) =0 VS
i,y) y€[S2] z€[S1]

z€[S1] y€[S2]

© Dahinter stecken allgemeine Regeln und der Minimax-Satz.
© Das Spiel @ hat ein Nash—Gleichgewicht, « hingegen nicht.

B Schere Stein Papier
A
0 +1 —1
Schere 0 -1 +1
—1 0 +1
Stein +1 0 -1
+1 —1 0
Papier -1 +1 0

Aufgabe: Bestimmen und interpretieren Sie die Sicherheitsstrategien:

max min ug(x,y) = —1

max min uy (z,y) = —1 Vs max mip
2 1

rEST YES?

@ Es gilt die Summe u; + uz = 0, doch nur (—1) + (—=1) = -2 < 0.

max min uz(x,y) =0

max min u(x,y) =0 VS
y€[S2] x€[S1]

x€[S1] y€[S2]

© Das Spiel @ hat ein Nash—Gleichgewicht, u hingegen nicht.
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Lemma E2B: Gleichgewichte und Minimax = Maximin
Sei u: 51 x Sy — R x R ein Nullsummenspiel, also u; + us = 0.

Beweis: (0) Fir alle z € S; und y € S, qilt:

Zudem sei das Spiel endlich oder S; x S, kompakt und u stetig. ui(z,y) < ui(z,y)
(0) Aligemein gilt ,Maximin < Minimax“, also ausgeschrieben: up(z,y) < max u1(z,y)
’ - €S ’
max min u1(x < min max uq(x . (©)
€S, yESa 1(@,9) yESs TEST 1(z,y) min uy(z,y) < max u1 (z,y)
yESs €S
. . . . . . (d)
(1) Ist (s1,s2) € S1 x Sz ein Nash—Gleichgewicht, so gilt Gleichheit: minu(z,y) < min maxu(z,y)
yESy ’ - YyESy £ESY
u1(81, 82) = max min v (z,y) = min max u; (z,y) max min w: (z S nin max s (2
T€S1 YyeES2 yESy xEST 228 €S> 1( 7y) > JES> 7€ 51 1( 7y)

(2) Angenommen, es gilt die ersehnte Gleichheit ,Maximin = Minimax®.

s . ; e AR Die Ungleichung (a) ist trivial. Wir nehmen rechts das Maximum Uber =,
Wir wahlen einen Min-Maximierer s; € S; und Max-Minimierer sy € Ss:

damit wird die rechte Seite h6chstens gréBer, also gilt (b). Wir nehmen

v = max min vy (z,y) = min u;(s1,v), links das Minimum Uber y, damit wird die linke Seite héchstens kleiner,
z€S1 yES> yeS2 also qilt (c). Die Ungleichung (c) gilt somit flr alle x € S; und y € Ss;
U= ;IGHSH = ui(z,y) = o u(z, s2). dabei hangt allerdings die linke Seite nur noch von z ab und die rechte
2T 1 x 1

Seite nur noch von y. Hieraus folgen sofort (d) und (e).

Dann ist das Paar (s1, s2) € S x S ein Nash—Gleichgewicht.

. . . . . E207 o . E208
Gleichgewichte und Minimax = Maximin Austauschregel far Nullsummenspiele

(1) Fur jedes Nash—Gleichgewicht (s1, s2) € Si x S5 gilt: Hieraus folgen grundlegende Rechenregeln fir Nullsummenspiele:

Satz E2C: Austauschregel fir Nullsummenspiele

{ul(sl, S9) = ;réas?ul(ac, s9) > HEHSI; géabgl(ul(ac y)}

) — (1) Genau dann erfllt unser Nullsummenspiel «: S; x Sy — R? die
ui(s1,82) = yes ui(s,y) < ;%%’f;%g% ur(z,y) Gleichung ,Minimax = Maximin“, wenn Nash-Gleichgewichte existieren.
min max uj(z,y) < wuy(s1,s2) < maxmin u(z,y) (2) Alle Nash—Gleichgewichte fihren zum selben Ergebnis: Sind (sq, s2)
yeS z€51 €51 yesh und (s%, s3) Nash—Gleichgewichte, dann gilt w1 (s1, s2) = u1(s%, s3).

Dank (0) gilt auch die umgekehrte Ungleichung, hieraus folgt Gleichheit. (3) Alle Nash—Gleichgewichte sind austauschbar: Sind (s1, s2) und
(s1,s3) Nash—Gleichgewichte, dann auch (s, s3) und (s7, s2).

(2) Dank der genannten Voraussetzungen gilt (4) Sind 51, S2 konvex und w affin-linear, so ist NE(u) = K} X Ko

ui(s1,s2) < m%xul(x, S9) = m{gn max ui(x,y) = v das Produkt zweier konvexer Mengen K; C S; und Ky C S,.
< YES2 rEST
- . .
{ul(sl, S2) > min uq(s1,y) = max min u (x,y) = v © Die Aussagen (2) und (3) gelten fur alle Nash—Gleichgewichte.
yESy €S yeS?

Das ist eine nutzliche Besonderheit von Nullsummenspielen.

Es gibt Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele ohne Gleichgewichte,
etwa Matching Pennies und Schere-Stein-Papier und viele weitere.
Auch far diese sind die Aussagen (2) und (3) wahr, aber eben leer.

U1(51, 82) = gé%}ful(ft,sz) = ;relg; U1(817y)

Demnach ist (s1, s2) € S1 x Sy ein Nash—Gleichgewicht.
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Die Satze von Nash und von Neumann

Gleichgewichte sind grundlegend. Gibt es sie immer? Ja, oft genug:
Dies verdanken wir dem Existenzsatz E1F flir Nash—Gleichgewichte.
Hieraus folgt der Hauptsatz fiir Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele:

Satz E2D: Minimax-Satz, John von Neumann 1928

Sei u: S} X Sg — RR? ein endliches Nullsummenspiel, also u; + ug = 0,
und % :S; x Sy — R? seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.

Dank E1F existiert ein Gleichgewicht (s3, s3) € S1 x Sa, und somit gilt

valj (2) := max min u;(x,y) = wui(s],s3) = minmaxu;(z,y),
€S yeSs yESy xESY

valg() := max min ug(z,y) = uz(s],s3) = min maxus(z,y).
yESy x€ST €S yESy

Das ist der Wert des Spiels u fur Spieler i. Es qilt val; (a) + valy(u) = 0.

© Diese Vereinfachung ist eine Besonderheit fir Nullsummenspiele,
oder allgemein Zwei-Personen-Spiele mit konstanter Summe:

Sicherheitsstrategien sind optimal, sobald sich die Liicke schlief3t,
also Min-Maximierer und Max-Minimierer denselben Wert ergeben.

© Dieser Wert ist das erwartete Ergebnis bei rationaler Spielweise.

Mit diesem Satz begann die Theorie, als erstes substantielles Ergebnis:
Jedem Zwei-Personen-Nullsummen-Spiel wird so ein Wert zugeordnet.
Von Neumann bewies diesen Satz 1928 zun&chst auf andere Weise.
Nashs allgemeiner Existenzsatz eréffnete 1951 einen kirzeren Weg.

© Von Neumanns Ideen beeinflussten maBgeblich die Entdeckung
der ersten Dualitatsprinzipien in der Linearen Optimierung.
Wir werden dies im nachsten Kapitel genauer untersuchen.
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Strikt kompetitive Spiele

Definition E2E: konstante Summe und strikt kompetitiv

Ein Spiel u:S; x --- x S, — R™ hat konstante Summe (Null),

wenn es die Bedingung u; + - - - + u,, = const (bzw. = 0) erfullt.

Ein Zwei-Personen-Spiel v : S; x Sy — R? ist strikt kompetitiv, wenn
fir alle s, s € S die Aquivalenz u;(s) < uy(s') <= ua(s) > ua(s') gil.
Fir kompetitive Spiele verlangen wir diese Aquivalenz nur firr alle
Strategievektoren s, s’ € S, die sich in einer Koordinate unterscheiden.

Ubung: Konstante Summe == strikt kompetitiv == kompetitiv.

Gilt das Minimax-Lemma E2B fur kompetitive Spiele u: .51 x Sy — R??
Wenn u kompetitiv ist, gilt dies dann auch fur die Fortsetzung «?

Hat v konstante Summe, dann auch «. (Dies nutzen wir in E2D.)

Kompetitive Spiele sind ein sehr spezieller aber durchaus wichtiger Fall.
Es lohnt sich daher, hierzu spezielle Satze und Techniken zu entwickeln.
In vielen realistischen Situationen haben Spiele nicht konstante Summe
und sind auch nicht kompetitiv. Nash—Gleichgewichte helfen allgemein!
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Beispiel: Das Spiel Schere-Stein-Papier hat kein Gleichgewicht in
reinen Strategien. Auch der Minimax-Satz gilt nicht in reinen Strategien.
In gemischten Strategien haben die Spieler viel mehr Méglichkeiten.
Der Satz von Nash sagt die Existenz von Gleichgewichten voraus.

Hier ist % - Schere + 1 - Stein + 1 - Papier das einzige Gleichgewicht.

Aufgabe: Prifen Sie sorgfaltig nach, dass dies ein Gleichgewicht ist.
Wie zeigen Sie geschickt, dass dies das einzige Gleichgewicht ist?
Hierbei hilft Innen die Austauschregel E2C fur Nullsummenspiele.

Aufgabe: Untersuchen Sie ebenso alle bisher vorgestellten Spiele.

Welche haben konstante Summe, welche sind (strikt) kompetitiv?

Finden Sie alle Nash—Gleichgewichte und vergleichen Sie diese
beiderseitig mit Sicherheitsstrategien (also Min-Maximierern).

. . E215 . . E216
WOZU d|ent '\/Ia.thema.nkf7 Erlauterung WOZU d|ent Mathema“k? Erlauterung
Alles Leben ist Problemlésen. (Karl Popper)
Theorie / Mathematik
2. MOde” anéi;éieren 3. Theorie
grundlegende Eigenschaften = aufbauende Eigenschaften
(S Annahmen, Gesetze, Axiome folgern, 16sen Regeln, Satze, Beweise r
((}) o O:
- modellieren AR abstrahieren vorh?rsgg\e "7 konkretisieren interpretieren
=) idealisieren N7 vereinfachen / /Kof spezialisieren Jy validieren c
o /planen?\& -
o ..
o 1. Empirie anpassen 4. Anwendung @
Beobachtung / Experiment = B Interpretation der Resutate
Erfahrungen, Winsche, Ziele tberprifen Uberpriifung des Modells

Realitat / Anwendung

Mathematik untersucht sowohl abstrakte Strukturen als auch konkrete
Anwendungen. Dies sind keine Gegensatze, sondern sie erganzen sich!

Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie. (Immanuel Kant)
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Beispiel: Schere-Stein-Papier mit Brunnen

Wir erweitern das Spiel Schere-Stein-Papier.
Beide Spieler haben zusatzlich die Strategie ,Brunnen®:

B Schere Stein Papier Brunnen
A
0 +1 —1 +1
Schere 0 -1 £=1 —1
—1 0 +1 +1
Stein +1 0 —1 -1
+1 —1 0 —1
Papier —1 +1 0 +1
—1 -1 +1 0
Brunnen |+1 =FL -1 0

Aufgabe: Ist dies ein Nullsummenspiel? Was ist sein Wert?
Sehen Sie ein Nash—Gleichgewicht dieses Spiels? gar alle?

Loésung: Die Strategie Brunnen dominiert schwach Stein. Wir streichen
daher Stein und erhalten v’ : S’ x S’ — R x R mit der reduzierten
Strategiemenge S’ = {Schere, Papier, Brunnen}. Dieses Spiel
Schere-Papier-Brunnen ist isomorph zu Schere-Stein-Papier.

/\ Isomorphie und Symmetrie vereinfachen unsere Analyse!
Wir kennen daher das Gleichgewicht (s, s’) € NE(@') mit
1 1 . 1
s = 3 Schere + 3 Papier + 3 Brunnen

Dank Satz E2H wissen wir NE(@') C NE(u), also ist (¢, s’) auch ein
Nash—Gleichgewicht fir Schere-Stein-Papier-Brunnen.

/\ Das Spiel u kdnnte durchaus noch weitere Gleichgewichte haben.
Das muss man jeweils genauer nachrechnen. Versuchen Sie es!
Hierbei hilft Innen die Austauschregel E2C fir Nullsummenspiele.

© Dies ist ein symmetrisches Nullsummenspiel, der Wert ist also 0.
Zur Berechnung des Wertes genligt uns ein einziges Gleichgewicht,
hier (s', s'). Alternativ impliziert bereits die Symmetrie den Wert 0.

Stark und schwach dominierte Strategien e
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Stark und schwach dominierte Strategien

Definition E2F: dominierte Strategien

Seiu: [[;c; Si — [Lic; Ri ein strategisches Spiel und i € I ein Spieler.
Flr je zwei seiner Strategien z,y € S; vergleichen wir die Funktionen

ui(a:; —), ui(y; —) 2 S,i = Rz

Schwache Dominanz x <}' y bedeutet u;(x; s—;) < u;(y;s5-i),

starke Dominanz = <} y bedeutet u;(z; s—;) < ui(y; s—i)

jeweils fur alle méglichen Gegenstrategien s_; € S_;.

Fdr Teilmengen X, Y C S; bedeutet Dominanz X <! Y bzw. X <} Y:
Zu jedem z € X existierteiny € Y mit z <}' y bzw. 2 <" y.

Wir nennen z € S; dominiert in v, falls z <} y flr ein y € S; \ {z} qilt.
Wir nennen y € S; dominant in v, falls <! y fur alle z € S; ~ {y} gilt.
Wir schreiben D;(u) := {y € S; | S; <} y } und DNE(u) := [[;c; Di(u).
Ebenso fiir starke Dominanz und D}(u) := {y € S; | S; ~ {y} <¥y }

A\ Es gilt DNE(u) € NE(u), oft DNE(u) = 0, selten DNE(u) = NE(u).

Schwache und starke Dominanz sind haufig nutzlich; dazwischen liegt:
Halbstarke Dominanz » <}' y bedeutet u;(z;s_;) < u;(y;s—;) fur alle
und wu;(x; s—;) < ui(y; s—;) fur mindest eine Gegenstrategie s_; € S_;.
Bei Mengen bedeutet Dominanz X <! Y bzw. X <!' Y: Es existiert eine
Abbildung f: X — Y mitz <! f(z) bzw. z <! f(x) fir alle z € X.

Die (schwach) dominanten Strategien s; € D;(u) bedeuten:
s; istimmer eine beste Antwort, gegen alle s_; € S_,.

Eine stark dominante Strategie s; € D}(u) bedeutet:
s; ist die eindeutige beste Antwort, gegen alle s_; € S_;.

© Schwache Dominanz = <! y bedeutet: Ein rationaler Spieler kann
seine Strategie x jederzeit ersetzen durch eine mindestens ebenso gute
Alternative, etwa y. Er kann z spielen, er kann es aber auch vermeiden.

© Starke Dominanz z <! y bedeutet: Ein rationaler Spieler muss
seine Strategie x jederzeit ersetzen durch eine strikt bessere Alternative,
etwa y. Er kann nicht = spielen, er wird dies in jedem Falle vermeiden.
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Streichung dominierter Strategien

Satz E2G: Streichung dominierter Strategien: reiner Fall
Gegeben sei ein Spiel u: [[,; Si — [[;c; Riund S; = S; U D; far i € 1.
Léschung der D; ergibt die Einschrankung v’ : [],c; S; — [1;c; Ri:

(1) Aus starker Dominanz S} >¥ D; folgt NE(u') = NE(u).

(2) Aus schwacher Dominanz S} >* D, folgt NE(u') C NE(u).

Beweis: (2) Sei s € NE(u'), also u;(si; s—;) = maxegr ui(a'; s-i).
Dies ist gleich max,cg, ui(z;s—;) dank S, >% D!, also s € NE(u).
(1) Sei s € NE(u), also u;(s;; s—;) = maxges; ui(x; S—;).

Aus S; >! D! folgt s; € Si. Also s € S’ und s € NE(«).

Zu jedem endlichen reellen Spiel u: [];.; S; — R’ betrachten wir

auch seine Fortsetzung @: [[;.; S; — R auf gemischte Strategien.
Gilt (starke bzw. schwache) Dominanz E2F beziglich aller reinen
Gegenstrategien s_; € S_;, so auch fiir alle gemischten 5_; € S_;.

Aus zo <! yo,...,xn <}y, folgt > prar < Y- iy flr alle p € A™.
Gilt fur ein k£ zudem xj, <} v, und p, > 0, so folgt >, prar < > ) PrVk-

Geometrisch sieht die Léschung gemischter Strategien etwa so aus:

BN

S

In diesem Beispiel sei S! = {s?, s!} und D; = {s?, s}}. Wir kdnnen nicht

17 17 %

nur die Ecken s? und s? 16schen, sondern missen auch alle gemischten
Strategien l6schen, die diese Ecken in ihrem Trager nutzen, also S; \. S..

Streichung dominierter Strategien e
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Streichung dominierter Strategien

Satz E2H: Streichung dominierter Strategien: gemischter Fall

Seiu: [[;c; S — Riund o : [[,c; S/ — R mit S; = S} L D;. Dann gilt
Si=8*«Di={(1-t)x+ty|te0,1], z€ S}, yeD;}.

Die Differenz der gemischten Strategiemengen ist demnach

SiNS={(1-t)z+ty|tel01],z€S], yeD}.

(1) Aus S >¥ D; folgt S/ >¥ S; \. S} wie zuvor erklart.

Das bedeutet: Stark dominierte Strategien von « kommen in keinem

Nash—Gleichgewicht von @ vor. Bei ihrer Streichung gilt NE(@') = NE(a).

(2) Aus S} > D, folgt S >¥ S; \. S/ wie zuvor erklart.

Bei Streichung schwach dominierter Strategien gilt NE(a') C NE(a).
Im Allgemeinen kénnen dabei Nash—Gleichgewichte verloren gehen.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aussagen zur Ubung sorgféltig nach!

Beweis: (2) Sei s € NE(4'), also u;(s;;s—;) = max, e g wi (2’5 5-).

FUr jedes x € S; gilt x = (1 — t)s; +tsmitt € [0,1], s, € S{und s € D;.
Es existiert s € S/ mit s’ >% s, also x <% 2’ := (1 — t)s, +ts' € S..
Hieraus folgt u;(s;; s—;) = max, g ui(v;5-;), also s € NE(u).

(1) Sei s € NE(u), also u;(si; s—;) = max,cg. ui(v;s—;) fir jedes i € I.
Wir haben s; = (1 —t)s, +tsmitt € [0,1], s; € S/ und s € D;. Es existiert
s' € Simits' >¥ s Flra' = (1 —t)s, +ts’ ware 2/ >¥ s; oder t = 0.
Also gilt t = 0 und somit s; = s} € S.. Das zeigt s € NE(a').

© Die Sachlage ist einfach. Warum ist die Notation so detailverliebt?
Damit alles klar und einfach wird, missen wir sorgsam argumentieren!

© Das Erkennen und Streichen von (strikt) dominierten Strategien
vereinfacht die Spielanalyse. Das ist iberaus nitzlich und meist leicht,
doch die Feinheiten sind subtil und missen sauber ausgefihrt werden.
Ich betone dies, weil es erfahrungsgeman oft falsch angewendet wird.




E225
Erlauterung

Stark und schwach dominierte Strategien

E226
Erlauterung

Erinnerung: Stufen der Rationalitat

© Anschaulich gesagt: (2) Beim Erweitern von «/ zu « nehmen wir
schwach dominierte Strategien hinzu. Diese erhdhen offensichtlich nicht
das Maximum flr den Spieler i € I, also bleiben Gleichgewichte des
kleinen Spiels v auch Gleichgewichte des grof3en Spiels w.

(1) Stark dominierte Strategien kommen in keinem Gleichgewicht vor.
Wir kdnnen sie getrost streichen oder hinzufligen, auch hinzumischen.

© Streichung dominierter Strategien vereinfacht das Spiel v zu '
Das hilft bei der Suche nach einem bzw. allen Gleichgewichten:

(2) Die Streichung schwach dominierter Strategien I6scht vielleicht
Gleichgewichte. Die Inklusion NE(u') C NE(u) hingegen gilt immer:
Haben wir also ein Gleichgewicht fir v’ gefunden, so bleibt dies fir w.
Das genigt, wenn wir nur irgendein Gleichgewicht von « finden wollen.
(1) Die Streichung stark dominierter Strategien &ndert nichts an den
Gleichgewichten: Genau das garantiert unsere obige Rechnung.

© Dies kdnnen wir iterieren, bis keine Streichungen mehr méglich sind.
Hierzu bendtigen wir (wie immer) Rationalitat entsprechend hoher Stufe!

.. Wer von lhnen weil3, was ,Stufen der Rationalitat* bedeutet?
%> Wer von lhnen weil3, dass alle anderen das ebenfalls wissen?
Z#5: Wer von lhnen weil3, dass alle wissen, dass alle das wissen? ...

¢ Definition A2A: Stufen der Rationalitat

Unter (unbeschrankter) Rationalitat verstehen wir folgende Axiome:
Z: Jeder Spieler will sein Ergebnis (Nutzen, Gewinn, ...) maximieren.
1. Jeder Spieler versteht zudem alle Spielregeln und Konsequenzen.
% Es qilt die vorige Aussage %, und jeder Spieler weifl3 dies.

s Es gilt die vorige Aussage #-, und jeder Spieler weifl3 dies.

etc... Genauer definieren wir fUr jedes n € N>, die Aussage

%, Es qilt die Aussage %,,_1, und jeder Spieler weil3 dies.

Z~: Es gilt die Aussage %, fir jede Stufe n € N.

© Wir nennen dies gemeinsames Wissen, engl. common knowledge.
Beantworten Sie erneut die obigen Fragen: haben wir #Z., hergestellt?
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Stark und schwach dominierte Strategien
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Aufgabe: Konstruieren Sie ein Spiel, bei dem die Streichung einer
schwach dominierten Strategie alle Nash—Gleichgewichte vernichtet.

Losung: Wir beginnen mit einem Spiel v/, etwa Matching Pennies:

Aufgabe: Finden Sie alle reinen Gleichgewichte, dann alle gemischten.

A

ao

ai

B

bo b1 bo

+1 —1 =2
-1 +1 0

—1 +1 +1
sl -1 +2

B bo b1 bo
A
1 3 2
ao 4 3 1
2 1 0
al 3 2 3

Lésung: Die reinen Gleichgewichte finden wir durch Hinsehen:
Hier ist nur (ao, b1) ein Nash—Gleichgewicht, es ist sogar strikt.

Die Strategie b; dominiert schwach die neue Strategie b, von Spieler B.
Die Auszahlungen fir Spieler A sind beliebig, wir wahlen sie geschickt.

Die Strategie (a1, b2) ist ein Nash—Gleichgewicht des Spiels w.
Beim Streichen der dominierten Strategie b, wird es vernichtet.
Das Spiel v’ hat gar keine Gleichgewichte mehr, @’ hingegen schon.

Die Strategie b; dominiert stark b,. Im Teilspiel «' dominiert aq stark a;.
Im Teilspiel «” dominiert b, stark by. SchlieBlich bleibt nur das triviale
Teilspiel " bestehend aus (ag, b1). Das ist das einzige Gleichgewicht!

/\ Es ist eine recht seltene Ausnahme, dass sich Spiele so einfach
l6sen lassen durch iterierte Loschung (stark) dominierter Strategien.
Meist lassen sich nur wenige oder gar keine Strategien ausschlief3en.
Wenn es jedoch maéglich ist, bietet dies eine nitzliche Vereinfachung.
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Dominierte Strategien in der affinen Fortsetzung

Aufgabe: Gibt es Spiele u:.S; x Sy — R x R mit einer Strategie sy € Sy,
die im Spiel « nicht dominiert wird, wohl aber in %:S; x Sy — R x R?

Losung: Ja, das ist méglich. Wir konstruieren ein einfaches Beispiel:

B bo b1 b
A
3 0 1
ao * * *
0 3 1
al * * *

Die Strategie b, wird von keiner reinen Strategie dominiert: weder by
noch b;. Dies gelingt jedoch der gemischten Strategie %bo + %bl >4 bo.
(Die Auszahlungen fiir Spieler 1 sind unerheblich und nicht gezeigt.)
Starke Dominanz b; := (1 — t)by + tby >4 be gilt fur alle 1/3 < t < 2/3,
und immerhin noch schwache Dominanz in den Fallen ¢t € {1/3,2/3}.

© Das Phanomen tritt im obigen Kartenduell auf, allerdings schwécher.

2
3 9/@
2, 6
0)
2 ba/3
b1/2
61/3
1e= o
uz(ap, bs)
W)
‘Q’\
o
p
0 1
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Rationalitat: Eine stark dominierte Strategie sollte nie gespielt werden.
Ebensowenig eine Strategie, die nie beste Antwort ist. Wie ist hier der
logische Zusammenhang? Es besteht eine bemerkenswerte Dualitat!

Definition E21: Rationalisierbarkeit

Die Strategie s; € S; heif3t rationalisierbar oder mindestens einmal
beste Antwort, wenn sie beste Antwort ist auf mind. eine (korrelierte)
Gegenstrategie s_; € [S_;], also u;(s;; s—;) = max g, u;(z; s—;) erflllt.

Jedes Nash—Gleichgewicht s € S besteht aus rationalisierbaren s; € S;.

Satz E2J: Rationalisierbar ist das Gegenteil von stark dominiert.
Genau dann ist s} stark dominiert, wenn s; nie beste Antwort ist.

Beweis: Die Implikation ,,:>“ ist klar: Dominiert s; € S; stark s € S;,

S0 Qilt @;(si;s—;) > u,(s}; s—;) fur alle Gegenstrategien s_; € [S_;].

Die Implikation ,<" ist bemerkenswert Zu jedem s_; € [S_;] existiert ein
geeignetes s; € S;, das die Ungleichung ;(s;; s—;) > u;(sF; s—;) erfillt.
Wir suchen starker ein s; € S; flr alle s_; € [S_;]. ,Einer fir alle!

Wir konstruieren hierzu aus u ein Zwei-Personen-Nullsummen-Spiel
v: S} x S5 — R? mit Strategiemengen S; = S; ~ {sf}und Sj = S_;
und der Auszahlungsfunktion v (s;, s—;) = wi(si;5-i) — wi(S);5-i)-
Sei v: 57 x S — R? die Fortsetzung auf gemischte Strategien.

Im Spiel u ist s} keine beste Antwort auf s_;, wenn

max 1 (8;,5-;) > 0.

sZGS*
Im Spiel u ist s; demnach nie beste Antwort, wenn

min max vy (s;,s—;) > 0.
SfiESS S/L'EST

Nach dem Hauptsatz E2D gilt Minimax = Maximin, also

max min ;(s;, s—;) > 0.
sZES s_zes

Es existiert demnach ein s; € S} mit min, ¢ g. 91(ss, s—:) > 0.
Das bedeutet u;(si; s—;) > @;(s};s—;) furalle s_; € S_;.
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Flr Spiele mit nur zwei Spielern ist die Konstruktion klar und natrlich.
Ab drei Spielern miissen wir genauer hinsehen: Jeder Spieler kann
(optimistisch-naiv) all seine Gegenspieler als unabhangig annehmen,
oder aber (pessimistisch-paranoid) all seine Gegenspieler als ,,Achse
des BOsen“ zusammenfassen. Fir die Strategiemengen bedeutet das:

[S_i] =[S1x--- X Sp]
DS ;=[5 x-- - % [Sy]

X Si—1 X Sjp1 X -+
X [Si—1] X [Si+1] %

Wir gehen in Definition E21 und Satz E2J vom worst case aus, dass sich
alle Gegenspieler zu einer Koalition gegen Spieler i verblinden kénnen.

Sind alle Gegenspieler unabhangig, so ersetzen wir die konvexe Menge
[S_i] durch die nicht-konvexe Menge S_; C [S_;]; die oben bewiesene
Implikation gilt dann im Allgemeinen nicht mehr (siehe Ubungen).

© Rekursiv kdnnen wir nun die iterierte Léschung (stark) dominierter
Strategien erklaren, und ebenso Rationalisierbarkeit der Stufe 1,2,3,.. ..
Das ist wie oben gesehen oft nitzlich zur Vereinfachung / Reduktion.

Satz und Beweis erinnern uns an das Problem des Quantorentauschs:
dJreNVyeN:z<y = VyeNdJreN:
JreNVyeN:z>y = VyeNdJreN:

Sei P: X xY — {0,1}: (z,y) — P(z,y) eine Aussageform.
Die Quantoren V und 3 entsprechen min und max:

P(z,y)

r <y

T >y

x Yy : entspricht 2 — min P(z,y)

yeyY
dx Vy : P

x, entspricht max min P(x,
y p max min P(z, y)

(z,y)
y+— Jz @ P(z,y) entspricht y— maXP(sU,y)
(z,y)

Yy dx @ P entspricht minmax P(z,y)

yeY xzeX
Je zwei Allquantoren vertauschen, ebenso je zwei Existenzquantoren.
Wir durfen Allquantoren vorziehen (E2B), aber nicht Existenzquantoren:

T,y

dx Vy : P(x,y) = Vy 3z : P(z,y)
P < P
ey = ey
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Aufgabe: Bestimmen Sie die Symmetriegruppen der folgenden Spiele!

-~ B bleiben gehen > B B S
A A
-2 -5 2 0
bleiben | —2 -2 B 1 0
-2 0 0 1
gehen -5 0 S 0 2
G 0 1 o D K L
U U3 C u
+1 -1 0 2
0 -1 +1 K 0 1
-1 4= 1 0
1 +1 —1 L 2 0

© Wir permutieren hier koharent Spieler, Strategien und Ergebnisse.
Welche dieser Spiele sind zueinander isomorph? Auf wie viele Weisen?

Wir notieren jede Symmetrie (7,01, 02) als Bijektion der Spielermenge
7:1 = I sowie der Strategiemengen o1 :S1 = S;1 und o9: Sy = Sro.

© Das erste Spiel Bleiben-oder-Gehen hat genau zwei Symmetrien:
Die Identitat go = (id, id, id) und den Spielertausch ¢; = ((AB),id, id).
© Das zweite Spiel Bach oder Strawinsky hat genau zwei Symmetrien:
Die Identitat go = (id, id, id) und den Tausch ¢g; = ((AB), (B S5), (B YS5)).
Wir tauschen nicht nur die Spieler, sondern zwingend auch Strategien.
© Das dritte Spiel Matching Pennies hat genau vier Symmetrien:

Die Identitat go = (id, id, id) und die Drehung ¢; = (id, (01),(01)),
Spielerflip go = ((UG),id, (01)) und Spielerflop g3 = ((UG), (01),id).
Die Gruppe G = {90, 91, g2, g3} ist isomorph zu Z/2 x 7Z/2, nicht Z/4.
© Das vierte Spiel hat ebenfalls genau zwei Symmetrien:

Die Identitat go = (id,id, id) und den Tausch g; = ((CD), id, id).

Das zweite und vierte Spiel sind isomorph, sonst keine weiteren.
7:C—AD—Bsowieo;: K+— B,L+— Sundos: K +— S,L — B.
7:C—B,D— Asowieo|: K — S,L— Bundoy: K+ B, L+ S.

. . E239
Isomorphismen von Spielen

E240
Erlauterung

Isomorphismen von Spielen

Aufgabe: In welchem Sinne sind die folgenden Spiele isomorph?

B 0 1 B 0 1
A ul A u?
—1 0 1 3
0 -1 -5 0 4 0
-5 —4 —7 -5
1 0 —4 1 5 1
B 0 1 B 0 1
A u’ A u!
2 3 1 2
0 2 0 0 0 1
0 1 0 3
1 3 1 1 3 2

Losung: u! = u?: Spieler und Strategien bleiben fix, die Ergebnisse
werden affin-linear transformiert durch r; — r{ 4+ 5 bzw. r9 — 215 + 3.
u! 2 3: nicht affin, nur monoton. ! = «*: nur schwach monoton.

Isomorphismen von Spielen sind mathematisch naheliegend. John Nash
hat sie 1951 eingeflhrt und genutzt (auf Anregung von David Gale),
spater Harsanyi und Selten: A general theory of equilibrium selection in
games, MIT 1988. In Kapitel 3 erklaren sie affine Isomorphismen:

A reasonable solution concept should neither be influenced by positive linear
payoff transformations nor by renamings of players, agents, and choices.
The notion of an isomorphism combines both kinds of operations. We look at
invariance with respect to isomorphisms as an indispensable requirement.

In 2 x 2—-Spielen hat jeder Spieler vier Auszahlungen. Bei Ausschluss
von Gleichstanden gibt es 4! = 24 Anordnungen, dies flihrt zu 242 = 576
Spielklassen. Permutation der Strategien reduziert dies auf 122 = 144.
Alle Spielklassen wurden geduldig aufgelistet von Goforth, Robinson:
The Topology of 2 x 2 Games. A new periodic table, Routledge 2005.

Unter schwacher Monotonie bleiben sogar nur 2* = 16 Klassen.
Selbst wenn wir Gleichstande erlauben, sind es nur 3* = 81 Klassen.
Nash—Gleichgewichte bleiben unter all diesen Isomorphismen erhalten.
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Jede Permutation 7 € Sym(I) operiert durch Umordnung v+ 7owo 7 :

S:=8; x---x8 ¢ s Ry Xx---x R, =R
n mn
($1y.veySpn) —— (r1,...,7n)
0| s;i:silsgzs_r_j r;i:rqlrj—r ny Pl
/ / / /
(shyoon,80) — (r,...,70)
v v
u'=pouoo™
S =80 x - xS, » Ry x---x Rl =R

Definition E2K: Spieler—-Symmetrie

Ein Spiel u ist spieler-symmetrisch unter der Permutation 7: 7 = I,
wennu =T7owuor7_ il also S; =5, und R; = R;; fur alle i € I sowie
wi(81, -y 8n) = Uri(Sr—1y- -, S.—p) fUralle (si,...,s,) € S1 x -+ x Sp,.
Die Spieler-Symmetrien von u bilden die Gruppe Sym(u) < Sym([]).
Das Spiel u heif3t spieler-symmetrisch, falls Sym(u) = Sym(I) gilt.

Sei I ={1,2,...,n} die Spielermenge. Jede Permutation 7: 1 = T
definiert Permutationen o : S1 x - - - x S,, — S x --- x S/, mit S7. = S; und
p:Ry x -+ xR, — R} x---x R, mit R_, = R; wie Ublich auf n—Tupeln.
Wir erhalten das Spiel v' = p o u o 6~ durch Umordnung der Spieler.
So operiert die symmetrische Gruppe Sym(/) auf den Spielern tber 1.

Allgemein seien I, J Spielermengen und 7:1 = J eine Bijektion.

Fir jedes i € I sei 0;:S; = S, eine Bijektion der Strategiemengen.
Dies definiert o : [[,.; Si — H]EJ S’ durceh (si)ier = (07— j57-j)jeu-
Im einfachsten Falle denken wir an S; = S7, und o; = idg, fur aIIe 1€ 1.

Fir jedes i € I sei p;: (R;, <) = (R, <) eine monotone Bijektion.
Dies definiert p: [[;c; R — [1;c; Rj durch (r:)ier = (pr— 77 5)je-

Im strikten Fall verlangen wir R; = R/n. und p; = idp, firalle i € I.
Kurzum: Wir permutieren koharent Spieler, Strategien und Ergebnisse.

Das Spiel u: S — R permutieren wir zum Spiel v’ = pouoo™:5 — R'.

Die folgende Definition prazisiert diese Idee fiir finf Szenarien und
erklart strikte, (schwach) monotone, (schwach) affine Isomorphismen.
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Definition E2L: Isomorphismus von Spielen
Vorgelegt seien zwei strategische Spiele in Normalform

et S; H R; und o H]J j—>H]€JR;

sowie hierzu Bijektionen 7: I = Jund ;:S; = S_, fur jedes i € I.

Das definiert die Produktbijektion o: S = S': (51)161 = (07— 87— )jed-
Wir nennen (7, o) oder kurz o : u — ' einen Isomorphismus, wenn gilt:
Strikt: Firallei € Tund s € S gilt R; = R,; und v, (0s) = wi(s).
Monoton: Fur alle Spieler i € I und alle Strategievektoren s, s* € S

gilt die Aquivalenz w;(s) < u;(s*) <= u.,(0s) < ul,(os").
Schwach monoton: Wir verlangen Monotonie nur falls s_; = s* .
Affin: Beide Spiele sind reell, also R; = R; = Rfiirallei € T und j € J,
und es gilt v/, (0s) = a;u;(s) + b; mit Konstanten a;,b; € R und a; > 0.

Schwach affin: Es gilt v ;(cs) = a;u;(s) + b;(s—;) mit b;: S_; — R.

Schwach fordern wir Monotonie / Affinitat fir jeden Spieler i € I und
s; € S; jeweils separat bei festgehaltener Gegenstrategie s_; € S_;.

Proposition E2M: Abstrakter Nonsense wirkt konkret.
Strategische Spiele und ihre Isomorphismen bilden eine Kategorie:

Game = Game;, Game,,, Gamey,, Game,, Game,,.

Diese ist jeweils ein Gruppoid, denn jeder Morphismus ist invertierbar,
Isomorphie erklart strikte, (schwach) monotone / affine Aquivalenz.

Jeder Isomorphismus o : u = «’ bewahrt Gleichgewichte: Wir erhalten
Bijektionen NE(u) < NE(/) und NE'(u) < NE'(«/) vermdge s — o(s).
Zum Spiel u € Game, bilden die Automorphismen die Gruppe Aut.(u).
Diese Gruppe opetiert demnach auf den Mengen NE(u) und NE' (u).

Aufgabe: Prifen Sie die behaupteten Eigenschaften sorgfaltig nach!
Bestimmen Sie diese Gruppen flr mdglichst viele unserer Beispiele!
Symmetrien sind nttzlich und geben Auskunft Gber Gleichgewichte!
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Aufgabe: (0) Seien u, u’ endliche reelle Spiele. Jede Produktbijektion
o:u = u’ setzt sich eindeutig affin fort zur Produktbijektion 7 :a = @/'.

(1) Die Fortsetzung o — & erhélt i.A. nicht (schwache) Monotonie!

(2) Ist o : u = o/ strikt oder (schwach) affin, so auch 5:a = @'.

Wir erhalten also Aut.(u) — Aut.(u):0 — & fur * € {s,a, wa}.

(3) Sei G < Aut,(u). Ist s € S ein Nash—Gleichgewicht, so auch &(s)
far alle o € G, aber i.A. nicht die Symmetrisierung s := ﬁ Y wec 0(5).

(4) Nash bewies 1951 folgende Verschéarfung seines Existenzsatzes:

Satz E2N: Existenzsatz fur symmetrische Gleichgewichte

Seiu:5; x--- xS, = R" ein endliches reelles Spiel, wie oben erklart,
und z:S57 x --- x S, — R"™ seine Fortsetzung auf gemischte Strategien.
Sei G < Aut,(u) eine Symmetriegruppe mit x € {s, a, wa} wie oben.
Dann besitzt u mindestens ein G—invariantes Nash—Gleichgewicht:

Die Menge NE(2)€ := { s € NE(a) | Vo € G:5(s) = s } ist nicht leer.

Folgern Sie dies aus der natiirlichen Aquivarianz der Nash—Funktion.

© Dieses schéne Argument filhren Sie in unserer Ubung aus!

Anleitung: Wiederholen Sie den Beweis von Nashs Existenzsatz E1F,
insbesondere die Konstruktion der Nash—Funktion fir Lemma E1K.

Beweisen Sie genauso (!) den starkeren Satz E2N, zunachst fir strikte
Symmetrien G < Auts(u), indem Sie folgende Fragen beantworten:
(4a) Ist die Teilmenge S¢ = {s€ S |Vo € G:5(s) =5} C S

der G—invarianten Strategievektoren nicht leer? konvex? kompakt?
(4b) Ist die Nash—Funktion f: S — S &quivariant unter G,

giltalso f(a(s)) =a(f(s)) furalle c € Gund s e S?

(4c) Wie folgt hieraus die ersehnte Existenzaussage?

© Fir schwach affine Symmetrien behelfen wir uns mit einem Trick.
Durch einen schwach affinen Isomorphismus normieren wir u so,

dass flr jeden Spieler i € I bei fester Gegenstrategie s_; € S_; gilt:
ming,es, wi(si; s—;) = 0 und maxg,es, u;(si; s—;) € {0,1}. Das vereinfacht
unsere Argumente erheblich, da fir jedes normierte Spiel v schwach
affine Symmetrien dasselbe sind wie strikte Symmetrien. Voila!
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Far die Untersuchung von Spielen sind die Nash—Gleichgewichte
fundamental und haben sich als wesentliches Werkzeug bewahrt.
Es ist daher interessant, die Menge NE(u) C S bzw. NE(@) C S
aller Nash—Gleichgewichte mdglichst explizit zu bestimmen.

In realistischen Féllen ist dies aufwandig. Selbst wenn es theoretisch
moglich ist, so ist es doch praktisch oft auBerhalb unserer Reichweite.
Wir wollen die Menge NE(#) C S der Gleichgewichte dann wenigstens
qualitativ beschreiben (analytisch, geometrisch, topologisch). Sind hier
beliebig komplizierte Raume mdglich oder gibt es Einschrankungen?

Der Existenzsatz fur Nash—Gleichgewichte ist ein erster wichtiger Schritt.
Er garantiert allgemein: Fir jedes endliche reelle Spiel u gilt NE(a) # 0.
Der obige Satz verallgemeinert dies schmerzfrei zu NE(#)% # 0.

Solcherart Struktursatze sind durchaus auch praktisch relevant,

da sie Rechnungen vereinfachen kénnen oder Gberprifen helfen.
Weitere Fixpunkisatze, etwa von Kakutani oder Glicksberg, liefern
Existenzaussagen fir Gleichgewichte in allgemeineren Spielen w.

Hier ist Platz flr Ihre Notizen, Beweise bzw. Gegenbeispiele.
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Wir betrachten ein Zwei-Personen-Spiel in strategischer Normalform
w: S xSy —RxR: (s1,s2) — (ui(s1,s2), ua(si,s2)).

Dabei seien S; = {s{ < st < ... <sP}und Sy = {s§ < sl < ... < s2}.
Die Auszahlungen (u1,us) entsprechen zwei Matrizen A, B € R%1%52,
Wir betrachten Untermatrizenzu I C Syund J C So mit 47 =4J + 1
und ergénzen zu einer quadratischen (I x J*)-Matrix mit J* = J U {*}:

1
) (i _)H{ai,j firie I'und j € J,
. %

A%, =
e . 1 firielundj=-x.

Arxg

Definition E20: regulare Spiele

Die Auszahlungsmatrix A € R1*52 nennen wir (affin) regulér,
falls det(A7, ;) # 0 giltfir alle I € Sy und J C Sy mit 47 = §J + 1.
Das Spiel u = (A, B) heif3t regular, wenn A und BT regular sind.

© Das ist generisch erflillt: Fast alle Bimatrixspiele sind regular!

Kleinstes Beispiel: Sei I = {i <} und J = {j}.

o faiy 1
IxJ ai’,j 1

Regularitat bedeutet hier det A7, ; = a; j — ay ; # 0.
In der jten Spalte von A stehen lauter verschiedene Zahlen.

Die Ordnung auf I und J klart die Reihenfolge der Zeilen und Spalten.
Alternativ kénnen wir nur |det(A7, ;)| € R>( betrachten und # 0 fordern.

© Entsprechendes gilt fiir alle héheren Regularitatsbedingungen:

Die Bedingung det A7, ; # 0 besagt, die Zeilen der Matrix A7, ; sind
linear unabhangig, die Zeilen der Matrix A;. ; also affin unabhéngig.
Das vereinfacht Rechnungen, da alle l1&stigen Ausnahmen wegfallen.

© Generisch bedeutet: Regularitat gilt fiir fast alle Bimatrixspiele,
genauer gilt sie fur eine offene dichte Teilmenge aller Bimatrixspiele.

Die Menge der singularen Matrizen ist abgeschlossen, nirgends dicht,

und hat das Lebesgue—Maf Null. Wenn Sie also zufallig (stetig verteilt)
ein Bimatrixspiel auswéhlen, so ist es fast sicher (mit Wkt 1) regular.
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Satz E2R: regulare 2 x n—Bimatrixspiele

Jedes regulare 2 x n—Spiel hat hdchstens 1 + n Nash—Gleichgewichte,
und ihre ist Anzahl ungerade. Jede dieser Moéglichkeiten wird realisiert.

Satz E2s: regulare m x n—Bimatrixspiele

Sei2 <m <nundwu:S; x S5 — R x R ein regulares m x n—Spiel.
Dann hat @: S; x S — R x R weniger als (mﬂt”) Nash—Gleichgewichte:
(1) Jedes Nash—Gleichgewicht (s, s2) € S1 x S hat quadratischen
Trager, das heiB3t supp(s;) = I C S; und supp(se) = J C Sy mit 1 = §J.

(2) Jedes solche Quadrat I x J tragt héchstens ein Nash—Gleichgewicht.
Jedes ist lokal eine rationale Funktion der Koeffizienten.

Satz E2T1: Wilson 1971

Fast alle endlichen reellen Spiele v:S; x --- x S, — R™ haben endlich
viele Nash—Gleichgewichte, und ist ihre Anzahl § NE(«) ist ungerade.

Satz E2R ist eine schéne Ubung, die wir nachfolgend lsen.

Damit lernen Sie insbesondere, alle kleinen Spiele zu l6sen.

Auch Satz E2s kénnen Sie mit den elementaren Mitteln der Linearen
Algebra direkt nachrechnen. Ich empfehle dies als ambitionierte Ubung.

Der Satz E2T von Wilson gilt fir jede beliebige Anzahl n von Spielern
und jede beliebige GroRe ihrer Strategiemengen S, ..., .S,,. Dieser Satz
ist daher wesentlich allgemeiner und leider auch schwerer zu beweisen.
Er ist eine idealtypische Anwendung der algebraischen Topologie.

[[] Robert Wilson: Computing equilibria of n-person games.

Siam Journal on Applied Mathematics (1971) 80-87.

Eine elegante topologische Erklarung stammt von Elon Kohlberg

und Jean-Francois Mertens: On the strategic stability of equilibria.
Econometrica (1986) 1003—1037. (Satz und Beweis in §3.2 bendtigen
etwa eine Seite, missen aber erst einmal sorgsam entpackt werden.)
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3¢ Q\Q@ - .
B 50 51 52 2 %) In der Ubung gehen Sie folgenden Fragen auf den Grund:
A 94 Warum kann es hier keine Tripelpunkte geben? Regularitat hilft!
31 24 0 tia(sp, 51)! ! Wie rechnen Sie alle Nash—Gleichgewichte explizit aus?
S0 3 1 5 . ) 1 1 Warum ist ihre Anzahl bei Regularitat immer ungerade?
0 2 3 m&w 1 1 Skizze zur ungeraden Anzahl: Wir kénnen bgy > by > - - - > bg,, und
51 2 4 0 | | ol bip < b11 < --- < b1, annehmen, dank Umsortieren und Regularitat.
Ol=po m p2 p3=1 Der linke Rand p = 0 gibt ein (reines) NE genau dann, wenn ag; > a;.
Strategiemengen seien S; = {s, s1} fiir Alice und S, = {so, s1,.. ., s} Der rechte Rand p = 1 gibt ein (reines) NE genau dann, wenn ag,, < a1,.
fiir Bob mit Auszahlungen u(s;, s;) = (aij, bij) € R2 fir (s, s;) € 51 X Sa. Jede Ordnungsumkehr dazwischen liefert ein gemischtes NE p € |0, 1.
Durch Umsortieren der Menge S, erreichen wir by > bo1 > - -+ = bon. Nehmen wir beide reinen NE links und rechts an oder keines davon,
Reguldr sind Gleichheiten ausgeschlossen, also by > bgr > -+ > bop. dann gibt es dazwischen eine ungerade Anzahl von Umkehrungen.
In der zweiten Zeile kdnnen wir zudem byg < byy < - - - < by, annehmen: Nehmen wir hingegen entweder links oder rechts ein reines NE an,

so gibt es dazwischen immer eine gerade Zahl von Umkehrungen.

Gilt boi > bo; und by; > b, S0 dominiert s; strikt s;, und wir loschen s;. In jedem Falle ist die Anzahl der Nash-Gleichgewichte ungerade.

Wir finden 0 = pg < p1 < --- < p, = 1, sodass gilt: Auf Alice’ Strategie
sp = (1 —p)so+ps1 mitp € [pj, pj+1] ist Bobs Strategie s; beste Antwort.
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Aufgabe: Wir untersuchen das folgende Spiel g: S x T — R? und
seine Fortsetzung g: [S] x [T] — R? auf gemischte Strategien.

Bob to t1 to t3
Alice
3 1 3 2
S0 5 1 1 2
3 6 0 4
S1 3 3 3 )

(1) Nennen Sie alle reinen Nash—Gleichgewichte (s,t) € NE(g).

(2) Angenommen Alice spielt die Strategie s, = (1 — p)so + psi

fir ein p € [0,1]. Zeichnen Sie die Auszahlung f;(p) := gB(sp, ti)

zu Bobs Strategie ¢; firi = 0,1, 2, 3.

Eine von Bobs reinen Strategien = € T ist nie beste Antwort; nennen Sie
x und eine gemischte Strategie y € [T \ {z}], die x strikt dominiert.

(8) Nennen Sie zu jeder Strategie s, Bobs beste Antworten.

(4) Bestimmen Sie damit alle Nash—Gleichgewichte (s, t) € NE(g).

Lésung: (1) Die reinen Gleichgewichte sind NE(g) = { (so, to), (s1,t1) }-
(2) Wir skizzieren die Auszahlungen f;: [0, 1] — R fiir Bob:

fi(p)
6
5 N
4 /t%a
3 | tO 1
924 |
1 | Zy
0 25 1 p

Demnach ist t3 nie beste Antwort. Sie wird dominiert von y = %to + %tl.
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(8) Graphisch lesen wir zu s, jeweils Bobs beste Antworten ab:
p=725 2<p<1
[to, t1] {t1}

0<p<2fs

{to}

(4) Alice spielt s, = (1 — p)so + ps1 mit p € [0, 1]. Fallunterscheidung:

Intervall p=20

[to, t2]

Antwort

1. Fall: Hier gilt p = 0. Bob spielt ¢t = (1 — q)to + qt2. Alice bekommt
ga(so,t) =(1—q)-5+¢q- 1, abweichend ga(s1,t) = (1 —q)-3+¢q-3.
Es muss ga(so,t) > ga(s1,t) gelten, also 2(1 — q) > 2¢, somit g > 1/2.

2. Fall: Hier gilt 0 < p < 2/5. Bob spielt t = .

Wegen ga(so,to) =5 > 3 = ga(si1,to) entsteht hier kein Gleichgewicht.
3. Fall: Hier gilt p = 2/5. Bob spielt t = (1 — ¢)to + gt1. Alice bekommt
ga(so,t) =(1—¢q)-5+q-1bzw. ga(s1,t) = (1 —¢q)-3+¢q- 3.

Es muss ga(so,t) = ga(s1,t) gelten, also 2(1 — ¢q) = 2¢, somit ¢ = 1/2.

4. Fall: Hier gilt 2/5s < p < 1. Bob spielt t = ¢;.
Wegen g4(so,t0) =1 < 3 = ga(s1,to) muss Alice s; spielen.

Zusammenfassung: Nash—Gleichgewichte sind die beiden isolierten
Punkte (s1,%1) und (s,t) mits =3/5s0+2/5s, und t = 1/2t5 + 1/2t; sowie
das Intervall aller Punkte (so,t) mitt = (1 — q)to + gt2 und g € [0, 1/2].

& Die rote Reaktionskurve flir Bob er-
halten wir aus (3). Spielt Bob die
Strategie ¢t = qoto + q1t1 + ¢ota,
50 dann erhalt Alice die Auszahlung
5q0 + 1q1 + 1g2, wenn sie sy spielt,
und 3qo+3q1+3¢2, wenn sie s; spielt.
Demnach ist sy die beste Antwort,
falls o > 1/2, und s; ist die bes-
te Antwort, falls g0 < 1/2. Im Fall
qo = 1/2 ist jede Konvexkombinati-
on von sy und s; eine beste Antwort;
s1 dies ist die griine Reaktionsflache.

Die Schnittmenge der beiden Reaktionsrelationen (Kurve / Flache)
ist die Menge der Nash—Gleichgewichte, hier schwarz eingezeichnet.
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Aufgabe: Wir untersuchen das folgende Spiel g: S4 x Sp — R? und
seine Fortsetzung g:[S4] x [Sp] — R? auf gemischte Strategien.

Bob S92 S3 S4 S5
Alice
3 6 ) 4
S0 1 3 5 4
) 0 1 4
81 3 3 6 2

(1) Nennen Sie alle reinen Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g).

(2) Angenommen Alice spielt die gemischte Strategie s; = (1 —t)so + ts1
far ein ¢t € [0, 1]. Zeichnen Sie die Auszahlung f,(t) := gg(st, a) zu Bobs
reinen Antworten a € {so, s3, S4, S5}

Eine von Bobs reinen Strategien x € Sp ist nie beste Antwort; nennen
Sie z und eine gemischte Strategie y € [Sp ~\ {z}], die = strikt dominiert.
(3) Nennen Sie zu jeder Strategie s; Bobs beste Antworten.

(4) Bestimmen Sie alle Nash—Gleichgewichte (s4, sg) € NE(g).

(1) Die reinen Gleichgewichte sind NE(g) = { (so, s3), (s1,52) }.
(2) Wir skizzieren die Auszahlungen f,:[0,1] — R fir Bob:

Ja
69

NS

0

Demnach ist s4 nie beste Antwort. Sie wird dominiert von y = %s;v, + %35.
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(3) Graphisch lesen wir zu s; jeweils Bobs beste Antworten ab:
0<t< 1/3 <t< 1/2 <t<1

{s3} {s5} {s2}

(4) Alice spielt sy = s; = (1 —t)sg + ts; mit ¢t € [0, 1]. Fallunterscheidung:

Intervall

Antwort {83, 85] [85, 82]

1.Fall: 0 <t < % Bob spielt sp = s3. Darauf ist s4 € [so, s1] Alice’ beste
Antwort. Wir finden so die Nash—Gleichgewichte (s, s3) fir 0 <t¢ < %

2. Fall: t = 1. Bob spielt sp € [s3,55]. Nur auf sp = s ist s4 = s; Alice’
beste Antwort. Wir finden so das Nash—Gleichgewicht (s, s3) fir t = %

3. Fall: ; <t < 3. Bob spielt s = s5. Darauf ist s4 = sy Alice’ beste
Antwort. Wir finden in diesem Intervall keine weiteren Gleichgewichte.

4.Fall: t = . Bob spielt sp € [s2,s5]. Nurauf sp = 3o+ 1s5ist s4 = s
Alice’ beste Antwort. Wir finden so das Gleichgewicht (s¢, sp) fir ¢ = 3.

5. Fall: § < ¢ < 1: Bob spielt s = so. Darauf ist s4 = s1 Alice’ beste
Antwort. Wir finden so das letzte Nash—Gleichgewicht (s, s2).

Zusammenfassung: Nash—Gleichgewichte sind die isolierten Punkte
(s1,82) und (sa,sp) Mit sq4 =1/250 + 1251 und sp = 1/259 + 1/2 55
sowie das Intervall aller Punkte (s¢, s3) mit ¢ € [0, 1/3].

5 |
S1

35 Die rote Reaktionskurve fiir Bob er-
halten wir aus (3). Spielt Bob die
sy  otrategie sp = pass + p3s3 + psss,
dann erhalt Alice die Auszahlung
p2+3ps+4ps, wenn sie sg spielt, und
3p2 + 3p3 + 2ps, wenn sie s; spielt.
Also ist sy die beste Antwort falls
po < ps, Und s; ist die beste Antwort
falls po > ps. Im Fall po = p5 ist je-
de Konvexkombination von sy und s
beste Antwort. So erhalten wir die
S0 griine Reaktionsflache fur Alice.

Die Schnittmenge der beiden Reaktionsrelationen (Kurve/Flache)
ist die Menge der Nash—Gleichgewichte, hier schwarz eingezeichnet.
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Aufgabe: Wir untersuchen das folgende Spiel g: S4 x Sp — R? und
seine Fortsetzung g:[S4] x [Sp] — R? auf gemischte Strategien.

Bob a b c
Alice
b} 10 8
S0 7 7 3
10 0 8
S1 1 4 9

(1) Nennen Sie alle reinen Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g).

(2) Angenommen Alice spielt die gemischte Strategie s; = (1 —t)so + ts1
far ein ¢t € [0, 1]. Zeichnen Sie die Auszahlung f,(t) := gg(st, a) zu Bobs
Strategie a, ebenso f, und f..

(3) Nennen Sie zu jeder Strategie s; Bobs beste Antworten.
(4) Bestimmen Sie damit alle Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g).

Lésung: (1) Das einzige reine Gleichgewicht ist (s4, sg) = (s0,b).
(2) Wir skizzieren die Auszahlungen f,, fs, fc:[0,1] — R fir Bob:

f
104

E311
Ubung

Nash—Gileichgewichte (Klausur 2018)

E312
Ubung

Verstandnisfragen (Klausur 2018)

(3) Graphisch lesen wir zu s; jeweils Bobs beste Antworten ab:
0<t< 1/5 <t< 3/5 <t<1
Antwort {b} b, ] {c} [a, c] {a}

Intervall

(4) Neben dem reinen Gleichgewicht (sg, b) finden wir die gemischten
2 1 1 1
(s%, 5b+3c) und (s%, 50+ 5C).

© Dies sind gegenseitig beste Antworten, wie die Definition es verlangt.
Hierzu ist eine kleine Rechnung notwendig: Versuchen Sie es als Ubung!
(Anleitung: Die beiden vorigen Aufgaben flhren dies genauer aus.)

© Mit dieser Methode kénnen Sie alle 2 x n—Spiele lésen.

Wiederholen / entwickeln Sie den Algorithmus, der zu jedem Spiel
g:{0,1} x {0,1,...,n} — R x R alle Nash—Gleichgewichte bestimmt.

Der generische Fall ist leichter. Wie I6sen Sie den allgemeinen Fall?
Wenn Sie mdchten, kénnen Sie lhr Lésungsverfahren programmieren!

Aufgabe: Hat jedes endliche Spiel g: S; x So - R x R
(1) mindestens ein reines Nash—Gleichgewicht? (2) ein gemischtes?

(3) Hat jedes unendliche Spiel, etwa von der Form g: N x N — R x R,
mindestens ein gemischtes Nash—Gleichgewicht?

Lésung: (1) Nein! Ein minimales Gegenbeispiel ist Matching Pennies.
Etwas gréBer, dafiir aber bekannter ist natirlich Schere-Stein-Papier.
Diese Spiele erlauben keine reinen Nash—Gleichgewichte.

(2) Ja! Genau das garantiert der Existenzsatz E1F von Nash.

(3) Nein! Ein mégliches Gegenbeispiel ist Die héchste Zahl gewinnt,
wobei g(s1, s2) = (41, —1) falls s; > s2 und g(s1,s2) = (—1,+1) falls
s1 < s9 sowie g(s1,s2) = (0,0) falls s; = so. Offensichtlich gibt es kein
reines Nash—Gleichgewicht, denn jede Strategie kann vom Gegner
Ubertrumpft werden. Ebensowenig gibt es gemischte Gleichgewichte.
Das gilt selbst dann, wenn wir unendliche Konvexkombinationen /
diskrete WMaBe zulassen, also s: N — Rxq mit ) s(n) = 1.
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Aufgabe: Wir untersuchen das folgende Spiel g: S x S — R x R auf
der Strategiemenge S = {s1, s2, ..., sp} und seine affine Fortsetzung

g:15] x [S] — R x R auf dem Simplex [S] = [s1, S2, . - ., Sn].
Bob S1 S9 ... Sn,
Alice

1 0 0

s1 1 0 0
0 1 0

S92 0 1 0
0

0
0 0 0 1

Sn 0 0 0 1

Formal haben wir also

(1) Nennen Sie alle reinen Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g).
(2) Alice spielt s4 = %81 + %52. Nennen Sie Bobs beste Antworten.
(3) Bob spielt s = 2s1 + 255 + Ls3. Nennen Sie Alice’ beste Antworten.
(4) Nennen Sie alle gemischten Nash—Gleichgewichte (s4, sp) € NE(g).

Lésung: (1) Wir sehen sofort NE(g) = { (sk,sk) | k=1,2,...,n},
denn zu jedem s gibt es genau eine beste Antwort, namlich s;.

(2) Die besten Antworten auf s4 sind rein {s1, s2} und gemischt [sy, sa].
(3) Die besten Antworten auf sz sind rein {s1, s2} und gemischt [s1, s2].
(4) Wir finden hier genau 2™ — 1 Nash—Gleichgewichte:

NE(g):{(SA,sB) 0#XC{1,2,....n}, s5 =sp = |X|Zsk}

keX

© Jedes dieser Strategiepaare (s%, s3 ) ist ein Gleichgewicht.
Umgekehrt ist jedes Gleichgewicht (s4, sp) von dieser Form.

' ' (1,1) falls k =¢, Der Beweis ist nicht schwer, aber etwas langlich, deshalb gentgte in der
g:5x SRR g(sk ) = (0,0) falls k 2 . Klausur die Nennung der Lésung. Versuchen Sie den Beweis als Ubung!
Diagonalspiele und ihre Nash—Gleichgewichte Goung Diagonalspiele und ihre Nash—Gleichgewichte Ooung

© Generisch ist die Anzahl der Nash—Gleichgewichte endlich
(fur eine offene dichte Teilmenge solcher Spiele). Die Anzahl der
Nash—Gleichgewichte kann exponentiell wachsen, wie wir hier sehen.

Aufgabe: Wir untersuchen das folgende Spiel g: S x S — R x R:

Bob S1 S92 ce Sn
Alice
b1 0 0
S1 al 0 0
0 ba 0
S92 0 a9 0
0
0
0 0 0 b,
Sn 0 0 0 an

Die Konstanten a1, by, as, ba, ..., an, b, € R seien strikt positiv.
Bestimmen Sie alle Nash—Gleichgewichte, rein und gemischt!

Lésung: (1) Reine Gleichgewichte sind

{(Sk,sk) ‘ k:1,2,...,n},

denn zu jedem s;. gibt es genau eine beste Antwort, namlich sy.
(2) Wie zuvor finden wir genau 2™ — 1 gemischte Nash—Gleichgewichte,

NE(g) = { (sX, %) (@#Xc{1,2,...,n}}.

Konstruktion: Zu X sei s% = >,y prse und s3 = >,y ik

mit p, = cX /b und >3-, pr = 1 sowie g = ¢ /ar und Y, g = 1.

A\ Alice’ Wkten sind reziprok zu Bobs Gewinnen, und umgekehrt.
Nur so ist Bobs Gewinnerwartung cfé konstant flr alle s, mit k£ € X.
Ebenso ist Alice’ Gewinnerwartung c¢X konstant fir alle s, mit k € X.
© Jedes dieser Strategiepaare (s%, s3 ) ist ein Gleichgewicht.
Umgekehrt ist jedes Gleichgewicht (s4, sp) von dieser Form.

Der Beweis ist nicht schwer, erfordert aber etwas Geduld und Sorgfalt.
Wenn Sie méchten, fihren Sie als Ubung den Beweis sorgsam aus!

NE(g) =
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Aufgabe: Die Universitdteni € I = {1,2,...,9} leiden unter Geldnot.
Ein Wohltéter schreibt 100 Mio Euro aus nach folgendem Verfahren:
Jede Universitat i € I verpflichtet sich ihm gegenlber zu Leistungen im
Wert von b; € {0,1,...,100} Mio Euro. Diese Gebote sind gleichzeitig,
verdeckt und unwiderruflich. Das héchste Gebot b; gewinnt die 100 Mio
Euro, genauer: Die Universitaten in der so definierten Gewinnermenge
M = {i € I|b; =max;crb; } teilen sich die 100 Mio Euro gleich auf:

—b; falls i ¢ M,
wi 0 {0,1,...,100° SR : b ui(h) =< 1o i
i) — bi falls 7 € M.
Das entspricht einer perfiden Auktion, bei der jeder Bieter zahlt (P205).
Das klingt zun&chst verrlickt, kommt aber in der Realitét 6fters vor.

(1) Sie spielen die Universitat i € 1. Sei ¢; := max;; b; das hochste

Konkurrenzgebot. Angenommen, es gilt (a) ¢; € {0,1,...,98} oder
(b) ¢; =99 oder (c) ¢; = 100. Was waren dazu |hre besten Antworten?

(2) Bestimmen Sie alle (reinen) Nash—Gleichgewichte dieses Spiels.

Loésung: (1) Wir gehen die drei Szenarien sorgfaltig durch:

(1a) Die beste Antwort ist b; = ¢; + 1 mit Gewinn 100 — b; = 99 — ¢; > 0.
Begrindung durch sorgsame Fallunterscheidung aller Alternativen:

Far b; > ¢; + 2 ist der Gewinn 100 — b; < 98 — ¢; < 0, also kleiner.

Fir b; = ¢; ist der Gewinn 100/|M| — b; < 50 — ¢;, also kleiner.

Fir b; < ¢; ist der Gewinn —b; < 0, also kleiner.

(1b) Die besten Antworten sind b; = 0 oder b; = 100 mit Gewinn 0.

Begrindung durch sorgsame Fallunterscheidung aller Alternativen:
Far b; = 99 ist der Gewinn 100/| M| — b; < 50 — 99 < 0, also kleiner.
Fir 1 < b; <98 ist der Gewinn —b; < 0, also kleiner.

(1c) Die beste Antwort ist b; = 0 mit Gewinn 0.

Begrindung durch sorgsame Fallunterscheidung aller Alternativen:
Fur b; = 100 ist der Gewinn 100/|M| — b; < 50 — 100 < 0, also kleiner.
Fir 1 < b; <99 ist der Gewinn —b; < 0, also kleiner.

Eine exzellente Initiative (Klausur 2020) Goung
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(2) Dieses Spiel hat keine (reinen) Nash—Gleichgewichte! Wir betrachten

u : {0,1,...,100}° — RY.

Angenommen b € {0,1,...,100}" wére ein Nash—Gleichgewicht.
Wir betrachten die erste Universitat i € I mit dem maximalen Betrag
b; = max; b;. Nach obigem Muster unterscheiden wir drei Falle (1-3):

(2a) Gilt b; < 98, dann kann sich jede andere Universitat j € I \ {i}
verbessern. Also ist b, entgegen unserer Annahme, kein Gleichgewicht.

(2b) Gilt b; = 99, dann wéhlen alle anderen 0 oder 100, hier also 0.
Somit kann i sich verbessern, und b ist keine Gleichgewicht.

(2¢) Gilt b; = 100, dann wahlen alle anderen Universitaten 0.
Somit kann i sich verbessern, und b ist keine Gleichgewicht.

© Dieses negative Ergebnis ist bemerkenswert, gar erschiitternd.
Dank guter Notation ist alles klar und prazise nachzurechnen.

Interpretation: Da es kein Gleichgewicht gibt, ist das Verhalten schwer
vorhersehbar. Die Initiative des ,Wohltaters® zielt vielleicht sogar genau
darauf ab, die Universitaten in verlustreiche Bietergefechte zu verwickeln,
bei dem er mehr gewinnt als der ausgelobte Preis kostet. Umgekehrt ist
nach dem Verfahren der Katzenjammer grof3: ,Hatte ich gewusst. . .,
dann hétte ich. .. ". Bei Nash—Gleichgewichten passiert das nicht!

Auktionen: Unser Beispiel zeigt eine perfide Auktion, bei der jeder
Bieter bezahlt, selbst wenn er daflr nichts bekommt, engl. all pay
auction, siehe P205. Zu einer ersten Analyse gentigen uns bereits der
Begriff des Nash—Gleichgewichts und sorgsame Fallunterscheidungen.

Kapitel P behandelt Auktionen noch allgemeiner und ausfihrlicher.

Der grundlegende Satz P2c der Auktionstheorie, Vickreys berihmte
Erlésaquivalenz, hilft hier leider nicht, denn er setzt die Existenz eines
Gleichgewichts voraus! Uberhaupt helfen hier keine allgemeinen Sétze,
sondern nur prazise Definitionen und sorgféaltiges Ausarbeiten.
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