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HAUPTRAUM-SUDOKU: DAS STANDARDVERFAHREN ZUR JORDANISIERUNG

Sei K ein Korper, V ein K—Vektorraum mit n = dimV <ecound F : V — V ein Endomorphismus.
Nach dem folgenden Standardverfahren finden wir eine Jordan—Basis von V zu F und somit die
Jordan—-Form von F'. (Der Beweis ist nichts anderes als dieser Algorithmus plus Nachweis der
Korrektheit aller Schritte.) Einzige Voraussetzung ist, dass Pr iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

@ Bestimme das charakteristische Polynom Pr € K[X].
@ Zerlege Pr iiber K in Linearfaktoren: Eigenwerte A; € K mit Vielfachheiten r; € N> ;.
Abbruch: Falls Pr nicht zerfillt, so ist F' nicht jordanisierbar, da nicht einmal trigonalisierbar.

Vereinfachung: Wenn Pr einfach zerfillt, dann ist F diagonalisierbar, also V = @, Eig(F,A;),
und das Standardverfahren zur Diagonalisierung geniigt. Allgemein miissen wir jordanisieren.

Fiir jeden Eigenwert A mit Vielfachheit r setze G := F — Aidy und fiihre folgende Schritte aus:
® Fiiri=0,1,...,s und V; = ker(F — Aidy )’ bestimme k; = dimV; bis schlieBlich k; = .

Visualisierung: Diese Daten konnen wir iibersichtlich als Young—Diagramm darstellen. Zeile
i=1,...,s enthidlt dabei k; — k;_; Késtchen. Kontrolle: Kein Késtchen darf in der Luft hingen.
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@ Lies die Jordan—Form diag(By,...,B;) ab: Die jte Spalte der Hohe ¢ zum Eigenwert 4
steht fiir eine Hauptvektorkette der Linge ¢ und somit fiir den Jordan—Block B; = Jy(4).
Diese Jordan—Form ist eindeutig bis auf die willkiirliche Reihenfolge der Eigenwerte.

Kurzfassung: Wenn nur die Jordan—Form gefragt ist, so sind wir an dieser Stelle schon fertig.

Langfassung: Falls zudem eine explizite Jordan—Basis gesucht ist, so gelingt dies wie folgt:
In den griinen Kistchen stehen die Startvektoren der Hauptvektorketten. Diese suchen wir!
® Fiiri=s,...,1 wihle ein Komplement U;, sodass V; = V;_| @ G(W;1) @ U; gilt, und setze
W; = G(Wiy1) ® U;. Anfangs gilt W, = 0, also Wy = U,. Wihle eine Basis von U; und
lasse diese Startvektoren zu Hauptvektorketten runterrieseln.

Konkrete Rechnung mit Basisvektoren: In jeder Schicht i =, ..., 1 konstruieren wir eine Basis
von W; wie folgt. Zuvor berechnet ist eine Basis wy, ..., w, der dariiberliegenden Schicht W, ;.
(Anfangs gilt Wy, ; = 0.) Runterrieseln liefert eine Basis G(wy),...,G(w,) von G(W;y1). Wihle
eine Hilfsbasis vy,...,v, von V;_; und setzte dies zur Basis vi,...,v,,G(w1),...,G(w,) von
Vi1 ® G(W;) zusammen. Ergénze dies zu einer Basis vi,...,v,,G(w1),...,G(wy),u1,...,up
von V;. Letztere sind die ersehnten Startvektoren! Trage uy,...,u; in die griinen Kistchen ein
und lasse runterrieseln. Unsere Basis der Schicht W; ist nun G(wy),...,G(wy),u1,...,u,. Mit

diesen Daten gehen wir weiter zur darunterliegenden Schicht i — 1.
® Lies die Jordan—Basis ab: Spalten von links nach rechts, jede Spalte von unten nach oben.
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