Kapitel P

Eigenvektoren und Diagonalisierung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Live as if you were to die tomorrow.
Learn as if you were to live forever.
Mahatma Gandhi (1869-19438)
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Willkommen zur Fortsetzung lhrer Linearen Algebra!

P003

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A Lineare Algebra 2 - SoSe 2026

Die Lineare Algebra gehort zum Beginn des Mathematikstudiums wie das Erlernen der Buchstaben zum Beginn der Grundschule: Es ist anfangs muhsam, aber ndtzt ein Leben lang! Lineare Methoden sind elegant und praktisch, daher werden sie Uberall gerne genutzt, so-
wohl innerhalb der Mathematik als auch in thren zahlreichen Anwendungen, jingst etwa In Quantencomputing, Data Science oder Kinstlicher Intelligenz. Zugleich Ist die Lineare Algebra eine wunderschone Theorie, an der Sie vorbildlich lernen, wie moderne Mathematik

aufgebaut wird. Die Vorlesung fuhrt Sie in diese methodische und strukturelle Arbeitsweise ein.

Timeline Info Mitglieder

Herzlich willkommen zur Linearen Algebra 2!

‘rtseite

In diesem Ilias-Kurs finden Sie Informationen und Online-Materialen zu unserer Veranstaltung:

« Die Vorlesung erklart Ihnen die Begriffe und Methoden. Unterstiitzend bieten wir Innen unser skript, erprobt und umfassend.
« Jede Woche I6sen Sie hier in llias ein hilfreiches Quiz. Damit wiederholen Sie den aktuellen Vorlesungsstoff und sind so fur die Ubungen bestens vorbereitet.

« Zur Ubung erstellen wir fir Sie jede Woche ein Ubungsblatt mit gut abgestimmten Aufgaben, die Sie bis zur Folgewoche l6sen.
» Zusatzlich gibt es alle zwei Wochen eine Vortragsiibung, in der Aufgaben vorgerechnet und erklart werden.

« Im Forum kénnen Sie anonym Ihre Fragen stellen und erhalten kompetente Auskunft.

« In den Sprechstunden haben Sie eine weitere gute Mdglichkeit, einem erfahrenen Tutor Fragen zu Ihren Erstsemestervorlesungen zu stellen.
« Schon war die Zeit: zurlick zu unserer Lineare Algebra 1 (Falls Sie einen Zugang benétigen, schreiben Sie uns!)

Va®®

“/ Lineare Algebra 2 - Termine im Uberblick fiir das Sommersemester 2026

Vorlesung

« Montag 11:30 - 13:00 Uhr in V47.02

« Mittwoch 9:45 - 11:15 Uhr in V57.03

« Mittwoch 14:00 - 15:30 Uhr in V57.02 (alle zwel Wochen abwechselnd zur Vortrags-
Gbung)

Die Vorlesung startet am Mittwoch, den 8. April mit beiden Terminen um 9:45 und um
14:00 Uhr.

Vortragsiibung

« Mittwoch 14:00 - 15:30 Uhr in V37.02 (alle zwel Wochen abwechselnd zur Vorlesung)

Die erste Vortragsibung findet In der zweiten Woche statt, also am Mittwoch, den 15.
April.

Quizze

Wachentlich veranstalten wir ein Quiz jeweils von Donnerstag 10:00 bis Montag 10:00.
Das erste Quiz (mit Wiederholung zur Determinante und neuem Stoff zur Diagonalisie-
rung) startet in der ersten Woche, also am Donnerstag, den 9. April 2026.

Gruppeniibungen

Die Gruppenubungen finden dienstags und mittwochs in verschiedenen Blacken statt.
Zeiten und Raume finden Sie im Ubungsordner.

Die Anmeldung zu den Ubungen findet statt am Donnerstag, den 9. April 2026, von
10 bis 16 Uhr hier in llias (nicht in C@MPUS!). Treten Sie dazu einer der llias-Gruppen im
Ubungsordner bei.

Das erste Ubungsblatt gibt es in Woche 1. Die zugehérigen Gruppeniibungen starten
dann in Woche 2, also am 14. und 15. April.

Sprechstunden

gemeinsam zur Analysis 2 und Linearen Algebra 2

In den Sprechstunden zur Analysis und Linearen Algebra haben Sie eine weitere gute
Méglichkeit, Ihre Fragen zum Stoff und zu den Ubungsaufgaben zu stellen.

« Dienstag, 9:45-11:15in V57 8.339
= Donnerstag, 9:45-11:15in V57 8.339
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Lineare Algebra 1 — solide Fundamente

P005
Uberblick

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlduterungen.

Praludium: Schulmathematik vom richtigen Standpunkt
Zahlen, Polynome, Matrizen: richtig rechnen und begriinden

A=
Logische Algebraische Lineare
Grundlagen Grundlagen Strukturen
s N D D
Mathematische Logik Monoide und G Lineare Raume und
und Beweistechniken OHOIEE U@ LTuppen lineare Abbildungen
N FJ J L
s N D 2
Mengen, Relationen Ri 4 K& Basis und
und Abbildungen Hge und [otper Dimension
- SN K J M)
- N 2 2
Kombinatorik Polynomringe und Matrixdarstellung
und Quotienten Euklids Algorithmus linearer Abbildungen
- H ) \_ C N
s N 2 2
Ordnungsrelationen Matrixkalkiil und Signatur und
und Kardinalitat Gauf3—Algorithmus Determinante
- AN D O
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Lineare Algebra 2 — Aufbau und Anwendungen

P006
Uberblick

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Logische und algebraische Grundlagen des ersten Semesters:
Mengen und Abbildungen, Ringe und Korper, lineare Strukturen

[A-0)
Normalformen Euklidische Bilineare Multilineare
fiir Endos Geometrie Algebra Algebra
s N N N D
Diagonalisierung || Skalarprodukte Affine Raume Dualitat
N [p) [s) [0 (W)
s N N (O N ™
Jordanisierung Isometrien Bilinearformen Tensorprodukt
N [JAN [s) [v) L [X)
s N N N ™
Elementarteiler Spektralsatze Quadriken Tensoralgebra
N [R) EVAN [v) L [v)

Anwendungen in Mathematik, Physik, Informatik, ...
Data Science, Artificial Intelligence, Quantum Computing, uvm.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

P007

i
it
ik

.

Mathematik ist schon und niitzlich, anstrengend doch lohnend!
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http://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=54046333

Schone Mathematik — gute Vorlesung — faire Klausur
chon

P009

' auterungen.
Dies ist nur die Saalversion ohne Erlaut g

SMathematik

Y P ,
ist wunderschon und niitzlich.

Logische und algebraische Grundlagen des ersten Semesters:
engen und Abbildungen, Ringe und Kérper, lineare Strukturen

[A
Normalformen

=3
fiir Endos

M

Euklidische
Geometrie

Algebra Algebra
Diagonalisierung Skalarprodukte Affine Riume Dualitit
3 (s (@ (w

Bilineare Multilineare

w

Jordanisierung Isometrien B ]

(e (s 53
Elementarteiler Spektralsitze d

I3 (7

Anwendungen i
Data Science, Artifici

n Mathematik, Physik, | o atik, ...
al Intelligence, Quantum C()nlpllting uvm,
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https://chalkdustmagazine.com/features/an-invitation-to-category-theory

Arbeitsteilung zwischen Lehren und Lernen

P011

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Ich fithre Argumente sorgsam vor. — Sie arbeiten alles griindlich nach.

Start

Ziel

-
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Die Modellmatrix D7

mXxn

der Grofle m x n vom Rang r

P013

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Ziel: Wir wollen lineare Abbildungen moglichst einfach darstellen.

l)::'[X%Xn = {

fp: K" — K™ :

1rxr Orxk
OEXT OExk
(Tq, .y X

1’07 LI Y

|

1

0

0

0-
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Gauf—Algorithmus beidseitig zur Gau3—Normalform

P015

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A e Kmxn
3 6 —6 —6 —1
—2 -4 3 1 b5
-1 -2 3 5 —4
1 2 1 7 1]

Spalten- ] operationen

1l 0 0 0 0

0 1] 0 0 0
1 -1 0 0 0
0 0 1 0 0

B=S1A

1T 1 2 0 4 0

 Zeilen- 0 0 1 3 O

" operationen | 0 0 0 Of 1
0 0 0 0 O]
Spalten- I operationen
1l 0 0 0 0

 Zeilen- of 11 0 0 0

\ operationen / 0O Of 1 0 O
0 0 0 0 O]

D=S"1AT

An SD = ATmit S € GL,, Kund T € GL,, K lesen wir Bild und Kern ab:

ImD = (eq,...,e, ),

Im A = (Seq, ..., Se.)

!
Ko

Ker D = (€,,1,-., €, )k

Ker A= (Te,.q,...,Te, )%

|
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

P017

Diagonalisierung eines Endomorphismus

f
) =
Y.

nK Il N

B
D = diag(\q,
D* = diag(\¥,
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Diagonalisierung eines Endomorphismus

P101

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition N3A: Diagonalisierung eines Endomorphismus

(1) Sei f: V — Vlinear iiber K. Eine diagonalisierende Basis zu f ist eine
Basis B = (b)), von V, fiir die die darstellende Matrix von f diagonal ist:

Das bedeutet:
f(bz'> — )‘ibz’

Eine solche Basis B = (b,),.; von Viiber K nennen wir Eigenbasis zu f.
Existiert zu f eine Eigenbasis B von V, so nennen wir f diagonalisierbar.

A
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Diagonalisierung einer Matrix

P103

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition N3a: Diagonalisierung einer Matrix

(2) Sei A € K™*™. Ein diagonalisierender Basiswechsel zu A iiber K
ist eine invertierbare Matrix T € GL, (K), so dass T~ AT diagonal ist:

T AT = diag(\,, ..., \,)

D.h. die Spalten der Matrix T' = (vy, ..., v,,) sind eine Eigenbasis von f,.

A

A

n 4
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Eigenvektoren — Eigenwerte — Eigenraume

P105

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition N3B: Eigenvektoren, Eigenwerte, Eigenraume

(1) Sei f: V — Vlinear Uber K. Ein Eigenpaar (v, A) von f besteht aus

einem Vektor v € V'~ {0} und einem Skalar )\ € K, die f(v) = Av erfiillen.

Wir nennen dann v # 0 einen Eigenvektor und X einen Eigenwert von f.

o(f)=o0(f; K):={Ae K|FweV~{0}: f(v) =}
(2) Zu jedem Skalar A € K definieren wir den zugehorigen Eigenraum

E(\) = Eig(f,\) = {veV|flv) =} = Ker(f — \id,).

Immer gilt 0 € E()). Fiir jeden Vektor v € Vgilt folgende Aquivalenz:
fo)=w < fv)=Aidy(lv)=0 <<= (f—Aidy)(v)=0

Genau dann ist A € K ein Eigenwert von f, wenn E()\) # {0} gilt.
Die Dimension dim, E()\) > 1 ist die geometrische Vieltachheit von ).

|
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Diagonalisierung — Eigenbasis — Eigenraumzerlegung

P107

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Satz N3c: Diagonalisierung, Eigenbasis, Eigenraumzerlegung

Sei f: V — Vlinear iiber dem Kérper K. Aquivalent sind:
1 Der Endomorphismus f € End, (V) ist diagonalisierbar.
2 Es existert eine Basis aus Eigenvektoren, kurz Eigenbasis.

3 Der Raum V= @, g Eig(f, \) ist Summe der Eigenriume.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

P109

Was bedeutet die Eigengleichung f(v) = Av geometrisch?

maL:
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=
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Das lokale Minimalpolynom u%

P111

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition N3p: das lokale Minimalpolynom p% = MiPo}

Sei K ein Korper und f € End(V), etwa V = K™ und f(x) = Ax mit
A € K™*", Jeder Vektor v € Verzeugt seinen f-zyklischen Unterraum

Z=7Z):=(f"()|neN)g <V,
dimy(Z) = m :=sup{n € N| f%(v), ..., f*!(v) linear unabhéngig}.

(0) Im Falle m = oo ist (f"(v)),,cy €ine Basis von Z. Wir setzen u% := 0.

(1) Im Falle m € Nist (f"(v)) eine Basis von Z. Wir erhalten daraus

n<m
10 fO) + o+ ey 7N 0) + F7 (V) = 0
mit eindeutigen Koeflizienten a,, ..., a,, ; € K. Damit definieren wir
pyi=ag +a; X+ +a, 1 X"+ X" e K[X],

als das lokale Minimalpolynom von f € End (V) beziiglich v € V.
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Das (globale) Minimalpolynom p,

P112

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition N3E: das (globale) Minimalpolynom p, = MiPo,

Zu f € End (V) erzeugen die Potenzen f°, f1, f2, ... den Unterraum
Z :=(f"|n € N)g <Endg(V),
dimz(Z) = m :=sup{n € N| f°, ..., f*! linear unabhangig}.

(0) Im Falle m = oo ist (f™),,cy €ine Basis von Z. Wir setzen p := 0.

(1) Im Falle m € Nist (f") eine Basis von Z. Wir erhalten daraus

n<m
a0 f° + oot Gy ST f =0
mit eindeutigen Koeflizienten a, ...,a,, ; € K. Damit definieren wir

pyi=ag+a; X+ +a, X"+ X™ € K[X],,

als das (globale) Minimalpolynom des Endomorphismus f € End (V).
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Das Minimalpolynom teilt jedes annullierende Polynom.

P113

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Minimalitat: Sei P € K|X| mit P(f) = 0. Polynomdivision P = Qu; + R

ergibt Q, R € K|X| mit deg R < deg ;. Auch R = P — Qu, annulliert f,
denn R(f) = 0. Da deg 11, minimal ist, bleibt nur R = 0, also P = Qu.

¢ Satz N3F: Das Minimalpolynom teilt jedes annullierende Polynom.
(1) Lokal sei I :={P € K[X||P(f)(v)=0}.Dann gilt I = p% K[X].
(2) Global sei J :={P € K|X||P(f) =0} DanngiltJ=pu,K[X].
(3) Dank (1) gilt % | ;. Dank (2) folgt u, = kgV(u% ;v € V).
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Kernzerlegung: ein wirkmachtiger Satz

P115

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Satz N3aG: Kernzerlegung

Sei f: V — Vlinear iiber dem Korper K, kurz f € End (V).
(O)Fir P= (X — X)) (X—),) € K[X]mit {\,...,\, }} C K gilt

Ker P(f) =Ker(f —X\;)® ... dKer(f — ).

(1) In K[X] sei P = P, --- P, mit ggT(P;, P,) =1 fir alle 7 # j. Dann folgt

7

Ker P(f) = Ker Pi(f)® ... ®Ker P_(f).

(2) Wenn P zudem f annulliert, P(f) = 0, so folgt Ker P(f) = V.
Wenn P dabei einfach zerfillt wie in (0), so ist f diagonalisierbar.

Beispiele: Jeder Projektor f = f* ist diagonalisierbar, dank Zerlegung
P=X?-X=XX-1) und V=EO0)®EQ1) = Ker f@®Imf.
Gilt f2 = idy, und char K # 2, so ist f diagonalisierbar, dank Zerlegung
P=X?—-1=(X—-1)(X+1) und V=E(+1) ® E(-1).
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Minimalpolynom und Diagonalisierungsverfahren

P116

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Satz N3H: Minimalpolynom als Diagonalisierungskriterium

Sei K ein Korper und Vein K-Vektorraum endlicher Dimension. Genau
dann ist f € Endg (V') diagonalisierbar, wenn p, € K[X] einfach zerfillt.

y

MiPo-Verfahren N31: (0) Berechne p, € K|X], etwa dank Gauf.
(1) Zerfallt p, = (X — Ap) - (X — A,) mit {\, ..., A\, }} C K, so folgt

V=Ker(f—A;) D Ker(f—\,).

(2) Wihle darin jeweils Basen und erhalte eine Eigenbasis von V zu f.
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Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

P117

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P1A: lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Austiihrlich: Sei f: V — Veine lineare Abbildung iiber dem Korper
Seien vy, ..., v, € VX {0} mit f(v;) = A\jv; und A\; # X, in K fiir i # j.
Aus agvg + -+ + a,v, = 0 mit o, ... ,a, € K folgt g = - = a,. = 0.

K.

Induktion iiber r € N: Fiir r = 0 gilt die Aussage dank v, #+ 0. (L1F)

Sei nun r > 1. Auf Gleichung (2) wenden wir f — A\, an und nutzen (1):

(Mg = Ag)vg + (A = Ag)vg + -+ + (A, — Ag)v, =0

Nach Induktionsvoraussetzung folgt o, (A, — Ay) =0firi=1,...,r.
Dank der Voraussetzung A\, # )\, folgt o, = 0 fiirallei =1, ..., 7.

Von Gleichung (2) bleibt schlieB3lich nur ayv, = 0, also a; = 0.

QED
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Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

P119

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel P1c: Eigenfunktionen des Ableitungsoperators, siche M1
Zu jeder Konstanten A\ € K = R, C haben wir die Exponentialfunktion

6>\=R—>K=tl—>e>‘t mlt ({96>\=)\6>\.

Dank Satz P1A ist die Familie (e, ), in €*° somit linear unabhingig.
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. . . . o« o P121
Geometrisches Beispiel: Vorschau zur Diagonalisierung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel P1E: eine Spiegelung in der Ebene

Zu v = [7!] € R? untersuchen wir die R-lineare Abbildung
f RRSR:z>z—v-v' -z

Aufgabe: (1) Finden Sie alle A € R mit nicht-trivialem Eigenraum E(\).
(2) Bestimmen Sie so alle Eigenraume von f. (3) Diagonalisieren Sie f.

v

Losung: (1) Zur Bestimmung von A nutzen wir die Determinante:
Ker(f — Aid) # {0} <=  det(f — Aid) =0
Zur Berechnung wahlen wir eine Basis, etwa & = (e, e5), und finden

A:Mgmzl(l) (1)] det(A—)\I)=|_1>\ _1)\|=>\2—1.
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Geometrisches Beispiel: Vorschau zur Diagonalisierung

P122

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2) Wir bestimmen die Eigenraume E(+1) und E(—1) wie folgt:

E(+1) = Ker(f —id) = Ker _11 _11 =Rb; mit b, := ”
R I U N . [
E(—l)—Ker(f—|—1d)—Ker_ 141 =Rb, mit b, := B ]

(3) Wir erhalten R? = E(+1) @ E(—1) und die Basis B = (b;, b,) von R2.
Nach Konstruktion gilt f(b;) = +1-b; und f(b,) = —1 - by, und somit

R
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

P123

Geometrisches Beispiel: Vorschau zur Diagonalisierung

1 1
— O O,|_*
O — O
| |
e /X
S S
N~—— N~—7
B} =
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Wie finden wir alle Eigenwerte? Die Determinante hilft!

P201

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Wie finden wir alle Eigenwerte A € K einer Matrix A € K™*"?

Eig(4, A) # {0}
— Ker(A — \) # {0}

N3B
Det

= det(A— M) =0

O2v

Satz P2A: Eigenwerte und Determinante einer Matrix

Genau dann ist A € K ein Eigenwert von A, wenn det(A — AI) = 0 gilt.

|
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Wie finden wir alle Eigenwerte? Die Determinante hilft! o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Wie finden wir alle Eigenwerte eines Endomorphismus f: V — V?

f:om £(v)

Satz P28: Eigenwerte und Determinante eines Endomorphismus

Wie oben sei v = ® 5z(x). Genau dann gilt f(v) = v, wenn Az = Az.
Genau dann ist A € K ein Eigenwert von f, wenn det(f — Aidy,) = 0 gilt.
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Das charakteristische Polynom E205

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition P2c: das charakteristische Polynom einer Matrix

(0) Zur Matrix A € K™*" definieren wir das charakteristische Polynom
Xa(X):=det(A— XI) € K| X]| .

(1) Alternativ nutzen wir das normierte charakteristische Polynom

Xa(X) :=det(XI — A) = (=1)" X4 (X) € K[X],.
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Zahlenbeispiel zum charakteristischen Polynom e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

A= c R3*3,

o O =
N O B~
R = Ot

(2) Finden Sie damit alle Eigenwerte, also das Spektrum o(A4; R).

Losung: (1) Wir folgen der Definition und berechnen die Determinante:

1-X 4 5
WX 2] 0 —Xx 1 | = (1-X)[-XB-X)-2-1]

0 2 3-&| _ 1_x)x2-3x—2)
— X3 44X X -2

(2) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4, = —x 4:

o(AR)={ A\ =1, Ay =3B-V17), \y=3B+V17) }
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Grad und Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

P209

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P2p: Grad und Koeftfizienten des charakteristischen Polynoms
(0) Zu A € K™™ ist x 4(X) = det(A — XI) ein Polynom von Grad n:

Xa(X) =ap—a; X £+ (=1)"Fa, ; X" + (-1)" X"
(1) Normiert zu x 4 (X) = det(XI — A) erhalten wir demnach:
Xa(X) = X" —a, 1 X" £+ (=1)""ay + (=1)"aq

(2) Die extremen Koeffizienten kennen wir: a, = x 4(0) = det(A) ist die
Determinante und a, ; = ) " ; a;; = tr(A) ist die Spur der Matrix A.

Beweis: Jeder Eintrag der Matrix C' = X1 — A € K[ X|"*" hat Grad < 1,
Dank Leibniz O26 hat det C' = s sign(7) [[}-; ¢;(; ; Grad < n (C11).

fur 7 = id hat Grad n. Alle weiteren Summanden haben Grad < n — 2,

denn jede Permutation 7 # id hat héchstens n — 2 Fixpunkte. QED
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Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen

P211

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Wie andert sich das charakteristische Polynom bei Basiswechsel?

Definition P2Ee: Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen

Sei K ein Ring und n € N, ;. Die allgemeine lineare Gruppe GL,, (K)
operiert auf dem Matrixring K™*™ durch Konjugation gemaf3

K™« GL, (K) : (A, T) > B =T 'AT.

Wir nennen A, B € K™*" dhnlich, oder auch GL (K )-konjugiert,
geschrieben A ~ B, falls T € GL,, (K) existiert mit B =T ' AT.
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Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen v

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

112

TS=T"1

B=M3(/)

Satz P2r: Ahnlichkeit und Basiswechsel
Sei K ein Korper. (1) Fir A, B € K™ sind gleichbedeutend:
(1a) Die Matrizen A und B sind dhnlich, also G (K)-konjugiert A ~ B.

(1b) Beide stellen denselben Endomorphismus f € End (V') dar
beziiglich geeigneter Basen A und B von Viiber K.
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Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

P213

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P2F: Invarianz und Wohldefiniertheit des char. Polynoms
(2a) Sind A und B in K™*™ dhnlich, so folgt x 4, = x g in K[X].
(2b) Zu f € Endg (V) wie in (1b) ist x; := x4 = xp wohldefiniert.

Beweis: (2a) Wir haben B = T AT mit T € GL, (K). Daraus folgt:

xg(X) = det(XI— B)
= det(XI—T71AT)
= det[T~Y(XI— A)T]
= det(T)!-det(XI— A) - det(T)
= X 4(X)

(2b) Fiir A = M7;(f) und B = M3(f) wie in (1b) gilt B = T AT

QED
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Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

P214

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition P2G: das char. Polynom eines Endomorphismus

Sei f: V — Vein Endomorphismus tiber K und dimg (V) =n < oc.

Wir wahlen eine Basis A von Vund stellen f dar durch die zugehorige
Matrix A = M7(f) € K™". Damit definieren wir das char. Polynom:

X = det(XI — A) € K[X]}

Dank Satz P2F ist das Ergebnis x , wohldefiniert, unabhéngig von A.
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Das charakteristische Polynom ist eine hilfreiche Invariante...

P215

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Sind die folgenden Matrizen A, B, C € R>*? dhnlich?

1 2

A= 1[4 5
7 8
tr(A) =15
det(A) =0

O O W

X% —15X? — 18X

VS

B =

12
7 8
4 5

tr(B) = 15

det(B) =0
X% —15X? - X

3

9
6_

VS

1 2
C=14 5
79
tr(C) = 14
det(C') =9

X% —14X? - 30X —9

co O W

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




... aber noch keine vollstindige Invariante zur Ahnlichkeit.

P216

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Sind die folgenden Matrizen ahnlich?

A 0 A1
A‘[o A] VS B_[o A]

Losung: (1) Die char. Polynome sind gleich: y , = (X — \)? = x 5.

(2) Dennoch sind unsere beiden Matrizen A und B nicht dhnlich:

Die Matrix A ist diagonal, doch B ist nicht diagonalisierbar (P20).

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Das ChaPo-Verfahren zur Diagonalisierung

p217

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Verfahren P2H: ChaPo-Verfahren zur Diagonalisierung

Sei K ein Korper, dariiber f: V' — Vlinear und dim, (V) = n < oc.
(1) Wihle eine Basis .4 von Vund bestimme A = M7(f) € K™*".

(2) Berechne das charakteristische Polynom y = det(XI — A) € K[X].

(3) Bestimme alle Nullstellen, also o(f; ) = {X € K|x(\) =0}.
(4) Zu X € o(f) bestimme Eig(f, A\) = Ker(f — Aid,) = Ker(A4A — \J).

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = P, () Eig(f, A) gilt,
also die Dimensionsgleichung n =} ),y dimg Eig(f, A) ertullt ist.

(5) In diesem Fall wahle eine Basis B = (vy, ..., v,,) aus Eigenvektoren

und erhalte so die ersehnte Diagonalisierung M (f) = diag(\;, ..., A,).

y
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o . . . P225
Zerfallung eines Polynoms in Linearfaktoren

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition P2j: Zerfallung eines Polynoms in Linearfaktoren, siehe C2c
(1) Das Polynom P € K|[X], zerfillt iiber K in Linearfaktoren, falls

P(X) = (X = A\)(X —Xy) (X —X,) mite A, Ay, oy A, € K.

Es zerfallt einfach, falls zudem \; # A, fiir ¢ # j, kurz {A;,...,\,}' C K.

Die Matrix A € K™ bzw. der Endomorphismus f € End (V) zerfallt
(einfach), falls dies fir das charakteristische Polynom y 4 bzw. x ; gilt.

(2) Durch Zusammenfassen mehrfacher Nullstellen erhalten wir
P(X) = (X — py)"t - (X — py)™ mit Nullstellen {yu, ..., u,. }' C K.

Der Exponent r;, =: ord( P, ;) heifst die (Nullstellen-)Ordnung
oder (algebraische) Vielfachheit der Nullstelle x, im Polynom P.

y

Beispiele: P = X? — 1 € Q[X] zerfallt iiber Q gemall P = (X — 1)(X +1).
X? — 2 € Q[X] zerfillt nicht iiber Q, aber iiber R zu (X — v/2)(X + v/2).
X? +1 € Q[X] zerfallt nicht tiber R, aber tiber C zu (X —i)(X +1i).
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Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit.

pP229

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P2m: Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit.

Angenommen das char. Polynom von f € End (V) zerfallt einfach,
(1) In diesem Falle ist f diagonalisierbar, denn es gilt

V = Eig(f, \;) ® - ® Eig(f, A,)

mit geometrischer Vielfachheit dim . Eig(f,\,) = 1 firallei =1, ...,

(2) Wir erhalten eine Eigenbasis B = (v, ..., v, ) durch Wahl von
Eigenvektoren v, € Eig(f, A;) ~ {0}. Somit wird f dargestellt durch

My(f) = diag(Ay, -, Ay)-

n.

Beweis: Wir haben E := @ ; E()\;) < Vdank Kernzerlegung N3G/P1A.

Aus dimE()\,) > 1 folgt n < dim E < dim V = n. Das zeigt (1).

QED
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Geometrische und algebraische Vielfachheit

P231

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P2nN: Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?
(1) Fiir jeden Eigenwert A € o(f; K) gilt die Ungleichung

1 < dimg Eig(f,A) < ord(x,,A) < dim (V).

(2) Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn (a) x ; iiber K zerfallt und
(b) dim g Eig(f, ) = ord(x, A) fiir jeden Eigenwert A € o(f) gilt.

v

Beweis: (1) Wir wahlen eine Basis B = (vq, ..., v,) von Eig(f, \), ergdnzen
zu einer Basis A = (v, ..., vy, ..., v,,) von Vund erhalten die Darstellung

A=MLf) = [lg 2] mit B=\-1,.

Somit gilt x 4 = x5 - xc = (X —A)* - x¢, also dim Eig(f, A) < ord(x, A).

(2) In Vhaben wir E := P,y E(A) dank N3G/P1A. Daraus folgt
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Ist jede Matrix diagonalisierbar? Jordan-Blocke nicht!

P233

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel P20: Jordan-Blocke sind nicht-diagonalisierbar.

J=J (\) = C | €K™ und J—AT=

Hier gilt x ; = pu; = (X — \)", also o(J) = {\}, doch Eig(J, \) = (e, )
Fiir n > 2 erlaubt J_ () keine Eigenbasis.

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Ist jede Matrix diagonalisierbar? Drehstreckungen nicht!

P234

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel P2p: reelle Drehstreckung ohne reelle Eigenwerte

Zu a,b € R mit b # 0 haben wir die reelle Drehstreckung

X —a b

_|a —b . B B N2 g2
C’—[b a] mit Xc—‘ b X4 = (X —a)” +b°.

Das reelle Spektrum ist o(C; R) = ), komplex gilt o(C;C) = {a £ ib}.
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Strukturbeispiel: symmetrische reelle Matrizen

P235

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A= [a b] e R**2.
b c

Aufgabe: Ist A iiber R diagonalisierbar? Losung: Ihr char. Polynom ist

X —a —b

_ — X2 _ — b2
XA—| b X . = X*—(a+c¢c)X + (ac — b?).

Seine Diskriminante ist d = (a + ¢)? — 4(ac — b%) = (a — ¢)? + 4b% > 0.
Somit zerfallt x 4 = (X — A)(X — Ay)) mit Ay )y = J(a+c+£Vd) €R
(1) Im Falle d > 0 zerfallt x 4, einfach, und A ist diagonalisierbar (P2m).
(0) Im Falle d = 0 gilt b = 0 und a = ¢, somit ist A bereits diagonal.

Satz P2a: symmetrische reelle 2 x 2—Matrix

Jede symmetrische reelle Matrix A € R?*? ist tiber R diagonalisierbar.

J
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Zahlenbeispiel zur Diagonalisierung

p237

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Ist A iiber R diagonalisierbar? Falls ja, diagonalisieren Sie A!

1 4 57
A=10 0
0 2

1
3
Losung: (1a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom:

1-X 4 5
WX Z ! 0 —X 1 | =(1-X)]-XB-X)—1-2

0 2 3=X] _ n_x)(x2-3x—2)
X3 44X X — 2

(1b) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4, = —X 4:
d(AR)={ A\ =1, Ay =2(3—-V17), N\ =1(B+V17) }

(1c) Da x 4 einfach zerfallt, schlieBen wir, dass A diagonalisierbar ist.
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Zahlenbeispiel zur Diagonalisierung

pP238

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(1d) Die Diagonalisierung verlauft weiter nach ChaPo-Vertahren P2n:

B! 0
D=T1AT= |0 1(3—+17)
0 0
1 4(15 — V/17)
T= 10 }(-3- V17
0 1
S
=10 g b
0 +% 3+

[N] [

(3 + V17) |

L15+V17) "
H=3 + V17)

0 _
0

1
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Normiertes Polynom und seine Begleitmatrix

P241

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Tritt jedes normierte Polynom als charakteristisches Polynom auf? Ja!

Satz P2Rr: normiertes Polynom und seine Begleitmatrix

Zum Polynom P = X" 4+ p, X" ! + ... +p X" € K[X]! Uber K
definieren wir die Begleitmatrix (engl. companion matrix):

_pn
1 —Pn—1
C(P) := 1 - —PD,_o | € K™

L0 .. 1 —p; _
(1) Ihr charakteristisches Polynom ist P, ebenso ihr Minimalpolynom.
(2) Genau dann ist C tiber K diagonalisierbar, wenn P einfach zerfallt.

v
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Anwendungsbeispiel: die Fibonacci—Folge rae

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir definieren f: N — N: n — f_  rekursiv durch f, =0und f; =1 und

fn = fn_1+ fn_o firallen e N,,.

Die ersten Werte sind:
n | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fn | 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Explizit, geschlossen? Fiir alle n € N gilt die phantastische Binet—Formel:

PRI FEEAE Co(1-vB\ | 1618
" /5 2 2 T 2.236

Ubung: (1) Wie beweisen Sie die gegebene Formel? Per Induktion! (F475)

(2) Wie finden Sie eine solche Formel? Eigenwerte und Eigenvektoren!
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Der Folgenraum K" mit Verschiebeoperator

p247

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

s+ KV = KN« (fo, f1, for ) B> (f1s far fos ).

Die Eigengleichung s(f) = A\ f lautet hier

!

(fis f2, 3, ) = (Afos A1, Afa,on),
kurz f, ., = Af, furallen € N.

Eig(s,\) ={f:N=>K:n= A"fj } = (e,=(A\"),en)

|

K
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. . . pP249
Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

V={f:N=>K|VneN:f »—fq—f,=0} <K"

MiPo-Verfahren: V = Ker P(s) mit P=X? - X —1 = (X — ¢)(X —¢)
und ¢, ¢ = (1 + /5). Somit gilt V = E(¢) ® E(¢) mit Eigenbasis (u, v)
bestehend aus u = (¢"),,cy und v = (¢Y™), .. Jede Fibonacci-Folge f € V
ist Linearkombination f = au + bv mit eindeutigen Koeffizienten a, b € K.

Wir erhalten f = (0,1,...) mit a,b = £1/+/5, also f, = (¢" — ™) /(¢ — 1).
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Trigonalisierung eines Endomorphismus

P301

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition P3A: Trigonalisierung eines Endomorphismus

(1) Sei f: V — Vlinear iiber K. Eine trigonalisierende Basis zu f ist eine
Basis B = (b,)_; von V, fiir die die darstellende Matrix von f trigonal ist:

M%(f) =

(2) Sei A € K™*". Ein trigonalisierender Basiswechsel zu A iiber K
ist eine invertierbare Matrix T' € GL,_ (K), so dass T~! AT trigonal ist:

T—1AT =

A
0 -
0 0

B
0 -
0 0

%
*
A,

*
%
A,
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Trigonalisierung und Zerfallung

P302

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P3B: Trigonalisierung < Zerfallung

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K mit dim (V) =n € N.
Genau dann ist f iiber K trigonalisierbar, wenn x 7 tuber K zerfallt:

Xp(X) = (X = Ap) (X =

A,) mith, ..., A €K

Beispiel: Sei Viiber C ein endlich-dimensionaler Vektorraum.
Dann ist jeder C-Endomorphismus f: V' — Vtrigonalisierbar.

Beweis: ,=": Zu f sei B eine trigonalisierende Basis von V-

R = Mz(f) =

Demnach gilt x; = xp = det(XI —R) = (X — X)) (X = A,).

Y
0 -
0 0

*
*
A,
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Trigonalisierung und Zerfallung

P303

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

0 0 A * =
M%(f) = 0 B = M3(f) = 0 02 )
0 _ 00 0 A,

,<: Wir fithren Induktion iiber n. Fir n < 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Zum Eigenwert \; € K existiert ein Eigenvektor v; € Eig(f,A\;) < V.
Diesen ergianzen wir zu einer Basis A = (v, Uy, ..., u,, ) von V. (M2K)

Beziiglich dieser Basis .4 hat f die obige Blockform
Wir zerlegen V = (v, ) @ Umit U := (us, ..., u,, ).

Die Untermatrix B definiert den Endomorphismus g : U — U
Wir haben x, = (X — A;) - x,, also zerfillt auch das Polynom x,.

IV: Zu g existiert eine trigonalisierende Basis (v,, ..., v,,) von U.

Die Basis B = (v, vq, ..., v,,) von Vtrigonalisiert f: V — V.

QED
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Spur und Determinante aus Eigenwerten

P309

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P3F: Spur und Determinante

Sei A € K™*™ eine Matrix mit zerfallendem charakteristischen Polynom

Xa(X) = (X = A)(X = Ag) - (X = A,).

(1) Die Spur von A ist die Summe aller Eigenwerte:

tr(A) = A + A+ + A,

(2) Die Determinante ist das Produkt aller Eigenwerte:
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Spur und Determinante aus Eigenwerten

P310

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zweiter Beweis: Dank Satz P3B konnen wir A trigonalisieren zu

(A % %]
B=T11AT =10 - =«
0 0 A,

Dank Satz P2F gilt dabei x , = xp, also insbesondere

tr(A) = tr(B) = A\ 4+ XA+ -+ A,
det(A) = det(B) = A - Ay A,
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Die Spur lesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis! o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Gegeben ist die Matrix A € R*** mit vier Vektoren:

18 —50 10 107 07 -3 0" 1]
4 11 -1 -3 1 1 1 0
A=1_19 39 10 4|04l ¢=]| 0|2 %=1|a| €= |4
2 2 2 _2 0 =1 3 =1

(1) Welche davon sind Eigenvektoren von A? Zu welchen Eigenwerten?
(2) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, (3) Eigenrdume, (4) eine Eigenbasis.

Losung: (1) Wir setzen die Daten in die Eigengleichung Av = \v ein:

[0 (—107 (—3 (—6]

_ 1 £ 7 o 1 pa 2 .
Ab=A 4| = S ¢ Rb, Ac=A ol =1 o = 2c,
10 | 10 —1] |—2_

[0 [0 (—17 (—2
P N P (1 _ O 2| O] _
Ad=A 5| = o = 0d, Ae=A 1] Tl = 2e
3. 10_ | —1] |—2
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Die Spur lesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis!

P315

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

—18
4
—12
2

—50
11
—32
2

10
—1
10
2

107
—3
4
—2

b

- g-
1
0

—1]

d

0

W N =

(2) Dank (1) wissen wir Eig(A, 0) > (d), und Eig(4,2) > {c, e)%.
Damit kennen wir drei der vier Eigenwerte: A\; = 0, A, = 2, Ay = 2.

Dank tr(A) = 1 bekommen wir den vierten gratis: A\,
Ohne weitere Miihe schlieflen wir x , = X(X — 2)*(X + 3).

(3) Wir berechnen den Eigenraum Eig(A, —3) wie iiblich mit Gauf3:

A+ 3=

—15
4
—12
2

—50
14
—32
2

10
—1
13
2

107]
—3
4
1

1 O
Gau
RZSF

o O O

1
0
0

0
0
1
0

-
—1/5
0

0.

Demnach gilt Eig(A, —3) = { f)i, mit dem Vektor f = (—2,1,0,2)".
(4) Damit haben wir zu A unsere Eigenbasis (d, ¢, e, f) gefunden.
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Der Satz von Cayley—Hamilton: pu% | us | x;

P317

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Sei f: V — Vlinear iber dem Korper K und dim (V) =n € N.

Lemma P3H: Cayley—Hamilton, lokales MiPo teilt ChaPo

Jedes lokale Minimalpolynom p% teilt das charakteristische Polynom x f‘J

Beweis: Wir haben Z = { f*(v) | k < m)% < Vmit Basis B = (f*(v)) .

1 . —a
B=ME(f5) = |0 1

Wir erganzen die Basis B von Z zu einer Basis .4 von Vund erhalten

B x
0 C

P2:G O2w P2r

A:=M7(f) = mit x;= x4 = X5 Xc = L% Xc-

QED
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Der Satz von Cayley—Hamilton: pu% | us | x;

P318

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P3H: Cayley—Hamilton, MiPo teilt ChaPo

Das Minimalpolynom p, = kgV(u% ; v € V) teilt das char. Polynom . J

Korollar P3H: Cayley—Hamilton, ChaPo annulliert Endo
Das charakteristische Polynom yx ; annulliert f, kurz x ((f) = 0.

Beweis: Dank Satz N3F ist i, | x ; dquivalent zu x ,(f) = 0.

QED
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Der Satz von Cayley—Hamilton fiir Matrizen

P320

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P31: Cayley—Hamilton, ChaPo annulliert Matrix
Fiir jede Matrix A € K™ " gilt x 4 (A) = 0 in K™*™,

Aufgabe: Rechnen Sie dies explizit nach fiir A € K?*2. Losung:

a ¢ X —a —C
Az[b d] — XA:‘ 4 X_d‘:(X—a)(X—d)—bc

0 —d ¢] cn .y [ O
(A_a]><A_dl>:[b dia] [ab S] = Y = [oc bc]

Das zeigt x 4(A) = 0.
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Minimalpolynom und charakteristisches Polynom e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P3): Vergleich MiPo vs ChaPo, p% | ps | x¢ | (4)®

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und dim (V) =n € N.
(1) Falls das charakteristische Polynom x , tiber K zerfallt, so gilt

Xp= (X=X (X = Ag)™ mit \; # A, fiir i # j und
pp= (X —A1)% (X = Ap)* mitl < s, < fiir alle 4.

(2) Das Minimalpolynom p, teilt das charakteristische Polynom y,
und umgekehrt teilt x ; eine hinreichend hohe Potenz (u)* mit a € N.

(3) Allgemein haben beide Polynome dieselben Nullstellen:

Xf — (X — )\1>7“1 (X _ >‘k>rk Q,
fp = (X = A" o (X = A% P,

wobei P, € K[X] keine Nullstellen in K haben und P | @) | P® ertfiillen.
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Minimalpolynom und charakteristisches Polynom e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (1) Zerfallen bedeutet x ; = [T, (X — A;)" mit {\,..., A\, }' C K
und 74, ..., 7, > 1. Dank Cayley—-Hamilton P3u gilt 11, | x, also zerfallt
auch p, = [[F_, (X — X;)® mit s; <r;. Zujedem i = 1, ..., k existiert

v € Eig(f,A;) ~ {0}. Also gilt pu% = (X — X;) | pty, somit s; > 1.

Aus (1) folgt (2), falls x ; iiber K zerfallt. Die Aussage (2) gilt allgemein:
Zertéllung gilt tiber einem geeigneten Erweiterungskorper K > K.
Daraus folgen die Aussagen (1,2) iiber K, und somit (2,3) tiber K.
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Anwendungsbeispiel: Nilpotenz und Minimalpolynom

P327

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel P3k: ein nilpotenter Endomorphismus

f ist nilpotent & Es gilt f* = 0 fiir einen Exponenten k € N

— pp= X" TN xp= X" — tr(f) =0 A det(f)

n>1

=0

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Diagonalisierung: notwendige und hinreichende Kriterien

P329
Fazit

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Endomorphismen

Der Endomorphismus
f:V — Viiber K ist

A 0 0
M) [ 0 - o}

0 0\,
MiPo-Vertahren N3u

ChaPo-Vertahren P2H

N3H

Polynome

diagonalisierbar (N3a):

P2n

p s zertallt einfach iber K.

ﬂP?)M

P2m

X s zertallt iber K und
geom. = alg. Vielfachheit

”PZM

ﬂ

f ist trigonalisierbar.

P3B

X s zertillt einfach tber K.

M

ﬂQlB

f ist jordanisierbar.

Q1B

Das charakteristische
Polynom x, € K[X]
zertallt iber K.
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel P
Bonusmaterial
K™ /D s K™
R

Dy | ~ | Py

L A'n,_.

vV ; s V

If I have seen further it is by standing on the shoulders of giants.
Isaac Newton (1643-1727) an Robert Hooke (1635-1703) in einem Brief von 1675
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Inhalt dieses Kapitels P

P002

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

5 Divisionsalgebren: die reelle Trilogie R, C, H
6 Gerschgorin: Lokalisierung der komplexen Eigenwerte

7 Simultane Diagonalisierung

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Die Trilogie R, C, H — ,,Papa, can you multiply triplets?”

P501

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Frage P5A: Divisionsalgebren {iber R

In welchen Dimensionen n finden wir auf R” ein interessantes Produkt?
o: R" XR" -5 R” : (u,v) B uowv

(0) Es soll R-bilinear sein:

(L) uo (v+w) = (uov) + (uow), uo (v

>‘( )7
(R) (ut+v)ow=(uow)+ (vow), (A-u)owv :

U OV
A (uow).

(1) Wir fordern ein Neutrales e € R™.

(2) Am besten soll (R", 4,0, ¢, e) ein Korper sein, oder ein Divisionsring,
oder wenigstens nullteilerfrei, genannt eine reelle Divisionsalgebra P5I.

© Dies gelingt uns fiir n = 1, 2,4 dank der reellen Zahlen (R, +,0, -, 1),
der komplexen Zahlen (C, +,0, -, 1) und der Quaternionen (H, +,0, -, 1).

Aufgabe: Dies ist unmoglich in ungerader Dimension n = 3,5,7, ....
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. . . . P503
Warum musste Hamilton mit Tripeln scheitern?

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P58B: Divisionsalgebren tiber R
Ist (R™, 4,0, ¢, e) tiber R nullteilerfrei und n € N ungerade, so folgt n = l.J

Beweis: Sei a € R™. Dazu betrachten wir die Linksmultiplikation
A:R" > R*": v aow.
Dank (L) ist A eine R-lineare Abbildung mit charakteristischem Polynom
x4 = det(XE — A) € R[X]?.

Da n ungerade ist, hat x 4 eine Nullstelle A € R (ZWS). Dazu existiert ein
Eigenvektor v € R” \ {0} mit Av = Av. Fir u := Ae — a € R” gilt somit

Def (R) Eig
uov = (Ae—a)ov = w—Av = 0.

Dank Nullteilerfreiheit und v # 0 folgt daraus v = 0, also a = Ae.
Da dies fiir alle a € R gilt, folgt R™ = Re, also n = 1. QED
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P601

Semjon Gerschgorin (1901-1933) und seine Kreise

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Konnen wir einer Matrix ihre Eigenwerte ansehen? Zumindest grob?

—7.0 —2.0 0.0 = 71 =2.0 Im
A 14 AN 1.0 N e (= A
A = .4 —4.U 1.U ImANELD; o
18 00 30| = r3=138
L T T T T~
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Semjon Gerschgorin (1901-1933) und seine Kreise

P602

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P6A: Die Gerschgorin—Kreise tiberdecken das Spektrum.

Sei A € C"*".In jeder Zeile i € {1,...,n} seir; := ) ,,,;|a,;;|. Dann gilt:

o(A) € Uiy Blag, ;)

Beweis: Sei (v, A\) € C™ x C ein Eigenpaar unserer Matrix A € C™**",

= Av,, somit ) ., a0, = (A — ay;)v;.

also Av = Av, das heilit } )7 a;,0, iV,
Es existiert ¢ € {1, ...,n} mit |v,| maximal. Dank v # 0 gilt v, # 0.
Wir konnen v, = 1 annehmen, notfalls skalieren wir v mit v-_l

Vor
’)\—CL ‘ — Zg#z 1 ]’ < Zy#z|a23"v’ < Z]#z‘a’w‘

r.), wie behauptet.

Def

Das zeigt A € B(a

219

QED
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Strikt diagonal-dominante Matrizen

P607

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Konnen wir Invertierbarkeit leicht erkennen? Manchmal schon!
Wir nennen A € C™*" strikt diagonal-dominant in den Zeilen, falls gilt

;| > 1= D la;).

Korollar P6c: Lévy 1881, Desplanques 1887

Jede strikt diagonal-dominante Matrix A € C™*" ist invertierbar.
Spektralliicke: Fir A € o(A) gilt |A\| > € := min}_,(|a;;| —r;) > 0.

vgl. D7G
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Strikt diagonal-dominante Matrizen Po0s

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Welche der folgenden Matrizen sind oftensichtlich invertierbar?

5 2 2 5 3 2] "2 1 0 "1 -1 07
A=12 6 3|, B=1|2 6 4|, C=|-1 2 —1|, D=|-1 2 —1
2 4 7 2 2 7] 0 -1 2 0 -1 1

Losung: Die Matrix A ist strikt diagonal-dominant in den Zeilen,
die Matrix B nur schwach in den Zeilen, doch strikt in den Spalten.
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Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

P701

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition P7A: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

(1) Seien fy, ..., f, : V — Vlineare Abbildungen iiber dem Korper K.
Hierzu ist eine diagonalisierende Basis B = (v,),.; eine Basis von V,
sodass fy(v;) = A\p;v; und A\, ; € Kfurallei € Tundk=1,..., 2
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Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

P702

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz P78: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

Seien fi, ..., f, : V — Vlineare Abbildungen iiber K. Aquivalent sind:
1 Die Familie (f;, ..., f,) ist simultan diagonalisierbar.

2 Jeder Endomorphismus f;, ..., f, ist einzeln diagonalisierbar und
je zwei kommutieren, also f; o f, = fy, o f; firalle 5,k € {1, ..., £}.

Beweis: ,,(1) = (2)": Sei B = (v,),.; eine simultane Eigenbasis von V.
Dann gilt f; o f; = f; o f; auf der Basis B somit dank N1A auf ganz V:

fj(fk(vi)) = fj(Ak,z' v;) = )‘k,i fj<vi> = >‘k:,7; )‘j,z' Uiy
fk(fj('“i)) = fk()‘j,z' v;) = )‘j,i fe(v;) = )‘j,z' )‘k,z’ U;-
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. . o . 5 P703
Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

»(2) = (1)": Wir fuhren Induktion uber £. Der Fall ¢ = 1 ist trivial.
Sei ¢ > 2. Dank Diagonalisierbarkeit haben wir V' = @@, . x Eig(f,, A).

Dank Kommutation ist jeder Eigenraum U := Eig(f,, \) zudem
fr—invariant: Fir v € Eig(f,, ) gilt f.(v) € Eig(f,, A), denn

felfi () = fi(fe(v) = fe(Av) = Afy(v).
Wir schrinken f,, : V — Vein zu g, = f,|5- Die Endomorphismen

g1, -, gy, kommutieren weiterhin und sind diagonalisierbar (P7c).

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine diagonalisierende Basis
By = (v;);er, von U zu der Familie (g4, ..., g,_;). Zudem gilt g, = Aidy,.

Zusammengesetzt zu [ = | |, x I, erhalten wir die diagonalisierende
Basis B = (v,);c; von Vzu der Familie (f;, ..., f,_1, f/)- QED
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel Q

Hauptvektoren und Jordanisierung

To learn to succeed, you must first learn to fail.
Michael Jordan (1963-)
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Inhalt dieses Kapitels Q

0002

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

1 Hauptvektoren und Jordanisierung
2 Diftferenzengleichungen und Diftferentialgleichungen
3 Lineare Differentialgleichungssysteme

4 Linearisierung um Fixpunkte und dynamische In/Stabilitat
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Jordan—-Blocke und Hauptvektorketten

Q101

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

/\ Nicht jede zerfallende Matrix ist diagonalisierbar (P20):

B=J(n,\) =

P!
A
w1

A

c K" — B-)M =

&) Es gibt nicht genug Eigenvektoren zu B fiir eine Eigenbasis von K™.

© Wir nutzen das Nichstbeste, die Hauptvektorkette (eq, e, ..., €, ):

0L e, L2 e, L4 EF e,

Definition Q1A: Hauptvektoren

Sei f € End, (V) und A € K. Eine Hauptvektorkette / Jordan—Kette

besteht aus Vektoren v, = 0 # vy, vy, ...,v, € Vmit (f — A\)(v,) = v,_1.

0 L2 L2 0, L2 L L2y,
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Jordan—-Basen und Jordan—Normalform

Q103

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q1B: Jordan—Basis eines Endomorphismus

Sei f € Endg (V) mit dimg (V) =n € Nund x, € K[X] zerfalle tiber K.
(1) Dann existiert zu f eine Basis J von Vaus Hauptvektorketten.

(2) So wird f dargestellt als Diagonalmatrix von Jordan—Blocken:

My (f) = J =

(3) Sie ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan—Blocke.

"B,

By,

A, 1

A

1

)\

1

E an’ Xni

1 -
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku! o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

U, |
( - V.:=Kerg*'=V, & W,
Vi vl v? }Ws mit W, = g(W, ) ® U,
U
V g=]f-A = 3
el T )
Vi |5 vy v3 ’Ug v§ } W <
I
vil T I T I T
Vo | 15 vy s vs U5 } W, |4
Y L L L LA U
v, { )l 2 3 v 0 } W,

Kurzfassung: Zu jedem Eigenwert A von f: V — Vkonstruieren wir
ein solches Young-Diagramm und lesen daraus die Jordan—-Form ab.

Langfassung: Wir fiillen die Kastchen geschickt mit Hauptvektorketten
und erhalten daraus zudem eine explizite Jordan—Basis J von V zu f.
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudokul!

Q106

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zunachst benétigen wir alle Eigenwerte von f € End . (V):
I Bestimme das charakteristische Polynom x, € K[X];..
2 Bestimme die Eigenwerte \; € K mit Vielfachheiten r; € N ;.

Abbruch? Falls x ; nicht zerféllt, so ist f nicht jordanisierbar (P3B).
Vereinfachung? Falls x ; einfach zerfallt, so ist f diagonalisierbar (P2m).
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudoku! >

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Fiir jeden Eigenwert A sei r seine Vielfachheit und g := f — Aid,: V — V.

3 Firi=0,1,...,s setze V, := Ker g¢* = Ker(f — Xid,/)* und bestimme
die Dimension k, := dim V, bis schlieflich k£, = r gilt (dank Q1E).

4 Lies die Jordan-Form diag(By, ..., B,) ab: Die j-te Spalte der Hohe ¢

zum Eigenwert ) steht fiir eine Hauptvektorkette der Lange ¢ und
somit fiir den Jordan-Block B; = J(£, A).
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudokul!

Q108

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

5 Firi=s,...,1wahleinV, zuV,_; @ g(W,,;) ein Komplement U,,
sodass V. =V, ; & g(W,

1) ® U, gilt, und setze W, := g(W, ;) @ U,.

Anfangs gilt W, ; =0, also U, = W,. Wiahle eine Basis von U; und
lasse diese Startvektoren zu Hauptvektorketten runterrieseln (Q1F).

6 Lies die Jordan—-Basis J zu f ab: Alle Spalten von links nach rechts,
jede Spalte von unten nach oben (in der Konvention von Satz Q1B).

Filige diese Jordan—Ketten fiir alle Eigenwerte zu J zusammen (Q1E).
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Hauptraume eines Endomorphismus

Q111

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition Q1p: Hauptraume eines Endomorphismus

(1) Der Hauptraum der Stufe s = 0,1,2, ... von fzu X ist
V., = Hau,(f, ) := Ker(f — Xid)°.
Hierbei ist V; = Eig(f, \) = Ker(f — Aid,,) der Eigenraum von f zu \.

(2) Wir erhalten so eine aufsteigende Kette f-invarianter Unterraume:

0} =V, <V <V, <..<V mit f(V;) CV,
(3) Der Hauptraum von f zu A ist

H(A) = Hau(f, A) = Uyey Ker(f — Aid,)*.
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Q113
Hauptraumzerlegung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q1E: die Hauptraumzerlegung

Sei f: V — Vlinear iiber dem Koérper K. (0) Die Summe H := ), . H(}))
aller Hauptraume H()\) = Hau(f, \) := |,y Ker(f — A)* < Vist direkt:

H:= @, Hau(f,\) <V

(1) Zudem gelte dim (V) =n € Nund x, = E (X — A"
mit {\, ..., )\k}! CKundry,..,r, € N ;. Dann haben wir

V= @f:l Hau(f, A;)

mit Hau(f, \;,) = Ker(f — X,)™ und dim, Hau(f, A,) = r;.
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Q114
Hauptraumzerlegung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (0) Fiir {\,...,\,}} € K und v, € H()\,) miissen wir zeigen:
Vvit+.+, =0 = vy=..=v,=0

Hierzu sei v; € Ker(f — \,)% fiiri = 1, ..., k. Die Kernzerlegung N3G
zum Polynom P = [[%_,(X — \,)% garantiert unsere Behauptung:

Ker P(f) = @iy Ker(f — )% <V
(1) Cayley-Hamilton P3u garantiert x ((f) = 0. Die Kernzerlegung ergibt
V = Ker X¢(f) = @i, Ker(f — )"
Wir haben Ker(f — \,)™ < H(),). Dank (0) folgt Gleichheit (L3m).

Sei s, := dim g H(A,). Auf H()\,) ist f — A, nilpotent, mit char. Polynom
(X — X;)%, siehe P3k. Auf der direkten Summe V = @F_; H(),) gilt also
Xs = [1F1(X — X;)%. Polynomvergleich zeigt s; = r; fiir alle i. QED
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Interne Struktur des Hauptraums

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

US US
g=1f> 1
U1 2

3 U3 U3 U3
L ) ) T
1 2 3 4

Satz Q1F: Kernfiltrierung jedes Hauptraums

Sei f € Endp(V)und A € Kund g = f — \id,.
(0) Fiir die Hauptraume V, := Ker ¢g* der Stufe i = 0,1, 2, ... gilt

S o< S < &< =

Vs Uy Vs ) 2
) ) ) 1 7[{17

{0} =V <V <V, <. <V omit g(V,

(

L) <V

Fortansei¢>1lundV, , =V, @& W,
(1) Die Einschrankung von g: V — Vzu g, ., : W,.; — V; ist injektiv.
(2) Ihr Bild erfillt g(W,, ;) N V,_; = {0}. Wir erhalten die Injektion

9iv1 * Wiy @ Vi/Vioy s wi g(w) + Vi
Mit V, = V,_; & W, ist die Komposition W, ; < V;/V._; = W, injektiv.

vt 2 3 4 5
{ vy vy v] vy } wy

y

Beweis: (0) Es gilt: veV, < 0=g¢'(v)=¢"'(g(v)) <= gv)eV,_,
(1) Wir haben Ker(g) = V; <V, also Ker(g) "W, <V; N W+1 = {0}.
(2) Fir w € W, ~ {0} gilt w ¢ V,, demnach 0 # ¢*(w) = g *(g(w)).

Das heif3t g(w) ¢ V,_;. Alsoist auch g, : W, ; — V;/V,_; injektiv. |QED
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Interne Struktur des Hauptraums Qus

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q1F: Kernfiltrierung jedes Hauptraums glfi* 1

(3) Unser Hauptraum-Sudoku 1-5 gelingt: o To To o

Jeder Hauptraum erlaubt eine Jordan—-Basis.

{ Ivfzx IvaA IvaA Il;ZA ,2[{1‘}
Beweis: Polynom 1 und Zerfallung 2 sind klar. Schritt 3 gelingt dank
Vo, <V, <... <Vund Satz Q1€. Abkiirzung 4 ist korrekt dank 5 und 6.

Wir klaren nun Schritt 5: Dank (2) ist in V; die Summe V,_; & g(W, ;)
direkt. Wir konnen also erginzen zu V, =V,_; & g(W,, ;) ® U,. Dank
Injektivitat (1) erhalten wir durch Runterrieseln und Ergénzen in jeder
Zeile W, ..., W, eine Basis, also insgesamt eine Basis des Hauptraums
Hau(f,\) =V, =W, & ...  W,. In jeder Spalte steht nach Konstruktion

eine Hauptvektorkette. (Schritt 6 folgt aus dem vorigen Satz Q1E.) |QED

¥ < 8 < & < S
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Eindeutigkeit der Jordan-Form

Q119

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q1a: Eindeutigkeit der Jordan—Form

Vorgelegt seien in K™*" zwei Jordan—Matrizen

B, _ 0, ]

B . und C = .
. B . C

L p_ . q_

mit Jordan-Blocken B; = J({;, \;) und C; = J(m;, u;) tir alle i und j.

(1) Sind B und C &hnlich, also C = T~!BT firein T € GL, K,
so gilt p = g und nach Umordnung B, = C, fir allei =1, ... | p.

(2) Die Dimensionen (), s) — k,(\) := dim Ker(B — \)® sind invariant.
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Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

Q125

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Jordanisieren Sie iiber C die folgende Matrix.

—1
—4
A= |-3

0
—1

Losung: (0) Wir bestimmen das charakteristische Polynom y 4, € C|X];

6
10
6
0
2

—3 1 —6
—4 1 -8
—1 1 —6| eC>*
0 2 0
—1 0 0

1

Klausurtipp: x 4 = (X — X)°. Dank tr A = 10 finden wir y , = (X — 2)°.

(1) Wir bestimmen den Eigenraum zu A = 2. Hierzu sei B = A — 21I:

—3 6 —3 1 —06]
—4 8 —4 1 -8
B=|-3 6 -3 1 —6
0O 0 00 O

-1 2 -1 0 —2]

21 17 [-2]

= KerB—<

)

—_— O O O

O O O -
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Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

Q126

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2) Wir filtrieren den Hauptraum durch V, = Ker B* mit k, := dim V:

Ker B =:V,

Wir berechnen B?. Klausurtipp: B = 0. Wir finden so Ker B*

< Ker B? =

Vg

< Ker B3 =

U,
v% v% } W,
U
T B 1
B_IA 9 IA 9 "
1 2 3
U U7 U

+ Vs

}W1

=C°.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q127

Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

2 1 0 0 O
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

17 € GL; C:
T-1AT

J =

= U, = (v}, v3), etwa

Zu 'V, <V, wahlen wir ein Komplement W,

07

"UQSUMNIDINE[IF dUYO UOISIIA[RES TP INU ST SA(]



Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q128

Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

.
™~
N —
. o
|l -c
™M
> = a
< -~
NN AN
S 9 o
~ Q
2@1 ._& =
on
A E—
1U2 O NooOoH
R _
1U1W cCoOo—O
?. —~—— OO
N—"
M~ —O0O0O
oy myeey
L 1
!  —
© o o OO

-9

o —

In der Schicht W; = V; erganzen wir, etwa
So erhalten wir unsere Jordan—-Basis J

/A Machen Sie die Probe! Gilt T-1 AT
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Zweites Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

Q129

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Jordanisieren Sie iiber C die folgende Matrix.

-1 —1 4 3 5
-1 3 —6 —6 —5
A=|—-1 0 —1 —4 =3| eC>*
3 1 1 5 —1
-2 -1 3 2 7

Klausurtipp: Fiir B = A — 31 gilt dim Ker B = 2 und dim Ker B® = 4.

1

Losung: (0) Wir bestimmen das charakteristische Polynom y 4, € C[X]:.

Dank Klausurtipp gilt x , = (X — 3)*(X — \). Mit tr A = 15 folgt A = 3.
Xa = (X —3)°
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q130

Zweites Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

—
()
— ™
— ™
% _
o
O =
o)
0 e
U
_
=N
= =

}
T T
™ — D — O — —
< < <
- S — S RN B~
Qq
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Zweites Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

Q131

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir berechnen B?. Klausurtipp: Wir geben B? fiir Sie explizit an:

—2 —1 4 3 5 0 0 0 0 0
-1 0 -6 —6 —5 00 -1 -1 -1
B=|-1 0 —4 —4 -3|, B’=|(00 -1 -1 -1
3 1 1 2 -1 00 1 1 1

-2 -1 3 2 4 00 0 0 O

Eine mogliche Jordan—Basis entsteht durch folgende Hauptvektorketten:

erste Kette: v3 = eg N vy = Be; RN vi = B?eq =5 0

2 B B

zweilte Kette: vs=e; +F> vi=DBe; +> 0
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q132

Zweites Zahlenbeispiel zur Jordanisierung

TJ?
1
3

1
3

J? Wenigstens AT
2
1
1
3
2

{

/A Machen Sie die Probe! Gilt T-1 AT
1
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Beispiele: Welche Jordan—-Formen sind moglich?

Q133

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Gegeben sei eine Matrix A € R™*"™ mit charakteristischem
Polynom x 4, € R[X]!. Welche Jordan—Normalformen sind moglich?

(1) x4 = (X = 1)(X —2)(X — 3) sowie (2) x4 = (X — 1)(X —2)*(X - 3),
(3) xa = (X —2)*(X =3)% (9 xa = (X —2)°(X =3), (5) x4 = (X = N)*

Losung: (1) Die Matrix A ist diagonalisierbar (P2m). Durch die Wahl einer
Eigenbasis (v, vy, v3) von R? zu A erhalten wir T € GL3 R mit

(2) Die Matrix A ist eventuell diagonalisierbar... oder sie ist es nicht:

A~

A ~ T1AT =

oder

A~
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Beispiele: Welche Jordan—-Formen sind moglich?

Q135

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(3) Bei x4, = (X — 2)?(X — 3)? sind vier Jordan—Formen mdoglich:

A~

2

3

2 1
2

2

3

3 1
3

2 1
2

3 1
3

(4) Bei x 4, = (X — 2)%(X — 3) sind genau drei Jordan-Formen moglich:

A~

2 1
2

3

2 1

2 1

2
3

(5) Bei x4, = (X — )\)* sind genau fiinf Jordan—Formen mdoglich:

A~

P!

P!
Al
A

A

P!

A1
A

1
A

1
A
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Minimalpolynom aus der Jordan-Form

Q141

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Bestimmen Sie das ChaPo und das MiPo der Matrizen

[ 2 | 2 1 i 2 1 |
2 2 2 1
A= y B= y C= y
3 3 1 3
i 3 i 3] I 3
Losung: Das char. Polynom ist x , = x5 = x¢c = (X — 2)?(X — 3)%.

Das Minimalpolynom codiert die maximale Grofe der Jordan—Blocke:
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Minimalpolynom aus der Jordan-Form

Q142

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q1n: charakteristisches Polynom und Minimalpolynom
Sei f: V — Vlinear tiber dem Koérper K und dimy (V) =n € N.

(1) Angenommen, x  zerfallt in Linearfaktoren tiber K. Dann gilt

Xp= (X =Xy (X = Ag)™ mit A\; # A, fiir i # j und
pp= (X —=Ap)% (X = Xp)% mitl<s; <, tir alle 4.

(2) Der Exponent s, ist die maximale Grof3e aller Jordan—-Blocke zu ..
Der Exponent r; ist die Summe der Grofien aller Jordan—Blocke zu ..

(3) Genau dann ist der Endomorphismus f iiber K diagonalisierbar,
wenn sein Minimalpolynom p, € K|X]| tber K einfach zerfillt.
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Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom

Q143

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Welche Jordan-Formen sind moglich mit charakteristischem
Polynom x , = (X — X)° und Minimalpolynom p, = (X — \)$?

Losung: (1) Im Falle ., = (X — \)' ist A diagonalisierbar:

Young-Diagramm

In diesem Fall ist A selbst diagonal, denn A = T(A\I)T~! = AL
(2) Im Falle 4, = (X — )\)? gibt es genau zwei Moglichkeiten:

A ~ T1AT =

A oder A~
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Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom

Q144

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(3) Im Falle 4 = (X — \)° gibt es genau zwei Moglichkeiten:

A

1
A

1
A

A

oder A~

A1
A

1
A

(4) Im Falle p, = (X — X\)* bzw. 4 = (X — \)® bleibt nur

A

1
A

1
A

1
A

bzw. A ~

P!
A

1
A

1
A

1
AL
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Jordan—-Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent

Q145

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Bemerkung Q1o: Potenzen der Jordan-Form J =D + N

Die Jordan-Form T-' AT = J = D + N ist Summe der Diagonalmatrix D
und der nilpotenten Matrix NV, und beide kommutieren, also DN = ND.

Angenommen N® = (. Dank binomischem Lehrsatz H2k gilt dann:

s—1
k=0

Aus A = TJT! folgt dann A™ = TJ"T ! fiir jeden Exponenten n € N.
Dies ergibt eine geschlossene Formel fiir jeden Koeffizienten von A™.

v
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Jordan—-Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent

Q146

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A

1
A

et

ek

ek

ek

ek

CA7 p A\l
)\’I’I,

CA7 p A7l
)\’I’L

T p Al
)\n

(2)A"2 (A (A
et (s (e
A" n)\n—l (’g) )\n—2
A" nA" 1
A"
(2)A" 2 (5)A 07
et (e
A" nA" 1
)\n
T
() -
n)\n—l
A’I’L
Nn ,n'un—l
T
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Q149
Von der komplexen zur reellen Jordan—Form

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Eine reelle Matrix A € R™*"™ < C"*" konnen wir reell jordanisieren nur
falls x , € R[X]. < C[X]! Uber R zerfallt. Hingegen konnen wir A immer
komplex jordanisieren und dann das komplexe Ergebnis ,reellifizieren”:

Satz Q1aq: die reelle Jordan—-Form |

Jede reelle Matrix A € R™*™ konnen wir iiber R erweitert jordanisieren,

(1) fiir jeden reellen Eigenwert A € R mit obigen Jordan-Blécken J (4, \),

(2) fiir echt komplexe Eigenwerte a +ib € C ~ R mit a,b € R und b # 0
durch erweiterte Jordan-Blocke von folgender Form:

‘a —b 1 0 ]
b a 0O 1
a —b
J(0,a,b) = b a || eRE
0 1
a —b
b a
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Von der komplexen zur reellen Jordan—Form

Q150

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (2) Wir haben conj : H()\) = H()), denn fiir alle v € C™ gilt:

conj

(A-XNFfv=0 <= A-NF1=0

Fir H()\) = Hau(A, \) wahlen wir eine Basis aus Hauptvektorketten:

022y, 220, 422 Ly, e H()) < C7
04277 A5y A2 &g, e H(L) < ¢

Beziiglich (v, ..., v,,v7, ...,v,) wird die Matrix A dargestellt durch:

A 1 0 0 -
0 A =~ 0
0 0 - 1
OOO)\Xlo()ECMX%
0 X - 0
0 0 - 1
0 0 0 X\
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Von der komplexen zur reellen Jordan—Form

Q151

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Basiswechsel: Hieraus linearkombinieren wir die reellen Basisvektoren

U

/
Uy,

re|vy]

im |vy

2

2i

s o+ 7] € R <"
ilve =) € RT<C"

Die Riicktransformation ist v, = u; + iu, und v, = u;, — iu.
Beziiglich (uf,uq, ..., uy, u,) wird die Matrix A dargestellt durch:

J(, a,b) =

1
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Q153
Von der komplexen zur reellen Jordan—Form

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Welche Matrizen A € R**? sind nicht reell diagonalisierbar?
Losung: (1) Wenn x , € R[X]; Uber R zerfillt, so gibt es genau drei Flle:

A [A
(2) Wenn y 4, € R[X]3 nicht iber R zerfillt, so bleibt dank Satz Q19 nur

A [a —b] :T[cost —sint] a.

b a sin t cost

Al

o aeft e ol

u L

mit b # 0, alsor € R_,und t € |—m,0[ U |0, 7[.
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Von der komplexen zur reellen Jordan—Form

Q154

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A

A~

O,

O,

R

IR

R

rcost

rsint

—rsint

A1
A
A1
A

rCOStT_

&.

Aufgabe: Welche Matrizen A € R**3 sind nicht reell diagonalisierbar?

3,

&.

(2) Wenn x 4 € R[X]3 nicht tiber R zerfillt, so bleibt dank Satz Q1@ nur

Losung: (1) Wenn x 4, € R[X]3 tiber R zerfallt, so gibt es genau sechs Falle:
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

Q205

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A:KN S KY: fies Af mit (Af)(n) :== f(n+1)— f(n).

(@ Ist die Abbildung A linear iiber K? Ja, klar! (Sonst Ubung!)

Aufgabe: Bestimmen Sie die Hauptraume V. = Ker A" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V. und von V = | ], .y V.. < KV,

Losung: (0) Speziell fiir r = 0 haben wir A° = id, also V = {0}.

(1) Die Gleichung A f = 0 bedeutet f(n +1) — f(n) =0 fiur allen € N.
Somit gilt V; = Ker A = (1)} mit der konstanten Funktion 1 = const,.

(2) Aus dimy Ker A = 1 folgt dimy Ker A™ < r fiir alle r € N. (Q1r/Q2A)
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Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

Q206

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(3) Wir erinnern uns an die Binomialkoeffizienten

n):n(n—l)m(n—k—l—l) nk

fo NS K fym) = (

k k! - kE
(%) | n=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k=0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 10
2 0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120
4 0 0 0 0 1 5 15 35 70 126 210

Fiir die diskrete Ableitung finden wir erneut Pascals Rekursionsformel:

A = g+~ g = (") = (1) (") 2 e

(4) Wir erhalten so die (unendlich lange) Hauptfolgenkette

O<L|f0<ilfl<i|f2<i|f3<i|...
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0207

Die diskrete Ableitung und ihre Hauptfolgen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2B: Pascals Dreieck als Hauptfolgenkette
Wir betrachten den Differenzenoperator (aka die diskrete Ableitung)

A:KYSKY: fo Af mit (Af)(n) = f(n+1)— f(n).

Zum Eigenwert 0 sind die Hauptraume der Stufe r = 1,2, 3, ... dann

Ker(A") = (fy |k <r)g mit fi(n)=(};) und

0<L|f0¢|f1<i|f2<i|f3<ilf4<il...
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen

0209

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

s: KN KN : frssf mit (sf)(n)=f(n+1).
f= (f<0)7f<1)7f(2)7 ) = sf = (f(1)7f<2)7f(3>7 )

(2 Ist der Verschiebeoperator s linear iiber K? Ja, klar! (Sonst Ubung!)

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V,, = Ker(s — )" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V. und von V = | ], .y V.. < KV,

Losung: (1) Wir wissen Eig(s, \) = ( fy )i mit fy : N — K : n = A" (P247)

(2) Aus dimg Ker(s — A) = 1 folgt dimy Ker(s — A)" < r dank Q1F/Q2A.
(3) Wir inspirieren uns an der vorigen Aufgabe und betrachten

fo i N> K:n ()AmF

Dank Pascals Rekursionstformel fiir Binomialkoeffizienten finden wir:

(s = Nfi(n) = (HAE — (A== (A = ()

k—1
(4) Wir erhalten also auch hier die (unendlich lange) Hauptfolgenkette

0 S—A\ f0< S—A\ Ifl . S—A\ Ifz E S—A\ |f3 E S—A\ L
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen

Q211

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2c: lineare Rekursion und ihre Hauptfolgen — Eigenfolgen P2s

Auf dem Folgenraum K" betrachten wir den Verschiebeoperator
s: KN KN : frssf mit (sf)(n) = f(n+1).

(1) Zum Eigenwert )\ € K sind die Hauptraume der Stufe » € N dann

Ker(s = \)" = (fi |k <r)g mit fi(n)=()A"* und

0 < S—A\ |f0 E s—A |f1 E S—A\ |f2 s—A |f3 E S—A\ |f4 S—A\

(2) Anwendung auf Rekursion: Gegeben sei ein zerfallendes Polynom
P=X"4+p X" 14 +p, X0 = (X=X (X —A)"x.
Dann hat L = Ker P(s) < K" eine Basis aus Hauptvektorketten:
N3cG

L = Ker(s— X)) &P Ker(s— \,)*

Damit kdnnen wir jede lineare Rekursionsgleichung P(s)f = 0 losen.
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Der Verschiebeoperator und seine Hauptfolgen R

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2c: lineare Rekursion und ihre Hauptfolgen — Eigenfolgen P2s

(3) Die Auswertung in 0, 1,2, ... ,n — 1 stiftet den K-Isomorphismus

pr: L>K": f (f(0), f(1), f(2),..., f(n—1)).

Damit konnen wir jede lineare Rekursion mit Anfangswerten l6sen.
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Erstes Anwendungsbeispiel zur linearen Rekursion

Q213

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: (1) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir alle Folgen

u:N—-C mit wu,=6u, ; —12u, ,+8u, 5 fir n > 3.

(2) Losen Sie dies speziell fiir die Anfangswerte u = (1, 2,3, ...).
Losung: (1) Im Folgenraum CN iiber C betrachten wir den Unterraum
L={u:N—->C|VneN:u, s —6u,, o +12u, ; —8u, =0},

also L = Ker P(s) mit P = X3 — 6X?% + 12X — 8 = (X — 2)°.
Satz Q2c beschert uns die explizite Losung L = Ker(s — 2)°:
Jede P-rekursive Folge u : N — C ist eine Linearkombination

U, =a2”+bn2"1 +c()2" 2.
(2) Wir erhalten speziell u = (1,2,3,...) mita=1,b =0, c = —1, also

u, = 2" (8 +n—n?).
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Zweites Anwendungsbeispiel zur linearen Rekursion

Q215

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: (1) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir alle Folgen

vw:N—->C mit w,=u, {+u, o —u, 3 fir n>3.

(2) Fiur welche Startwerte u = (ug, uq, uo, ...) bleibt die Folge beschrankt?

Losung: (1) Im Folgenraum CY iiber C betrachten wir den Unterraum

L={u:N—=-C|VneN:u, s —u, o —u,,; +u, =0}

also L=KerP(s) mitP=X3—-X*—-X+1=(X-1)*(X+1).
Satz Q2c beschert uns die Losung L = Ker(s — 1)? @ Ker(s + 1):
Jede P-rekursive Folge u : N — C ist eine Linearkombination

u, = a+bn+c(—1)".

(2) Die Folge u ist beschrankt gdw b = 0. Hingegen sind a, ¢ € C beliebig.

Beschrankte Losungen sind die 2-periodischen: v = (ug, uq, ug, ty, ..

).
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Was sind lineare Differentialgleichungen?

Q217

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

In vielen einfachen Anwendungen sind zunachst Zahlen gesucht...

Beispiel: Gesucht ist z € K = R, C mit der Eigenschaft 22 + 1 = 0.
Fir x € R gibt es keine Losung; fiir z € C gibt es genau zwei, x = +i.

In vielen fortgeschrittenen Anwendungen sind Funktionen gesucht...

Beispiel: Gesucht ist 4 : R — K = R, C mit der Eigenschaft «” + v = 0.
Uber C kénnen wir Losungen erraten, besser systematisch berechnen:

Auch jede Linearkombination u = ¢;u; + cyu, erfiillt die Gleichung.

Gibt es weitere Losungen? Nein! Wir haben also den C-Losungsraum:

Lo ={u:R—=Clu" +u=0} = (uy,uy)k

Oft sind reelle Losungen gefragt. Wir finden den R-Losungsraum:

Lp ={u:R—=R|u +u=0} = (cos,sin)g
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. . . . . Q219
Was sind lineare Differentialgleichungen?

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition Q2b: lineare Differentialgleichung tiber K = R, C

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung;:

u™ (t) + @y (8) u () + -+ ay (8) W/ (t) + ag () u(t) = b(t)

Gegeben ist das Definitionsintervall I C R, darauf die Koeffizienten
ag, aq,---,0, 11 — Kund die rechte Seite b : [ — K; alle seien stetig.
Gesucht sind alle Losungen u € €™ (I, K), die obige Gleichung erfiillen.

Beim Anfangswertproblem sind zudem die Anfangswerte zu einer
Zeit t, € I vorgegeben durch (u(ty), v’ (ty), ..., u" V(t,)) = v € K"

Sind a,, 4, ...,aq,a, konstant, so biindeln wir sie zum charakteristischen
Polynom P = X" +a, ;X" '+ +a; X + qy € K[X]},. Damit pragnant:
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Die Ableitung auf Polynomen und ihre Hauptfunktionen

Q221

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

0: K[X] = K[X]: F=370,fX" = 0F =37 kfi,X"!

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V, = Ker(0 — \)" fir r € N.

Losung: (1) Wir losen die Eigengleichung 0F = AF fiir A € K.
Sei A # 0. Fir F +# 0 gilt deg(0F') < deg(AF), also Eig(d, \) = {0}.
Somit bleibt nur A = 0 als einzig moglicher Eigenwert von 0.

(2) Charakteristik char K = 0: Wir finden Ker(9) = { X° ).

(3) Aus dimg Ker(0) = 1 folgt dimy Ker(9") < r fir r € N. (Q1r/Q2A)

(4) Die Polynome F, = X*/k! € K[X] bilden eine Hauptvektorkette:
024 F) « 2 F 24 F, <24 F, 2.

(5) Diese ist eine Jordan—Basis der Polynome:

Ker(d") = (Fy |k < )y — K[X]_

T
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Die Ableitung auf Polynomen und ihre Hauptfunktionen

Q222

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(1) Charakteristik char K = p > 0 verhalt sich anders!
Ker(0) = (X9, XP X?P X3P )i

(2) Fir die Polynome F,, , = X™P*F /klmit k = 0,1,...,p — 1 gilt:

3] 3] 3] 9

O Fyg 1 Fyq < ... < Fy, 4
9 ] ] 8

O F g ¢ F 7 < ... «—F, 4

8 9 9 9

O F, o1 .. «—1F, 4

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Exponentialreihe — als formale Potenzreihe

Q223

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Sei K > Q ein Ring und K| X] der Potenzreihenring mit der Ableitung
0 ¢ KIX] - KIX] : f= Y20 X" o [/ = T, kf X,

Aufgabe: Losen Sie (1) in K[X]| und (2) in K[ X] die Gleichung

f(0)=1 und f' = f.

Losung: (1) Das ist unmoglich! Aus f € K| X] und f’ = f folgt f = 0.
(2) Aus f, = 1und f' = ffolgt f, ; = kf, fir alle K > 1, also f,, = 1/k!

exp(X) == oy XF/k = 14+ X+ X2/24+X3/31 + ...
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Exponentialfunktion — als reelle Funktion! Q225

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2E: Exponentialfunktion — Analysis ¥
(0) Die Exponentialreihe konvergiert und definiert folgende Funktionen:
(z) = 220" /R
exp : C » C~ :exp(z) =Y. 2" /K
exp : R — GL,,(R) : exp(A) = >, A% /k!
exp : C"*" — GL,,(C) : exp(A) = >, A% /k!

exp : R > R, : exp

8

(1) Fiir alle A, Bmit AB = BA gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B).
Speziell fiir B = —A folgt daraus exp(A) exp(—A) = exp(0) = 1.
Demnach ist exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

(2) Fiir f(t) = exp(At) = 3" AF¢k [kl gilt f'(t) = Aexp(AL).
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Die Ableitung und ihre Hauptfunktionen

Q227

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Auf € = € (R, K) iiber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator
0: 6° =56 : f f.

(2 Ist die Abbildung 0 linear iiber K? Ja, klar! (Ubung/Analysis)

Aufgabe: Bestimmen Sie die Hauptraume V. = Ker 0" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V. und von V = | ..y V...

Losung: (1) Es gilt f € Kerd gdw f = 0. (Warum? ZWS, HDI, Q3c)
(2) Aus dimy Ker 0 = 1 folgt dimy Ker 9" < r fiir alle r € N. (Q1r/Q24)
(3) Wir nutzen die faktorielle Monombasis: f;, : R — K : f,(t) = t*/k!.
(4) Wir erhalten so die (unendlich lange) Hauptfunktionenkette
021 fo <24 f; 2 fy 2 fo 2 ..

(5) Diese ist eine Jordan—Basis der Polynomfunktionen:

V., =Ker0" = (f, |k <r)g = K[|,

V=Uen Ve = (fi| k€ N)g = K[
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Die Ableitung und ihre Hauptfunktionen

Q228

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V, = Ker(0 — \)" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V. und von V = | ], .y V.. < KV,

Losung: (1) Die Eigengleichung 0f = A f wird gelost durch
f:R=K: f(t) =ceM mitcekK.
Gibt es weitere Losungen? Nein! (Warum? ZWS, HDI, Q3c)
Eig(0,\) = (fy)x mit f,: R =K :tr e

(2) Aus dimg Ker(0 — A) = 1 folgt dimy Ker(0 — A\)" < r dank Q1r/Q2A.

(3) Die vorigen Aufgaben inspirieren folgende Hauptfunktionen:
fro 1 R—=K:trserth/El
Ofp(t) = XeMtF/kl+eMtF 1/ (k—1)! = Af(t) + fr_1(¢)

(4) Wir erhalten auch hier eine unendlich lange Hauptfunktionenkette:

Y (e PR Y A e R
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Die Ableitung und ihre Hauptfunktionen

Q229

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2F: Hauptfunktionen des Ableitungsoperators
Auf €*° = 6€°(R,K) iiber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator

0: 6° = 6 :f— f.

(1) Zum Eigenwert )\ € K sind die Hauptraume der Stufe » € N dann

Ker(@—)\)rz(fk\k<r>]!K mit fk()ze”t’“/k' und
A fo—— A A fo s fa s fy —

(2) Anwendung auf DGleichungen: Gegeben sei ein zerfallendes Polynom
P=X"4+p X" 14 dp XO=(X— X)) (X —A,)*
Dann hat L = Ker P(0) < 6 (R, K) eine Basis aus Hauptvektorketten:
L = Ker(0—\)" @ - @ Ker(d — \,)™

Damit konnen wir jede lineare Differentialgleichung P(0)f = 0 l6sen.
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Die Ableitung und ihre Hauptfunktionen

Q230

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2F: Hauptfunktionen des Ableitungsoperators
(3) Die Auswertung zum Zeitpunkt ¢ = 0 stiftet den K-Isomorphismus

q: L>K": f (f(O), f/(0)7 f”(o)v"'af(n_l)(O))'

Damit l6sen wir jede lineare Differentialgleichung mit Anfangswerten.

(4) Wir vergleichen 0 und s mittels T: € — KN : f = (f™(0)),,n.

€> (R, K) —2— €>(R,K) Ker P(9) [t > eM R k)]
T| T| 7|~ T[
KN = KN Ker P(s) [n = (3)A" "]

Esgilt T o0 =soT,also T o P(0) = P(s) cTund T(Ker P(0)) < Ker P(s

Dabei schickt T jede Hauptfunktion ¢ - e’ t* /k! auf die Hauptfolge
n = (7)A""*. Somit ist T : Ker P(9) — Ker P(s) ein Isomorphismus.

).
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Erstes Anwendungsbeispiel zu linearen DGleichungen

Q233

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: (1) Finden Sie alle €°°-Funktionen u : R — C mit

v’ —6u” +12u’ — 8u = 0.

(2) Losen Sie dies fiir die Anfangswerte «(0) = «'(0) = 0 und »” (0) = 1.

Losung: (1) Im Funktionenraum € (R, C) iiber C betrachten wir den
Losungsraum L = Ker P(9) mit P = X° —6X? + 12X — 8 = (X — 2)°.

Dank unserem vorigen Satz Q2F wissen wir:
L={tr e e¥t e¥t?/2 )L
Jede Losung u € L schreibt sich demnach
u(t) = e**(a + bt + ct?/2)

mit eindeutigen Koeflizienten a, b, ¢ € C. (2) Die gewiinschten
Anfangswerte erreichen wir durcha =0,b =0, ¢ = 1, also

u(t) = e* 2 /2.
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Konjugiert-komplexe Losungen

Q237

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zu 16sen sei iiber R die homogene lineare Differentialgleichung

P(8) u(t) = 0.

Hierzu sei P(X) = ag + a; X + -+ a,, X™ € R[X] ein reelles Polynom.
Ist u : R — C eine Losung, so auch die konjugierte Funktion w : R — C:

conj

PO u=0 < P@)a=0

Ist A = 0 4+ iw mit o,w € R und w # 0 eine k-fache Nullstelle von P,
so hat unsere DG hat die 2k konjugiert-komplexen Losungen

At )\t At tF1
e, € t, voo g m,
At )\t At th!

e ’ e t, oo e ’ e (k—]_)! .
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. Q238
Von komplexen zu reellen Losungen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Anwendungen erfordern oft reelle Losungen u : R — R. Basiswechsel:
et — ot [cos(wt) + isin(wt)] eot cos(wt) %[e” + eXt]

e’ = e7t[cos(wt) — isin(wt)] et sin(wt) = &[eM —eM]

Wir linearkombinieren so aus den komplexen die reellen Losungen

e’ cos(wt), e* cos(wt) t, ..., €7 cos(wt) (12:1)! ,
e’ sin(wt), e’ sin(wt) t, ..., €7 sin(wt) (12:1)!.
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Anwendungsbeispiel: komplex vs reell

Q240

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Finden Sie ein reelles Fundamentalsystem der Gleichung

u® (t) + 8u” (t) + 16u(t) = 0.

Losung: Das char. Polynom unserer Gleichung P(9) u = 0 ist
P(X)=X*+8X%4+16 = (X? +4)? = (X — 2i)*(X + 2i)%
Ein komplexes Fundamentalsystem ist
et g2t g2ty o2t
Hieraus gewinnen wir das reelle Fundamentalsystem
cos(2t), sin(2t), tcos(2t), tsin(2t).
Jede reelle Losung v : R — R hat demnach die Form
u(t) = cos(2t)(ay + ast) + sin(2t)(ag + ay t)

mit eindeutig bestimmten Konstanten o4, a,, a5, o, € R.
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Beispiel: mechanische Schwingung

Q241
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Schwingung einer Masse an einer Feder:

NN N

\\\\\ NN NN
\\\\\ NN NN
NN NN NN NN
NN NN

\\\\\ NN NN
\\\\\ NN NN
NN NN NN NN

i e a(t)

Zeit t € R, Auslenkung z(t) aus Ruhelage, Riickstellkraft F}

\\\\\

\\\\\

\\\\\

= —kuzx,
zusatzlich noch Reibung / viskoser Stromungswiderstand F,

= —CZ.

Newtons Bewegungsgesetz m& = F; + F;, alsomz +cx + kxz = 0.
Dies fithrt zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

Z(t) + 26 2(t) + wi z(t) = 0

mit konstanten Koeffizienten § = ¢/2m > 0 und w3 = k/m, wy > 0.

Bei duflerer Anregung durch eine Kraft F'(t) = m f(t) gilt:

Z(t) + 26 2(t) + ws z(t) = f(¢)
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Beispiel: das mathematische Pendel

Q243
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

IR aEeed

AN
N\
N\
\
AN
N\
N\
NN\
NN\
AN

Die Ruckstellkraft ist hier nicht-linear:

F(t)=—m-g-siny(t)

\ FG

Y

Newtons Bewegungsgesetz F'(t) = m £ ¢(t) fihrt zu

B(t) = =7 sinp(t).
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Freie harmonische Schwingung

Q245

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Finden Sie alle Losungen u : R — R der Differentialgleichung

i(t) + 20 u(t) + wi u(t) = 0.

Losung: Wir 16sen P(9)u = 0 fur P = X? + 20X + wi. Eigenwerte:

A=—-0++62—wt € C

d < wy: schwache Dimpfung, zwei komplex-konjugierte Nullstellen
d > wy: starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen A; < —d < A, <0
d = wy: kritische Dampfung, doppelte reelle Nullstelle \; = A\, = —¢
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q246

Schwache Dampfung: § < w,

— e cos(wt)

~9t sin(wt)
an e—5t

— €

3
~—

S
Ne)

47w

27w
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q247

Starke Dampfung: § > w,

-]

-]
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q248

Kritische Dampfung: § = w,

-]

— S
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. . Q249
Erzwungene harmonische Schwingung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

i(t) + 20 u(t) + w? u(t) = acos(w;t)

Aufgabe: Gesucht ist u(t) = A cos(wt — ¢) mit Amplitude A und Phase .

Losung: Dies ist der Realteil der komplexen Differentialgleichung
Z(t) + 20 2(t) + w? 2(t) = ae“1?,

Der Exponentialansatz z(t) = ce'*® fithrt uns zur Gleichung
[—w? + 26 iw + W] cel¥t = gelnt,

Damit finden wir w = w, und ¢ = a/(w? — W? + 20iw,) = Ae %,
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q250

Erzwungene harmonische Schwingung

o
3
o

a cos(wt)

—0 =0.2w,
—9

— 0 =04w,
— 0 =0.5w,

—0=0

2w

Frequenz w, der dufleren Anregung f(¢)

-]

Sy SN =Y

dun3urmyog 1ap ('m)y spnjdury

"UQSUMNIDINE[IF dUYO UOISIIA[RES TP INU ST SA(]



Zusammenfassung: freie harmonische Schwingung

Q253

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2a: freie harmonische Schwingung

(1) Die homogene lineare Differentialgleichung

u(t) + 20 4(t) + wiu(t) =0

hat einen zweidimensionalen Losungsraum; die allgemeine Losung ist

u(t) = cyuq(t) + couy(t) mit freien Konstanten ¢, ¢, € K

(7% [c; cos(wt) + ¢y sin(wt)]  fiir § < wy und w = /w3 — 2,
= < e % [c; e +cy eM] fir § > wy und A = /6% — W3,
Le ™% [¢; + eyt fir 6 = w, (kritische Dampfung).

Anfangswerte u(t,) und u(t,) konnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, ¢, eindeutig fest (und umgekehrt).
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Zusammenfassung: erzwungene harmonische Schwingung

Q254

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2aG: erzwungene harmonische Schwingung

(2) Die inhomogene lineare Differentialgleichung

i(t) + 26 u(t) + wi u(t) = acos(w;t)

hat einen zweidim. affinen Losungsraum; die allgemeine Losung ist

u(t) = ug(t) + c;uq (t) + cous(t) mit freien Konstanten ¢q, ¢, und

( Acos(w;t — ) fiir 6§ > 0 oder w; # w, (generisch Q249),
t) = t
to(t) = < 2a_ sin(w; t) fiir 6 = 0 und w; = w, (Resonanz Q251).
\ 2W1

,2Allgemeine Losungen = partikulare Losung + homogene Losungen™
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Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Q255

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Typische Beispiele: Bei schwacher Dampfung 0 < § < w, gilt

u(t) =

Acos(wit —¢) + e °[e; cos(wt) + ¢y sin(wt)]

periodische Losung Einschwingvorgang — O fiir t — oo

Der Sonderfall § = 0 und w; = w, fithrt zur Resonanz(katastrophe):

u(t)

at | :
= —sin(wyt) + ¢4 cos(wyt) + ¢y sin(wyt)
2w
Amplitude wichst unbeschrankt periodisch, insbesondere beschrankt
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Affin-lineare Struktur des Losungsraums

Q261

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2H: Struktursatz fiir lineare Differentialgleichungen

Gegeben seien P € K[X]! und b : I — K stetig auf dem Intervall I C R.

Wir untersuchen die Losungsmenge L = {u € €"([,K) | P(0)u =b}.

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(tg, Vg, .-, U,_1) € I x K™ existiert genau eine Losung v € L mit
u(ty) = vy, ..., wV(t,) = v, _,. Wir haben also die Bijektion

U, + LK :u (u(ty), v (t), - Jum ().

(1) Ly = {u| P(0)u = 0} ist ein K-linearer URaum der Dimension n.
Wir finden ein Fundamentalsystem w4, ... ,u,, € L,, etwa dank Q2F:

Ly ={cuy + - +c,u, ‘ ClyersCy € KH = K™

(2) L ={u|P(0)u = b} ist ein K-affiner URaum der Dimension n.
Fiir jede Partikulirlésung u, € L, etwa dank Q21/Q2j, gilt demnach:

L=wuy+ Ly= {Uo+61u1 +~-—|—cnun\cl,...,cn eK}’
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Losungsformel fiir exponentielle rechte Seiten

Q265

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q21: Losungsformel fiir exponentielle rechte Seiten

Sei P € K[X] ein Polynom. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

P(8) u(t) = et

(0) Gilt P(u) # 0, so haben wir die Eigenlosung

ug(t) = e/ P(p).

(1) Ist 4 eine k-fache Nullstelle des Polynoms P, so sprechen wir
von k-facher Resonanz und erhalten die Hauptlosung

ug(t) = ek th/PH) (1),

(2) Dank Superposition l6sen wir damit auch rechte Seiten der Form

e?" cos(wt) = [e(0+iw)t_|_e(a—iw)t]

)

(o—iw)t] .

e?" sin(wt) = —e
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Greensche Losungsformel fiir beliebige rechte Seiten >

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q2j: Greensche Fundamentallosung und Losungsformel

Sei P(X)=X"+a, X" 14+ +a,X+ay, € K[X]! ein Polynom
und b : R D I — K stetig. Zu l6sen ist die Difterentialgleichung

Die homogene Gleichung P(0) v = 0 hat genau eine Losung v : R — K
mit den Anfangswerten u(0) = --- = ("2 (0) = 0 und »("~V(0) = 1.

Wir nennen u die Greensche Fundamentallosung. Hieraus erhalten wir
eine Losung der inhomogenen Gleichung P(0) x = b durch Faltung:

z(t) = Jrot, w(t —7)b(7)dT.
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Was sind Differentialgleichungssysteme?

Q301

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

In vielen Anwendungen geht es um Groflen z,(t),...,x,(t) € K=R,C,
deren Entwicklung durch Differentialgleichungen beschrieben wird:

(2 (t) = fi(t, 2 (2), ..., z,(2)),

\CE;z(t> — fn(t7 xl(t>7 7xn<t>)°

Mit z = (z{,...,z,) und f = (fy, ..., f,,) biindeln wir dies pragnant zu:

z'(t) = f(t,2(t))
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Newtons Himmelsmechanik: die Bewegungsgleichung >

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Nennen Sie die Bewegungsgleichung fiir Kérper £ =1, ..., n
mit Masse m,, > 0, Position u, (t) € R> und Geschwindigkeit v, (t) € R>.

Losung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

.0 . (2)
U = Uk, Vg = k() = Zj;Akaj (uj_uk)/’uj_uk‘g'

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u,(0) und v, (0) zur Zeit t = 0.
Als Losung gesucht ist die Bewegung (uq, vy, ..., u,,v,) : [0,T] — R°™.

© Den Fall n = 2 16sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
&) Fiir n > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen l6sen!
© Euler—Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = t, < t; <t, < t3 < ...,

Up(tiv1) =~ up(t;) +o(t;) - (L — 1),
Up(tiz1) =~ vp(t;) + fr(u) - (E40 — ;).
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Was sind lineare Differentialgleichungssysteme? >

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition Q3A: lineares Differentialgleichungssystem liber K = R, C

Jedes lineare Differentialgleichungssystem ist von folgender Form:

(z1(t) = a1 (1) 71 (1) + .- + aq,(t) 2, (t) + 041(2)

(L3 () = @1 (8) 21(F) + - + 0, () 2, () + b, (2)

Gegeben sind hier die Koeflizienten a;; : I — K und die rechten Seiten
b, : I — K als stetige Funktionen auf einem Intervall I C R, gebiindelt:

' (t) = A(t) z(t) + b(t)

Gesucht sind als Lésungen alle Funktionen z : I — K" in €!(I,K"),
die die Gleichung x’(t) = A(¢t) z(t) + b(¢) in jedem Punkt ¢ € I erfiillen.

Beim Anfangswertproblem ist zudem z(¢,) = v € K" vorgegeben.
Fiir b = 0 erhalten wir die homogene DGleichung z’(t) = A(t) x(t).
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Der harmonische Oszillator als dynamisches System

Q313
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

\\\\\ k m k
\\\\\ 1 2 NN
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\
\\\\\ }_> u NN N NN

Aufgabe: Formulieren und l6sen Sie den harmonischen Oszillator...
(1) als eine eindimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung,
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

Losung: (1) Zeit t € R, Position u(t) € R, Geschwindigkeit u(t) € R,
Beschleunigung i(t) € R, Kraft —w? u(t) — 26 4(t), Bewegungsgesetz:

u(t) + 20 u(t) + wiu(t) =0

e %[y cos(wt) + ¢y sin(wt)] mit w = /ws —

1(8), 22(1)) =

Losung u(t) = 0% € R,.

(2) Zustand (z

u(t), u(t)), Zustandsraum R?, DGSystem:
(u(t),u(t)) y

=1 )L

T, = Lo s 1
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q315
Beispiel

Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?

Harmonischer Oszillator, keine Dampfung § = 0, zum Beispiel w, = 1:
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L ) == E e N S N
o L U U N N Y " Y
P4 e s N N 0 ' Y
b D —— SN NN W N h
A A e S N N '
A A N o e —
A s T O TN
\\ L ///
x\ \ - — . ~a Y x//
VA A A s S o N O\
1 A Af A A A P A A N NN NN\ A\

NS XX LN RN
) FAATAA 7>+ Y Y
Y DA A SN N TR VIR VERY R
NiinE B
] 4 4 ¢ L Y \
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B R R R
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A AN A NNNRNN S~ ewy /Py
CAAN ANty N
N S, W N N N S I A /aalV
Y\ AN " Y o FF FJF ¥
AR NN N NSNS S
// X :X//A/A/A/A.A\A\\\\\X\ ¥ \ "
,//1:_b,4/4/ NN~ i A
R //4//4/[#//4./W/IAIA|A\\\§\\\\\\ '
,/1 XX ¥ ¥ ) e — VSN S S < FF
RN ////{/A/A/A/.OAIA\\A\\\X\\\\\\ K ¥
ORORORORC R RO S~ __AIA\\A\L\\\k\\\\\\\\\
N N N N N N SR N e e e g g gl gl GV
. N N N R TR S N e e e g g gl
* X X K W e y S
A N N N R L R e e e e o P '
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N R N N N S R . et e e g dy G
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q316
Beispiel

Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R?

4 _|5_ r _r \‘\i\ﬁ\\i\\Y\V\V\\YlmMﬂI.VI.YIY/Y/Y/V/ 5 —

v NI T T T oy oy > > L~

L 4 = 2_ \\*\\\\i\i\*\V\V\VlVI.YI.Y/Y/Y/Y/V/mc

by T X Iy Ty oy > >~~~

__ — 1\<\\1\\1~**1W|VVJVAV*W /)L))

mwO . O _ T T T Ty oy oy b= S a0 N D
i e A A G G G G g g G e e U GG NG N W
o I SN N
o B < NN N
260 oA A L VL WE W
U\\\\\\ V_/,/»//,
i 1720 W
y |
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o I A 2% I
s &S /o
S A \ 7
N A rgr et MYy

=3 A N A A A Al
S (O Yy
AV O I R T T (KA A
wo RS »FF
VR EEEEER e
o [T TYIANRXY (xS
oo | 124 NANXNXY ooy
= 1A NRNRRY Ak
Pm #Y/l 1/1 X_ X Sy S S
LY (T S Ca” Ak
S 0NN RN N ORI RS A A i
1S NN RO S Sy
D / LA . N N N N S
Laup / XXX A S S S e B S s
) ///4// A N N e
nWa XORORORCRORCRCR R e d e ke
h /4/4/4/%/4///4/4 e P s
& LN N N N N N N e e

X X % X ~ W ™ o~
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q317
Beispiel

Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

¢ .O wwwww 7 7 — \ o e e > N > N
1_ <
Sl P— \\*\\\\*\V\V\Y\\Vﬂwﬂ*l*l*l*/v./?/f/ 5 h
- 1O
— o0
1_0.wu by _ 5. O O, O - Z5' Ji ittt NGO (N n N
e ~
I > =

,
VA S
/)

¥ A
y

i i i N A S S

MR R R S b L h h b &

N N N N R | e S e
AT R N R S e B et s P st Sl el =l

AN N SR TR S | B S s, s S 3 el el ™

Approximation durch das Euler-Verfahren mit Schrittweite At

A7 A 7T

" AAAA T AT T T
AN
A A

A i . A 4 ~ e g -
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. . . . . Q321
Exponentialfunktion... einer Diagonalmatrix

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(4) = Y % A% /k!
der Diagonalmatrix A = diag(Aq, ..., A,,) € K"*™ sowie exp(At) fir ¢t € R.

Losung: (0) Die Potenzen der Matrix A sind leicht zu berechnen:

‘A 00 A0
A — .. — Ak — ..
0 A 0 AF
(1) Hieraus berechnen wir ebenso leicht die Exponentialreihe:
Coo A ] B ]
2, AF k=0 I 0 e 0
exp(A) = i | =
= ) 0 n An
w=0 0 >0 >I‘€—, ] | 0 etn _

(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:

_e>‘1t O -
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Exponentialfunktion...

eines nilpotenten Jordan—-Blocks

Q323

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Berechnen Sie exp(Nt) eines nilpotenten Jordan-Blocks.

0 1 0 07 0 0 1 07 0 0 0 17
oo 10 , |00 01 s |00 0 0
N= 0 0 0 1 Vo= 0 0 0 O N = 0 0 0 O
0 0 0 0] 0 0 0 0] 0 0 0 0]
Losung: (1) Hier gilt N* = 0, die Exponentialreihe bricht also ab:
0 1 0 0] EEREE
0010 N0+N1+N2+N3_ 01 1 5
Plooo 1| "o "2 T T oo 11
0 0 0 0] 00 0 1]
(2) Mit dem Zeitparameter ¢ € R im Exponenten erhalten wir:

- 3 -

0 £1 2 3 Lt %

ol t t 01 t+ &Y

Nt :N Nl N2 N3 p— 21

e I TR TR P I T
00 0 1.
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Exponentialfunktion... eines allgemeinen Jordan-Blocks

Q324

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Berechnen Sie exp(Bt) eines allgemeinen Jordan—Blocks

‘A1 0 0°
o0 X 10 e
B=1lo 0 x 1|8
0 0 0 M|
Losung: (1) Wir haben B = D + N mit D = Al. Dank DN = N D folgt:
101 S 5]
(B) £ exp(D)esp(N) = & [0 1 1 ¥
exp = exp exp = e 00 1 1
00 0 1.

(2) Mit dem Zeitparameter ¢ € R im Exponenten erhalten wir:

t3-

3!
t?
exp(Bt) % exp(Dt) exp(Nt) = et %!

1 _

O = o+ N

OO O =
OO = o~
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Die Exponentialfunktion fiir Matrizen

Q325

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q3B: die Exponentialfunktion fiir Matrizen liber K = R, C

0 Fir jede Matrix A € K™*™ konvergiert die Exponentialreihe

A= S A At Ly Ly
eXp()._;ﬁ_ + A+ SAT AT+ AT

1 Zudem gilt der Euler-Grenzwert (I + = A)™ — exp(A) fir n — co.

Die so definierte Matrix-Exponentialfunktion exp : K**" — K"*"
hat die von exp : R — R und exp : C — C vertrauten Eigenschaften:

2 Die Nullmatrix 0 wird auf die Einheitsmatrix exp(0) = I abgebildet.

3 Aus AB = BA folgt exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

4 Insbesondere gilt also exp(A) exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = L.
Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

5 Die Zuordnung ¢  exp(tA) deﬁniert eine differenzierbare Kurve
in GL, K ¢ K™ mit 0+ [und £ exp(tA) = Aexp(tA).
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Die Exponentialfunktion fiir Matrizen

Q326

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q38: die Exponentialfunktion fiir Matrizen

Die Exponentialfunktion vertragt sich zudem mit Matrix-Operationen:

6 Transposition: exp(A") = exp(A4)T

7 komplexe Konjugation: exp(A) = exp(A)
8 Konjugation: exp(T *AT) = T ! exp(A)T
9 Determinantenformel: det(exp(A)) = exp(tr(A))
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Beispiel: eine euklidische Drehmatrix Q37

Aufgabe: Berechnen Sie exp(At) fir A = [{ ' ]. Losung:

o -1 ,, [-1 0 s [0 11 ., J1 o0
A_ll O]’A_[O —1]’A_[—1 o]’A_[o 1]

Hieraus berechnen wir miihelos die Matrix-Exponentialfunktion:

t2 t4 3 o )
AP - gt | | sint cost
3! 51 2! 4!

Bemerkung: Fiir die Ableitung gilt wie erwartet

d

et |

—sint —cost
cost —sint

] — Aexp(At).

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

exo | 5 = S 0 ox 0 —¢ _ s cost —sint
Ply s | @ Plo & Ply 0| = sint cost

|
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Q341

Lineares Differentialgleichungssystem (DGSystem)

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Definition Q3a: lineares Differentialgleichungssystem liber K = R, C
Eine lineares Differentialgleichungssystem (DGSystem) hat die Form

a(t) = A(t) u(t) + b(t).

Gegeben ist die Systemmatrix A : I — K™*" und der Stérterm b : I — K",
beide stetig auf dem Intervall I C R. Gesucht sind alle u : I — K" mit
stetiger Ableitung % : I — K" und zeitlicher Entwicklung u = Awu + b.

Beim Anfangswertproblem (AWP) ist zudem u(t,) = v, € K" vorgeben.

(2 Wie viele Losungen hat das AWP? keine, eine, viele? Genau eine!
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Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Q343

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Losen Sie das AWP zunichst fiir den Spezialfall A = 0:

u(ty) = vg, w'(t) = b(t)

Eindeutigkeit: Angenommen u : I — K" ist eine Losung. Dank HDI gilt:

Lo/ (7)dr = u(t) — ul(ty)

T:to

ult) = v + [Ly, b(r)dr

Existenz: Diese Integralformel konstruiert eine Losung v : I — K. Probe!
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Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Q344

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Losen Sie das AWP fiir das in/homogene DGSystem:

u(ty) = vy, u'(t) = Au(t)+ b(t)

Eindeutigkeit: Angenommen v : I — K" ist irgendeine Losung,.
Wir nutzen die Hilfsfunktion v(t) := e~4(!=%0) y(¢). Fiir sie gilt:

v(to) = u(to) = vy,
v (t) = — Ae 4070 o (t) + e A00) (A u(t) + b(t)) = e~ A1) b(t)
Das erzwingt dank HDI wie in der vorigen Aufgabe erklart:

u(t) = v + [1y, e Alr=t) p(r)dr

Wenn es eine Losung u gibt, dann nur diese: u(t) = eA(t—to) y(t).
Existenz: Wir setzen u(t) = e*~*) y(¢) und machen die Probe:

u(ty) = v(ty) = vy,
w' (1) = Aedt=to) y(t) 4 eAlt=to) e=Alt0) h(¢) = Au(t) + b(2)
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Q345

Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q3c: Existenz & Eindeutigkeit & explizite Losung durch Integration
Zu 16sen sei das in/homogene DGSystem als AWP wie in Q3A definiert:

u(ty) = vy, u'(t) = Au(t)+ b(t)

Dazu existiert genau eine Losung u : I — K”. Wir haben explizit:

u(t) = eAtto) g 4 eAlt—to) [t o=AlT—t0) h(7) dr
(t) 0o+ Ji=t, (7)
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Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Q346

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Losen Sie x| = —x,, 5, = x; mit 2,(0) = 1, 2,(0) = 0.

Losung: Wir suchen z : R — R? mit

2 (t) = Az(t) und z(0) =v wobei A= [(1) _01] und v — [

Das AWP hat dank Satz Q3c genau eine Losung, namlich explizit:

_ a+._|cost —sint||1]| |cost
o) =eTv = [sint cost ] [O] B [Sint

1
0

|
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Affin-lineare Struktur des Losungsraums

Q347

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q3b: Struktursatz fiir lineare Differentialgleichungssysteme
Gegeben sei A € K®*™ und b : I — K" stetig auf dem Intervall I C R.

Wir untersuchen die Losungsmenge L = {u € €*(I,K")|u = Au+b}.

(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(tg,vy) € I x K" existiert genau eine Losung u € L mit u(t,) = v,
dank Satz Q3c. Die Auswertung in ¢, stiftet also eine Bijektion:

U, : L>=K":ub u(l)

(1) Ly = {u|u = Au} ist ein K-linearer URaum der Dimension n.
Wir finden ein Fundamentalsystem w4, ... ,u,, € L,, etwa dank Q3c:

Ly = {ciuy + - +cpu, |1y yc, EK}P = K"

(2) L ={u|tw= Au+ b} ist ein K-affiner URaum der Dimension n.
Fiir jede Partikuliarléosung u, € L, etwa dank Q3c, gilt demnach:

L=uy+ Ly = {uy+ciuy + - +cpu, | e,y ,c, €KY
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System B

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

kl mq k2 Mo
GO000000 O 00000000
— u(t) — v

Aufgabe: Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System...
(0) als Bewegungsgleichung sowie (1) als DGSystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat die Losungsmenge? (a) ,Form” und (b) ,,Grof3e™?

k

000000¢
t)

Losung: (0) Auslenkungen u(t), v(t) aus der Ruhelage. Kraftebilanz:

Fi(t) = —kyu(t) — ko [“(t) — U<t>]
Fy(t) = —kgv(t) — ks [’U(t) - U<t)]

Bewegungsgesetz: mqu(t) = Fy(t) und m,9(t) = F,(t). Hieraus folgt:
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Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System

Q350

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(1) Wir haben ein DGSystem zweiter Ordnung:

{z’i(t)

Neue Variablen z, =u, z, =v, 3 =4, x, = v reduzieren dies zu:

(2) Die Losungsmenge ist (a) ein R-Vektorraum (b) der Dimension 4.

0 0
0 O
a b

¢ d

OO O -
O O = O

au(t) 4+ bo(t)
U(t) = cu(t) + dv(t)

x=Azx
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Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz

0351

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: (3) Losen Sie den symmetrischen Fall m; = m,, k; = k5.
(4) Welche Bewegung folgt aus u(0) = 2, v(0) = 0, w(0) = ©(0) = 07

Losung: Einstweilen nutzen wir unsere physikalische Anschauung!

(3a) Der Ansatz u = v entkoppelt zu i = —%u, U = —%v.
k

= m

(3b) Der Ansatz u = —v entkoppelt zu i = —kl;fb—?l%u, U = —'“;S,—Ql%v

kq +2k,

my

Losungen: u,(t) = cos(w;t) und uy(t) = sin(w;t) mit w?

Losungen: us(t) = cos(wot) und u,(t) = sin(wyt) mit w3 =

Sind wir schon fertig? Ja! Jede Losung ist eine Linearkombination

Rt B B R e e B FR A

Ny

2
> w1,
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Gekoppelte Oszillatoren: gleichsinnige Eigenschwingungen

Q353

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

[llustration fiir den Fall my = my, =1und k; =k, = k3 = 1.
Gleichsinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w; = 1:

AN

SN AN RN

TR

SN PN R

N AN
/

TR N
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Gekoppelte Oszillatoren: gegensinnige Eigenschwingungen

Q354

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

[llustration fiir den Fall my = my, =1und k; =k, = k3 = 1.
Gegensinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w, = v/3:

N L AN L AN LI
NN NN NN

L AN AN AN

NN AN NN
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Uberlagerung von Eigenschwingungen

Q355

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(4) Diese Linearkombination von Eigenschwingungen 16st das AWP:

u(t) = cos(t) + cos(v/3t), u(0)

v(t) = cos(t) — cos(v/3t), v(0) =0, o(0)

7N

e

/ N\

7
S
PanN

| /N N

NN

Ly

i NV

N>
P

)ﬁb
o
TN

//
T~
(,
N\
/
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen.

Q357

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

aImm
i F -

Aufgabe: Was geschieht bei schwacher Kopplung, 0 < k, < k; = k3?
Als Zahlenbeispiel sei m; = m, = 1 sowie k; = k3 = 400 und k, = 20.5.

Partnerschaukel, Schloss Freudenb;rg in Wiesbaden, Bildquelle: reinmein.info
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Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen.

Q358

"ﬂM

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

0/
il
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q361

Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger

.. . _ _. . ._ . .
LA — ﬂ"j.r_.."__llﬂ_l"““"ﬂrl" o=ttt

T e e
e o i
g e e
. e .

+
i ]

H—; ==

T

Taipei 101 Empire State Building

Taipei 101, Schwingungstilger
(tuned mass damper / TMD)

01.05.1974
Willis Tower

04.01.2010
Burj Khalifa

"UQSUMNIDINE[IF dUYO UOISIIA[RES TP INU ST SA(]



Von Eigenvektoren zu Eigenfunktionen

Q365

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

u'(t) = Au(t), u(0)=wv

Aufgabe: Berechnen Sie die Losung im Falle Av = \wv.

Losung: (0) Wir kennen die eindeutige Losung u: R - K" : t > e
tA ,, Def = tk Ak Fig S tk )\k Deb
et v k:' k' = e v

tA
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Von Eigenvektoren zu Eigenfunktionen

Q366

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q3E: Losung eines DGSystems durch Eigenfunktionen

Gegeben sei A € K™"*". Zu l6sen sei das DGSystem v’ (t) = A u(t).
(1) Jeder Eigenvektor v € K™ mit Av = A\v definiert eine Eigenfunktion

u:R—= K"t u(t) =ero.

Diese 16st das DGSystem v’ (t) = A u(t) mit dem Anfangswert u(0) = v.

(2) Angenommen, die Matrix A ist iiber K diagonalisierbar, erlaubt also
eine Basis vy, ..., v, € K" aus Eigenvektoren. Dann l6sen wir unser
DGSystem durch eine Basis aus Eigenfunktionen u, (t) = e*s? v, :

Jede Losung des DGSystems u'(t) = A u(t) ist eine Linearkombination
u = cquq + -+ + ¢, u, mit eindeutigen Koeffizienten ¢4, ..., ¢, € K.

© Ist die Matrix A diagonalisierbar, so ist damit die Losung leicht!
& Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar. Was tun? Hauptvektoren!
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Von Hauptvektoren zu Hauptfunktionen

Q367

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz Q3F: Losung eines DGSystems durch Hauptfunktionen

Gegeben sei A € K™"*". Zu l6sen sei das DGSystem v’ (t) = A u(t).

Hierzu sei 0 =24 v, =2 v, <=2 ... &= v, eine Hauptvektorkette.

Diese 1ost das DGSystem durch die Hauptfunktionen u, ..., u, mit

\ t2 tk—l
u(t) = e |vp F 10y + Sy + o G

2

Wie die Hauptvektoren bilden auch die Hauptfunktionen eine Kette:

0N u, ENu, &4 &N, also Auy, = My, +uy_q,
02 u; & Mu, & &Ny, also  ul = Muy +up .

Somit gilt u; (t) = Awuy(t) mit Anfangswert u,(0) = vy.
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Q373

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

NN N Y
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN
NN NN

Aufgabe: (1) Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System
als ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

(2) Welche Struktur hat die Losungsmenge? (a) ,Form™ und (b) ,,Gréf3e”?

(3) Finden Sie alle Losungen zum Produktansatz u;(t) = el plwt

(4) Gewinnen Sie hieraus eine reelle Basis des Losungsraumes.
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Q374

Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Losung: (1a) Auslenkung u,(t) € R aus der Ruhelage,

lineare Riickstellkraft F; = k(u,; —u;) + k(u;_; —u;),

Newtons Bewegungsgesetz F; = mii,;. Mit ¢* = k/m erhalten wir

u;(t) = ¢t [uj—l(t) — 2u;(t) + uj+1(t)] mit  uy(t) = upqq(¢) = 0.

(1b) Diese Bewegungsgleichung ist zweiter Ordnung in n Unbekannten.
Wir reduzieren sie nun dquivalent zu erster Ordnung in 2n Unbekannten:

L) = (a0 = [ 8, ][]
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Q375

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die Bandmatrix B = B,, kodiert hierbei die geometrische Anordnung;:

[ —2
1
0

0

1
—2
1

0
1

0

E Rnxn

|

0 F
B 0

(2) Wir suchen z : R — R?" mit 2(t) = A z(t). Dank Struktursatz Q3D:
Die Losungsmenge ist (a) ein R-Vektorraum (b) der Dimension 2n.

|
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Q376

Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(3) Einsetzen unseres Produktansatzes u,(t) = e ¢'*’ ergibt:

W2 elwt plag — 2 [eiwt eia(j—l) _9 plwt piaj + plwt eia(j—i—l)] also

w? = —c?(e71* =2 4 1) = —c2(e71/2 —el*/2)2 = 4¢? sin(a/2)?
Zu jedem « € R erhalten wir w = 4+2c¢sin(a/2). Reelle Losungen sind:

U (t _ { SiIl(Ozj) COS(Wt)7 COS<Oéj> COS((,U?f)7

sin(aj) sin(wt), cos(ay)sin(wt),

Randbedingungen u, = u,,,; = 0: Die Losungen links erfiillen u,(¢) = 0,
und u,, ;(t) =0fira =4r/(n+ 1) und £ =1,...,n. Eigenfunktionen:

ug’j(t)=sin(a€j)cos(w£t)} - {ozg—éw/(n—l—l),

wy, = 2csin(ay,/2).

vy ;(t) = sin(a,j) sin(w,t)

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny

(4) Dies sind 2n linear unabhingige Losungen, also eine (Eigen)Basis!




Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q378

<t

i

%/
[ // \\
Am e 4
\ \ Q
O, , ///
o | |
A
XA

/

Eigenfunktionen: Oberschwingung (¢ = 2)
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Eigenfunktionen: Grundschwingung (£ = 1)

Q379

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

10

15

20

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Eigenfunktionen: erste Oberschwingung (¢ = 2)

0380

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

: g. —n="1
] I' ® £=2
Ll / N e
T Vs Gl G-
L AR ] | | T~
iy o Sl N
0¢ ""

A\ \\l 7~
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Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten

Q401

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Der Fixpunkt ist Der Fixpunkt ist kritischer Fixpunkt
stabil / attraktiv. instabil / repulsiv. (hohere Ordnung)
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

Q405

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir betrachten ein autonomes Differentialgleichungssystem:

Aufgabe: Was geschieht bei Start nahe einer Gleichgewichtslage?

Losung: Jeder Startpunkt x, mit f(z,) = 0 ist ein Fixpunkt: z(t) = z,.

Fiir kleine Auslenkungen z(t) = x, + u(t) konnen wir linearisieren:

w(t) = @(t) = f(z(t)) = f(zo +u(t) = f(o) + f'(2) ult) = Ault)
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

Q406

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

© Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage z, folgen ndherungsweise
dem linearen DGSystem mit konstanter Systemmatrix A = f'(z,):

nicht-linear z(t) = f(z(t)) -» linear u(t) = Awu(t)

Zum Eigenwert A = ¢ + iw gehoren Eigen- und Hauptfunktionen

u(t) = et et v, +tv,_{ + %’Uk—z + ..+ %’Ul :

Damit erkennen wir die Stabilitidt des Fixpunktes:

@ re(\) < 0 staucht; kleine Storungen werden exponentiell gedamptt.

Der Fixpunkt ist stabil, wenn re(\) < 0 tiir alle Eigenwerte gilt.

® re(A) > 0 streckt; kleine Stérungen werden exponentiell verstarkt.
Der Fixpunkt ist instabil, wenn re()\) > 0 fiir einen Eigenwert gilt.
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Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

Q407

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

F

Dynamisches System:

[i] - [—(g/e) sifw—zaw]

Linearisierung um (0, 0):

H ) [—<§/e> —125] M

Der Fixpunkt (0, 0) ist stabil.

¥

Dynamisches System:

[i] - [(g/@ s;gp— m]

Linearisierung um (7, 0):

H ) [+<§/£> —125] H

Der Fixpunkt (7, 0) ist instabil.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q408

Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

Q409

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir untersuchen das DGSystem 4 (t) = Awu(t) zur Matrix A € R?*?;

Polynom det(A — XI) = X* — 2aX + d, Eigenwerte A\, , = a + Va2 — d.

Aufgabe: Skizzieren Sie die Dynamik je nach Lage der Eigenwerte
und untersuchen Sie das Verhalten von |u(t)| fiir t — oc.

Losung: Wir unterscheiden zunichst reelle und komplexe Eigenwerte:

a? < d: komplex-konjugiert A g =a=ib, A c; —ab
a? > d: zwei reelle Eigenwerte \; < \,, A ~ >E)1 )?

) 2
a? = d: ein doppelter Eigenwert ), A= [8‘ ())\] oder A ~ [8‘ i\
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt =

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

'''''

instabiler
Fixpunkt

stabiler
lepunkt

NN
NN

NN NN

V7 7
L/ /

zentrale Kontra tion

nodale Kontraktlon

> <
> <
> <
=~ <
> <
3o ~

lineare Kontraktlon

- Scherung oder Identitit f—e——=" |

[=]

Diskriminante A =
l(tr A)2—det A

=
[=]

hyperbohsche Transformatlon hyperbohsche Transformatlon
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q413

Wirbelpunkt: elliptische Transformation

A

3 — Y g e
= Cr—— Qr— T 'H 3
= o Mo A O
oo g - =
o o Rl do~o o~ m,_m.m
| —|
S oo g 5T £ 8%
52 ¢ B o 5o
Q = < g2 < T
g < S 5
S ~ AN
7 )
AN NN
AN NN
NN

NN
N
AN
NAAA A
AW A
VAY
[
T
N
Iy
A
A S
A
S
AN
D N N S s e S e g gl
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Instabiler Strudel: Spiral-Expansion

Q414

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

~

Komplexe Eigenwerte
)\1,2:a/:|:ib, CL>O

Allgemeiner Fall
a —b
=
Konkretes Beispiel

0.3 —1
=1 0

Fundamentalmatrix

03¢ | cOst —sint
e :
sint cost
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Stabiler Strudel: Spiral-Kontraktion

Q415

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A A A

PV i e e
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Komplexe Eigenwerte
)\1,2:a/:|:ib, CL<O

Allgemeiner Fall
a —b
=
Konkretes Beispiel

—-0.3 -1
A= )
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q417

Instabiler Knoten: nodale Expansion
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Stabiler Knoten: nodale Kontraktion

Q418

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Sattelpunkt: hyperbolische Transformation

Q419

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zwei reelle Eigenwerte
AL <0< A

Allgemeiner Fall
G

Konkretes Beispiel

—1 0
A= 1]
Fundamentalmatrix
tA _

e p—

et 0
0 ¢t
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Instabiler Knoten: parabolische Expansion

Q425

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

1
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Stabiler Knoten: parabolische Kontraktion

Q426

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Scherung

Q427

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Kapitel Q

Bonusmaterial

PR
FUHEERE
T T
AR \“i‘;‘\ !

i

Euch, euren Kindern und dem gesamten Gemeinwesen Gliick und Segen! [...]
Fiir die Stddte sind keine Bollwerke oder Mauern zuverldssigere Schutzwille als
Biirger, die sich durch Bildung, Klugheit und andere Tugenden auszeichnen.

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Philipp Melanchthon (1497-1560), Lobrede auf die neue Schule, Niirnberg 23.05.1526
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

0002

Inhalt dieses Kapitels Q

5 Dynamische In/Stabilitit
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Das mathematische Pendel

Q501

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

.rasti-land.de
=LA . i

Aufgabe: Beschreiben Sie das mathematische Pendel als dynamisches
System. Formulieren und beweisen Sie hierzu die Energieerhaltung.
Nutzen Sie dieses Potential zur Berechnung der Losungskurven.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q505

Das mathematische Pendel: Energieflache
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Q506
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Das mathematische Pendel: Trajektorien

Q507
Ausfithrung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

e e e

—> ™|

‘Euler—Verfahren. e
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta

Q513

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta

Q514
Ausfithrung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta

Q515
Ausfithrung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Naherungsverfahren: von Euler zu Runge—Kutta

Q516
Ausfithrung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.
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Der torkelnde Tennisschlager / intermediate axis theorem

Q517
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

It was a strange and counterintuitive phenomenon

The bizarre behavior of rotating bodies
Veritasium, youtu.be/1VPfZ_XzisU
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Der torkelnde Tennisschlager / intermediate axis theorem

Q518
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir betrachten einen rotierenden Korper.
Die Masseverteilung bestimmt das Triagheitsmoment © € R3*,

Die Drehbewegung wird beschrieben durch die Euler-Gleichungen:

Ow = (Bw) X w+ M

Zu jedem Zeitpunkt ¢ € R ist w(t) € R? die Winkelgeschwindigkeit.
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. . . . . Q520
Der torkelnde Tennisschlager / intermediate axis theorem Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Das Triagheitsmoment © € R>*? diagonalisieren wir in Hauptachsen:

6, 0 07
@ — O 02 O
0 0 05
0wy 0wy Wy M ] _(92_93>W2W3+M1_
| O3ws | O3ws | W3 ] | M | (0 — Og)wywy + M |

Aufgabe: Sei 0 < 0; < 6, < 5. Bestimmen Sie Fixpunkte und Stabilitat.
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Der torkelnde Tennisschlager / intermediate axis theorem

Beispiel

Q521

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Losung: (1) Es gibt genau die Fixpunkte (w;,0,0), (0,w,,0), (0,0, ws).

(2) Wir linearisieren, dazu berechnen wir zunachst die Jacobi—-Matrix:

| Wa | Wy | Qg Wy | Ws | gy i3y 0

Linearisiert um den Fixpunkt (0, w,, 0) erhalten wir @ = Aw:

Wy Wy Ol Wolg Wy 0 ojwy oaqw,
¢ — ® / —
Wy | = flwy | := | agwswy = flwy | = |aw; 0  ayw;

i 0 ‘ 8 8 0410%' det(A — AE) = —\(A% — oy agw3)
p— W — )
0) law, 0 0 | = AOIw3(050,)(0,-6,)/6,0,)

Eigenwerte sind 0 und +wy+/(05—65)(05—6,)/6,605. Daraus folgt:

Satz Q5A: torkelnder Tennisschlager / intermediate axis theorem

Die Rotation um die mittlere Achse ist instabil: Jede kleine Stérung

wird exponentiell verstarkt mit e* und A = |wy |1/ (05—05)(05,—06)/6,65.
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel R

Lineare Algebra tiber Z und K| X]|:
Elementarteilersatz und Anwendungen

Zwar hatte Herr Fourier die Meinung, das Hauptziel der Mathematik sei der
Gemeinnutzen (l'utilité publique) und die Erkldirung der Naturphdnomene;
aber ein Philosoph wie er hdtte wissen miissen, dass das einzige Ziel der
Wissenschaft die Ehre des menschlichen Geistes ist und bei diesem Anspruch
eine Frage iiber Zahlen ebensoviel wert ist wie eine Frage iiber das Weltsystem.
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) an Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

R002

Inhalt dieses Kapitels R
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Dieses schone Thema ist suspendiert.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel R

Bonusmaterial

ARGENT, MACHINISME, ALGBEBRE.
Les trois monstres de la civilisation actuelle.

Machine : la méthode se trouve dans la chose, non dans l’esprit.
Algebre : la méthode se trouve dans les signes, non dans lesprit.

Simone Weil (1909-1943), zitiert nach Laurent Lafforgue
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

R002

Inhalt dieses Kapitels R

"UQSUMNIDINE[IF dUYO UOISIIA[RES TP INU ST SA(]



Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

Dieses schone Thema ist suspendiert.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel S

Vektorraume mit Skalarprodukt

vorsAY L R) KD x KO —2¥2etBy
o, P @\Z/: :\}iuxcbv P idy
vu=a( . U S| ~[SxT [ x V (u,v)~B(u,v) , K
4) -
%v’ @u/\g %u/ XD,/ idg
K(J) y’|—>ac’=A’y’ > K(I) K(I) y K(J) (:E/,y/)l—ﬂL‘ITB/ y/ > K

Unsere Allergrofsten, wie Archimedes, Newton, Gaufs,

haben stets Theorie und Anwendungen gleichmdfsig umfasst.

Felix Klein (1849-1925)
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Inhalt dieses Kapitels S

S002

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

1 Hermitesche Sesquilinearformen iiber (K, o)
2 Skalarprodukte iiber K = R, C, H mit ¢ = conjgk
3 Orthonormalisierung und Bestapproximation

4 Isometrien und unitare Endomorphismen

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S102

Euklidische Norm: Lange eines Vektors im R”

(v1,v5)

T =
Vg

\‘5\
vy |

Vo2 + -+ o, |2

o] = v

"UQSUMNIDINE[IF dUYO UOISIIA[RES TP INU ST SA(]



Das euklidische Standardskalarprodukt auf R”

5103

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Das euklidische Skalarprodukt von zwei Vektoren u,v € R™ ist

(u]v) =ugv; + - 4,0,

Die euklidische Norm des Vektors v € R" ist definiert durch
o] = |v] := v {v]v) = Vv + - + 02

Der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten u,v € R"™ ist

d(t,0) = [u—v] = /{uy — 01)7 + -+ (t, — 0,)"
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Verallgemeinerung von R zu C und H

S105

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir nutzen Skalarprodukte nicht nur tiber R, auch tber C, sogar H.
conjp =dg : R=2R:a = a=q«
Demnach gilt |a|? = a@a = aa = a? > 0, mit Gleichhheit gdw o = 0.
conjo : C—>C:2=a+if = z2=a—if
Demnach gilt |2|? = zz = 2z = o* + 8% > 0, mit Gleichhheit gdw z = 0.

conjy :H—-H:qg=a+if+jy+kd —» g=a—i8 —jy—ko

Es gilt |¢|]* = q7 = gqg = o + 8% + v + 6 > 0, mit Gleichhheit gdw ¢ = 0.
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S107

Das euklidische Skalarprodukt auf K™ tiber K =R, C, H

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel S1A: das Standardskalarprodukt auf K" tiber K =R, C, H
Sei K = R,C, H. Auf V = K" definieren wir das Standardskalarprodukt

-]-Y : VXV —=K: (u,v) = (u|v) =00, + - +w,v, =uv

Fiir alle Vektoren u, v, w € Vund Skalare A, u € K gilt:
S0: positive Semidefinitheit, (u|u)>0=(0]|0)

S1: positive Definitheit, (u|u)>0ftiru+0

S2: konjugierte Symmetrie, (v|u) = (ul|v)

S3: Linearitit rechts, (u|vA4+wp) = (u|v)A+ (u|w)p
Aus (52&3) folgt konjugierte Linearitat in der ersten Variablen:

S4: Semilinearitit links, (ul +op|w) = Mu|w) +5(v|w)

Eigenschaften (S3&4) heifien sesquilinear (lat. sesqui, ‘anderthalb’),
(S2) heift hermitesch zu Ehren von Charles Hermite (1822-1901).

Uber R mit conjp = idg heifit (52) symmetrisch und (S3&4) bilinear.

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




. . . . . S113
Was ist ein Ring mit Involution?

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Wir arbeiten typischerweise iiber (K, ) mit K = R, C, H und ¢ = conjy.

¢ Definition D1a: involutiver Ring, kurz *Ring

Sei (K, +,0, -,1) ein Ring. Eine Involution ¢ : K - K : a  a% = o erfiillt
(a®)? = a sowie (a + b)? = a’ + b und (a - b)? = b° - a? tiir alle a,b € K,
somit 0 = 0 und 19 = 1. Das Paar (K, o) heif3t dann involutiver Ring.

v

Beispiele: (0) Jeder kommutative Ring K ist involutiv mit o = id.
(1) Auf K = R, C, H ist die Konjugation conji : K — K eine Involution.
(2) Ist (K, o) ein involutiver Ring, so auch (K™*", 1) mit AT = (A%)T.
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Was ist eine semilineare Abbildung?

S115

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1B: semilineare Abbildung liber einem *Ring (K, o)

Sei (V, +, ) rechtslinear und (W, +,-) linkslinear iiber K. Wir nennen

f:V — W semilinear tber (K, o), falls f additiv ist und (K, o)-homogen:

flo+v') = flv) + f(v'), flv-A)=A7f(v)

y

Beispiel: Sei (K, o) ein involutiver Ring, etwa K = R, C, H mit ¢ = conj.

Die Matrixadjunktion T : KI*/ — K7/*I: AT = (A9)7 ist semilinear:
(A+ B = (A4+B)°T & (49 + B°)T = At + Bt
(A-NF = (A N7 = (A-A0)T = )0 AL
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Konjugation von rechts nach links und umgekehrt

S116

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Bemerkung S1c: Konjugation von rechts nach links und umgekehrt
(1) Wir konnen jeden K-rechtslinearen Raum V= (V,+, ) zu einem
K-linkslinearen Raum V° = (V, +, ) konjugieren durch A -v := v - \°.

(2) Ist die Abbildung f: V — W linear iiber K, so auch f: V7 — W?°.
Ist f: V — W semilinear, so ist f: V? — W linear, ebenso f: V — W7,

Beispiel: Fir (K, idg ) ist der Ring K kommutativ und wir missen links
und rechts nicht unterscheiden, kurz A\-v =v- A furv € Vund )\ € K.
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. . o S117
Was ist eine Sesquilinearform?

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel: Sei U = KY) und V = KY). Zu jeder Matrix B € K/*/ haben
wir die Form 8: U x V — K mit B(u,v) = u'Bv = ._; D icg s b v,
Rechts: Zu w ist v — [(u,v) linear. Links: Zu v ist u — B(u, v) semilinear.

Definition S1p: Sesquilinearform tiber einem *Ring (K, o)

(1) Seien U, Vrechtslineare Rdume tiber K. Eine Abbildung : U x V — K
ist sesquilinear iiber (K, o), wenn sie linear in V' und semilinear in U ist:

6(“7”"”0/) :5(71’7@)_'_5(“7@/)7 B(u,v-,u) :B(uvv)u
5(“ —I—U/,’U> — 5(“7”) + 5(15/7/0)7 B(U ' )‘7@) = A7 5(“7”)7

Wir nennen f eine Sesquilinearform oder kurz SForm und definieren

SF g, (U,V):={8:U xV — K| fist sesquilinear }.
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Was ist eine Bilinearform?

S119

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Alternative: Fiir U = K) und V = KY) iiber einem Ring K haben wir
die Form 8 : U x V = Kmit S(u,v) =u'Bv =), > e ju; b v;

1 ’Lj j
Zu v ist v = B(u,v) rechtslinear. Zu v ist u — B(u, v) linkslinear.

Definition S1p: Bilinearform aka Paarung tiber einem Ring K

(2) Uber dem Ring K sei (U, +,-) linkslinear und (V, +, -) rechtslinear.
Eine Abbildung 8 : U x V' — K heift bilinear iiber K, falls gilt:

6(“7”"‘@/) :ﬂ(u,’u)—l—ﬂ(u,’u’), 5(%@'#) :B(u7v>ﬂa
B(u—I—u’,v):B(u,v)+ﬂ(u’,v), 5()“’“7’0) :)‘B(%U)

Wir nennen [ eine Bilinearform oder kurz BForm und definieren
BFy (U,V):={B:U x V — K| S ist bilinear }.
Ist (K, o) ein involutiver Ring, so gilt SF g ,,(U,V) = BFg (U°, V).

Fiir 0 = idg ist K kommutativ und wir betrachten U und U? als gleich.
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Darstellende Gram—Matrix einer Sesquilinearform

S121

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1e: Gram—Matrix einer Sesquilinearform

Seien U = (u;);c; und V = (v;),c; Basen von U und Viiber K.

(0) Jede Sesquilinearform 5 : U x V — K iiber (K, o) definiert ihre
darstellende Gram-Matrix B = Gy, ,(8) € K'*/ durch Auswertung,

b;; = B(u;,v;) furie€ Tundje J

(1) Umgekehrt definiert jede Matrix B € K!*/ eine Sesquilinearform
B = Fu,V(B) : U x V — K durch sesquilineare Fortsetzung:

B(D ier w; z?Zjejv y]) :=z'By firz € KY) und y € KW

(2) Dies stiftet einen Isomorphismus zwischen SFormen und Matrizen:

(Gup:Fuy) : SFg (U, V)=K>*": & B

Beispiel: Sei (K", (-|-)) das Standardskalarprodukt iiber K = R, C, H.

Fiir die Standardbasis (eq, ..., e,)) gilt (e, | ej> d;,alsoB=1_.,,.

’Lj’
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Darstellende Gram—-Matrizen und Basiswechsel

S124

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1E: Basiswechsel fiir Gram—-Matrizen

(3) Die Sesquilinearform 5: U x V — K iiber (K, o) stellen wir dar durch
die beiden Gram-Matrizen B = Gy, (8) und B" = Gy 5, (8) bezlglich

der Basen 2,2’ von Uund V,V’ von V. Hierzu sei S = Ti, € GL(K)

und T = T, € GL ,(K) die Basiswechselmatrizen. Dann gilt:

B =STBT

Beweis: Zu je zwei Vektoren u, v € Vbetrachten wir die Koordinaten
z =& (u), 2’ = &} (u) € KD sowie y = &, (v), y = ®3,}(v) € KV,

By = Bu,v) = z'By = (Sz')TB(Ty) = «'1(STBT)y'.

QED

Daraus folgt B = STBTmit ' = e; und y’ = e, fiiri € Tund j € J.
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Synopsis: Homomorphismen vs Sesquilinearformen

S127

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

K() . KD KD x K& —_=veetBy g

=\ @) P @% A\DUX% P idg

y—r=Ay

~ |7 v v u=a(v) . U g~ ~(SxT [ xV (u,v)—B(u,v) . K
) D
g/}?V/ (I)U/\% g/\q)u/ XD,/ idg
K(J) y’l—)x':A’y’ > K(I) K(I) y K(J) (m’,y’)l—)w/TB/ y/ > K

Basiswechsel: x = Sx’ = ((I)z_[l o®,/)(x')und y =Ty = (q)q_;l o ®p)(y')
Homomorphismus: z = Ay < (Sz') = A(Ty') & 2’ = (ST1AT) vy
Sesquilinearform: 2By = (Sz’)1B (Ty') = 2'1(STBT) v/

Die Bedeutung diktiert das jeweilige Transformationsverhalten:

A =871AT VS B’ = STBT

Speziell fiir U = V mit gemeinsamen Basen &/ =V und &/’ = V'’ folgt:

Ahnlichkeit A ~ A’ = S71AS vs Kongruenz B~ B’ = STBS
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Sesquilinearformen in Gauf3—Normalform (GNF)

S129

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1F: Gauf3—Normalform iiber einem *DRing (K, o)

(1) Zu jeder Matrix B € K™*™ konstruieren wir dank Gaufi—Algorithmus
einen Basiswechsel durch S € GL,_ (K) und T € GL,, (K) so, dass gilt:

1

1T T O’r’ .
STBT:DTanz{ 8 Xk} _ 8
Oﬁxr Oka

0

(2) Zu jeder endlich-dim. Sesquilinearform §: U x V' — K konstruieren

0

0

0

0

0-

0
0

0

E Kan

wir so reziproke Basen (u;); von U und (v;)%_; von V, tur die gilt:

B(u;,v;) =1 fallsi=j <r, sonstDO.

J
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Orthogonalitat beziiglich einer Sesquilinearform

S133

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1cG: orthogonal aka senkrecht beztiglich /3

Sei f: U x V — K eine sesquilineare Form tiber (K, o). Vektoren u € U
und v € Vheillen orthogonal, geschrieben u 1 ; v, falls B(u,v) = 0 gilt.

Teilmengen X C Uund Y C Vheiflen orthogonal, geschrieben X 1 ;Y]
fallsu L, viiralleu € Xundv €Y.
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Orthogonalitat beziiglich einer Sesquilinearform

S134

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1G: Orthogonalraum (rechts)

Zu jeder Menge X C U definieren wir den (Rechts-)Orthogonalraum
X+t = {veV|XLlv} = {veV|Vue X:B(uv)=0} < V.

Fir u € U definieren wir u* := {u}* < V. Damit gilt 0+ = {0} = V.

.

In Vist X+ ein Teilraum: Fir v,v’ € X+ und p, ' € Kgiltop+ov'p’ € X+,
denn fiir alle u € X haben wir g(u,vu +v'u’") = B(u,v)u + B(u, v )’ = 0.

Ebenso gilt X+ = (X ), daher kénnen wir X zu { X )i abschlief3en.

Wir nennen Ker 5 := U+ < Vden (Rechts-)Kern von 8: U x V — K
oder auch das (Rechts-)Radikal oder den (Rechts-)Ausartungsraum.

Berechnung: Wir wihlen Basen (u;){"; von Uund (v;)?_, von V.
Sei B = B(u;,v;);; € K™*" die zugehorige Gram-Matrix. Dann gilt:

Def

Kerf = {veV|U Lv} = {veV|VueU:B(uv) =0}
= {op +o+vp, |[p €EK"ABu=0} = Ker B < K"
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Orthogonalitat beziiglich einer Sesquilinearform

S135

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Gilt U+ = {0}, so nennen wir die Form f3 (rechts-)regulir, das heif3t, zu

jedem Verdachtigen v € V'~ {0} existiert ein Zeuge u € U mit §(u,v) # 0.

Andernfalls heif3t 5 (rechts-)singulir oder ausgeartet oder degeneriert.

Jeder (rechts-)singulire Vektor v € U+ erfiillt 8(u,v) = 0 fiir alle u € U.

v

Zu jeder Menge Y C V definieren wir den (Links-)Orthogonalraum
Yi={ueU|lulY} = {ueU|YweY:B(uv)=0} < U.

Fiir v € V definieren wir *v := ~{v} < U. Damit gilt *0 = {0} = U.
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Orthogonalitat und lineare Gleichungssysteme

S137

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

B K> x K - K : (u,v) = wv

Jedes lineare Gleichungssystem hat die Form Av = 0 mit

A=

—am—

e K™,

Der Losungsraum... ist der Kern ... ist der Orthogonalraum:

{ay,...,a,, }l

{ve K" | Av=0}

= KerA =
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Orthogonalitat und lineare Gleichungssysteme o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

ﬁ:KNXK(N)—)K:<UU)I—>ZzO U, U,

Aufgabe: Bestimmen Sie ut < K™ zu der Folge v = (1,1,1,...) € K.
Losung: Wir finden ut = {v ¢ KN | v, =0} = (e; —e; 1|1 > 1)i.
Aufgabe: Sei K > Q und v, :=ie;, — e _, € KW fiir alle 5 > 1. Bestimmen
Sie zur Menge Y = {v, |i > 1} c K™ den Orthogonalraum Y < KV
Losung: Fir u € KN gilt u 1 Ygdw 0 = B(u,v,) = iu;, —u, , furallei > 1.

Fir ¢ > 1 gilt rekursiv u, = u, /i und somit u;, = u,/i!, ausgeschrieben:

Y = (exp)k
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Wie bestimmen wir Kern und Regularitat?

S141

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Sei 8: U x V — K eine Sesquilinearform mit Gram—Matrix
1 - 00 - 07

0 - 0 0 - 0.
bezlglich reziproker Basen (u,){"; von Uund (v;)?_; von V.
Aufgabe: Was ist hier der Kern von ? Wann genau ist § regular?

Losung: Der Rechtskern von S ist hier Ker 8 = (v,.,1,...,v, )g < V.

Genau dann ist 8 rechtsregular, wenn Ker g = {0} gilt, hier also r = n.

Der Linkskern von f ist entsprechend Ker 87 = (u, 1, ..., u,, )i < U.

Genau dann ist 3 linksregulir, wenn Ker 87 = {0} gilt, hier also r = m.
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Was ist die adjungierte Sesquilinearform?

S145

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Ist 5: U x V — K sesquilinear iiber (K, o), so auch ihre Adjungierte

BT :VxU—=K: (v,u) = B (v,u) = B(u,v)’.

Beispiel: Sei U = K) und V = KY). Zur Matrix B € K’*/ haben wir
B:UxV —=>K: (u,v)HuTBv:ZZE[ZEJU b;; v,

mit der Adjungierten 87 (v,u) = B(u,v)° = (u'Bv)? = (u'Bv)" = v B,

Beispiel: Uber K = R, C, H mit o = conjy ist das Standardskalarprodukt
(1)« KO x KO 5K+ (u,0) 0 (uv) =ulo = .0 70,

Hier gilt (-|-)T = (-|-), denn (v|u)T = (u|v)° = (v]|u) fiir alle u und .
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5 . . S146
Was ist eine hermitesche Form?

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition STH: hermitesch aka selbstadjungiert

(1) Sei B: V x V — K eine Sesquilinearform auf dem Raum Viiber (K, o).

Das Paar (V, §) nennen wir einen sesquilinearen Raum. Wir nennen £
hermitesch, falls 3= 37, also B(v,u) = pB(u,v)°,
antihermitesch, falls 3= —3', also B(v,u) = —8(u,v)°.

Wir sagen kurz anti/hermitesche Form, das beinhaltet stets sesquilinear.
Das Paar (V, 5) nennen wir einen anti/hermiteschen Raum tiiber (K, o).

(2) Jede Matrix B € K'*! definiert ihre SForm 5 : KY) x K{) — K durch
B(u,v) = uf Bo. Fiir diesen Raum schreiben wir kurz (K, 8) =: ( B).

Wir nennen B anti/hermitesch, falls 3 dies ist, also B = +B gilt.

i 2041 1 3—di 1 3+4i
A‘[m—l i ]’ B_[3+M 2 ]’ C_[3+@ 2 ]
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Was ist eine anti/symmetrische Form?

S147

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition STH: anti/symmetrisch, alternierend

(3) Im Spezialfall o = idy ist der Grundring K kommutativ und
die Form 8: V x V — K bilinear. Wir nennen j3

symmetrisch, falls 3= BT, alsoB(v,u) = B(u,v),
antisymmetrisch, falls 3 =—3", also 8(v,u) = —B(u,v),

alternierend, falls (v, v) = 0, fir alle Vektoren u,v € V.

Erinnerung: Alternierend impliziert antisymmetrisch:
0 = Blu+tvutv) = Bluu)+ Blu,v)+ Blv,u) + Hv,v)

Aus Antisymmetrie folgt 25(v, v) = 0, falls 2 kiirzbar ist also g(v,v) = 0.
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. . . S148
Alternierend vs antisymmetrisch

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel: Ist det : K? x K? — K alternierend? Was ist ihre Gram-Matrix?

U, U U ! 0 1 v
1 U1 | B _ W 1
det [“2 Uz] A [“2] [_1 0] [02]

Beispiele: Die Matrix B € K™*" ist anti/symmetrisch, also BT = 4B,
gdw ihre BForm 8: K" x K® — K : (u,v) = u' Bv dies ist, also 3" = +5.

Genau dann ist die BForm S alternierend, wenn die Matrix B dies ist,

also antisymmetrisch, d.h. b;; = —b;,, und hohl, d.h. b;; = 0 fur alle 1, .

Beispiel: Uber dem Korper F, = {0, 1} bedeuten antisymmetrisch und
symmetrisch dasselbe. Doch nicht jede solche Form ist alternierend, etwa

B:Fy xFr —F,: (u,v) =»u'v zur Gram-Matrix I .
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Was ist eine reflexive Form?

S151

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1j: reflexive Sesquilinearform aka orthosymmetrisch

Eine Sesquilinearform 5 : V x V — K iiber (K, o) heif}t reflexiv, falls

ulov <= vlu fir alle u,v € Vgilt.

Typische Anwendungen sind 3 = +2 anti/hermitesch tiber (K, o)
und 8" = 4 anti/symmetrisch iiber (K, idy) sowie 3 alternierend.
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Von der hermiteschen Form zur quadratischen Form

S153

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1k: quadratische Form VxV

Sei (V, 8) hermitesch iiber (K, o). Die Abbildung \ /

1=q5:V —=>K:viqv) =B(v,v

nennen wir die quadratische Form zu 8. Wir nennen (V, q) den
quadratischen Raum zur hermiteschen Form 6.

Beispiel: Fir (K", (-|-)) iiber K = R, C, H gilt ¢(v) = ||v|* € R.
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Was sind quadratische Formen tiber (K, idy)?

S155

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Im Spezialfall o = idy ist K kommutativ. Fir ¢ = g5 : V — K gilt:
Q1: Homogenitit, q(v\) = q(v)\? fir allev € Vund X € K.
Q2: Polarisierung, 3 (u,v) := q(u +v) — q(u) — q(v) ist bilinear.

Die Rechnung ergibt hier namlich 3 (u,v) = B(u,v) + B(v,u) = 28(u, v).

Lemma S1L: Polarisierung, explizte Polarisierungsformel

Eine quadratische Form ¢ : V' — K iiber (K, idg ) erfiillt (Q1&2).
Wir nennen dann (V, q) einen quadratischen Raum tiber K.

QF(V):={q: V - K|Q1&2}.

(1) Die Zuordnung BF(V) — QF(V) : 8 = q = g, ist injektiv, falls 2 € K
kiirzbar ist, und bijektiv, falls 2 € K* invertierbar ist, dank Polarisierung

B(u,v) = 3[q(u+v) — q(u) — q(v)].
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Einschrankung auf Teilraume

S157

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1m: Einschrankung einer Sesquilinearform

Auf jedem K-linearen Teilraum U < (V, 8) erhalten wir (U, §;;) durch
Einschrankung der Sesquilinearform g zu 8 = Bly«y : U x U —» K.

Aufgabe: Wenn (V, 8) regular ist, gilt dies dann auch tir (U, 8)?

Losung: Nein! Auf V = K? ist B(u, v) = det(u,v) = u;v, — uyv; regulir,

Gee®=| ) o

Auf U = (e )g bzw. (e, )i ist die Einschrankung 8, = 0 jedoch singular.
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Anisotrope Teilraume

5158

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1m: isotrope Vektoren und Teilraume

Gilt v L u, also q(u) = B(u,u) = 0, so nennen wir den Vektor u isotrop.

Gilt q(u) = B(u,u) = 0 tiir ein u € V. {0}, so heif}t (V, ) isotrop.

Sind alle Vektoren u € Visotrop, also ¢ = 0, so heifst (V, ) total isotrop.
Gilt q(u) = B(u,u) # 0 tiir alle u € V'~ {0}, so heif}t (V, §) anisotrop.

Damit ist jeder Unterraum (U, 8;;) anisotrop, insbesondere regular.

Beweis: Zu jedem Verdachtigen v € U \ {0} existiert ein geeigneter

Zeuge u € U mit 8(u,v) # 0, denn hier geniigt bereits u = v.

QED

Beispiel: Euklidisch (K", (-|-}) ist 0 der einzige isotrope Vektor,
dann fiir v € K™ \ {0} gilt (v|v) > 0 dank positiver Definitheit.
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Regularitat und Diskriminante

S159

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1nN: Regularitat und Diskriminante

Sei 8: V x V — K eine sesquilineare Form iiber (K, o) sowie (vq, ..., v, )
eine Basis und B = B(v;,v;);; € K"*" die zugehorige Gram—Matrix.

(1) Ist der Ring K ein Korper (DRing oder CRing), so sind dquivalent:
@ Kerf=0, (b)KerB=0, (c)BeGL,K, (d) detB ek~
(2) Die Determinante det(B) € K andert sich unter Basiswechsel zu
det(STBS) = det(S)° det(B) det(S).
Demnach ist ,det 5 nur wohldefiniert modulo der Normgruppe
N =N(K,o0) :={a%|a € K*} <KX*.
Wir definieren die Diskriminante disc(8) := [det(B)] in K/N.

Beispiel: Euklidisch iiber K = R, C, H mit ¢ = conji gilt N(K, o) = R_,.
Ist (V, B) hermitesch iiber (K, o), so gilt det B € R und disc 8 € {[+1],[0]}.
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Regulare Familien und Fourier—Koeffizienten

S161

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S10: regulare Familie

(0) Eine endliche Familie (u,),.; in (V, B) iiber (K, o) heiflt regular,
wenn ihre Gram-Matrix B = f(u;, u;);; € K™/ invertierbar ist.

Lemma S10: Fourier—Koeffizienten

Sei (u;);c; in (V, B) regular. Zu jeder Linearkombination v = ) ..y u;A;
erhalten wir die Koeffizienten A € KY) durch A = B~!y mit p; = (u;,v).

Beweis: Fir pu; = B(u;,v) = Bluy, 305 uiA;) = D5 B(u, uj)A; gilt p =

Jede regulédre Familie (u;),.; in (V, B) ist K-linear unabhangig,
somit eine Basis von U := (u, |i € I}, <V, und (U, By) ist regular.

BA.

Beweis: Seiv =) u;\;. Ausv =0folgt y =0und A\ = B~'p. = 0.
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Orthogonale und orthonormale Familien

S162

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S10: orthogonale Familie

(1) Ein Vektor u in (V, ) heif3st normiert, falls gq(u) =

(2) Eine Familie (u;),.; in V' heif3t orthogonal, kurz OS, falls B(u,
fir alle ¢ # j in I gilt, und orthonormal, kurz ONS, falls zudem q( )

u) = 1.
o

5(%‘»’%’) = 5ij = {1

0 fallsi +# j5: paarweise orthogonal,

falls i = j: individuell normiert.

(3) Ist die Familie (u,),;.; zudem eine Basis von U < V, so nennen wir dies
eine Orthogonalbasis, kurz OB, bzw. eine Orthonormalbasis, kurz ONB.

v

Beispiel: Euklidisch (K", (-|-)) ist (eq, ..., e, ) eine Orthonormalbasis.
Ist (e;);c; orthonormal und v =) e A, m1t A e KU

7737

, 80 gilt A\, =
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S163
Orthogonale Summe, extern

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1p: externe orthogonale Summe

(1) Sind (V7, B;) und (V;, B,) sesquilineare Raume, so auch

(V=VieV,, 8=5806,) mit B(u,v) = pF;(uy,v1) + Ba(uy, vy).
ZuBasen V =V, UV, vonV =V, @&V, sind die Gram—-Matrizen dann

B, 0

Wir schreiben kurz (V, 8) =: (V;,8;) © (V;,85) oder zukurzV =V, @ V5.
Ebenso fiir beliebig viele Summanden (V;, ;). : Die orthogonale Summe
Dicr(Vir 8;) == (V,8) mit V=@@;5V, und B=Db

bedeutet direkte Summe mit der SForm S(u,v) = > ..; B, (u;, v;).
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Orthogonale Summe, intern

S164

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S1p: interne orthogonale Summe

(2) Sei (V, B) ein sesquilinearer Raum iiber (K, o) und V = @, V. eine

el
interne Summenzerlegung in paarweise orthogonale Teilrdume V, < V.

- x V. = K schreiben wir:

(Va 5) — @;rétl(v:w 52)

oder kurz V = @,; V;, wenn alle Formen aus dem Kontext klar sind.

Beispiel: Euklidisch (K", (-|-)) gilt intern K" = Q7 , e,K,

und ebenso extern (K", (-|-)) = A" (K, (-]-)) = D ,(1).
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Orthogonales Komplement und Projektion

5165

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1a: orthogonales Komplement und Projektion

Sei B: V x V — K eine Sesquilinearform iiber (K, o) und regular aut
U= (ep,..,e, )x <V, dasheifit B = (8(e;,¢;));; € GL, (K). Dann gilt:

V=UegU-+

Austiihrlich: Wir kénnen jeden Vektor v € Vbeziiglich U eindeutig
orthogonal zerlegen in (v,,v,) € U x U+ mit v = v, + v, . Explizit gilt

v = PQJ(U) =) 11 e und v, = Pé(v) =Y — v,

mit den Fourier—Koeffizienten A = B!y und p, = B(e;, v).

Die so definierten Abbildungen P, Pj; : V' — Vsind linear und heiflen
die orthogonale Projektion auf U bzw. auf den Orthogonalraum U-.

Ist die Basis (eq, ..., e, ) orthonormal, also B =1

nxn?

so gilt A, = B(e;, ).

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Orthogonales Komplement und Projektion

S166

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: Wir suchen v, =37 ;e\, mit A\ e K" und v, =v—v, € U™,

j=1
Genau dann gilt U L v, wenn fiir jeden Index i € {1, ..., n} gilt:

0 = Ble;,v,) = Ble;,v) — - 5(61763'))‘3'

Wir erhalten das lineare Gleichungssystem BA = y mit u, = B(e;, v).

Dank B € GL,,(K) existiert hierzu genau eine Losung A = B~y € K",
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Orthogonales Komplement und Projektion e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel: Euklidisch (K2, (-|-)) gilt (e, )t = (e,,e3) und K> = (e, )® (e, )~
A\ Allgemein gilt zu U < (V,3) weder V = U + U+ noch U N U+ = {0}.
Gegenbeispiel:

B:K2xK?: (u,v) = u'Bv mit le(l) _01]

Hier gilt (e; )g = (ey)x und (ey)g = (€1 )x sowie K* = (e; )x @ (e, )k

Der Vektor u = (1,1)" € K2 erfiillt 3(u,u) = 0, ist also isotrop.
Fir U = (u)g gilt U+ = Ker(u'B) = Ker [1 —1] = (u)k.
Der Orthogonalraum U+ ist hier kein Komplement zu U:

Es gilt weder K2 = U + U+ noch U n U+ = {0}.
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Diagonalisierung hermitescher Formen

S169

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S1r: Diagonalisierung einer hermiteschen Form

Sei (K, o) ein Divisionsring K mit Involution ¢ und char K # 2.

(1) Sei (V, B) ein hermitescher Raum iiber (K, o) mit dimy V =n € N.

Dann existiert zu (V, 8) eine Orthogonalbasis B = (v, ..., v,,), also
s _
(B(v;, Uj))z‘j = h

b

» n o

(2) Jede hermitesche Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix:
Al=AcK" = 35e€GL, K: STAS = diag(b,, ..., b,)

(3) Fir K = R, C, H mit o = conji erreichen wir by, ..., b, € {0,+1}.
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Der hermitesche Gauf3—Algorithmus tber (K, o)

S171

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Eingabe: A € K™*™ hermitesch, also AT = A iiber dem *DRing (K, o)
Ausgabe: B = STASmit § € GL,_ (K) und b;; = 0 = b, fiir alle i > 2
Methode: Gilt a,; = 0 = a, fiir alle ¢ > 2, so sind wir fertig.

(1) Gilt ay; # 0, so eliminiere die erste Spalte und Zeile; damit fertig.

L *] . [I 0| _ 5
k% 0 =x
(2) Gilt a;; = 0, aber a,; # 0, so tausche dies zu aj; # 0; weiter mit (1).
0 = B x ,
A= . .]—>[* 0 =A"=P,; AP,
(3)Gilt0 =ay; = ... = a,,,, aber ¢ := a,; # 0, so addiere das z°-fache der

i-ten Zeile zur ersten, ebenso das x-fache der i-ten Spalte zur ersten:

A= [0 ""CU] R [25”0”" ”"0] — A =T, (2%) AT, (z)

z 0 T 0

Damit gilt a7, = 2zx” # 0; weiter mit (1).
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Der hermitesche Gauf3—Algorithmus tiber (C, conj)

S174

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Diagonalisieren Sie iiber (C, conj) die hermitesche Form

i 0

B:C?2xC?2—=C:(u,v)~»u'Av mit Azlo _1].

Losung: Wir berechnen schrittweise Matrizen (B,, S;) mit B, = SJ AS;:

1
0

0
1

p—t

DN|— DO +—-

Rl%Rl_i'RZ

Ry < Ry — 3R,
C’zeC’2—I—C’2 L
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Der symmetrische Gauf3i—Algorithmus tiber (R, idg)

S175

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Uber (R,idy) sei ¢ : R® — R die quadratische Form
q(v) = 4v3 + v3 + 6v,v3 + dvyvs.
(1) Bestimmen Sie die zu q gehorige symmetrische Bilinearform g

und ihre Gram—-Matrix A beziiglich der Standardbasis (eq, e,, €,).

(2) Bestimmen Sie zu 3 eine Orthogonalbasis (b, b,, b3) von R>.

Losung: (1) Wir finden

B:REXxR3 - R: (u,v) > u'Av mit A=

w O O
DD =~ O
— N W
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S176

Der symmetrische Gauf3i—Algorithmus tiber (R, idg)

VS /N
= N
o~ N——" N——"
2 VN .
~— — | /Quu\ — |
) | + |
/N VS /N /N
— () [N ()
N——" N——" N——" N——"
| | | | | | | | 1
— | — N — O — | <
— | — |
— O O o — O o — O o - O o — O
| 1 ] | ] 1|1 ] |1 |
| | | | | | | | 1
sl e\l
MM AN AN ™M o M O o M O o O _
O < &N o O M o O M o O M o O O
o O M <t O N <t O O <t O O <t O O
] 1 ] |1 ] 1|1 ] |1 ]
| | | | | | | 1
anlla\|
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<t O QN o O M S M N o O O
o O M <t O O <t O O <t O O
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Das euklidische Skalarprodukt auf K™ tiber K =R, C, H

S201

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

¢ Beispiel S1A: das Standardskalarprodukt auf K™ tiber K = R, C, H
Sei K = R, C,H. Auf V = K" definieren wir das Standardskalarprodukt

<—‘_> VXV -oK: (’U,,’U) = <’U,"U> ::u_17]1_|_..._|_mfvn :’U/T’U.

Fiir alle Vektoren u, v, w € Vund Skalare A, ; € K gilt:
S0: positive Semidefinitheit, (u|u)>0=(0|0)

S1: positive Definitheit, (u|u)>0ftiru+0

S2: konjugierte Symmetrie, (v|u) = (u|v)

S3: Linearitat rechts, (u|vA4+wp) = (u|v)A+ (u|w)u
Aus (S2&3) folgt konjugierte Linearitit in der ersten Variablen:

S4: Semilinearitit links, (ul +op|w) = Mu|w) + w(v|w)

Eigenschaften (S3&4) heifien sesquilinear (lat. sesqui, ‘anderthalb’),
(S2) heif3t hermitesch zu Ehren von Charles Hermite (1822-1901).

Uber R mit conjp = idg heifit (52) symmetrisch und (S3&4) bilinear.
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Hermitesche Formen und Skalarprodukte

S202

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S2A: Skalarprodukt iiber K = R, C, H mit o = conjgk

Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V'ist eine positiv definite,
hermitesche Sesquilinearform (-|-) : V x V — K, erfiillt also (51,2,3).
Fir |v|? := (v|v) gilt dann |[v||* € R dank (S2) und |jv|? > 0 dank (S1).

Die zugehorige Norm ist dann || : V = R, : v = |v| = y/(v|v) und
die zugehorige Metrik istd : V x V = R : (z,y) = d(z,y) = |y — z|.

Fir ein Semiskalarprodukt oder ,,semidefinites Skalarprodukt™ fordern
wir nur (50,2,3). Dazu gehort die Seminorm |-|| und die Semimetrik d.

Fiir eine hermitesche sesquilineare Form fordern wir nur (52,3).
Sie heiflt indefinit, falls (u|u) > 0 > (v|v) fir geeignete u,v € Vgilt.
Dann haben wir zwar nicht ||v|, aber immerhin noch |v|? := (v]|v) € R.
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Algebraisches Beispiel: die Produktsumme

5203

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel S2B: die Produktsumme tiber K = R, C, H mit ¢ = conjg
(1) Auf V = K {iber K haben wir das Standardskalarprodukt (S14)

(u|v)e =ulv =3 U v;.

(2) Zu Konstanten a € K! erhalten wir die Sesquilinearform

(u | U>£2,a = ul diag(a) v Zie]u_i a; v;.

Diese Sesquilinearform ist genau dann hermitesch, wenn a; € R gilt,
und positiv semi/definit, wenn a, > 0 bzw. a, > 0 gilt fir alle i € I.

(3) Zu jeder Matrix B € K!*! erhalten wir die Sesquilinearform

<’U, ‘ U>€2 B = uTBUZzEI Z]EI U; bzy U;.

Diese Form ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix hermitesch ist.

Positive Semi/Definitheit erkennen wir dank Diagonalisierung S1r.
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Algebraisches Beispiel: die Produktsumme

S205

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Uber (R,idg) betrachten wir

B:REXxRS -5 R: (u,v) > u'Av mit A=

Ist § bilinear? symmetrisch? positiv definit / semidefinit / indefinit?

L O O

N =~ O

Losung: Bilinearitit ist offensichtlich dank B(u,v) = u' A v.
Symmetrie ist offensichtlich dank AT = A. Gilt In/Definitheit?

Das wird offensichtlich durch Diagonalisierung, siehe Seite S175:

0 0 37
A=10 4 2| ~ STAS=
'3 2 1]

4 0 0 ]
0 6 0
00 -3

Unsere symmetrische Form § ist demnach indefinit:
Fir den Vektor u = Se; gilt B(u,u) = u'Au =14 > 0.
Fiir den Vektor v = Ses gilt B(v,v) = v'Av= -3 <0.

N W
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Algebraisches Beispiel: die Produktsumme

5206

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Uber (C, conjc) betrachten wir
B:C*xC*=C: (u,v)»uldv mit A= [? 61]
Ist 5 sesquilinear? hermitesch? positiv definit / semidefinit / indefinit?

Losung: Sesquilinearitit ist offensichtlich dank 8(u, v) = uf A v.
Hermitizitit ist offensichtlich dank AT = A. Gilt In/Definitheit?
Das wird oftensichtlich durch Diagonalisierung, siehe S174:

0 —i 2 0
= ~ T =
A=t ] eas=lo )

Unsere hermitesche Form  ist demnach indefinit:
Fiir den Vektor u = Se, gilt f(u,u) = u'Au =2 > 0.
Fiir den Vektor v = Se, gilt 8(v,v) = vTAv=—1 < 0.
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Das Standardskalarprodukt fiir Matrizen

5208

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel S2c: Frobenius—Skalarprodukt tiber K = R, C, H mit ¢ = conjyk
Auf dem Matrixraum V = K™*" haben wir das Standardskalarprodukt

<A’B>F:=t1‘(ATB): n

J=1

o
izl Ci; ;.
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Analytisches Beispiel: das Produktintegral

5209

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel S2p: das Produktintegral iber K = R, C, H mit ¢ = conjy
(1) Auf V = 46(|a, b],K) iiber K haben wir das Standardskalarprodukt

<f‘ LQ:_ba,fta dt.

(2) Zum Gewicht w € 6(|a, b], K)

erhalten wir die Sesquilinearform

(flg

= [, F{H)w(t) g(t)dt.

(3) Zum Integralkern k € 6([a, b]*, K

) erhalten wir die Sesquilinearform

<f’g>L2,k "=

b, Ji, T(s) k(s, 1) g(t) dt ds.
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S213

Satz des Pythagoras iiber R:
ulo < Jutof® =ul*+ v

AN

Der Satz des Pythagoras
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Der Satz des Pythagoras

S214

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S2E: Pythagoras mit Umkehrung

(0) Fiir je zwei Vektoren u, v € V gilt die binomische Formel:

)
o
Hh

Ju + ]

(u+v|u+v)
(u]u+v)+(vutwv)
(u]w) +(v|u) +(ulv) + (v]|v)
Jul® + 2re(u | v) + |v]?

~~
w
i~

A

—~
w
w

~

—~
w
[\

~

(1) Stehen u und v senkrecht zueinander, so entfallt der gemischte Term:

ulv = |u+of?=|u|?+|v]?

(2) Speziell iiber K = R gilt auch die Umkehrung ,,<=".
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S215

Orthogonale Zerlegung

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Uy

Satz S2F: orthogonale Zerlegung von v beziiglich u

Seiu € Vmit (u|u) # 0. Jeder Vektor v € Vhat genau eine Zerlegung
(v,v,) als Summe v = v, + v, mitv, € (u)x undv, € (u)ix. Explizit gilt:

v, =v—v, und v, =uA mit A= (u|v)/(u|u).

Beweis: Wir finden 0 = (u|v, ) = (u|v—uX) = (u|v) — (u|u)X. [QED
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Die Cauchy—-Schwarz-Ungleichung

S217

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S2G: Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU)
(1) Fiir alle Vektoren u, v € Vgilt die Cauchy—-Schwarz-Ungleichung:

(ulv)* < (u|u)(v]v) kurz [{u]v)] < |ul - [

(2) Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v iber K linear abhangig sind.

v

Geometrischer Beweis: (1) Fiir u = 0 ist alles klar. Fortan sei u # 0.
Dank (S1) gilt (u |u) > 0. Wir zerlegen v = v, + v, gemaf} Satz S2F:

S2E (80) S
o> = Jo?+ o l® = o2 = Kulv)?/|ul?
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Norm?

S225

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die zum Skalarprodukt zugehorige Norm misst die Lange von Vektoren:

-l =V = Ry v 1= o] = v{v|v)

jEERiZEScaercd

S

Dreiecksungleichung
Ju 4ol < fuf + v
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Norm? e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S2H: Eigenschaften der Norm
Zu jedem Skalarprodukt (-|-) : V x V' — K gehort seine Norm:

- V= Ryg s v = v = V(v]v)

Sie erfreut sich folgender Eigenschatften fiir alle u,v € Vund A € K:

N1: positive Definitheit, u| > 0 fir u £ 0
N2: absolute Homogenitat, uM|| = |luf - [Nl
N3: Dreiecksungleichung, u 4+ v| < |ul| + |v|

y

Beweis: Aus (51,2,3) folgt (N1,2). Die Ungleichung (N3) folgt dank CSU:
Def Bil

Ju o> = (utvluto) = (u|u)+{ulv)+ (v|w)+ (v]v)
CSU :
< full® + 2 Jul ol + oI> = (Jul + [vl)?
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Norm?

ST

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S2H: Skalarprodukt und Norm

(1) Sei Vein Vektorraum iiber K = R, C, H. Ein Skalarprodukt auf V oder
inneres Produkt ist eine Abbildung (-|-) : V x V — K, die (S1-3) erfillt.

Das Paar (V, (-|-)) heif$t dann K-Vektorraum mit Skalarprodukt oder

unitirer Raum (iiber R, C, H) oder euklidischer Raum (speziell iiber R).

(2) Eine Norm auf Vist eine Abbildung |-| : V — R, die (N1-3) erfillt.

Das Paar (V, ||-|) heif$t dann normierter K-Vektorraum, auch kurz
normierter Raum iiber K.
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Parallelogramm und Polarisierung

S

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

N
X
Y

¢

U

Ju+ ol + Ju— vl = 2ful? + 2l
Ju+ ol — Ju— vl = 2(u] v) + 2] u)
| |

Jede:r gute Handwerker:in kennt diesen Test zur Rechtwinkligkeit.
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Parallelogramm und Polarisierung

5230

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S2i: Parallelogramm und Polarisierung

(0) Fiir je zwei Vektoren u, v € V gilt die binomische Formel S2k:

Ju+v)* = ul® + 2re(u|v) + o]

(1) Daraus folgt die Parallelogrammgleichung:

Ju+ vf* + Ju — o * = 2u)® + 2[v|?

(2) Allein aus dem Normquadrat ||-||* rekonstruieren wir die Form (-|-):

re((u|v)) = [Jlu+v|* — Ju—v]*]/4

Fir K = R, C, H mit R-Basis B = {1}, {1, i}, {1,1,], k} gilt damit:
(ulv) =2 ccpre({ulv/e))e
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Metrik?

5233

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die zur Norm zugehorige Metrik misst den Abstand von Punkten:

d:VxV =Ry :

(ZB,y) = d(x7y> — ”y—:IZ“

-

A

b

Dreiecksungleichung

4 d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Metrik?

S234

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S2k: Eigenschaften der Metrik
Zu jeder Norm |- : V' — R, gehort ihre Metrik:

d:V X V%RZO : (ZE,y) Hd(xay) — ”y—ZCH

Sie erfreut sich folgender Eigenschatften fiir alle z,y, z € V:

M1: positive Definitheit, d(z,y) > 0tirz #y
M2: Symmetrie, d(z,y) = d(y,x)
M3: Dreiecksungleichung, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Beweis: Aus (N1,2,3) folgt (M1,2,3), hier ausfiihrlich fir (M3):

L Je—y+y-—al
< Je—yl+ly—al = dy) +dy,)
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Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Metrik?

S235

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S2K: Metrik

Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — [0, oo,
die (M1-3) erfiillt. Das Paar (X, d) heif3t dann ein metrischer Raum.
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Von Skalarprodukt zu Norm zu Metrik... und zuriick?

5236

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel: Auf jeder Menge X haben wir die diskrete Metrik

0 fallsz =y,

d=X><X—>{0»1}CR:<x’y>H{1 falls = # y.

Kommt sie auf X = KY) von einer Norm? Nur fiir I = § und X = {0}!

Beispiel: Auf K/) haben wir die Taxinorm und die Maximumsnorm:

ol = Sierlel und o], = maxjz,

Kommen sie von einem Skalarprodukt? Nur fiir X = {0} oder X = K!
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Reelle Winkel dank Cauchy-Schwarz-Ungleichung

5238

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Speziell iiber K = R gilt die niitzliche Gleichung

(w|v) = Jul - |v] - cos <(u, v).
_ u .
N~
<0 /,/// (ulv)y=0 1
//// Iu,v) =7w/2 ////
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S305

Satz des Pythagoras

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3A: Pythagoras mit n Summanden — S2E

Sind w4, ... ,u,, € Vorthogonal, so gilt

Jug + -+ [ = g [+ + [

Beweis: (1) Das Normquadrat erhalten wir aus dem Skalarprodukt:

HZkukH2 = <Zkuk’Z£u£> = Dok el ug | up) = Zk”%”Q
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o o e S307
Fourier—Koeffizienten

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3B: Fourier—Koeffizienten — allgemein S1o
Sei (e; ),y in Veine orthogonale Familie mit (e, | e;) # 0 fir alle i € 1.

(1) Fir jede Linearkombination v = ) |, _; e,v, iiber K gilt dann

Beweis: (1) Die Koeflizientenformel folgt dank Orthogonalitét:

(e;|v) = <ei’2jejvj> = Zj<6i’ej>vj = (e; | e;) v
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Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt 230

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Uber K = R, C, H sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
(2 Hat Veine Basis? Ja, dank Basis-Auswahl-und-Erganzungssatz M2k.
(2 Hat Veine Orthonormalbasis? mit moglichst expliziter Konstruktion?

Gegeben sei eine Basis by, ..., b,, von Viiber K. Wie formen wir daraus
(1) ... eine Orthogonalbasis uy, ..., u,? mit uy = ) i b\ und Ay, = 1!
(2) ... eine Orthonormalbasis ey, ...,e,? mit e, = > . b,y und pyy > 0!

© Fir zwei Vektoren kennen wir die orthogonale Zerlegung S2F:
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Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

S310

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3c: Laplace 1816, Gram 1883, Schmidt 1907 — Basisversion

Sei by, ..., b, € Veine Basis des Unterraums U, = (b, ..., b, )x.

(1) Hierzu existiert genau eine Orthogonalbasis uy, ..., u, von Uy
mit b, — u,, € U,_, fir alle K = 1, ..., n. Diese erhalten wir rekursiv:

k—1
Z mit den eindeutigen (u; | by)
j=1

Fourier—Koeflizienten (u;|u;)

(2) Normiert zu e, := u, /|us| erhalten wir eine Orthonormalbasis, also

0 fur k +£ 4, 0 fur k +# 4,
<ukuj>={ ‘” 7”} und <ekej>={ o #J}

|lu,|? >0 fir k = j, 1 fiir k = 5.
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Robuste Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

S315

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Robust heif3t: Wir miissen lineare Unabhangigkeit nicht vorab priifen!

Algo S3D: robuste Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

Eingabe: ein Erzeugendensystem B = (bq, ..., b, ) des Unterraums U
Ausgabe: eine Orthonormalbasis & = (eq, ..., e, ) des Unterraums U
1: k<0

2: for £ from 1 to n do

30 k< k+1; b, < by up < b, — 31]<e\b’>

4: it u, #£ 0then e, < uy/|u.| else k < k—1

5: return (eq, ..., €)
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Die QR-Zerlegung

S320

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3e: QR-Zerlegung, Existenz und Eindeutigkeit

Gegeben sei eine Matrix A € K”*™ mit Rang rang A = r.
Dazu existiert genau eine Zerlegung A — (Q, R) der Form

A=QR

wobei Q € K™ " orthonormale Spalten hat, also QTQ = I erfiillt, und

R € K™" positive Zeilenstufenform (PZSF, mit Pivoteintragen in R_).
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Zahlenbeispiel zur QR-Zerlegung

S325

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Orthonormalisieren Sie die Spalten der Matrix A nach
Gram-Schmidt. Lesen Sie daraus die QR-Zerlegung A = QR ab.

B ] B 7T B 7] A12
1 4 1 4 |
(1) 1 0 2) I 2
0 1 — 0 1 0 1
0 |1 0 1
| —1 0 | | —1 0 | | —1 2 |
A U
© Orthogonalisierung erfordert nur Bruchrechnung in K.
L 9 L 2
HON O N CR Y6 IO IR I BRI
=1 9 -1 2
- V2 - -v2 3 -
Q

© Lastige Wurzeln? Wir normalisieren erst ganz am Ende!
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S327

Zahlenbeispiel zur QR-Zerlegung

1
o
= o
Ma AN
= g
< O
X__ 0 o <
o y—
mA
S¥ -
=
g%
nﬂ o O
S N _ _
k_
MLR I 1
n%Q S AN — &
L o
g N
) u1_|_0_
.lm
Sna L I
S
md S
7 .0
= N
nan I 1
£ 9 £ o~ 7
Oe
o
= O
=i 10
S
D ~ ~—
=L 077
XE sooo
<3 !

V2 5v2 2v2 3v2

-

1 7

S

N
\B)

¢ -Se TS
[ l )

AN N AN

~~

N

N—"

1 A
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S333

Bestapproximation durch Orthogonalprojektion

A\ =

G

= \
==\
2V
-~

Q e
.qe

— h

Ay :

L 5
=)

m<

Mo__

hU

)

—

o
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Bestapproximation durch Orthogonalprojektion

S335

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3F: Gaul3 1795, Bessel 1818

Sei U < Vein Unterraum mit einer Orthonormalbasis eq, ..., e,..

(1) Orthogonalprojektion: Zu jedem v € Vexistiert genau ein Vektor
v* = > 7, ev, € Umit (v—ov*) L U. Dieser ist explizit gegeben durch

v, = (e, |v)/(e, |e.), seine Fourier—Koeflizienten.
(2) Bestapproximation: Fiir alle Konkurrenten v € U ~\ {v*} gilt

Jo—ul* = Ju—v*+ v —ul* > Jv—o*|

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Bestapproximation durch Orthogonalprojektion 29

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (1) Genau dann gilt (v — v*) L U, wenn fir alle k € {1, ... ,n} gilt:

0 = (e |v—2") = <€k”0>_2j<€k|eg‘>7}j = (ex|v) — (eplen) v

(2) Fiir jeden Konkurrenten u € U gilt u = v* + Y, e, p,, mit p € K™, also

Def S
HU_UHZ = ”(U_U*)_Zkek:“kuz = ”U_v*”Q—l_ZkHGkHQWk‘Z
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Naherungslosung eines tiberbestimmten Gleichungssystems o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Problemstellung: Zu l6sen sei tiber K = R, C, H das Gleichungssystem

Axz =0

mit A € K™*™ von Rang rang A = n < m und rechter Seite b € K™.

(0) Seien a, ..., a, € K™ die Spalten von Aund U = (a, ..., a, )i <K™
der Spaltenraum von A. Genau dann ist Ax = b losbar, wenn b € U gilt.

(1) Allgemein suchen wir Naherungslosungen z* € K”. Der Fehlervektor

v=Ax* — b

soll dabei moglich klein sein, wir wollen also die Norm |v| minimieren.
Nach Satz S3F ist dies dquivalent zu v | U, und somit zu v L a, fiir alle
i=1,...,n, kurz ATv = 0. Ausgeschrieben bedeutet das:

ATAz* = ATh
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Naherungslosung eines tGiberbestimmten Gleichungssystems

S338

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Lemma S3a: die hermitesche Matrix ATA iiber K = R, C, H

Zu A € K™*™ ist ATA € K™*™ hermitesch und erfiillt Ker(ATA) = Ker A.J

Beweis: Es gilt (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Wir zeigen Ker(ATA) = Ker A:
Klar ist ,D“. Wir zeigen ,,C*: Hierzu sei v € Ker(ATA), also AT Av = 0.

Dann gilt 0 = vT (AT Av) = (Av)T(Av), also Av = 0, somit v € Ker A.

QED
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Naherungslosung eines tGiberbestimmten Gleichungssystems

S339

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S3H: Naherungslosung eines liberbestimmten Gleichungssystems

Zu 16sen sei iiber K = R, C, H das lineare Gleichungssystem

Ax =0

mit A € K™*™ von Rang rang A = n < m und rechter Seite b € K™.

(0) Dank S3F existiert genau eine Bestapproximation z* € K" mit
minimaler Fehlernorm |Az* — b|, gegeben durch AT Az* = ATb.

(1) Dank des vorigen Lemmas ist ATA € K™*" invertierbar, also gilt:

v* = (ATA)"1 AT

(2) Die QR-Zerlegung A = QR vereinfacht dies zu

Rz* = Qfb
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. . . . S345
Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Fiir Funktionen f, g : R — C mit Periode T nutzen wir das Skalarprodukt

(flo)i=7 | FO g

Sei w = 27 /T. Als Basisfunktion e, : R — C mit k € Z definieren wir

e, (t) := e = cos(kwt) + isin(kwt).

Ihre Linearkombinationen sind die trigonometrischen Polynome:

=3 FReM, o) = 3 g)ett mit f(k).g(0) € C

k=—n b=—n
Aufgabe: Berechnen Sie hierzu die Skalarprodukte
0) (1en),  (D{exler), (@) (exlg), G {flg), @)
(5) Entwickeln Sie f(t) = sin” t und ¢(t) = cos® t in Fourier—Polynome.

(6) Berechnen Sie daraus 5= [?7 sin* ¢ dt und = [27 cos® ¢ dt.
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Die trigonometrische Orthonormalbasis

S346
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Losung: (0) Wir berechnen (1 |e,, ). Fir n = 0 ist es besonders leicht:

T T
(1]eq) Dzefl/ l-eio“’tdt:l/ 1dt = 1.
I I

Fiir n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wT' = 27

T

IR 171 .
lle,) = —/ 1-e™t gt = —[,— em“’t] = 0.
(Llen T o T'linw i—0

(1) Orthonormalitidt — Wir berechnen die gesuchten Skalarprodukte:

T T

lerle)) 2 2 [ eietydt & L [0 ikt gitwr gy
k|%“¢ T k 14 T .
t—

T .o
= l/ cill—kwt gy © 0 fljr k2,
t 1 furk=~"¢.

—~~
~—"
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. . . . S347
Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2) Fourier — Dank Linearitiat und Orthonormalitat erhalten wir:

(exlg) D=ef<6k‘29 €e> = Zg (ex | eg) = g(k)

b=—n b=—n
© Das Skalarprodukt filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!

(3) Parseval — Dank Bilinearitiat und Orthonormalitit erhalten wir:

(Fla) = (3 fhyen| - g0er) = D fk) (ex| D a0 e )

(4) Energiegleichung — Fiir das Normquadrat gilt Pythagoras:

n

(fFIf) = >

k=—n

fk)[?

© Das Normquadrat ist die Summe der Koeffizientenquadrate.
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. . . . 5348
Die trigonometrische Orthonormalbasis Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(5) Wir entwickeln f und g dank der Euler-Formel e* = cost + isin t:

elt — g—it\ 2 1 1 1 1 1
) = sin(t 2 _ — 21t —21t = 21
f(t) = sin(t) ( : ) ¢ 5 e ; 2608( )

et +e®\% 1 .. 3 .3 1 .,
t) = t3 — — _adit |~ Lt T it T L3t
g(t) = cos(t) ( ) 2 e —|—8€ —|—8e —|—8e
3

1
= —cos(t) + 1 cos(3t)

4
(6) Wir nutzen die Energiegleichung (4) und Fourier—Koeffizienten (5):
1 Zwsm Ytdt = (f|f) 2 zn: flk)]? = 0
2T =0 — 8
1 27 et n E

cos®tdt = (g|g) *
t=0 k=—n

=
NN
Vo
=~
N——"
\W)
|=
—t
o

o
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Anwendung: Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion Beispil

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(19) = 52 [ T@g(t)de

—TT

Sei f: R — R ungerade und 27—periodisch mit f(z) = z/2 fir |z| < 7.

Ps P i P
/ - /// - - ,/ / -
o o T i

Aufgabe: Berechnen Sie die Bestapproximation f, € U,, im Unterraum
U, = (e, |—n <k <n) < Vder Fourier-Polynome vom Grad < n.
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Anwendung: Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion

Bei

S354
spiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Losung: Der Fourier—Koeffizient ¢, ist der Mittelwert iber eine Periode:

1 T

—i0kx

gd:I::O

Fiir £ # 0 nutzen wir partielle Integration:

o 17
Ck—E e

—ikx rdr

1

Ak

part

E(e] -

_ [e—iﬂ'k T — eiﬂ'k 7T] — (_1)k QLk

Damit haben wir zu f € V die Bestapproximation f, €

(ungerader Integrand)

U, gefunden:
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Anwendung: Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die ersten Fourier—Polynome f;, f; ahneln f zunichst nur grob:
/ d
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Anwendung: Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion

S358
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die nachsten Fourier-Polynome f;, f, dhneln f schon etwas mehr:

/[

O

j —

74

fs ——

a

=

3

2

>

b

fo ——

\

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Anwendung: Fourier—Entwicklung der Sagezahnfunktion

S359
Beispiel

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Die Fourier-Polynome tiberschwingen bis zu 9% der Sprunghdéhe:
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. 5 . 5401
Isometrische Homomorphismen erhalten die Form.

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S4A: Isometrie sesquilinearer Raume

Ein isometrischer Homomorphismus f: (U, a) — (V, ) sesquilinearer
Raume iiber (K, o) ist eine K-lineare Abbildung, die die Formen erhalt:

B(f(u), f(v)) = a(u,v) firallewu,veU

Ist f zudem injektiv, so nennen wir f eine isometrische Einbettung.
Ist f sogar bijektiv, so nennen wir f einen isometrischen Isomorphismus.
v

Beispiel: Uber K =R, C,Hsei A € K™™ und f: K™ — K" : v = Av.
Isometrie u' ATAv = u'v fiir alle u,v € K™ bedeutet ATA=1_ .
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Isometrische Homomorphismen erhalten die Form.

5403

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4A: Identitat und Komposition und Umkehrung

(1) Fiir jeden sesquilinearen Raum (V, §) ist idy,: V — Veine Isometrie.
(2) Sind f: (U,a) — (V,B)und g : (V,5) — (W,~) Isometrien,

so auch ihre Komposition go f: (U,a) — (W, 7).

(3)Ist f: (U,a) = (V,B) eine Isometrie und bijektiv,

so auch die Umkehrung g = f~!: (V,8) — (U, ).
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Isometrische Homomorphismen erhalten alle Abstande.

5407

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Korollar S4B: Isometrie bezliglich Skalarprodukt, Norm, Metrik

Uber K = R,C,H sei f: V — U eine lineare Abbildung zwischen
unitaren Raumen (V, (-|-)y,) und (U, (-|-) ;7). Dann sind dquivalent:

(1) f erhalt alle Skalarprodukte:

(f)| f(v'))y=(v|v), furallev,v" eV

(2) f erhalt alle Normen:

[f @)y = vl firallev e V

(3) f erhalt alle Abstande:

dy(f(v), f(v")) = dy(v,v") furallewv, v’ € V

Beweis: Fiir ,,(1) < (2)" nutzen wir Polarisierung S21 tiber K = R, C, H.
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Globale Positionsbestimmung

5409

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

/

\

\
S

Wir finden |z — u;|* =
umgestellt also (u, | )

(2 —u; |z —uy) = |z — 2
=[( u;)* + d(0, z)*

g | ) + [ug |,
— d(ui,x)Z]/Q,

Satz S4c: Positionsbestimmung aka global positioning system /| GPS

(0) Wir betrachten R™ mit Orthonormalbasis (u, ...,
r = > ", u;A, ist bestimmt durch seine Abstande zu 0, uq, ...

A = (u;|z) = (1+d(0,2)

— d(u;,2)?)/2.

u, ). Jeder Punkt
, u,, dank
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Globale Positionsbestimmung

5410

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zahlenbeispiel: Finden Sie alle Punkte z € R3 mit folgenden Abstinden:

d(z,0) = V35, d(z,e;) =30, d(z,ey) =38, d(z,e5) =V/26.

Losung: Dank unserer Vorbereitung lesen wir die Koordinaten ab:

2, = (1+35—30)/2 =

3

Ty = (1+35—38)/2=—1

rs = (14+35—26)/2 =

5

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Rigididat euklidischer Isometrien

5419

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Eine affine Abbildung f: R™ — R" ist von der Form f(x) = Ax + b
mit linearem Anteil A € R™*™ und Verschiebungsvektor b € R".

Satz S4E: Rigiditat euklidischer Isometrien
Wir betrachten (R™, d) und (R"”, d) mit ihrer euklidischen Metrik.

(1) Eine affine Abbildung f: R™ — R" : x - Az + b ist isometrisch

gdw die Matrix A orthonormale Spalten hat, also ATA =1__  erfiillt.

(2) Jede isometrische Abbildung f: (R™,d) — (R™,d) ist affin-linear.

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Rigididat euklidischer Isometrien

S421

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (1) Fiir alle z € R™ gilt:

d(0,z)? =|z|? =2'1 T

mXxm )

d(£(0), f(z))? = |Az|? = 2T AT Az,

Gleichheit fiir alle z ist 4quivalentzu ATA=1_ .
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Rigididat euklidischer Isometrien 5422

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2) Ist f: (R™,d) — (R™, d) eine Isometrie, so auch g : (R™,d) — (R™, d)
verschoben zu g(x) = f(x) — b. Wir setzen b = f(0) und erhalten ¢(0) = 0.

(2a) Sei uy, ..., u,, in R™ eine Orthonormalbasis, etwa die kanonische.
Die Abstande zwischen 0, uq, ...,u, . sind d(0,u,;)? = |u;|? = (u; |u,) = 1,
d(uiauj)2 = |u; —u; ’2 (u; — ug ’Uz —u;) = u; [* — 2(u, ;) + ‘%“2 = 2.
Dasselbe gilt fiir 1hre Bilder v; = g(uy), ..., v,, = g(u,,) in R™, also sind

auch diese orthonormal. Wir ergianzen zu einer ONB vy, ..., v v

(2a) Furz e R™ gilt x = Y ", w,x, mit z; = (1 + d(z,0)? — d(z,u,;)?)/2.

Fir y = g(z) gilt ebenso y = > 7, v;y; mity; = (1+d(y,0)* —d(y,v;)*)/2.

Da g alle Abstinde erhilt, wissen wir dank Positionsbestimmung S4c:
a 2 - 2 —

Es gilt > ™. z? = d(x,0)* = d(y,0)* = >, y?, also y, = 0 fur i > m.

Wir schheﬁen daraus g(u 2y + - +u,,x,,) = v, + -+ v, T,..

Das zeigt die Behauptung: g ist linear, somit f affin-linear. QED
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Die unitare Gruppe GU(V, 3) > SU(V, B)

S425

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S4F: die unitare Gruppe
Sei (V, B) ein hermitescher Raum tiber (K, o), etwa K = R, C, H.

GL(V) = Autg (V) := { f € Endg (V) | f ist invertierbar }.

Ist der Automorphismus f zudem isometrisch, so nennen wir f unitar,
das bedeutet ausgeschrieben 3(f(u), f(v)) = B(u, v) tur alle u,v € V.
Diese bilden die Isometriegruppe oder (allgemeine) unitare Gruppe

GU(V,B) = Autg(V,B) ={ f € Autg (V)| f ist isometrisch }.

Ist dimg (V') endlich und K kommutativ, so haben wir die Determinante
det : Endg (V) — K (02aG). Dies definiert die spezielle unitire Gruppe

SU(V, 8) = SAutg(V, 8) = { f € GU(V, ) | det f = 1}.
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Unitare Matrix, orthogonale Matrix

S429

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S4G: unitare Matrix, orthogonale Matrix
Sei (K, o) ein *Korper, etwa K = R, C, H mit conjy.
Die kanonische Sesquilinearform auf K iiber (K, o) ist 8 : (u,v) - u'v.

(1) Eine Matrix A € K™*" iiber (K, o) heif}t unitar, falls gilt:

ATA =1

Es folgt AAT = I, also A € GL, K mit A~! = AT, Beispiel: (C, conj).
(2) Eine Matrix A € K™*" iiber (K, id ) heiflt orthogonal, falls gilt:

ATA=1

Es folgt AA" =1, also A € GL, K mit A~ = AT, Beispiel: (R, idy).

© Sind die Spalten orthonormal, so auch die Zeilen, und umgekehrt!
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Die klassischen Gruppen: orthogonal, unitar, symplektisch

5431

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S4c: die klassischen Matrixgruppen tber K = R, C, H

In jeder Dimension n € N, ; haben wir den Matrixring K"*" und hierin
GL,K={AeK"" |detA#0}, SL,K={AecK"™"|detA=1}

Die Matrizen, die das Skalarprodukt erhalten, bilden Untergruppen:
GU,K={AeK™"|ATA=1T1}, SU,K={A4e€GU,K|detA=1}

Dies sind die klassischen Matrixgruppen. Traditionelle Bezeichnung:

GO, R={AcR™™|ATA=T1}, SO, R={AecGO,R|det A=1},
CGU,C={AeC™|ATA=T1}, SU,C={A€CU,C|detA=1},
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Kleine orthogonale und unitare Gruppen

5433

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4H: kleine orthogonale und unitare Gruppen

Fiir n = 1 haben wir GL; K = K* sowie hierin jeweils

GO, R
GU, C
Fiir n = 2 gilt
([a —b)\
GO, R = <\ b a)\]
([a —b
SO, R = <\ b a]
([ 2 —w)
GU,C = <\ = E)\]
SUQC = < z_u_J]
w7

{aER‘cﬂ:l}

a,b € R, A =41,
a’ +b° =1

et =1

a’ +b° =1
z,w,\A € C,

a+1ib —c + id
c+id a—1ib

{zeC||7|* =1}

27 + [w]? = 1 =}

SV,
S*t.

— {£1)

sinf cosf@

cos 6 —smé’] |9 c R}

a,b,c,d € R,
a2 +b+c2+d? =1

|

} allgemein und speziell

112

Sl

} allgemein und speziell

~ §°.

vy
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Ebene Drehungen und Spiegelungen

5435

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

sin

~

ebene Sp

[—~sind] e, [ -_
L cos 0| @L\
IS ]
ebene Drehung
cos —sinb

— COS

iegelung

|

sin 0
—cos 6

]eGO;R
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Was ist eine Drehung?

5436

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S41: Drehung aka Rotation

(0) Jedes Element A € SO, (R) und A € SU_(C) nennen wir Drehung.
(1) Jeder Winkel 6 € R definiert die zugehorige ebene Drehung:

cos —sinb
sin 0 cos 6

R, = [ ] e SO, (R)

(2) Je zwei orthonormale Vektoren u, v in (R", (-|-)) und ein Drehwinkel
0 € R definieren die einfache Drehung R,"* € SO, (R) mit der Matrix

U,V R 0
MBR07 :[ 8 I]

Hierzu sei B = (u, v, ...) eine Orthonomalbasis von R”: Auf (u, v); = R?
ist R,"" die ebene Drehung R, und auf W = (u,v)z die Identitét.
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Givens—Rotationen sichern freie Beweglichkeit. -

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Konnen wir jeden Vektor v € R* \ {0} in die positive z—Achse ¢;R_
drehen? Ja! Das gelingt elegant-explizit durch seine Givens—Rotation

G, = [”l ’”2] € SO,(R), denn levllz [”””].

v _m —v, Uy Vg 0

Lemma S4j: Givens—-Rotation von v zu u;R., in der Ebene (u;,u, )k

Seien u, u, orthonormal in (V, (-|-)) iiber K = R, C. Zu jedem Vektor
v € (uy,uy )i existiert eine Rotation G, € GU(V) mit G, (v) € u;R5.
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Der Gauf3—Algorithmus mit Koordinatendrehungen

S442

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

A=

% k% |

* 3k k

| kok k|

% ok k|

P x *

NEEN

P x
0 &
00

***

Algo S4k: Gauf—Givens—Algorithmus zur QR-Zerlegung
eine Matrix A € K™*™ iiber dem Koérper K =R, C

Eingabe:
Ausgabe:

(Q,R)mit A=QRund Q € GU_ (K) und R € K™*™ in PZSF

1: Losche jede Spalte von unten nach oben mit Rotationen R,"“**!

2: Fiir ein Pivot a in der letzten Zeile skaliere mit a/|a| € S*.
3: So bringen wir QA = R in PZSF. return(Q, R)
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Geometrische Anwendung: Euler-Winkel

S443

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4L: Euler—-Winkel

Jede Drehung A € SO;(R) ist Produkt von drei Koordinatendrehungen

A=

1 0
0 cosvy
0 sinvy

0] [cospf
—siny| |sinf
cosv] [ O

—sinf 0]
cosB 0O

0 1

1
0

0

0
COS (&
sin o

07
— Sin «
COS O

Beweis: Wir nutzen obigen Gauf3—Givens—Algorithmus zu A = QR.

A=

Dank det(A) = 1 ist der letzte Pivoteintrag positiv. Somit hat ) € SO5(R)

die obige Produktform. Dank A € SO, (R) gilt auch R = QT4 € SO;(R).
Orthonormalitdt der Spalten erzwingt dann R = I, also A = Q.

[ % kx|
* k%

EXIEN

7,

Bl

D * x ﬂ

|0 % x|

"D % %]

0 * %

|0 % x|

—R=1]

QED
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Der Satz vom Fufdball

S447

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Zu Beginn des Spiels liegt der Fufiball exakt auf dem Mittelpunkt.
Dann wird er 45 Minuten lang getreten, verschoben, gedreht. Anfangs der
zweiten Halbzeit liegt er wieder exakt auf dem Mittelpunkt. Gibt es einen
Punkt auf der Obertlache des Balls, der sich wieder genau an derselben
Stelle des umgebenden Raumes befindet? Ja, immer mindestens zwei!

Satz S4m: der Satz vom Fuf3ball

(1) Jede Matrix A € SO4(R) hat den Eigenwert 1,
also eine Fixgerade uR C fix(A) mit v € S? und Au = w.

v

Beweis: Wir haben y 4, = (X —A\)(X — u)(X —v) mit A\, u,v € St € C: Aus
Av=ovAmitv # 0folgt 0 < (v|v) = (Av|Av) = (vA]v) = [M*(v|v).

Zudem gilt 1 = det A = A\uv. Echt komplex haben wir v = 1, also 1 = .

Rein reell gilt A\, u, v € {£1}, also konnen nicht alle gleich —1 sein.
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Drehungen des Raumes R?

5448

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4m: der Satz vom Fuf3ball

(2) Zu jeder orthogonalen Matrix A € SO4(R) existiert ein orthogonaler
Basiswechsel T' € SO;(R) und ein Drehwinkel 6 € [0, 7| so, dass gilt:

1 0 0]
T'AT = |0 cosf —sinf
0 sinf  cosf]

Beweis: Dank (1) existiert u € Eig(A, 1) normiert. Hierzu sei (u, v, w)

eine positive Orthonormalbasis (etwa dank Gram-Schmidt S3c).
So erhalten wir T := (u,v,w) € SO3(R) und wie gewiinscht

EERED 1 0 0] [1 0 0
SO;(R)ST'AT 2 [0 * *| = [0 % *| =2 |0 cosf —sinf
0 * % 0 * % 0 sinf  cosf]
mit § € [—m, w]. Im Falle # < 0 wahlen wir T' = (—u, —v, w) und —6. |QED
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S449

Was ist eine Spiegelung?
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Was ist eine Spiegelung?

5450

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition S4n: die Spiegelung S,
Sei (V, (-|-)) ein unitarer Raum iiber K = R, C, H, etwa V' = K".

Jeder Vektor v € V'~ {0}, normiert zu u = v/|v|, definiert die Spiegelung

S,: VoViz b z—2-u(ulz) = z—2/{v|v) v(v|z)

Sie ist unitir mit S2 = idy. In jeder ONB B = (u,...) gilt Mz S, = [ Y]

o —2 uul =1 —2/(vTv)- vl

MgS,U — 1

n

v

Beweis: Linearitat iber K ist klar, als Komposition linearer Abbildungen.

Firz L ugilt S, (z) =x. Firz =uA gilt S, (z) =z — 2 - ul = —=.

QED
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Householder—Spiegelungen sichern freie Beweglichkeit.

S451

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2 Wie spiegeln wir v € R* \ e; R in die positive z—Achse e;R_?

NS

Lemma S40: Householder—Spiegelung

Sei (V, (-|-)) euklidisch tiber R. Sei v € Vnormiert und v € V\ uR.,,.

Fiir den Vektor w = uA — v mit A = |jv| gilt dann S, (v) € uR.,.
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Der Gaufi—Algorithmus mit Householder-Spiegelungen

5453

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

EXES B * * D x x B *x
A:***—>O**—>O€B*%O€B*:RG':?OI
EEES |0 *x x| 0 0 x| 0 0 &_

Algo S4p: Gaufl—Housholder-Algorithmus zur QR-Zerlegung
Eingabe: eine Matrix A € R™*" iiber dem Korper K =R, C

Ausgabe: (Q,R) mit A=QRund Q € GU_ (K) und R € K™*™ in PZSF

1: Liegt die erste Spalte noch nicht in e; R, so spiegele sie dorthin.
2: Verfahre rekursiv ebenso mit der verbleibenden Untermatrix.

3: So bringen wir QTA = R in PZSF. return(Q, R)
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5455

Spiegelungen erzeugen die Gruppe GO, (R).

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4aq: Spiegelungen erzeugen die Gruppe GO, (R).

(1) Jede Matrix A € GO,, R kann erzeugt werden durch n Spiegelungen.

(2) Jede Isometrie f: (R™,d) = (R™, d) des euklidischen Raumes (R", d)
ist eine Komposition von hochstens n + 1 affinen Spiegelungen.

4

Jede Isometrie der Ebene ist Komposition hochstens dreier Spiegelungen. ’
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S457

Komposition von zwei ebenen Spiegelungen
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

5458

Komposition von drei ebenen Spiegelungen
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Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene R?

S461

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

usv = uv; + Uy = |uf- || -cosL(u,v) = Lul- |y
U XV = U Uy — UV, = |u|- |v|-sin<(u,v) = +|u|-|v,|
v
V1
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Das komplexe Skalarprodukt: vorne konjugiert, hinten linear

5463

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

HIHE G N R
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Das Kreuzprodukt von Vektoren im Raum R?

5465

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4r: Kreuzprodukt aka Vektorprodukt in Dimension 3

-ul- -Ul_ -U2US - USU2_ ul /Ul 61

X tRIXRS =R : |uy| X |vy| = |ugv; —uqgvs| = | uy vy, e

| U3 | Us | | U VUg — UV | Us Uz €3

(1) Das Produkt (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v x u = —(u x v),

und bilinear, also u x (VA +v'u) = (u X v)A + (u X v")u, ebenso in w.

(2) Fiir je drei Vektoren u, v, w € R? gilt (u X v|w) = det(u, v, w).

Insbesondere gilt 0 = (u x v|u) = (u X v|v), also u x v € (u, v)x.

(3) Fur alle u,v € R? und A € SO5(R) gilt (Au) x (Av) = A(u X v).

.

Beweis: Eigenschaften (1) und (2) sind klar. (3) Fiir alle w € R® haben wir
((Au) x (Av) | Aw) = det(Au, Av, Aw) = det(A) det(u, v, w) = det(u, v, w)

= (uxv|lw)=(A(u X v)| Aw). Das zeigt (Au) x (Av) = A(u X v).
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Das Kreuzprodukt von Vektoren im Raum R?

5466

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Fir alle u,v € RS und w = u x v gilt w L v und w L v sowie

lu X v| = |u| - |v| - sin < (u, v)
w
t Nach geeigneter Drehung haben wir:
v Uy | [ Uy | 0
i‘\af' 0| x [vy| =] 0
0 0 UqVy _

U n . n . _
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Die Rodrigues—Rotationsformel

5468

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz S4s: Rodrigues—Rotationsformel

Zu jeder Drehachse u € S? und Drehwinkel 6 € [0, 7] C R definieren wir

die zugehorige Drehung p(u, 8) € SO5(R) nach Rodrigues durch

p(u,0) : R 2R3 : =z +5sin(f) - ux z+ (1 —cos(f)) -u x (u x z).

Beweis: Wir erganzen unser v zu einer ONB u, v, w € R® mit u X v = w.

In dieser Basis lesen wir ab: u — u sowie v — cos(#)v + sin(f)w und
w +— —sin(f)v + cos(§)w. Somit gilt p(u,d) = Ry".

QED
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel S

Bonusmaterial

S DD DD

“Should you just be an algebraist or a geometer?”
is like saying “Would you rather be deaf or blind?”
[...] On the whole, we prefer to have both faculties.

Sir Michael Atiyah (1929-2019)
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

S002

5 Isometriegruppen reguliarer Polyeder

Inhalt dieses Kapitels S
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

5406

Handballfeld in der euklidischen Metrik aka /?—Metrik

-~ -
-~ -
R S ———— ]

- —
“ -~
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

5407

Handballfeld in der Maximumsmetrik aka /°°—~Metrik
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

5408

Handballfeld in der Taximetrik aka /' —Metrik
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Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Kapitel T

Spektralsatz und erste Anwendungen

~Was hat Sie [an der Quantenphysik] dermafen fasziniert?”
— , Die wunderschone Mathematik, die verwendet wurde.”
Anton Zeilinger, Physik-Nobelpreis 2022

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

T002

Spektralsatz iiber K = R, C, H

1

Inhalt dieses Kapitels T
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Selbst/adjungierte Matrizen

T101

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition T1A: selbst/adjungierte Matrix — SFormen S1H

Sei (K, o) ein involutiver Ring, etwa K = R, C, H mit ¢ = conjk.

(1) Zu jeder Matrix A € K™*™ definieren wir die adjungierte Matrix

AT . ZT c Knxm

(2) Gilt AT = A, so heifit die Matrix A selbstadjungiert oder hermitesch.

Im Spezialfall o = id nennen wir die Matrix A = A" symmetrisch.

v

-1 ;
2+i 3i]' [2—i 5
5 1] | -3 1|’

] ,  hermitesch H = [—31 ;] .

Sy Ot W=
|
- 1
N -
SL N
S W
| —|

1
2
3

3 2

symmetrisch S = [ 0 &
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Selbst/adjungierte Matrizen

T102

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel: Aut V = K" betrachten wir die hermitesche Standardform:
(|7 )in t KP XK 2 K : (u,v) = (u|v) := ne

Fiir jede Matrix A € K™*" sowie u € K™ und v € K" gilt:

(u| Av)gm = (ATu| v}y,

Afu|v)e, = ATty = WAoo = uf(Av) = (u|Adv)p.
K
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Selbst/adjungierte Homomorphismen

T105

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition T1B: selbst/adjungierte Homomorphismen
Seien (U, (-|-);,) und (V, (-|-),/) hermitesche Raume iiber (K, o).

(1) Ein Endomorphismus f: V — Vheif3t selbstadjungiert, falls gilt:

(u|f(v))y, = (f(u)|v), furalleuw,veV

(2) Ein Paar (f,g) : V & U von K-linearen Abbildungen
f:V = Uund g: U — Vheif3t zueinander adjungiert, falls gilt:

(u|f(v)), = (g(u)|v), firalleuw e Uundv e V.
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Selbst/adjungierte Homomorphismen

T106

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(3) Ist (-|-) regulir, etwa ein Skalarprodukt, so ist g eindeutig.

Beweis: (3) Seien g, § : U — Vadjungiert zu f und v € U. Dann gilt
(ul f(v))y = (g(u)|v)y = (g(u)|v)y

fir alle v € V, somit (g(u) — g(u) | v) = 0 also g(u) = g(u).

QED

Wir nennen dann g = f7 den adjungierten Homomorphismus zu f.

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Adjungierte Homomorphismen und ihre Matrizen o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Seien U = (u;)72; zu Uund V = (v;)?_; zu V Orthonormalbasen tber K. J

Fiir f: V — U linear mit Darstellungsmatrix A = M5 (f) € K™ gilt
(u; | f(vj)> = (u; | D pey ukakj> = ZL’LM%W)% = Qs
Ebenso fiir g : U — Vlinear mit B = M, (g) € K™ gilt b = (v;|g(u;)).

Satz T1p: adjungierte Homomorphismen und ihre Matrizen
(1) Genau dann ist das Paar (f, g) : V &= U adjungiert, kurz g = fT,
wenn ihre ONB-Darstellungsmatrizen adjungiert sind, also B = AT.

(2) Zu jedem Homomorphismus f: V — U, mit endlichen ONBasen,
existiert genau ein adjungierter Homomorphismus f7: U — V,
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Reelles Spektrum und orthogonale Eigenraume o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz T1E: reelles Spektrum und orthogonale Eigenraume
Uber K = R,C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.
(1) Jeder Eigenwert A € K von f ist reell, kurz o(f; K) C R.

(2) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal:
Gilt f(u) = uA und f(v) = vu fir u,v € Vund A # pin R, so folgt u L v.

(3) Ist U < Vinvariant, also f(U) C U, so auch U+ <V, also f(U+) C U*.

Beweis: (1) Fir f(v) = vA mit v € V~ {0} und A € K gilt:
(v[o)h £ (v]0A) = (o] ) 2 (0)]0) = (A]v) £ X(v]o)
Dank (v |v) € R, schliefen wir A = ), also A € R. (2) Wir rechnen:

0 = (f(u)|v) = (u|f(v)) = (ur|v) = (ulop) = (A= p){u|v)

Dank X # p folgt (u|v) =0, also u L v. (3) Aus v € U~ folgt f(v) € U+
Fiir alle u € U gilt (u| f(v)) 2 ( f(u) |v) 2 0 dank f(u) € U. OED
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Beispiel: reelles Spektrum und orthogonale Eigenraume

T113

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Finden Sie zu A, B, C jeweils eine orthonormale Eigenbasis!

1 0 0] 101 1] 301 1
A=10 2 0|, B=|1 1 1|, c=1]1 3 1
0 0 3 11 1 11 3

A: Hier gilt Eig(A, k) = (e, )g fir k = 1,2, 3, also R3 = @O3_, Eig(4, k).

B: Fir v = (1,1,1)" gilt Bu = 3u. Fiirv = (1,—1,0)" gilt Bv = Ow.
Fir w=u x v = (1,1,—2)" gilt Bw = Ow. Orthonormale Eigenbasis:

-1 1 1 A

V3 V2 V6 (3 0 0]
_ 1 =1 1 T — 7 TB — 10 0 0

1 g =2 0 0 0

L /3 V6 -

C: Hier gilt C = B + 21, also Q"C Q = diag(5, 2, 2).
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Beispiel: die Ableitung periodischer Funktionen

T117

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel T1F: Funktionen f: R — C mit Periode T" > 0

V ={f:R — C|T-periodisch und beliebig oft diff’bar }.

e, :R—C:tre*™ mitw=2r/Tundk € Z

V><V—>C=(f,g)H<f\g>==%/ 0 o(t) dt.
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Beispiel: die Ableitung periodischer Funktionen

T118

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beispiel T1F: Die Ableitung 1 < ist selbstadjungiert.

<f\%%9> (aiflo)
[ p— c l—— 97 1 7
s [ Togwe = [fogn] -1 [ Foewa
t=0 =0 t=0
%st 1kwt_kwelkwt
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Woher bekommen wir ein erstes Eigenpaar?

T121

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Lemma T1G: Existenz eines ersten Eigenpaars

(1) Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.

Gilt dimg (V') = n € N4, so existiert ein Eigenpaar (v,\) € V x R.

(2) Jede selbstadjungierte Matrix A € K™*™ hat einen reellen Eigenwert.

Algebraischer Beweis: (a) Komplexer Fall K = C: Zu A € C™*" zerfallt
das Polynom x , € C[X]} iiber C dank FTA E3c. Wegen n > 1 existiert

ein Eigenpaar (v, \) € C* x C (P2a). Dank A" = A gilt A € R (T1E).

(b) Reeller Fall K = R: Wir betrachten A € R™*"™ C C™*". Dank (a)
existiert (v, A\) € C" x R mit Av = vA. Konjugation ergibt Av = vA.
Fiir u = Re(v) = (v + v) € R erhalten wir Au = u.

QED
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.

T123

Quadratische Form aka Energiefunktion

_4 m—
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Austiihrliche Erlauterungen bietet die Vollversion.
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Quadratische Form und Energiemethode

T125

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz T1H: Energiemethode
Uber K = R,C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.
(0) Wir betrachten die Sphare S(V') := {zx € V||| = 1} und darauf

E:VOS—>RCK:zxzH Ex)= (x| f(x)).

(1) Ist u € S eine Minimalstelle, also F(u) < E(z) fir alle xz € S,
dann ist u ein Eigenvektor, also f(u) = uA mit A = E(u) € R.

(2) Fir V = K" nimmt E auf S Minimum und Maximum an,
somit existiert zu f mindestens ein Eigenpaar (u, A) € S x R.

Beweis: (0) Es gilt E(z) € R, denn (z | f(z)) = (f(z)|z) = (| f(z)).

(1) Wir zerlegen f(u) = uA 4+ v orthogonal mit A = (u | f(u)) und v L w.

u + vt ) e A2t P+ (v fv)) h)
|lu + vt|| / 1+ t2|v|?

Es gilt A’ (0) = 2|jv||*/|u||*. Ist u extremal, so folgt h’(0) = 0, also v = 0.

R9t|—>E(

"UOTSIIA[OA TP 39391q USSUNIINEIY SYII[IYNJSny




Spektralsatz I: selbstadjungierte Endomorphismen e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz T11: Spektralsatz |, selbstadjungierte Endomorphismen ’

(1) Uber K = R, C, H ist jede selbstadjungierte Matrix A € K™*"
unitir diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten: Zu A = AT
existiert ein unitarer Basiswechsel Q € GU_ K so, dass

QTAQ = A = diag(\,...,\,) mit X,.., A\ €R.

(2) Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir mit dimg (V) =n € N.
Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus f: V — Vexistiert

eine orthonormale Eigenbasis (v, ..., v,,) mit reellen Eigenwerten.
y

Aquivalenz: Wir haben ,,(2) = (1) mit Q = (v, ..., v, ) € K™ dank T1b,
ONB heiflt QTQ = I, Eigenbasis heifit AQ = QA mit A = diag(\{,..., \,).

© Im Falle K = R ist die Matrix @) orthogonal, geschrieben @) € SO, R.
FJede symmetrische reelle Matrix ldsst sich orthogonal diagonalisieren.

© Im Falle K = C ist die Matrix @ unitér, geschrieben @ € SU, C.
FJede hermitesche komplexe Matrix ldsst sich unitdr diagonalisieren.
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Spektralsatz I: selbstadjungierte Endomorphismen it

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (2) Wir fithren Induktion tiber n. Fiir n < 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Dank T1G/T1H existiert zu f: V — Vein Eigenpaar (v;,A\{) € V x R.
Wir normieren den Eigenvektor v; # 0 zur Lange |v,| = 1.

Die Gerade (v, ) ist invariant, also auch U := (v, ) dank T1g(3).

Es gilt V = (v )x © (v, )5 dank S1Q, somit dimy (U) = n — 1.

Die Einschrankung g = f|% : U — U ist weiterhin selbstadjungiert,
denn (u|g(v)) = (u| f(v)) = (f(u) |v) = (g(u) |v) fir alle u,v € U.

[V: Zu g existiert eine orthonormale Eigenbasis (v,, ..., v,,) von U.
Damit ist (v, vo, ..., v,,) eine orthonormale Eigenbasis zu f. QED
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Spektralsatz I: selbstadjungierte Endomorphismen e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Algo T1): Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

Eingabe: eine selbstadjungierte Matrix A € K™*" iiber K = R, C
Ausgabe: eine orthonormale Eigenbasis (vq,...,v,) zu A

1: Zerfalle das charakteristische Polynom x 4, = [, (X — \,)" iiber R.
2: Konstruiere eine Orthonormalbasis fiir jeden Eigenraum Eig(A, ),).
3: Fiige diese zur Orthonormalbasis (v, ..., v, ) von K" zusammen.

4: return (vy,...,v,)
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Welche Matrizen A € K™*” sind unitar trigonalisierbar? o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

QT A Q =

Gegeben ist eine Matrix A € K™*" iiber K = R, C, H. Wir suchen einen
unitiren Basiswechsel Q € GU_ K zur Dreiecksform QTAQ = R € 4 (K).
Wegen Q' = Q! bedeutet das zugleich Ahnlichkeit Q7A@ = R.

Notwendige Bedingung tiber K = R: Das Polynom y 4, € R[X]! zerfallt.
Uberraschung iiber K = C, H: Es gibt keine einschrinkende Bedingung!
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Woher bekommen wir ein erstes Eigenpaar?

T134

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Lemma T1k: Existenz eines ersten Eigenpaars

Uber K =R, C, H sei (V, (-|-)) unitir mit dimg (V) = n € Ny;.

Sei f € Endg(V); tiber K = R habe x ; € R[X];, eine Nullstelle X € R.
Dann existiert ein Eigenpaar (v, A\) € V x K, zudem normiert zu |v| = 1.

Beweis: (a) K = R: Wir haben einen ersten Eigenwert A € R.
Dazu existiert ein Eigenvektor v € Eig(f, A) \. {0}, siehe P2s.

QED
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Schur—Zerlegung: unitare Trigonalisierung

T135

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

QT A Q =

Satz T1L: Schur-Zerlegung, unitare Trigonalisierung

(1) Uber K = R, C, H sei A € K™*" eine quadratische Matrix.
Uber K = R fordern wir zudem, dass x 4, € R[X]} zerfallt.

Dann ist A unitir trigonalisierbar: Zu A existiert ein unitarer
Basiswechsel Q € GU, K zur Dreiecksform QTAQ = R € ¢ _(K).
(2) Sei (V, {-|-)) unitar mit dimg (V) =n € Nund f € Endg (V).
Uber K = R fordern wir zudem, dass x ; € R[X]}, zerfallt.

Dann existiert eine Orthonormalbasis (vq, ..., v,,) von Vbeziiglich der
f Dreiecksform hat. Wir nennen dies kurz eine Schur—Basis zu f.
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Schur—Zerlegung: unitare Trigonalisierung

T136

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Beweis: (2) Wir fithren Induktion iiber n. Fiir n < 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

R =
= M3(f)

_)\1* *

0 Ay *
“lo|0 -
00 0

Dank T1k existiert ein erstes Eigenpaar (v, A;) € V x K.
Wir normieren den Eigenvektor v; # 0 zur Lange |v,| = 1.

Zum Orthgonalraum U := (v, )i wihlen wir eine Basis (us,, ..., u,,).

Beziiglich der Basis A = (v, u,, ..., u,, ) hat f obige Blockform.

Die Untermatrix B definiert den Endomorphismus g : U — U.
Uber K = R gilt x; = (X — ;) - X, also zerfallt auch x,,.

[V: Zu g existiert eine Schur—Basis (v,, ..., v, ) von U.
Damit ist B = (v, vo, ..., v,,) eine Schur—Basis zu f.
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Welche Matrizen A € K™ sind unitar diagonalisierbar?

T137

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Angenommen, A € K™*” wird durch ) € GU,, K diagonalisiert zu
QTAQ = A = diag(\, ..., \,).
Dann kommutiert A mit AT:

A-At = QAQT-QATQt = QAATQT
AT . A = QATQT.QAQT _ QATAQT,

also ATA = AAT.
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Welche Matrizen A € K™*" sind unitar diagonalisierbar? o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Definition T1m: normale Endomorphismen

(1) Wir nennen f: V — Vnormal, falls fT existiert und mit f kommutiert:
foft=flof

(2) Eine Matrix A € K™*" heif3t normal, falls gilt:

A-AT = AT. A

Beispiele: (a) Jeder anti/hermitesche Endomorphismus erfiillt fT = +f.
(b) Jeder orthogonale / unitire Automorphismus erfiillt fT = f=1.
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Trigonal und normal bedeutet... o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Aufgabe: Wann ist die Matrix M = [4 §] € KPT9*(P*9) normal?

Losung: Wir setzen die Definition ein und vergleichen

AT 0 A C [ ATA ATC
toAf — . _
MT-M O BT] [0 B| CTA C'C+B'B|’
A C AT 0 ] CAAT+CCT OB
AT — . _
MM 0 B] [CT BT BC1 BBt |-

Aus Gleichheit MTM = MM folgt ATA = AAT + CC". Die Spur ergibt:

p p p p P q
E : E : ’L]a’Zj E : E :a’zg 7,] E :C'L’kcik7
1=1 k=1

1=1 j7=1 1=1 j7=1

Notwendig ist also )", ,|c;,|* = 0, somit C' = 0, sowie A und B normal.
Umgekehrt ist dies offensichtlich auch hinreichend. QED
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Trigonal und normal bedeutet... diagonal!

T142

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz T1N: Trigonal und normal bedeutet diagonal.

(1) Eine Dreiecksmatrix

ay; * %
M — O .. sk E Kan
0 0 a,, |

ist genau dann normal, MTM = MM?T, wenn sie diagonal ist.
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Welche Matrizen A € K™ sind unitar diagonalisierbar? o

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Satz T1o: Spektralsatz Il, normale Endomorphismen ’

(1) Uber K = R, C, H sei A € K™*" eine quadratische Matrix.
Uber K = R fordern wir zudem, dass x 4, € R[X]} zerfallt.

Genau dann ist A unitir diagonalisierbar, also QTAQ = A

mit ) € GU, Kund A = diag(}\;, ..., A,,), wenn A normal ist.
(2) Sei (V, (-|-)) unitar mit dimg (V) =n € Nund f € Endg (V).
Uber K = R fordern wir zudem, dass x ; € R[X]; zerfallt.

Genau dann erlaubt f eine orthonormale Eigenbasis (vq, ..., v, ),
mit f(v,) = v, A\, und A\, € K, wenn f normal ist.

Erster Beweis: (1) Die Implikation ,,=" haben wir oben nachgerechnet,
,< folgt dank Schur-Zerlegung T11: Zu A existiert () € K™*™ unitir und
QTAQ = R € <% Ist A normal, so auch R. Dank T1n ist R diagonal. [QED
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Welche Matrizen A € K™ sind unitar diagonalisierbar? e

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Zweiter Beweis: (2) ,<": Wir fuhren Induktion iiber n. Fir n < 1 ist alles
klar. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Dank T1xk existiert zu f: V — Vein Eigenpaar (v{,A;) € V x R.
Wir normieren den Eigenvektor v; # 0 zur Lange |v,| = 1.

Sei U = (v, )y < V.Fiurwv € Ugilt f(v) € U, denn
(v [ f(v)) = (f1(v)|v) = (vA]v) = A(v;[v) = 0.
Wir erhalten so g = f|5 : U — U, ebenso g' = f7
(ulg(v)) = (u[f(v)) = (f1(w)]v) = (g'(x)]|v)
Da fnormal ist, also fT o f = fo f1 erfiillt, gilt dies auch fiir g.

[V: Zu g existiert eine orthonormale Eigenbasis (v,, ..., v, ) von U.
Damit ist (v, vo, ..., v,,) eine orthonormale Eigenbasis zu f. QED

g, denn
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Normale Endomorphismen: charakteristische Eigenschaften

T146

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Lemma T1p: charakteristische Eigenschaften

Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und (f, f1) : V 2 Vadjungiert.

(1) Aquivalent sind die folgenden drei Eigenschaften:

(1a) Der Endomorphismus f ist normal, erfiillt also f o fT = fTo f.

(1b) Es gilt { f(u) | f(v)) = { fH(u) | fT(v)) fiir alle u,v € V.
(1c) Es gilt | f(u)] = | fT(x)] fiir alle u € V.

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und vergleichen:

(f) ] f) = (ul(ffef)v))

1= A 1=

(Fi) [ f1(0)) = (u|(fofH)(v))
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Normale Endomorphismen: charakteristische Eigenschaften

T147

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

(2) Ist (f, fT) : V — Vnormal, so folgt Ker(f) = Ker(fT).

(3) Ist (f, f1) : V — Vnormal, so auch das Paar (g,¢"): V =V
mit g(v) = f(v) — v und g’ (v) = fT(v) — vAT fiir jeden Skalar X € K.

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und vergleichen:

(gogh(v) = g(ff(v) —vAt) = (fo fH(v) — FW)AT — FT(v)A — vATA
(gt og)(w) = gt(f(v) —vA) = (ffo f)(v) — F)AT = f(v)A — vAN

Dank (2) wissen wir Ker(g) = Ker(g"). Daraus folgt:

)

1z

9
9

1z g

(4) Sei (f, fT) : V — Vnormal. Aus f(v) = v folgt fT(v) = vAT.
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Zusammenfassung: normale Matrizen tiber C

T151

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Korollar T11: Zusammenfassung: normale Matrizen liber C

Fiir jede komplexe Matrix A € C™*" gelten folgende Aquivalenzen:
C

A normal
A — At < 3JQeSU,C:QRIAQC
A unitar
AT—Al} & 3JQeSU, C:QAQCc

A antihermitesch

} & JQeSU,C:QIAQ ¢

AT = —A
A hermitesch
Iy — 3JQeSU, C:QRAQCc
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Zusammenfassung: normale Matrizen liber R

T153

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Korollar T1u: Zusammenfassung: normale Matrizen tber R

Fiir jede reelle Matrix A € R™*" gelten folgende Aquivalenzen:

A normal 10 SO R:QTAQ B,
<~ . p %
ATA = AAT " .
B, e RUR_ (50, R L
B
A orthogonal T 1
AT — g1 < dQ eSO, R:Q"AQ € E
B B, € {+1}USOSR L
A antisymmetrisch . B,
AT — 4 <~ dJQ eSO, R:Q AQ € -
B, € {0} UR,o[7 5] L
A i R
symmetrisch e G0cSO R :QTAQ ¢ |
AT — A n |
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Der Satz vom Fufdball

T155

Dies ist nur die Saalversion ohne Erlauterungen.

Korollar T1u: Satz vom Fufiball
Zu jeder orthogonalen Matrix A € GO,, R existiert demnach

— dreidimensional S4m

ein orthogonaler Basiswechsel () € SO,, R in folgende Normalform:

1

QTAQ = [

L Sk

mit (c,, s;) = (cosf,,sin6,) tiir Drehwinkel 6, € |—=,0[ U |0, 7[.
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