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Willkommen zur Fortsetzung lhrer Linearen Algebra! o

Leseanleitung: Wie nutzen Sie mein Skript richtig? rung

Erlauterung

)\ Lineare Algebra 2 - SoSe 2026 -]
Okl 2um Begin des das erernen d Segin der Grundschule: 5 st anfangs mahsam, aber NGtz ein Leben lang! Lineare Methoden sind elegant und praktish, daher vierden sie Gberallgerne genutz, so-
hematic als auch in Scince oder Kunsticher nteligenz. Zuglech It dieLinare Algebra elne wunderschone Theorte, an der Sie vorbidich ernen,wie moderne Mathematk

aufgebaut wird. Die Vorlesung fuhrt Sie In diese methodische und strukturelle Arbeltsweise ein.
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Herzlich willkommen zur Linearen Algebra 2!
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Vorlesung

Quizze sprechstunden
 Montag 11:30- 1300 Unr 1 V47,02 an qui 1000,
 Mittwoch 5451115 Unr in V57,03 Das erste Quiz (it Wderholang 2 Determinante nd neuem Stff2ur Diagonalse
 Mitcwoeh 14:00- 15:30 Unr In V57,02 ale 2wel Wochen abwechseind 2ur Votrags-  Fung) startet n der ersten Woche, also am Dorinerstag, den 9. April 2026

doung)

gemeinsam zur Analysis 2 und Linearen Algebra 2

Inden Analysis und Li Igebra hab
Moglichket, Ihre Fragen zum Stoff und zu den Ubungsaufgaben zu stellen.

Die Voriesung startet am Mittwoch, den 8. April mit belden Termint
14:00 Uhr.

enumodsundum  GrUppeniibungen « Dienstag, 45 1115 1nV57 8359

+ Donnerstag, 945 11:15 11 V57 8339

- Zeten und Raume finden Sie im Ubungsordner
Vortragsiibung

Dle Anmeldung zu den Ubungen findet statt am Donnerstag, den 9. April 2026, von
10bis 16 Uhr hier n llas (nicht In COMPUS), Treten Sle dazu elner der Ilas-Gruppen Im
Obur bel

« Mittwoch 14:00 - 15:30 Unr in V57.02 (alle zwel Wochen abwechselnd zur Vorlesung)

Die erste VortragsUbung findet In der welten Woche Statt, also am Mittwoch, den 15.
April Das

igsblatt gt es In Woche 1. Die zugehorigen Gruppenubungen starten
dany

2, 2150 am 14, und 15. Apri,

Unser Ilias-Kurs zur LinA2 ist aktuell, informativ und liebevoll gestaltet.
Dort finden Sie alle Informationen, hilfreiche Materialien und Termine,
etwa in der ersten Woche die Anmeldung zu Thren Ubungsgruppen.

blauer Titelbalken =
Vorlesung, Grundgeriist

weifler Titelbalken =
Hintergrund, Bonus

Leseanleitung: Wie nutzen Sie mein Skript richtig?
blauer Titelbalken =

weifler Titelbalken =
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Tipp:

Pro Vorlesung a 90min besprechen wir etwa 20 bis 30 Vorlesungsfolien;
diese bilden den blauen (!) Faden, unser Grundgeriist, den harten Kern.
Zudem biete ich niitzlichen Hintergrund, insbesondere in der Vollversion:
hilfreiche Erlduterungen und Ergénzungen, Anwendungen und Beispiele,

Aufgaben und Losungen, usw. Dosieren Sie selbst nach Threm Bedarf!
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Lineare Algebra 1 - solide Fundamente weiick| | Lineare Algebra 2 — Aufbau und Anwendungen Uberblick
Praludium: Schulmathematik vom richtigen Standpunkt Logische und algebraische Grundlagen des ersten Semesters:
Zahlen, Polynome, Matrizen: richtig rechnen und begriinden Mengen und Abbildungen, Ringe und Korper, lineare Strukturen

A-E A-O
Logische Algebraische Lineare Normalformen Euklidische Bilineare Multilineare
Grundlagen Grundlagen Strukturen fiir Endos Geometrie Algebra Algebra
Mathematische Logik Monoide und G Lineare Rdume und Di alisi Skal dukt Affine Ri Dualitit
und Beweistechniken onoide und Gruppen e Afhldmeen iagonalisierung alarprodukte ne Raume ualité
, D, (L) (P) (s) (O (W)
Nifr?dgx),bfilec{iﬁgrelreln Ringe und Korper Ii?;gﬂ‘;&i Jordanisierung Isometrien Bilinearformen Tensorprodukt
(6 (k) (M) (O (s) (V) (X)
Kombinatorik Polynomringe und Matrixdarstellung . .
und Quotienten Euklids Algorithmus linearer Abbildungen Bl Slpeliveloniy: Quatlen Ul el
(H) () (N (R) (T (V) (V)
Ordnungsrelationen Matrixkalkiil und Signatur und Anwendungen in Mathematik, Physik, Informatik, ...
und Kardinalitat s Gauﬁ—AlgorithmusW Determinante ) Data Science, Artificial Intelligence, Quantum Computing, uvm.

Mathematik ist schon und nutzlich, anstrengend doch lohnend!
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Mathematik ist schon und nutzlich, anstrengend doch lohnend! Erléutefl?sz

Five percent of the people think; ten percent of the people think they think;
and the other eighty-five percent would rather die than think.
Thomas A. Edison (1847-1931), Erfinder und Unternehmer

Because in the end, you won’t remember the time you spent working
in the office or mowing your lawn. Climb that goddamn mountain!
Jack Kerouac (1922-1969), Poet der Beat Generation
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1. Was kann ich wissen? — 2. Was soll ich tun? — 3. Was darf ich hoffen?
Immanuel Kant (1724-1804), Grundfragen der Philosophie (KrV 1787, p. 833)

Richtige Entscheidungen fiir Ihr Studium: Aufwértsspirale — ~
engagiert mitarbeiten, gemeinsam lernen, erfolgreich studieren.

Falsche Weichenstellung der Vermeidung: Abwértsspirale —
v\ desinteressiert mittrotten, planlos vertrddeln, frustriert aufgeben.

Thr Mathematikstudium hat zwei zentrale und sich ergdnzende Ziele:
Wissen und Konnen, Verstehen und Anwenden, Theorie und Praxis.
Darin liegt der besondere Reiz und zugleich die grofle Schwierigkeit.
Die Mathematik erfordert ernsthafte Investition, und sie lohnt sich!

Das ist, kurz gesagt, die Entscheidung Thres Studiums, ja Ihres Lebens:
Planen Sie kurzfristig oder langfristig? Lohnt sich die LinA? Ja, sicher!
© Universelle Grundlage, wunderschone und niitzliche Mathematik.
© Klar strukturiert, gut durchdacht, hervorragend betreut, faire Klausur.



http://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=54046333

Schone Mathematik — gute Vorlesung — faire Klausur o
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Schone Mathematik — gute Vorlesung — faire Klausur

Sathematik

ist wunderxschon und niitzlich!

Ich beginne das zweite Semester wie das erste mit Zuspruch und Zusage.
Sie konnen sich auf uns verlassen und uns vertrauen, Ihr LinA-Team!

Wir betreuen Sie gut... Sie werden sicherlich Thre Schwierigkeiten haben,
die kénnen wir nicht wegzaubern, doch wir helfen Thnen mit Rat und Tat.

Meine Bitte: Vertrauen Sie uns! Wir haben umfangreiche Lehrerfahrung
und damit sogar einige Lehrpreise gewonnen. Sie bekommen hier beste
Lernbedingungen, in Prasenz von Mensch zu Mensch. Nutzen Sie dieses
Studienjahr, geben Sie Thre einmalige Chance nicht leichtfertig auf.

Was ist neu? Sie haben inzwischen schon ein Semester gute Erfahrungen
mit uns gemacht. Sie wissen daher, dass wir wahr sprechen, es gut mit
Ihnen meinen und Ihnen helfen wollen, richtig Mathematik zu studieren.
Wenn Sie schon gut gestartet sind, dann machen Sie bitte weiter so!

Vielleicht haben Sie anfangs gezogert, nicht ernsthaft die nétige Zeit und
Miihe investiert, die guten Angebote ausgeschlagen und sich so selbst
abgehédngt. Dann ist jetzt die Gelegenheit, es endlich richtig anzupacken
und wahrhaft zu studieren. Fangen Sie heute an! Wir unterstiitzen Sie.

Arbeitsteilung zwischen Lehren und Lernen o
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Arbeitsteilung zwischen Lehren und Lernen

Ich fithre Argumente sorgsam vor. — Sie arbeiten alles griindlich nach.
Start

I_;I—_"

Ich zeige Thnen den Weg vom Start zum Ziel und erklire die wesentlichen Etappen. Sie verbinden
die Punkte, ergénzen und kldren die Details, iiben die Techniken. Dazu miissen Sie mitdenken,
auch um die Ecke. Wir gehen den Weg gemeinsam; kommen Sie startklar und gut vorbereitet!

Ich gebe mir mit Thnen und dieser Lehrveranstaltung allergrof3te Miihe.
Ebenso gehe ich davon aus, dass Sie lernen wollen und lernen kénnen:

Sie haben sich umsichtig und bewusst fiir die Mathematik entschieden,
Sie sind lernfreudig und wissbegierig, ausdauernd und gewissenhaft.

Der erste Schritt zu Threm Erfolg ist Ihre bestandige und aktive Teilnahme
an Vorlesung — Quiz — Ubung - Hausaufgaben. In der Vorlesung werden
Sie zwar nicht sofort alles verstehen, doch sie bietet Ihnen den wichtigen
ersten Durchgang und Uberblick der Themen, Begriffe und Techniken.
Davon wollen und sollen Sie jedesmal so viel wie moglich profitieren.

Parallel dazu arbeiten Sie in Ihrem zweiten Durchgang zwischen den
Vorlesungen den neuen Stoff selbstandig nach, angeleitet durch Quiz und
Ubung und Hausaufgaben, bestens betreut von Team und Tutor:innen.
Nur so erarbeiten Sie sich ein Thema, nur so kénnen Sie in der weiteren
Vorlesung und in folgenden Semestern darauf bauen. Lernen ist aktiv!

Nutzen Sie den wochentlichen Rhythmus, hangen Sie sich nicht selbst ab,
bleiben Sie dauerhaft dran, profitieren Sie vom gemeinsamen Lernen!



https://chalkdustmagazine.com/features/an-invitation-to-category-theory
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Die Modellmatrix D"

" «n der Grole m x n vom Rang r
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Gauf3—Normalform eines Vektorraumhomomorphismus Ausfiihrung

Ziel: Wir wollen lineare Abbildungen moglichst einfach darstellen.
Die Modellmatrix der Grofie m x n vom Rang r iiber dem Korper K ist

17‘><’I‘
ler

Die zugehorige K-lineare Modellabbildung ist die Projektion-Inklusion

T - 0 0 - 07

D=Dr .  := =

mXxn

Ok | O 1 0 -« 0
0 0O - 00 - 0
eXk . . . . . .

0 - 0 0 - 0

fp: K" —= K™ : (xq,...,x.,...,x,) = (xq,...,2,,0,...,0).

Daran lesen wir Bild und Kern ab, somit auch Rang und Defekt:

Im(D) = (ey,...,e, ) < K™

yEr

Ker(D) = (€41, 6, )5 < K"

—
= def(D)=n-—r

rang(D) =r

Insbesondere gilt rang(D) + def(D) = n gemafl Rangsatz M2u.

© In geeigneten Basen sieht jede lineare Abbildung genau so aus:

K" K™
foi(xy, oz, x,)
= (zryy...,2,,0,..,0)
Dy | Dy |
v, u,; furi=1,..,r,
f:{vikao firi=r+1,...,n
|4 U

¢ Satz M2x: Gaufi—-Normalform eines Vektorraumhomomorphismus

Sei f: V — U eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen endlicher
Dimension n := dim (V) und m := dim (U) mit Rang r := rang . (f).
Dazu existieren Basen ¥ = (uy, ..., u,,) von Uund V = (v, ...,v,,) von V
mit f(v;) =u,; furallei =1,...,rund f(v;,) =0firallei=r+1,...,n.

T
mxXmn:*

Somit wird f dargestellt durch unsere Modellmatrix D

y

Diese Matrix ist so einfach und tibersichtlich wie mdglich. Das bringt uns
zum allgemeinen Ziel dieses Kapitels: Wir wollen nun Endomorphismen
f:V — Vso einfach wie moglich durch eine ,Normalform® darstellen.

Po15

Ausprobieren
mit Gag]!

Gauf3—-Algorithmus beidseitig zur Gaufi—Normalform

Mit Gaufl wandeln wir jede Matrix A € K™*" zur Modellmatrix D;,

mxXn-*

Ae K™ B=S14
3 6 6 —6 —1 1 2 0 4 0
-2 -4 3 1 5 Zeilen- 0 o 1 3 0
—1 -2 3 5 —4 | operationen 0 0 0 01
1 2 1 7 1 0 0 0 0 O
Spalten- I operationen Spalten- I operationen
1.0 0 0 O 11 0 0 0 O
110 0 O Zeilen- 0 1 0 0 O
—1 =1 0 0 O] operationen 0 0_1‘ 0 0
0O 0 1 0 O 0 0 0 0 O
D= S"1AT
An SD = ATmit S € GL,, Kund T € GL,, K lesen wir Bild und Kern ab:
ImD = (e, ..., e, ), Ker D = (€,,1, €, )%,
ImA = (Sey, ..., Se, )k, Ker A= (Te,.1,...,Te, )

Po16

Gauf3—-Algorithmus zur kanonischen Darstellung Ausfiihrung

Ausfiihrlich haben wir hierzu das folgende, allgemeine Verfahren:

¢ Satz M3c: Gaufl—Algorithmus beidseitig zur Normalform
Sei A € K™*" eine Matrix tiber dem Korper K, ein Divisionsring geniigt.

(1) Der Gauf3—Algorithmus konstruiert zu A invertierbare Matrizen
S,8teGL,,(K)und T, T € GL,(K), sodass AT = SD’..,, gilt.

(2) Daraus folgt rang(A) = r und def(A) = n — r sowie explizit

Im(A) = (Seq, ..., Se, )k,
Ker(A) = (Te, 1, .., Te, )y

© Dies ist ein Basiswechsel: Wir lesen die Matrix A € K™*" in den
richtigen Basen, und schon vereinfacht sich A zur Modellmatrix D] !

Diese Gaufi—Normalform (GNF) 16st das Klassifikationsproblem M3E.

© Die Bestimmung von Bild Im(A4) und Kern Ker(A) haben wir bereits
zuvor in Satz M1v gelost. Mit Satz M3c sehen Sie hier nun eine elegante
Umformulierung; beide Algorithmen tun im Wesentlichen dasselbe.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus
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Diagonalisierung eines Endomorphismus Ausfiihrung

Wir betrachten einen Endomorphismus f: V' — Viiber dem Korper K.
K’n K'fl

fo
@BJ% @BLg

v ! v
Wir suchen eine Basis B von V, sodass die darstellende Matrix
D = Mgy(f) == Mjz(f) € K™

moglichst einfach wird. Die einfachsten Matrizen sind diagonal:

)‘n

Zum Beispiel konnen wir Potenzen von D leicht berechnen:

M
- 0

n

D = diag(Aq, ..., \,) =

DF = diag(\}, ..., \F) =

Strenger als im allgemeinen Fall f: V' — W stimmen hier Startraum V'
und Zielraum W uberein. Daher wollen wir statt zwei Basen B von V
und € von W nur noch eine Basis B = € von V = W verwenden.

Das klingt auf den ersten Takt triigerisch einfacher: Statt zwei Basen
miissen wir nur eine Basis wahlen. Tatsachlich ist das schwieriger:
Statt zwei Basen diirfen wir nur noch eine Basis wahlen.

Damit haben wir weniger Moglichkeiten zur Anpassung unserer Basis,
weniger Freiheitsgrade zur Problemlésung, ndmlich nur ,halb® so viele!
Weniger ist mehr: Weniger Spielraum bedeutet mehr Herausforderung.

Die Vereinfachung auf Diagonalform wird dadurch tatsachlich spiirbar
erschwert, und sie gelingt nicht immer. Auch das Klassifikationsproblem
wird dadurch kniffliger. Genau darum geht es in diesem Kapitel!

Diese Problemstellung der Diagonalisierung tritt sehr haufig auf,
und ihre Losung ist ein vielseitiges Werkzeug der Linearen Algebra.

Po19
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Jordan—-Normalform eines Endomorphismus
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Frobenius—Normalform eines Endomorphismus Ausfiihrung

Diagonalisierung ist nicht immer moglich. In diesem Falle weicht man
notgedrungen auf die ,nachstbeste Moglichkeit aus und sucht eine
Darstellung als Blockdiagonalmatrix mit méglichst einfachen Blocken:

B,

My = | )

By,

Diagonalisierung entspricht k = n Blocken By, B,, ..., B, € K = K*1.
Die néchstbeste Darstellung sind Jordan-Blocke

B=s,0=| | ermon

A

)

Die Groflen addieren sich hierbei gemafl n = ny +ny + -+ + ny.
Diese Jordan-Normalform (JNF) diskutieren wir im néchsten Kapitel.

Der allgemeinste Fall ist die Frobenius—Normalform (FNF) mit Blocken

1 _pni—l
. —p, 5| € Kmixn

I —p
Diese Matrix ist nicht ganz so simpel wie zuvor, doch von iibersichtlicher

Struktur und mit erfreulich vielen Nullen. Dies ist die Begleitmatrix des
Polynoms P, = X" +p, X"~ ' 4 +p, X° € K[X], , siche Satz P2r.

Jede lineare Abbildung f: V' — Veines endlich-dimensionalen
Vektorraums Vlasst sich so moglichst tibersichtlich darstellen.
Das ist zwar nicht so schon und einfach wie eine Diagonalmatrix,
aber wie gesagt das néchstbeste und dafiir universell einsetzbar.

Nach diesem kurzen Uberblick beschiftigen wir uns nun in diesem
Kapitel mit dem schonsten und einfachsten Fall: der Diagonalisierung,.
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Diagonalisierung eines Endomorphismus Ausfithrung

¢ Definition N3A: Diagonalisierung eines Endomorphismus
Sei K ein Korper und Vein Vektorraum iiber K; wir skalieren von links.

(1) Sei f: V — Vlinear uiber K. Eine diagonalisierende Basis zu f ist eine
Basis B = (b;)?; von V, fiir die die darstellende Matrix von f diagonal ist:

A
)‘n

Das bedeutet, fiir jeden Index i = 1, ..., n erfilllt b, die Eigengleichung:
fb;) = Aib;
In Worten zur Betonung: Jeder Basisvektor b, wird so einfach wie

moglich abgebildet, namlich nur um einen Skalar \; € K gestreckt!

Eine solche Basis B = (b;);c; von Viiber K nennen wir Eigenbasis zu f.
Existiert zu f eine Eigenbasis B von V, so nennen wir f diagonalisierbar.

(2 Diagonalisierung ist das zentrale Anliegen der Linearen Algebra:
Wir wollen unseren Endomorphismus so einfach wie moglich darstellen,
am besten also diagonal. Dazu wollen wir unsere Basis optimal wahlen.
Wir werden dies in mehreren Kapiteln noch ausgiebig untersuchen.

© Allgemein verlangen wir eine Eigenbasis B = (b;);c; von Vzu f,
also V = (B)% und f(v;) = \;b; mit \; € K fiir jeden Index i € I.
Der unendlich-dimensionale Fall dient als Ergédnzung und heilsamer
Kontrast. Die Funktionalanalysis fithrt dies spater erfolgreich fort.

© Endliche Dimension dim (V) = n € N ist besonders sympathisch,
sie tritt in Anwendungen héufig auf und deckt viele Bediirfnisse ab.
Sie erlaubt starkere Werkzeuge, daher werden wir uns meist darauf
konzentrieren. Hier konnen wir effizient rechnen: mit Matrizen!

© Ich habe daher die endlich-dimensionale Sichtweise voran gestellt.
Dieselbe Sprechweise wenden wir auch auf jede Matrix A € K™*" an,
indem wir A als lineare Abbildung f, : K™ — K™ : v Av auffassen.

. . . . . P103
Diagonalisierung einer Matrix
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Diagonalisierung, gerne auch unendlich-dimensional Ausfiihrung

¢ Definition N3A: Diagonalisierung einer Matrix

(2) Sei A € K™*™. Ein diagonalisierender Basiswechsel zu A tiber K
ist eine invertierbare Matrix T € GL,,(K), so dass T~* AT diagonal ist:

A
A= [ }
An

Existiert eine solche Matrix 7, so nennen wir A iber K diagonalisierbar.
D.h. die Spalten der Matrix 7" = (vy, ..., v,,) sind eine Eigenbasis von f,,
der zur Matrix A gehorigen linearen Abbildung f, : K™ — K™ : v i Av.

T~ YAT = D = diag(\y, ..

Bemerkung M1s: (vq, ..., v, ) ist eine Basis gdw T'in K"™*" invertierbar ist.

Beweis: ,<": Ist (vy, ..., v, ) eine Eigenbasis mit Av, = \v, furi =1,...,n,
so ist T'diagonalisierend, denn D = T 1 AT : e, = v, = \v, = \e;.
,=: Diagonalisiert Tzu D = T~* AT = diag(\, ..., \,,), so ist (vy, ..

eine Eigenbasis, denn A = TDT ! : v, = e, = \e; = \v;.

S U,)
QED

© Wir interessieren uns besonders fiir den endlich-dimensionalen Fall.
Dann kénnen wir f durch eine Matrix darstellen, bestmdglich diagonal.
Allgemein suchen wir zu f: V' — Veine Eigenbasis B = (v;),c; von V,
mit der schonen Eigenschaft f(v;) = \,u; und A\, € K firalle: € L.

© Je nach Anwendung darf diese Basis durchaus auch unendlich sein,
also dim (V) = §I = oo. Speziell fiir den endlichen Fall haben wir eine
besonders schone Theorie, Siatze und Techniken. Der unendliche Fall
findet spater in der Funktionalanalysis eine umfassende Behandlung.

© Die obige Definition N3A erklart zunachst prézise das angestrebte Ziel.
Unser Wunsch: Wir wollen einen Endomorphismus f: V' — Viiber K
bzw. eine quadratische Matrix A € K™*™ iiber K diagonalisieren.

Im Folgenden erarbeiten wir uns dazu die nétigen Werkzeuge.

© Beachten Sie die logische Trennung von Ziel und Weg. Es lohnt sich,
zunachst das Ziel klar zu benennen, dann mégliche Wege zu suchen.

Es gibt im Allgemeinen mehrere alternative Losungsmoglichkeiten,

die sollten Sie kennen, und dariiber Ziel und Weg nicht verwechseln.
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Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus Ausfiihrung

¢ Definition N3B: Eigenvektoren, Eigenwerte, Eigenraume

(1) Sei f: V — Vlinear tiber K. Ein Eigenpaar (v, ) von f besteht aus
einem Vektor v € V\ {0} und einem Skalar A € K, die f(v) = Av erfiillen.

Wir nennen dann v # 0 einen Eigenvektor und A einen Eigenwert von f.
Die Menge aller Eigenwerte nennen wir das (Eigenwert)Spektrum

o(f)=0(f; K):={Ae€ K|Fve V~{0}: f(v) =}
(2) Zu jedem Skalar A € K definieren wir den zugehorigen Eigenraum

E()\) = Eig(f,\) = {veV|f(v) =} = Ker(f —\idy).

Immer gilt 0 € E(A). Fiir jeden Vektor v € V gilt folgende Aquivalenz:
fv) =M (f =Aidy)(v) =0

<= fv)=Aidy(v)=0 <<=

Genau dann ist A € K ein Eigenwert von f, wenn E(\) # {0} gilt.
Die Dimension dimy E(X) > 1 ist die geometrische Vielfachheit von .

Die meisten Skalare A erweisen sich wegen E()\) = {0} als uninteressant.
Wir betrachten daher nur die interessanten Werte A € K mit E(\) # {0},
genannt Eigenwert von f, manche sagen auch charakteristischer Wert
(ebenso char. Vektor, char. Gleichung, char. Matrix, char. Polynom, etc.)

© Auf Englisch heif3t es eigenvector, eigenvalue, eigenspace, eigenbasis,
auf Franzosisch vecteur propre, valeur propre, espace propre, base propre.
Abkiirzungen: EW = EWert = Eigenwert, EV = EVektor = Eigenvektor,
manchmal auch ER = ERaum = Eigenraum, EB = EBasis = Eigenbasis, etc.

Beispiel: Sei V' # {0} und f = idy. Dann ist A = 1 der einzige EW.
der ER ist Eig(f,1) =V, die geometrische Vielfachheit ist dim (V).
Jeder Vektor v € V'~ {0} ist ein EV. Jede Basis von Vist eine EB zu f.

/\ Der Nullvektor erfillt f(0) = 0 = X0 fir alle A € K; diese Gleichung
gilt immer und ist ohne jedes Interesse. Anders gesagt: Der Nullvektor
gehort zu jedem Eigenraum E()), ist aber niemals ein Eigenvektor.

/\ Der Skalar A = 0 kann durchaus ein Eigenwert sein. Dies geschieht
genau dann, wenn f nicht injektiv ist, denn es gilt E(0) = Ker(f).
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Diagonalisierung — Eigenbasis — Eigenraumzerlegung

Beispiele: Die beiden einfachsten Spezialfélle kennen Sie bereits:
Fir A = 0 ist Eig(f,0) = Ker(f) der Kern der Abbildung f: V — V.
Fir A = 1 ist Eig(f, 1) = fix(f) die Fixpunktmenge von f: V — V.

4 Satz N3c: Diagonalisierung, Eigenbasis, Eigenraumzerlegung
Sei f: V — Vlinear iiber dem Kérper K. Aquivalent sind:
1 Der Endomorphismus f € End (V) ist diagonalisierbar.

2 Es existert eine Basis aus Eigenvektoren, kurz Eigenbasis.

3 Der Raum V= @, g Eig(f, \) ist Summe der Eigenriume.

Relevant sind dabei nur die nicht-trivialen Eigenrdume Eig(f, ) # {0},
also die Summanden zu Eigenwerten A € o(f; K) des Endomorphismus f.

Beweis: Die Aquivalenz ,(1) < (2)° ist klar nach Definition N3a.
»(3) = (2)“: Wihle je eine (Eigen)Basis B, von E()\) < Vdank M2k
und erhalte daraus die Eigenbasis B = | |,.x B, von Vdank M2T.
»(2) = (3)“: Umgekehrt, sortiere die Eigenbasis B = | |,.x B,.

(2 Wie finden wir alle Eigenwerte \ € K, also das Spektrum o(f; K)?

© Zwei Wege: (1) Das Minimalpolynom fiithrt zum MiPo-Verfahren N3H.
(2) Das charakteristische Polynom fithrt uns zum ChaPo-Verfahren P2H.

© Sobald wir alle EW haben, kénnen wir jeden Eigenraum Eig(f,\) <V
bestimmen, somit die Summe (P, Eig(f, A) und eine Eigenbasis P1p.

Wir betrachten ein Polynom P = ay + a; X + a5, X? + ... + 0, X" € K[X].
Fiir die Variable X setzen wir den Endomorphismus f € End (V) ein:

P(f) =agidy+af+asf? + ... + a, f™ € Endg (V)
Ebenso setzen wir A € K™*" ein statt f, € End(K"™), siehe K3D.

Das Polynom Pannulliert f lokal in v € V, falls P(f)(v) = 0 gilt.
Das Polynom Pannulliert f global auf ganz V; falls P(f) = 0 gilt.

(2 Unter allen annullierenden Polynomen P € K[X] suchen wir jeweils
das grad-minimale und normierte. Dies fiithrt uns zur nachfolgend
erinnerter Definition N3D/N3E des (lokalen) Minimalpolynoms.
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Was bedeutet die Eigengleichung f(v) = Av geometrisch? Was bedeutet die Eigengleichung f(v) = Av algebraisch? Ausfihrung

Sei f: V — Veine lineare Abbildung iiber dem Grundkérper K. Aus der Eigengleichung f(v) = Av erhalten wir fiir alle n € N sofort:

. L "(v) = A"
)+ o) fitv)i=Av fr(v)
it \ v Pigeh II:)les fglgt perénduktli'on tii(}i)er nti N :SFi}ilr ?:t: 0 gilt f; = ide updf)\i’ t: L.
T v glichung! ur jedes n ‘e -1 gelingt damit der Schritt von n — 1 auf n wie ‘0 gt:
| | fre) E ) 2O 2 ) £ e 2
~ Allgemeiner Fall: f(v) und ~ Eigengleichung: L . ; _
v sind linear unabhingig f(v) ist parallel zu v. Fur jedes Polynom P =32 g ¢, X* € K[X] gilt demnach:
RERAE REEEE \ \ P(H(v) = PO)v
Wir vergleichen einen Vektor v € V' {0} mit seinem Bild w = f(v) € V. Wir nutzen hierzu den Einsetzungshomomorphismus K3b:
Im Allgemeinen besteht keine Relation, beide sind linear unabhéangig; das . .
lokale Minimalpolynom N3p verallgemeinert dann die Eigengleichung. P(f)(v) (@ +arf+ -+ a,f")(v)

1= 1l

agv + a, f(v) + -+ a, f* (v)
agv + a Av + -+ a, \"v

Def

(agv + a1 A+ +a,A\")v = P(A)v

Im Fall w = Av mit A € K sind sie linear abhéngig, also parallel:
Aus dem Vektor v entsteht sein Bild w = f(v) durch Streckung.
Der zugehorige Eigenwert A ist der Streckfaktor von v zu w.

[s2}
o

=)

Il
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Das lokale Minimalpolynom u}% Das (globale) Minimalpolynom p

¢ Definition N3b: das lokale Minimalpolynom p% = MiPo} ¢ Definition N3E: das (globale) Minimalpolynom p, = MiPo,

Sei K ein Korper und f € Endy(V), etwa V = K" und f(z) = Az mit Zu f € End (V) erzeugen die Potenzen f°, f1, f2, ... den Unterraum

A € K™ Jeder Vektor v € Verzeugt seinen f-zyklischen Unterraum
J & -2y Z = (f"|n €N)g < Endy(V), und fiir seine Dimension gilt

Z =Z(v) := (f"(v) |[n € N)g <V, und fiir seine Dimension gilt
dimy(Z) = m :=sup{n € N| fO(v), ..., f*!(v) linear unabhéngig }.

dim(Z) = m :=sup{n € N| f°, ..., ! linear unabhingig}.

(0) Im Falle m = oo ist (f),,cy eine Basis von Z. Wir setzen p := 0.

(0) Im Falle m = oo ist (f"(v))en eine Basis von Z. Wir setzen p} := 0. (1) Im Falle m € Nist (f™),,.,, €ine Basis von Z, da frei und erzeugend:
(1) Im Falle m € Nist (f*(v)),,<., eine Basis von Z, da frei und erzeugend: Fir alle n > m gilt induktiv /™ € (f°,..., f™ ') . Wir erhalten daraus
Fiir alle n > m gilt induktiv f*(v) € (f°(v), ..., f™ 1 (v)) k. Wir erhalten

aof'(v) + ...+ apy 1 f77H(0) + f(0) =0

aof'+ . ta,  f"T+m=0

mit eindeutigen Koeffizienten a, ..., a,, ; € K. Damit definieren wir
mit eindeutigen Koeffizienten a, ..., a,,_; € K. Damit definieren wir L )
ppi=ag+a X+ +a, X" + X" e K[X],
Yi=ag+a X+ +a, X"+ X™e K[X]L
i o ! 1X] als das (globale) Minimalpolynom des Endomorphismus f € End (V).
als das lokale Minimalpolynom von f € End (V) beziglich v € V. Ebenso definieren wir das Minimalpolynom p 4 fiir jede Matrix A € K™*™.

< y
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Das Minimalpolynom teilt jedes annullierende Polynom.

© Fir V = K™ konnen wir p% mit dem Gauf3-Verfahren berechnen,
ebenso yi 4, nun jedoch im gréBeren Matrixraum End i (V) = K™*™:

Wir stellen f € Endg (V) als Matrix A € K™*" dar und bestimmen die
minimale Relation zwischen A%, A1, A%, ..., siche N313 und Beispiel N31.

Beispiel: Genau dann ist v ein Eigenvektor von f, wenn dimy Z(v) = 1,
denn es gilt v # 0 und f(v) = Av mit Eigenwert \ € K, also p} = X — \.
© Das Minimalpolynom p} verallgemeinert die Eigengleichung! (P109)
Minimalitit: Sei P € K[X] mit P(f) = 0. Polynomdivision P = Qu; + R
ergibt Q, R € K[X] mit deg R < deg ;. Auch R = P — Qu, annulliert f,
denn R(f) = 0. Da deg y1; minimal ist, bleibt nur R = 0, also P = Q.

4 Satz N3r: Das Minimalpolynom teilt jedes annullierende Polynom.
(1) Lokal sei I :={P € K[X]|P(f)(v)=0}.Dann gilt I = pu} K[X].

(2) Global sei J := { P € K[X]|P(f) =0}.Danngilt J = pu;K[X].

(3) Dank (1) gilt p% | p1. Dank (2) folgt p; = kgV(pu$ ;v € V).

Beweis: Fiir ein (beidseitiges) Ideal I < R im Ring R fordern wir 0 € [
und I +I CTund R-I CI D I-R.Daunser Polynomring R = K[X]
kommutativ ist, sind Ideale links- und rechts- und beidseitig dasselbe.

(1) Ist die Menge I := {P € K[X]|P(f)(v) = 0} ein Ideal im Ring K[X]?
Definition einsetzen: Es gilt 0 € I. Aus P(f)(v) = 0 und Q(f)(v) = 0 folgt
(P +Q)(f)(v) = P(f)(v) + Q(f)(v) = 0. Aus P(f)(v) = 0 und @ € K[X]
folgt P(f)(Q(f)(v)) = (PQ)(f)(v) = (QP)(f)(v) = Q) (P(f)(v)) = 0.
Dank Satz L3F kennen wir in K[X] alle Ideale: I wird erzeugt von p}.
Ausfiihrlich: Sei P € K[X] mit P(f)(v) = 0. Polynomdivision ergibt

P = Qu}+ Rmit @, R € K[X] und deg R < deg u}. Auch R = P — Qu}
erfiillt R(f)(v) = 0. Da deg(u}) minimal ist, folgt R = 0, also P = Qu}.

(2) Wortlich dieselbe Rechnung gelingt fiir J := { P € K[X]| P(f) =0}.
Kiirzer: Jist der Kern von @, : K[X] — Endg(V), dank L3g also ein Ideal.

(3) Dank Extensionalitat gilt P(f) = 0 gdw P(f)(v) = 0 fiirallev € V,
also Yv:p4| P < Vu:P(f)(v)=0 = P(f)=0 <= py| P.

Kernzerlegung: ein wirkméachtiger Satz o
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¢ Satz N3aG: Kernzerlegung
Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K, kurz f € End (V).
() Fiir P = (X — \) (X — \,)) € K[X] mit {)\;, ..., \,} C K gilt
Ker P(f) = Ker(f —A\) & ... ® Ker(f — \,,).
(1) In K[X] sei P = P, --- P, mit ggT(P;, P;) = 1 fiir alle i # j. Dann folgt

(2|

Ker P(f) =Ker P, (f) ® ... ® Ker P, (f).

(2) Wenn P zudem f annulliert, P(f) = 0, so folgt Ker P(f) = V.
Wenn P dabei einfach zerfillt wie in (0), so ist f diagonalisierbar.

Beispiele: Jeder Projektor f = f? ist diagonalisierbar, dank Zerlegung
P=X?-X=X(X—-1) und V=E(0)®E(1) = Ker f & Im f.
Gilt 2 = idy, und char K # 2, so ist f diagonalisierbar, dank Zerlegung
P=X?-1=(X—-1)(X+1) und V =E(+1) ® E(-1).

¢ Satz N3H: Minimalpolynom als Diagonalisierungskriterium

Sei K ein Korper und Vein K-Vektorraum endlicher Dimension. Genau
dann ist f € Endg (V') diagonalisierbar, wenn i, € K[X] einfach zerfallt.

Beweis: ,=“: Wir haben V = E(\,) @ ... @ E(\,)) mit {)\,, ..., \,}} C K.
Das Produkt P = (X — A;) -+ (X — A,,) annulliert f. Dank N3F folgt | P.
»<": Das verdanken wir der Kernzerlegung N3¢ von Ker u () =V

MiPo-Verfahren N3H: (0) Berechne y1; € K[X], etwa dank Gauf3.
(1) Zerfallt pp = (X — Ay) - (X — A,) mit {Aq, ..., A M C K, so folgt

V=Ker(f—X) @ dKer(f—A,).

(2) Wihle darin jeweils Basen und erhalte eine Eigenbasis von V' zu f.

(3) Zerfallt das Minimalpolynom p nicht oder hat mehrfache Nullstellen,
so ist f nicht diagonalisierbar. Erste Beispiele wie N31 illustrieren dies.
Auch das ist wertvolle Information, um aussichtslose Suche abzubrechen.




Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

P117

P118

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Erlauteru

ng

Satz P1A: lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Ausfiihrlich: Sei f: V' — Veine lineare Abbildung tiber dem Korper K.
Seien vy, ..., v, € V\ {0} mit f(v;) = \;o; und \; # A, in K fiir i # j.
Aus ayvy + -+ + a,v, = 0 mit oy, ..., a, € K folgt oy = - =@, = 0.

Beweis: Die Kernzerlegung N3G zu P = (X — \;) --- (X — \,,) liefert die
direkte Summe Ker P(f) = Ker(f — Ay) & - & Ker(f — A,,).

Induktion iiber » € N: Fir r = 0 gilt die Aussage dank v, # 0. (L1F)
Sei nun r > 1 und die Aussage fiir  — 1 bereits bewiesen.
Auf Gleichung (2) wenden wir f — A\, an und nutzen (1):

ap(Ag — Ag)vg + ag (A — Ag)vy + -+ (A, — Ag)v, =0

Nach Induktionsvoraussetzung folgt o; (A, — A\y) =0firi=1,...,r.
Dank der Voraussetzung A\, # A, folgt ;, =0 furallei =1,...,7.
Von Gleichung (2) bleibt schliellich nur ayv, = 0, also o, = 0.

Beweis mit dem Vandermonde-Trick: Gegeben sind die Vektoren
u; = oyv; € Eig(f, \;) mit ug + uq + -+ u, = 0. Wir wenden f* an:

Abug + Afuy + -+ 4+ Mo, = 0.

Fir k = 0,1, ..., r erhalten wir so das folgende Gleichungssystem:

AN A Uy 0
A A AL uy | |0
A o] L, 0
Die Vandermonde—Matrix ist invertierbar dank Satz D5B:
Uy VDU UR R
up | [ A M AL 0
u, AL A 0
Daraus folgt uy, = u; = -+ = u, = 0, wie behauptet.

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren
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Zur Hllustration nenne ich zwei einfache doch grundlegende Beispiele,
die wir spater fiir Differenzen- und Differentialgleichungen nutzen:

Beispiel P1B: Eigenfolgen des Verschiebeoperators, sieche M1k

Uber jedem Kérper K betrachten wir den Folgenraum KN mit

$: KN _)KN : (f07f17f2)'“) = (f17f27f3"“)'

Zu jedem X € K ist e, = (A\"), oy eine Eigenfolge, denn s(e,) = Ae,.
Dank Satz P1a ist die Familie (e, ), s in K somit linear unabhéngig.

Beispiel P1c: Eigenfunktionen des Ableitungsoperators, siche M1)
Zu jeder Konstanten A € K = R, C haben wir die Exponentialfunktion
mit

ey : R—=K:tr et Oey = Xe,.

Sie ist Eigenfunktion des Ableitungsoperators 0 € Endy (6 (R, K)).
Dank Satz P1A ist die Familie (e, ),cx in €°° somit linear unabhingig.

(2 Wie konnen wir effizient feststellen, ob f: V' — Vdiagonalisierbar ist?

Satz P1p: Eigenraumzerlegung und Dimensionsgleichung

Vorgelegt sei eine lineare Abbildung f: V' — Viiber dem Kérper K.

(1) Die Summe E = ), . Eig(f, A) aller Eigenraume ist direkt. (Satz P1a)
(2) Genau dann ist f: V — Vdiagonalisierbar, wenn E = V gilt. (Satz N3c)
(3) Im Falle dim g (V') < oo ist dies Aquivalent zur Dimensionsgleichung

dimg (V) = Z)\Ea(f) dim g Eig(f, A).

y

Aufgabe: Rechnen Sie dies sorgsam nach. Es ist eine gute Wiederholung!
(1) Was ist fiir eine direkte Summe zu zeigen, hier E = @, Eig(f, A)?
(2) Wann gibt es geniigend Eigenvektoren, um eine Eigenbasis zu bilden?
(3) Wie berechnen Sie die Dimension einer direkten Summe? (Satz M2T)
Wie schlief3en Sie von E < Vdamit auf E = V, wie ersehnt? (Satz M30)

© Eigenraume ausrechnen und Dimensionen zusammenzéihlen!
Wir fithren dieses praktische Kriterium spater in Satz P2n fort.
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Beispiel P1E: eine Spiegelung in der Ebene

Zuv = [7'] € R? untersuchen wir die R-lineare Abbildung
fRRSR2:zz—v-v' -z

Aufgabe: (1) Finden Sie alle A € R mit nicht-trivialem Eigenraum E(\).
(2) Bestimmen Sie so alle Eigenraume von f. (3) Diagonalisieren Sie f.

Losung: (1) Es gilt dank f? = id mit pp = X* —1 = (X — 1)(X +1).
Alternative: Zur Bestimmung von A nutzen wir die Determinante:

Ker(f — Aid) # {0}

Zur Berechnung wihlen wir eine Basis, etwa & = (eq, e5), und finden

& det(f—Xid) =0

A:Mﬁ(f):[(l) H det(A—AI):‘_lA _1>\‘:>\2—1.

Dies ist das charakteristische Polynom von A und f, siehe P2c und P2r.

(2) Wir bestimmen die Eigenraume E(+1) und E(—1) wie folgt:
E(+1) = Ker(f —id) = Ker [_11 _11} =Rb;, mit b := [1]
1

E(—1)=Ker(f+id)=Ker[+11 fJ —Rb, mit b, =[_1]

Fiir alle weiteren A € R ~ {£1} gilt E()\) = {0} dank Satz O3p,

denn hier ist det(A — A\I) # 0, also A — A\l in R**? invertierbar.

(3) Wir erhalten R? = E(+1) @ E(—1) und die Basis B = (b, b,) von R2.
Nach Konstruktion gilt f(b;) = +1 - b; und f(by) = —1 - by, und somit

T it

Auf Seite N205 haben wir bereits die Basiswechselmatrizen bestimmt:

1

—1
TS = ) 1] und T?:[_

[T
D= D=
| E—
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Geometrisches Beispiel: Vorschau zur Diagonalisierung

In ihrer Eigenbasis B = (b;, by) konnen wir die Abbildung f: R? — R?
einfach darstellen und besser verstehen... dank Eigenraumzerlegung!

Lo

/\>
s

by = f(by)

Y

fbg) = =bsy

Die Abbildung f: R? — R? ist die Spiegelung an der Hauptdiagonalen.

© Eine solcherart angepasste Basis B zu f ist besonders wertvoll:
Beziiglich B wird f durch eine Diagonalmatrix dargestellt, wie erhoftt.
Wir nennen dies eine diagonalisierende Basis zu f, wie oben in
Definition N3A vereinbart, oder auch kurz eine Eigenbasis zu f.

© Aufjedem Eigenraum E()\) ist die Abbildung f besonders einfach:
Sie skaliert / streckt jeden Eigenvektor v € E()\) um den Eigenwert .
Das ist die oben beworbene geometrisch-algebraische Bedeutung.
Wir hoffen auf ausreichend viele Eigenvektoren fiir eine Eigenbasis.

© Gliicklicherweise erhalten wir hier R? = E(+1) @ E(—1), wie erhofft.
Die Eigenrdume unserer Abbildung f : R? — R? sind etwas Natiirliches.
Die Wahl der jeweiligen Basen b, € E(+1) und b, € E(—1) ist hingegen
etwas willkurlich; wir konnen auch Vielfache dieser Vektoren wahlen.

© Die so gewonnene Eigenbasis B zeigt uns, was f eigentlich tut:
Hier offenbart die Abbildung f ihr wahres Wesen, ihren Charakter,
ihr Wirken, hier erkennen wir f: R? — R? sofort als eine Spiegelung.
Hier ist E(+1) die Spiegelachse von f, also die Fixpunktmenge.




Wie finden wir alle Eigenwerte? Die Determinante hilft! o

P202

Wie finden wir alle Eigenwerte? Die Determinante hilft! Ausfiihrung

(2 Wie finden wir alle Eigenwerte A € K einer Matrix A € K™*"?

Eig(4, A) # {0}

%} eK", v#£0: Av=)v

<:;—]) eK", v#0: (A—X)v=0

= Ker(A — AI) # {0}
det(A — AI) =0

Satz P2A: Eigenwerte und Determinante einer Matrix

Genau dann ist A € K ein Eigenwert von A, wenn det(A — AI) = 0 gilt.

© Diese einfache Rechnung zeigt, wie die Determinante uns helfen kann,
Eigenwerte zu finden. Dies entwickeln wir nun zum charakteristischen
Polynom. Es ist eine iibliche Methode, aber bei weitem nicht die einzige.
Das Minimalpolynom ist eine Alternative, sieche MiPo-Verfahren N3n.

© Die Eigenwerte unserer Matrix A € K™*" sind demnach genau die
Nullstellen der charakteristischen Funktion K — K : X - det(A — AI).
Sie ordnet jedem Skalar A\ € K die Determinante det(4 — A\I) € K zu und
zeigt uns an, ob der Kern von A — AI trivial ist oder nicht (Satz O2v).

© Diese Funktion wollen wir nun genauer untersuchen! Insbesondere
werden wir zeigen, dass dies eine Polynomfunktion ist, induziert vom

charakteristischen Polynom x , € K[X]} unserer Matrix A. So konnen
wir all unsere Werkzeuge zu Polynomen hier nutzbringend anwenden!

A\ In Definition N3B haben wir zunachst erklart, was Eigenwerte sind.
Hier nun lernen Sie die Rechenmethode mit der Determinante kennen.
Um Matrizen und Determinanten tiberhaupt einsetzen zu konnen,
werden wir uns dabei auf endliche Dimension konzentrieren.

/\ Unterscheiden Sie Definition und Methoden, also Ziel und Wege!
Eigenwerte und Eigenraume lassen sich auch noch in vielen Situationen
erklaren und nutzen, in denen die Determinante nicht anwendbar ist,
insbesondere auch fiir unendlich-dimensionale Vektorraume.
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Wie finden wir alle Eigenwerte? Die Determinante hilft! Ausfiihrung

(2 Wie finden wir alle Eigenwerte eines Endomorphismus f: V — V?
Im Falle dim g (V) = n € N wiahlen wir eine Basis B = (b, ..., b,,) von V'

r n

und stellen f dar durch die zugehorige Matrix A = Mj(f) € K™*":

A:z—Ax K"

@BJg

14

r € K"

I ﬂ

L e v W

Satz P2B: Eigenwerte und Determinante eines Endomorphismus

Wie oben sei v = ®5(z). Genau dann gilt f(v) = v, wenn Az = Az.
Genau dann ist A € K ein Eigenwert von f, wenn det(f — Aidy,) = 0 gilt.

A\ Die entscheidende Voraussetzung ist hier dim (V) = n < .
In diesem Falle konnen wir Matrizen und die Determinante nutzen!

Auf unendlichen Vektorrdumen ist die Sachlage schwieriger...
und weitaus interessanter (siehe Funktionalanalysis).

Damit wird das Problem berechenbar dank der Determinante
und der charakteristischen Funktion von f bzw. A:

Eig(f, ) # {0}
= BN £ 0)
< det(A—X)=0
< det(f—Aidy) =0
Zur Determinante eines Endomorphismus f: V' — Vsiehe O3D:
Dies gelingt in einer Basis durch Darstellung als Matrix A € K™*".
Meist interessiert uns eigentlich die lineare Abbildung f: V — V,
doch mit der Matrix A € K™*" kénnen wir besonders gut rechnen.
Notation: Hierist I = E = 1,,,,, = diag(1, ..., 1) die Einheitsmatrix.
Da E schon fiir Eigenrdume genutzt wird, schreibe ich hier lieber I.

Fir A — A\ schreiben wir kurz A — A, und fiir f — \id, ebenso f — A.
Diese Kurzschreibweise ist etwas nachlassig, aber manchmal bequem.
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Definition P2c: das charakteristische Polynom einer Matrix

(0) Zur Matrix A € K™*™ definieren wir das charakteristische Polynom
Xa(X):=det(A—XI) € K[X],.

(1) Alternativ nutzen wir das normierte charakteristische Polynom

xa(X) 1= det(XT — A) = (~1)" ¥4(X) € K[X]..

/A Beide Konventionen sind in der Literatur iiblich, aber uneinheitlich.
Das normierte Polynom yx 4 hat immer Leitkoeffizient 1, das ist schoner.

A\ Die unnormierte Variante ist in Rechnungen bequemer, da die Matrix
A bereits vorliegt, und nur auf der Diagonalen jeweils X subtrahiert wird:
Das ist per Hand leichter zu schreiben und vermeidet Vorzeichenfehler.

© Beide Varianten unterscheiden sich nur in ungerader Dimension.
Fir die Nullstellen (also Eigenwerte) spielt das Vorzeichen keine Rolle.
Auch fiir den Eigenraum gilt Eig(A, A) = Ker(A4 — AI) = Ker(A] — A).

Zur Illustration betrachten wir ein einfaches Zahlenbeispiel:

1 45
0 01

0 2 3

A=

© Der Ubergang von A zu A — X1 ist etwas leichter auszuschreiben:

1-X 4 5
0 0—-X 1
0 2 3—X

A—-XI=

A\ Der Ubergang von A zu XI — A erfordert etwas mehr Anderungen:
X—-1 -4 —5

-0 X-0 -1
—0 -2 X-3

XI—-A=

Fiir einen Computer ist der Unterschied unerheblich. Menschen jedoch
machen (Schreib-)Fehler, daher biete ich Thnen hier beide Varianten an.

Zahlenbeispiel zum charakteristischen Polynom =
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Aufgabe: (1) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

1 45
A=10 0 1| eR¥3,

0 2 3

(2) Finden Sie damit alle Eigenwerte, also das Spektrum o(A; R).
(3) Ist A iber R diagonalisierbar? (4) Falls ja, diagonalisieren Sie A.

Losung: (1) Wir folgen der Definition und berechnen die Determinante:

1-X 4 5

Xy =! 0 —x 1 = (1-X)[-XB—-X)—2-1]
0 2 3=X| _ q_x)x2-3x-2)
= —X3+4+4X%2-X -2
(2) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x 4 = —x 4:

g(AR)={ N =1, \y=13-V17), \3=33+V17) }

Summe von Monomen Vs Produkt von Linearfaktoren
X34X24X+2  — (X—1)(X2-3X-2) — (X—1)(X=X)(X—-X)

Das Ausmultiplizieren (hier nach links) ist eine leichte Routinetibung.
Das Faktorisieren (nach rechts) gelingt routiniert in kleinen Graden,
ist im Allgemeinen jedoch ein schwieriges Problem.

In Frage (1) wollen wir das charakteristische Polynom bestimmen.
Polynome konnen wir jedoch verschieden darstellen; implizit gemeint
ist meist die Monomform, dazu multiplizieren wir alles geduldig aus.

Fiir die Frage (2) hingegen ist die Monomform nicht die beste Wahl!
Wir suchen hier Nullstellen unseres Polynoms, also Linearfaktoren.
Dazu geht das Ausmultiplizieren genau in die falsche Richtung; es ist
schlauer, die bereits vorliegende partielle Faktorisierung zu nutzen.

A\ In Klausuren ist das ein tragischer Fehler! Unnétige Umwege kosten
Zeit und erhohen die Wahrscheinlichkeit von Rechenfehlern. Sie sollten
daher genau wissen, was Sie suchen und wie Sie es am besten erreichen.
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Satz P2p: Grad und Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
(0) Zu A € K™ ™ ist x 4(X) = det(A — XI) ein Polynom von Grad n:

Xa(X) =ag—a; X £+ (=1)"ta, | X"+ (-1)"X"
(1) Normiert zu x 4(X) = det(XI — A) erhalten wir demnach:
Xa(X) = X" —a, 1 X" £+ (=1)""ay + (=1)"aq

(2) Die extremen Koeffizienten kennen wir: aq = x 4(0) = det(A) ist die
Determinante und a,,_; = > ., a;; = tr(A) ist die Spur der Matrix A.

%

Beweis: Jeder Eintrag der Matrix C = XI — A € K[X]|"*" hat Grad < 1,
Dank Leibniz O2G hat det C' =} g sign(7) [[}_; ¢,(; ; Grad < n (C11).

Der Summand (X — a1;)(X — agy) (X —a,,) = X" — X" 1tr A + ...
fur 7 = id hat Grad n. Alle weiteren Summanden haben Grad < n — 2,
denn jede Permutation 7 # id hat hochstens n — 2 Fixpunkte.

(j

© Die Koeffizienten a, = det A und a,,_; = tr A haben eine besondere
und erfreulich klare Bedeutung, die weiteren Koeffizienten leider nicht.

Die charakteristische Matrix C = XI — A € K[X]|"*" hat Koeflizienten
im Polynomring K[X]. Wir rechnen nicht nur iiber dem Grundkérper K!

© Dazu ist bereits alles vorbereitet, denn wir haben die Determinante
wohlweislich gleich allgemein iiber kommutativen Ringen erklart.

Manche Autor:innen arbeiten vorgeblich nur tiber einem Korper K,
insbesondere fiir Matrizen und Determinanten, doch spatestens beim
charakteristischen Polynom geniigt dies genau genommen nicht mehr.

© Man kann sich mit verschiedenen Tricks aus dieser misslichen Lage
befreien, zum Beispiel konnen wir den Polynomring K[X] einbetten in
seinen Bruchkorper K (X) der gebrochen-rationalen Funktionen (siehe
Seite C162 und Satz K31) und iiber diesem grof3eren Korper arbeiten.

Der natiirliche Weg scheint mir jedoch die allgemeine Betrachtung tiber
kommutativen Ringen. Genau dafiir haben wir alles sorgsam vorbereitet.

Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen o
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(2 Wie dndert sich das charakteristische Polynom bei Basiswechsel?

Definition P2e: Konjugation und Ahnlichkeit von Matrizen
Sei K ein Ring und n € N.;. Die allgemeine lineare Gruppe GL,, (K)
operiert auf dem Matrixring K™*" durch Konjugation gemaf3

K™" « GL,(K) : (A,T)—~ B=T1AT.
Wir nennen A, B € K™*" dhnlich, oder auch GL (K )-konjugiert,
geschrieben A ~ B, falls T € GL,,(K) existiert mit B = T"'AT.

Der Ubergang von A zu B heifit auch Ahnlichkeitstransformation
oder Konjugation vermoge 7. Dies entspricht einem Basiswechsel.

Ubung: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*". Warum?

© Diese Aquivalenzrelation wollen wir nutzen, um Matrizen soweit wie
moglich zu vereinfachen: Wir wollen die vorgegebene Matrix A durch
eine ahnliche, aber schonere Matrix B ersetzen. Im aktuellen Kontext
geht es uns zunéchst darum, dass B diagonal wird, falls méglich.

© Sie kennen Ahnlichkeitstransformationen bereits von Basiswechseln:

7 K"
A=MZ(f)
P
f ~| T2=7"1
= q) =
By By
Kn B=Mz(f) Kn

Aus dem Diagramm lesen wir die Transformationsformel ab: B = T~ AT.

Satz P2r: Ahnlichkeit und Basiswechsel
Sei K ein Korper. (1) Fur A, B € K™" sind gleichbedeutend:
(1a) Die Matrizen A und B sind dhnlich, also GL, (K)-konjugiert A ~ B.

(1b) Beide stellen denselben Endomorphismus f € End (V) dar
beziiglich geeigneter Basen A und 3B von Viiber K.
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Satz P2F: Invarianz und Wohldefiniertheit des char. Polynoms
(2a) Sind A und B in K™*" dhnlich, so folgt x 4, = x5 in K[X].
(2b) Zu f € Endg (V) wie in (1b) ist x; := x4 = xp Wohldefiniert.

Beweis: (2a) Wir haben B = T"'ATmit T € GL,, (K). Daraus folgt:
xp(X) = det(XI— B)
S det(XI — T1AT)
[
(T

-

= det[T1(XI — A)T)

D2

= det(T)™! - det(XT — A) - det(T)
= X4 (X)

(2b) Fiir A = M7 (f) und B = M(f) wie in (1b) gilt B = T~' AT.
Somit ist das char. Polynom x; := x 4 = x5 wohldefiniert.

© Die implizite Definition (2b) formulieren wir nun explizit aus.

Definition P2G: das char. Polynom eines Endomorphismus

Sei f: V — Vein Endomorphismus tiber K und dim (V) =n < oo.
Wir definieren sein charakteristisches Polynom y ; € K[X] wie folgt.

Wir wihlen eine Basis A von Vund stellen f dar durch die zugehorige
Matrix A = M7 (f) € K™". Damit definieren wir das char. Polynom:

X; = det(XI — A) € K[X]},

Dazu ist die Wahl irgendeiner Basis A notwendig, aber willkiirlich.
Dank Satz P2r ist das Ergebnis x ; wohldefiniert, unabhingig von A.

© Sie sehen hier sehr schon: Manchmal kénnen wir eine Definition
erst nach einem Satz aussprechen, der den Weg zum Begriff bereitet.
Das geschieht immer dann, wenn die Wohldefiniertheit zu klaren ist,
bzw. Existenz und Eindeutigkeit des hier zu definierenden Gegenstands.
(Streng besehen miisste ich auch Definition P2c und Satz P2p umdrehen.)

Das charakteristische Polynom ist eine hilfreiche Invariante... e

.. aber noch keine vollstindige Invariante zur Ahnlichkeit. e

Aufgabe: Sind die folgenden Matrizen A, B,C € R3*3 ihnlich?
Konnen wir sie durch Basiswechsel ineinander transformieren?

1 2 3 1 23 1 23
A=456]VSB=789 vsC=456]
78 9 4 5 6 79 8
tr(A) =15 tr(B) =15 tr(C) =14
det(4) =0 det(B) =0 det(C) =9
X3 —15X2 — 18X X3 —-15X2 - X X3 —14X2 -30X —9

Losung: Nein, denn ihre charakteristischen Polynome sind verschieden.

Effiziente Abkiirzung: Fiir A, B ~ C geniigen hier schon die Spuren, denn
tr A = tr B = 15 ist verschieden von tr C' = 14. Das ist besonders bequem.

Ebenso geniigen die Determinanten: Leicht sehen wir det A = det B = 0,
da Rang 2, die Determinante det C' = 9 ist leider mithsamer als die Spur.

Nicht-Ahnlichkeit A » B zeigen erst die charakteristischen Polynome!

© Je zwei dhnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom,
x : K™" — K[X]! : A yx, ist eine Invariante: Sind die Polynome
X 4 F xp verschieden, so sind die Matrizen A «~ B nicht dhnlich.

A\ Sie ist jedoch noch keine vollstandige Invariante: Es gibt Matrizen, die
dasselbe charakteristische Polynom haben, aber nicht dhnlich sind. Allein
aus x4 = x g konnen wir also im Allgemeinen noch nicht schlieffen, dass
A und B dhnlich sind. Hierzu sind weitere Untersuchungen notwendig.

Aufgabe: Sind die folgenden Matrizen dhnlich?

A0 Al
A_[O )\} VS B—[O )\}

Losung: (1) Die char. Polynome sind gleich: xy , = (X — X)? = xp.
(2) Dennoch sind unsere beiden Matrizen A und B nicht dhnlich:
Die Matrix A ist diagonal, doch B ist nicht diagonalisierbar (P20).

© Fir A = 0 gilt rang A = 0 und rang B = 1, also sind A und B nicht
dhnlich, nicht einmal dquivalent: B # S~ ' AT fir alle 5, T € GL, K
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Verfahren P2H: ChaPo-Verfahren zur Diagonalisierung
Sei K ein Korper, dariiber f: V' — Vlinear und dimg (V) = n < oo.

(1) Wihle eine Basis 4 von Vund bestimme A = M7(f) € K™*™.

(2) Berechne das charakteristische Polynom x; = det(X1 — A) € K[X].
(3) Bestimme alle Nullstellen, also o(f; ) = {A € K|x;(\) =0}.

(4) Zu X € o(f) bestimme Eig(f,\) = Ker(f — Xid,) = Ker(A — \).
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = P,y Eig(f, A) gilt,
also die Dimensionsgleichung n = 3,5 dimy Eig(f, A) erfullt ist.
(5) In diesem Fall wahle eine Basis B = (v, ...
und erhalte so die ersehnte Diagonalisierung Mz (f) = diag(},, ...

,v,,) aus Eigenvektoren
y )

© Schritte (1,2,4,5) sind geiibte Routineaufgaben der Linearen Algebra.
Hierzu kennen Sie effiziente Algorithmen (mit Aufwand < const - n?).

@ Allein die Suche nach Nullstellen (3) ist im Allgemeinen schwierig.
Dieses Problem gehort zur (nicht-linearen!) Algebra bzw. Numerik.

Dieses Verfahren konnen Sie immer anwenden, insbesondere wenn keine
bessere Information vorliegt. Diagonalisierung diirfen Sie so angehen,
Sie miissen aber nicht: Manchmal gibt es geschickte Abkiirzungen oder
raffinierte Tricks (P313). Diese sollten Sie erkennen, um sich unnétige
Arbeit und lingliche Umwege zu ersparen. Ubung hilft! Denken hilft!

Beispiel: Ist der Kérper K klein doch die Matrix A € K™*" recht grof,
etwa K < n, dann kann man Schritte (2) und (3) Giberspringen, und in (4)
alle Kandidaten A € K einsetzen und direkt Ker(A — AI') berechnen.

Bemerkung: Extrem niitzlich ist auch das Minimalpolynom p; € K[X]},,

sieche N3 und P3. Sein Grad m < n kann dabei deutlich geringer ausfallen.
Oft hilft das, manchmal sogar fiir dim V' = oo, siehe MiPo-Verfahren N3H.

Kritisch ist und bleibt einzig der Punkt 3: die Bestimmung der Nullstellen.
Wenn dies gelingt, sei es durch giinstige Umstande der gegebenen Daten
oder durch zusitzliche Uberlegungen zur vorliegenden Struktur (P29),
so ist das Diagonalisierungsproblem insgesamt geldst. Routine hilft!
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Wie schnell konnen wir das charakteristische Polynom berechnen?

Satz P21: Berechnung des charakteristischen Polynoms
Sei K ein Korper mit ausreichend grof3er Elementezahl §K > n.

Zu jeder Matrix A € K™*" konnen wir das charakteristische Polynom
x4 € K[X]! berechnen mit < n* arithmetischen Operationen in K.

Dies gelingt trickreich und genial-einfach durch Lagrange—Interpolation:

Algo P2i: Berechnung des charakteristischen Polynoms

Eingabe: eine Matrix A € K"™*™ iiber K, wobei K > n
Ausgabe: das charakteristische Polynom x4, € K[X]}

1: Wéhle n verschiedene Stiitzstellen z, ..., z,, € K.
2: Berechne die Werte y,, = det(z;, I — A) dank Gauf3 O2y.
3: Rekonstruiere y, € K[X]! dank Lagrange-Interpolation D5B.

Ubung: Fithren Sie die Details aus und beweisen Sie den Satz.

In typischen Ubungen und Klausuren berechnen Sie charakteristische
Polynome meist nur fiir kleine Matrizen, etwa n = 2, 3, 4. Es gelingt auch
noch fir grofle, stark strukturierte Matrizen, etwa Begleitmatrizen P2r.

© Zur Behandlung von grofien, unstrukturierten Matrizen nutzen Sie
sinnvollerweise ein Computer-Algebra-System (CAS). Damit stellt sich
die dringende Frage, auch fiir Sie als Nutzer:in, wie der Computer damit
effizient umgehen soll, und welcher Rechenaufwand zu erwarten ist.

A\ Die Leibniz—Formel O2G und Laplace-Entwicklung O2j erfordern
schlimmstenfalls exponentiellen Aufwand, namlich n - n! Operationen.
Das tiberfordert selbst Supercomputer fiir moderate n, siehe Seite 0267.

© Die Berechnung mit n* Operationen ist zwar immer noch aufwindig
tir grof3e n, aber effizient genug fiir viele Anwendungen mittlerer Grofie,
ahnlich wie der Gaufi—Algorithmus: Fiir typische Laufzeiten siehe D231.

Der trickreiche Algorithmus von Faddeev-LeVerrier perfektioniert dies,
siehe hierzu en.wikipedia.org/wiki/Faddeev-LeVerrier_algorithm.
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© Diese Standardaufgabe ist typisch fiir Ubungen und Klausuren.
Dabei stellt sich jeweils die Frage, was genau gefordert ist:
Welche Daten gehoren zu einer vollstindigen Antwort?

A\ Je nach Aufgabe bzw. Anwendung sind verschiedene Stufen der
Ausfithrung denkbar. Beginnen wir mit der maximalen Ausbaustufe:
Gegeben ist eine Matrix A € K™*" iber dem Korper K.
Gesucht ist im Sinne einer vollstindigen Analyse:
1 das Spektrum o(A4; ') C K, also die Menge aller Eigenwerte,
die Dimension jedes Eigenraums Eig(A; \) < K™ fir P1p/P2N,
eine Basis B, = (v;);¢;, fir jeden Eigenraum Eig(4; A),

die hierzu inverse Matrix T, mit der Eigenschaft / Probe T '7 = I,

2
3
4 die daraus gebildete Basiswechselmatrix ' = (vy, ..., v,) € GL,, K,
5
6

die so gewonnene Diagonalmatrix D = T~ AT = diag(}\, ...
mit der Eigenschaft / Probe D = T AT bzw. AT = TD.

7)\77,);

Neben der vollstandigen Analyse gibt es mehrere kleinere Varianten:

Ist nur die Diagonalisierbarkeit von A gefragt, so gentigen (1) und (2).
Daran lasst sich die Diagonalisierbarkeit entscheiden und (6) D ablesen.
Die noch fehlenden Daten (3,4,5) lassen sich anschlieend ergénzen...

Ist ein diagonalisierender Basiswechsel gefragt, so geniigen
(4) Tund (5) T~! und (6) D. Damit lassen sich die Eigenschaften
T7'T = Iund T~ AT = D priifen und die Daten (1,2,3) ablesen.

Ist nur eine Eigenbasis zu A gefragt, so gentigen (4) T'und (6) D.
Damit lasst sich AT = T'D priifen und die Daten (1,2,3) ablesen.

In Klausuren geben wir die Fragen kleinschrittig vor und sagen genau,
was jeweils gefragt ist. Erfahrungsgemaf; bereitet das keine Probleme.

Bei einer miindlichen Présentation, etwa in Threr Gruppeniibung,
haben Sie mehr Freiheiten, Sie konnen nachfragen und erganzen.
In solchen Fallen ist eine offene Fragestellung meist sinnvoller.

Ergebnis und Zertifikat
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Was bedeutet ,,Diagonalisieren Sie f € End(V)“?

Die algorithmische Sichtweise ist oft hilfreich. Hier geht es speziell um
die Frage der Spezifikation: Was ist die Eingabe? Was ist die Ausgabe?
Welche Eigenschaften miissen garantiert bzw. iiberpriift werden?

Spezifikation: Eigenbasis einer Matrix

Eingabe: eine Matrix A € K™*" tiber dem Korper K
Ausgabe: D = diag(\q,...,A,) und T € GL, (K) mit AT =TD
oder notfalls die Antwort ,,A ist nicht diagonalisierbar”

Allgemein gilt: Je mehr Daten die Spezifikation als Ausgabe verlangt,
desto aufwindiger die Berechnung, doch umso leichter ist die Priifung.

Umgekehrt: Wird von der Eingabe mehr verlangt, so ist dies schwerer
fur den Auftraggeber, doch umso leichter fiir den Auftragnehmer.
Spezifikation: Eigenbasis einer diagonalisierbaren Matrix

Eingabe: eine diagonalisierbare Matrix A € K™*™ iiber K
Ausgabe: D = diag(\y,...,\,) und T € GL,,(K) mit AT =TD

Welche Daten gehoren zu einer vollstindigen Antwort?

A\ Je nach Aufgabe bzw. Anwendung sind verschiedene Stufen der
Ausfiithrung denkbar. Beginnen wir mit der maximalen Ausbaustufe:

Gegeben ist f € End (V) tiber K und dimy (V) =n € N.

Gesucht ist im Sinne einer vollstdndigen Analyse:

—_

die Menge o(f; i) C K, also die Menge aller Eigenwerte,
die Dimension jedes Eigenraums Eig(f; A) < Vfiir P1p/P2N,
eine Basis B, = (v;);c, fur jeden Eigenraum Eig(f; A),

die durch I =| |, I, gebildete Eigenbasis B = (v;),.; von'V,
die so gewonnene Diagonalmatrix D = M (f) € K™*".

(S N S S

Zur Diagonalisierbarkeit von f geniigen (1) und (2). Daran lésst sich (5)
ablesen und die noch fehlenden Daten (3,4) anschlieflend erginzen...
Fiir eine Eigenbasis zu f gentigen (4) und (5), daraus folgen (1,2,3).
Selbst im Falle dim (V') = oo bleiben (1,3,4) ebenso sinnvoll.
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Definition P2j: Zerfallung eines Polynoms in Linearfaktoren, siche C2c
(1) Das Polynom P € K[X],, zerfillt iber K in Linearfaktoren, falls

P(X) = c(X = A)(X = Ay) (X —A,) mite Ay, Ay, ., ), €K

Es zerfillt einfach, falls zudem \; # A, fir i # j, kurz {\, ..., A CK.

Die Matrix A € K™*™ bzw. der Endomorphismus f € Endg (V) zerfallt
(einfach), falls dies fiir das charakteristische Polynom x 4 bzw. x ; gilt.

(2) Durch Zusammenfassen mehrfacher Nullstellen erhalten wir
P(X) = (X — pq)™ - (X — )" mit Nullstellen {p1, ..., .} C K.

Der Exponent r; =: ord (7, p;) heifit die (Nullstellen-)Ordnung
oder (algebraische) Vielfachheit der Nullstelle x; im Polynom P.

Beispiele: P = X2 — 1 € Q[X] zerfallt iiber Q gemal P = (X — 1)(X +1).
X? — 2 € Q[X] zerfillt nicht iiber Q, aber iiber R zu (X — v/2)(X + v/2).
X2 +1 € Q[X] zerfillt nicht iiber R, aber tiber C zu (X —1i)(X +i).

© Alle bisherigen Begriffe und Verfahren der Linearen Algebra sind
tatsdchlich linear (im Sinne der mathematischen Struktur) und daher
algorithmisch recht einfach (im Sinne der informatischen Komplexitét).

A\ Die Faktorisierung von Polynomen und speziell die Nullstellensuche
verhalten sich dagegen spiirbar anders, mathematisch und informatisch:
Dieses Problem gehort zur (nicht-linearen!) Algebra bzw. Numerik.

Dieser Frage konnen wir nun nicht langer ausweichen. Alles Weitere ist
wieder originédrer Bestandteil der Linearen Algebra, doch um tiberhaupt
weiter arbeiten zu konnen, missen wir uns um Nullstellen kiitmmern.

Definition P2j klart zunéchst die notigen Begriffe und benennt unser
ersehntes Ziel: Wir wollen jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen.

© Uber den komplexen Zahlen C lisst sich dies immer erreichen,
genau dies ist die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra.

/\ Bislang waren alle Korper in der Linearen Algebra gleichbereichtigt.
Ab hier jedoch spielt der Korper C fiir die LinA seine besondere Rolle.
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Zerfallungskorper L > K zum Polynom P € K[X]

¢ Satz E3c: Fundamentalsatz der Algebra
Jedes komplexe Polynom P € C[X] ~\ {0} zerfallt tiber C.

Definition P2k: algebraischer Abschluss

Seien C > K Korper, zum Beispiel C > R. Wir nennen den Kérper C
algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom P € C|[X] iiber C zerfallt.

Die Korpererweiterung C' > K ist algebraisch, falls jedes Element a € C
Nullstelle eines Polynoms P € K[X]* ist, gerne minimal (MiPo).

Wir nennen C > K einen algebraischen Abschluss der Kérpers K,
falls C' algebraisch ist iiber K und zudem algebraisch abgeschlossen.

Beispiel: Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen, R jedoch nicht.
Die Erweiterung C > R ist ein algebraischer Abschluss des Kérpers R.
Daher arbeiten wir meist lieber iiber dem Korper C statt nur mit R.

Ubung: Warum ist C > Q kein algebraischer Abschluss?

Satz P2L: algebraischer Abschluss, Existenz und Eindeutigkeit

Zu jedem Korper K existiert ein algebraischer Abschluss C' > K.
Je zwei algebraische Abschliisse C und C” von K sind isomorph.

Ich zitiere dies hier vor allem zur Beruhigung und als schénen Ausblick:
Diese und weitere Konstruktionen lernen Sie in Threr Vorlesung Algebra.

© Es besteht also kein grundsétzliches mathematisches Problem:

Wir konnen prinzipiell jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen.
Notfalls nutzen wir den Abschluss C' > K. Es geht auch sparsamer:
Jedes Polynom zerfallt iber einer endlichen Erweiterung L > K. (C3p)
Zu P = X? — 2 € Q[X] etwa haben wir den Zerfallungskorper Q[v/2].

A\ Die algorithmischen Fragen hingegen sind tiberaus anspruchsvoll
und fithren zu zwei wichtigen, modernen und tiefliegenden Themen:
einerseits die (Computer-)Algebra fiir exaktes, symbolisches Rechnen,
andererseits die (Computer-)Numerik fiir effiziente Naherungslosungen.
Beide bereichern demnéchst Ihren mathematischen Werkzeugkasten!
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Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit. Ausfiihrung

Der folgende Spezialfall ist besonders einfach und sympathisch:

Satz P2m: Einfache Zerféallung impliziert Diagonalisierbarkeit.

Angenommen das char. Polynom von f € Endg (V) zerfallt einfach,
{A\, s
(1) In diesem Falle ist f diagonalisierbar, denn es gilt

mit geometrischer Vielfachheit dimy Eig(f, ;) = 1firallei =1,...,n.

(2) Wir erhalten eine Eigenbasis B = (vy, ..., v,,) durch Wahl von
Eigenvektoren v; € Eig(f, \;) ~ {0}. Somit wird f dargestellt durch

Beweis: Wir haben E := @} ; E();) < Vdank Kernzerlegung N3G/P1A.
Aus dimE();) > 1 folgt n < dimE < dim V = n. Das zeigt (1).

Xp(X)=(X—X)(X—),) mit A CK.

Im allgemeinen Fall muss das char. Polynom x; € K[X] nicht zerfallen,
siehe etwa das Beispiel P2p. Selbst wenn x; € K[X] tiber K zerfillt,
kann es mehrfache Nullstellen haben, siehe Beispiele P4A und P2o.

In diesem Falle ist zur Diagonalisierung noch kein Urteil moglich:

f kann diagonalisierbar sein (wie P4A) oder auch nicht (wie P20).

Im Falle mehrfacher Nullstellen hilft letztlich nur die Bestimmung
der Eigenrdume und insbesondere ihrer Dimension (Satz P1D):

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn V' = @,y Eig(f, A) gilt,
also die Dimensionsgleichung n = 3,5 dimy Eig(f, A) erfullt ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn zu jedem Eigenwert A € K die
geometrische und die algebraische Vielfachheit iibereinstimmen (P2n).

Hierzu zeigen wir die folgende niitzliche Ungleichung: Die geometrische
Vielfachheit ist immer kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.
Das ist eine recht einfache, aber ebenso grundlegende Beobachtung,

die wir anschlieffend in Theorie und Praxis tiberall nutzen werden.

Geometrische und algebraische Vielfachheit o
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Geometrische und algebraische Vielfachheit Ausfiihrung

Satz P2n: Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?
(1) Fiir jeden Eigenwert X € o(f; K) gilt die Ungleichung

1 < dimg Eig(f,A) < ord(xs,A) < dimg (V).

(2) Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn (a) x, tiber K zerfallt und
(b) dim Eig(f, A) = ord(x, A) fiir jeden Eigenwert A € o(f) gilt.

Beweis: (1) Wir wéhlen eine Basis B = (v, ..., v;,) von Eig(f, \), ergdnzen
zu einer Basis A = (vq, ..., vy, ..., v,) von Vund erhalten die Darstellung

B x .
A=My(f) = [o 0] mit B = \-I,.
Somit gilt x4, = x5 Xc = (X — N)* - x¢, also dim Eig(f, \) < ord(x s, A).
(2) In Vhaben wir E := P, ,(5) E(A) dank N3G/P1A. Daraus folgt
dimE = E)\GU(f) dlmKE()\) 2 Z)\Ga(f) Ord()\) = deng = dim V.

Aufgabe: Fithren Sie diese Beweisschritte sorgsam aus. Ausfithrung:
(1) Die Determinante ist multiplikativ fiir Block-Dreiecksmatrizen O2w.

(2a) Es gilt 3 ¢ ord(xy, A) < n = dim V, mit Gleichheit gdw x; zerfallt.
Andernfalls enthilt die Faktorisierung x ; = (X — A;)™ = (X — A,)"™*Q
noch einen Faktor @ € K[X] mit deg @ > 0 ohne Nullstellen in K.

Aus Z}\EU’(f) Ord(Xf, )\) + deg Q =N folgt Z}\GU(f) Ord(Xf, )\) <n.

(2b) Dank (1) gilt immer ) ¢, s dimg Eig(f, A) < > cp(p 0rd(x g, M),
mit Gleichheit gdw dim Eig(f, A) = ord(x/, A) fiir jeden Eigenwert A gilt.
Gilt hierbei auch nur einmal die strikte Ungleichung ,<*, so kann dies
durch die anderen Summanden nicht mehr aufgeholt werden.

Aus diesen Vorbereitungen folgt die ersehnte Aquivalenz (2):
»<"1 Aus (a) und (b) folgt dim F = dim V, also E = V dank M3o.
»="1 Aus F = Vfolgt dim £ = dim V, also (a) und (b).




Ist jede Matrix diagonalisierbar? Jordan—Blocke nicht! -

Ist jede Matrix diagonalisierbar? Drehstreckungen nicht! -

© Wir verfiigen nun tiber wirksame Werkzeuge zur Diagonalisierung.
Damit erkennen wir, dass manche Matrizen nicht diagonalisierbar sind.
Das typische und daher wichtigste Gegenbeispiel sind Jordan-Blocke:
Beispiel P20o: Jordan—Blocke sind nicht-diagonalisierbar.
Zu Dimension n € N und Eigenwert A € K haben wir den Jordan-Block
Al 01
A 0 -
J=J,(X) = C | €k und J-aI= T
A 0

Hier gilt x ; = u; = (X — \)", also (J) = {\}, doch Eig(J, \) = (e; )%
und Eig(J, u) = {0} fur u # \. Fir n > 2 erlaubt J, (\) keine Eigenbasis.

Nach den diagonalisierbaren wollen wir jede beliebige Matrix A € K™*"
auf moglichst einfache Gestalt transformieren. Gute Nachricht tiber C:
Komplizierter als Jordan-Blocke wird es nicht, siehe Kapitel Q.

Speziell fiir reelle Matrizen besteht ein weiteres ernstes Hindernis zur
Diagonalisierbarkeit, hier das typische und wichtigste Gegenbeispiel:

Beispiel P2p: reelle Drehstreckung ohne reelle Eigenwerte
Zu a,b € R mit b # 0 haben wir die reelle Drehstreckung

a —b . X—a b
C_[b a] it XC_’ b X-—a

Das reelle Spektrum ist o(C; R) = (), komplex gilt 0(C;C) = {a + ib}.

= (X —a)?+ b2

© Selbst wenn wir uns vorrangig fiir reelle Matrizen interessieren,
so ist es meist einfacher, iiber C zu arbeiten, zumindest behelfsweise.
Das ist einer der guten Griinde, warum komplexe Zahlen so beliebt sind.

© Diese Beispiele zeigen die beiden Hindernisse zur Diagonalisierung.
Erstens P2p: Zerféllt das char. Polynom, liegen also alle Eigenwerte im
Grundkorper K? Zweitens P20: Erreicht die geometrische Vielfachheit
die algebraische? Nur wenn beides erfiillt ist, existiert eine Eigenbasis.

Strukturbeispiel: symmetrische reelle Matrizen -
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Strukturbeispiel: symmetrische reelle Matrizen Ausfiihrung

Zu Koeffizienten a, b, ¢ € R betrachten wir die symmetrische Matrix

A= {a b] € R¥2,
b ¢

Aufgabe: Ist A iiber R diagonalisierbar? Losung: Ihr char. Polynom ist

X—a —b

— - X2 _ — b2
XA—‘ b X =X°—(a+c)X + (ac—b°).

Seine Diskriminante ist d = (a + ¢)? — 4(ac — b2) = (a — ¢)? + 4b% > 0.
Somit zerfallt x4, = (X — A\ )(X — Ay) mit Ay, = $(a+c £+ Vd) €R.
(1) Im Falle d > 0 zerfallt x , einfach, und A ist diagonalisierbar (P2m).
(0) Im Falle d = 0 gilt b = 0 und a = ¢, somit ist A bereits diagonal.

Satz P2q: symmetrische reelle 2 x 2-Matrix J

Jede symmetrische reelle Matrix A € R?*? ist iiber R diagonalisierbar.

© Das ist ein sehr schones, allgemeines und niitzliches Ergebnis:
Wir betrachten symmetrische reelle Matrizen A € R™*", also AT = A.
Der erste interessante Fall ist die Dimension n = 2 wie hier zu sehen:
Das obige Beispiel zeigt, dass A diagonalisierbar ist.

© Dies beweisen wir spater allgemein in jeder Dimension n € N:
Jede symmetrische reelle Matrix ist tiber R diagonalisierbar!

Das ist eine Konsequenz des beriihmten Spektralsatzes T11.

Wir sehen hier das verheiffungsvolle allerersten Beispiel.

Die Ausfithrung der Diagonalisierung erfordert wie immer die explizite
Berechnung einer Eigenbasis. Im Falle n = 2 gelingt dies bereits jetzt
ganz direkt. Im allgemeinen Fall werden wir dies spater noch genauer
untersuchen, hilfreiche Werkzeuge erarbeiten und als Satze bereitstellen.

Ubung: Diagonalisieren Sie die obige Matrix A im Falle b > 0.
(1) Untersuchen Sie einige konkrete Zahlenbeispiele.
(2) Entwickeln Sie eine allgemeine Formel.
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Aufgabe: Ist A iiber R diagonalisierbar? Falls ja, diagonalisieren Sie A!

1 4 5 1 4 5
A=|0 0 1|, ebenso B=|0 0 2
0 2 3 0 2 3

Losung: (1a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom:

1-X 4 5

X)) =1 0 —x 1 = (1-X)[-XB—-X)—1-2]
0 2 3=X| _ q_x)x2-3x—2)
= —X3+4X%2-X -2
(1b) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4 = —X 4:

c(AR)={ A\ =1, \=1B-V17), A\y=1(B+V17) }

(1c) Da x 4 einfach zerfillt, schlieffen wir, dass A diagonalisierbar ist.

(1d) Die Diagonalisierung verlauft weiter nach ChaPo-Verfahren P2n:

1 0 0
D=T'AT= |0 1(3—+17) 0
0 0 13+ V17)
(1 315 —v17) (154 V17)
T=10 1(-3—-V17) %(-3+V17)
L0 1 1
R —4
_ 2 1 3
0+ 1t

Die Rechnungen sind Routine, etwa fiir ein Computer-Algebra-System
(CAS), doch fiir die Handrechnung nicht ganz kurz. Obwohl die Matrix A
iiber Q gegeben ist, sind Rechnungen in der Kérpererweiterung Q[v/17]
noétig. Auch das gelingt letztlich problemlos, wie bereits gesehen (B293).
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Zahlenbeispiel zur Diagonalisierung Ausfiihrung

Losung: (2a) Auch zu B bestimmen wir das charakteristische Polynom:

1-X 4 )

X)) =] 0 —-x 2 | =(10-X)[XB-X)-2-2]
0 2 3=X| _ 1 _x)x2-3x—4)
= —X3+4X?+ X -4
(2b) Die Eigenwerte von B sind genau die Nullstellen von x5 = —Xp:

(2¢) Da x g einfach zerfillt, schlieBen wir, dass B diagonalisierbar ist.

© Die Matrizen A und B unterscheiden sich nur an einer Stelle.
Die Rechnungen fiir B sind dennoch sptirbar einfacher.

© Mit ausreichend Mufle gelingen Thnen auch ldngere Rechnungen.
In Klausuren versuchen wir die Schwierigkeit gut zu kalibrieren.
Sobald Sie es ausreichend getibt haben, gelingt es routiniert.

(2d) Die Diagonalisierung verlauft weiter nach ChaPo-Verfahren P2:

1 0 O
D=T'BT=|0 -1 0
0 0 4
1 3 14
T=\|0 —4 3
10 2 6

1) -

-0 -4 -4

o % 4

© Alle Eigenwerte liegen in Q, das vereinfacht die Rechnung spiirbar!
© Erinnerung (N3A): Die Spalten von T sind eine Eigenbasis zu B.
Ubung: Machen Sie fiir A und B die Probe! Was ist zu priifen?

Ubung: Machen Sie die Rechnung! Wie verlduft das Verfahren?




. . . . P241
Normiertes Polynom und seine Begleitmatrix

P242
Erlauterung

Normiertes Polynom und seine Begleitmatrix

(2 Tritt jedes normierte Polynom als charakteristisches Polynom auf? Ja!

Satz P2Rr: normiertes Polynom und seine Begleitmatrix

Zum Polynom P = X" + p, X" 1 4+ ... 4+ p, X € K[X]} tiber K
definieren wir die Begleitmatrix (engl. companion matrix):

I —p
(1) Inr charakteristisches Polynom ist P, ebenso ihr Minimalpolynom.
(2) Genau dann ist C iiber K diagonalisierbar, wenn P einfach zerfallt:

O,

(3) In diesem Falle gelingt die Diagonalisierung VOV~ = diag(A, ..., A,,)

’n

mit der Vandermonde—-Matrix V = (Ag)g':‘f;;;;;g* € GL,,(K), siehe D5B.

P=(X—=X\)~(X—=X,) mit A M CK

Einfache Zerféllung ist immer hinreichend fiir Diagonalisierbarkeit (P2m).
Satz P2r besagt speziell fiir die Begleitmatrix C' = C(P), dass einfache
Zerfallung auch notwendig ist und gibt explizit eine Eigenbasis an.

Aufgabe: (1) Berechnen Sie x, indem Sie die charakteristische Matrix
X1I — C entwickeln nach der ersten (oder letzten) Zeile (oder Spalte).
(2a) Fiir jeden Skalar )\ € K gilt dimj Eig(C, \) < 1,

denn die Matrix A\I — C hat mindestens Rang n — 1.

(2b) Wie folgt daraus sofort das Diagonalisierbarkeitskriterium?
Warum ist es hier nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig?

(3) Die Eigenvektoren finden wir spater auf ganz natiirliche Weise in den
folgenden Untersuchungen zur linearen Rekursionen. Sie kdnnen es jetzt
schon direkt versuchen, oder anschlieflend darauf zuriickkommen.

© Die inverse Matrix V! ist mithsam, wie so oft. Fiir die Probe ist sie
gar nicht nétig: Es geniigt sicherzustellen, dass Vinvertierbar ist (D58),
und statt VCV~! = D die dquivalente Gleichung VC = DV zu priifen.
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Normiertes Polynom und seine Begleitmatrix Ausfiihrung

Beweis: (1a) Induktion: Fir n = 1 gilt det(XI — C) = det [X +p; ] =P
Fir n > 2 entwickeln wir nach der ersten Zeile (Laplace 02j):

X Dy,
-1 X Pr
det(XI —C) = -1 - P2
: . X :
-1 X+p,
X Dy, X Dn,
1 X DPp1 -1 X -~  p,
=X -1 Pno |+ (=1)""'p, -1 - Dn—2
X : oo X :
-1 X+p; -1 X +p,

= X(X" 4 p X"+ 4 py)+p = P

Die Determinante der Dreiecksmatrix rechts ist (—1)"~1, siehe O2w.

(1b) Wir haben C: ej = ey = ... = €,,_1 = — >, p;€,,_;- Der Raum K™
ist also C-zyKklisch, erzeugt von e;, und das Minimalpolynom ist 9 = P.
Fiir alle i gilt P(C)e; = P(C)C'%e, = C*"P(C)e, = 0, also global u = P.

Dank MiPo-Kriterium N3H ist C diagonalisierbar gdw P einfach zerfallt.

(2) ChaPo-Kriterium: Zu jedem Skalar A € K erhalten wir die Matrix

A Dn

-1 A Pn

M—-C = -1 - Do
P A :

-1 A+p;

Ihr Rang ist > n — 1, denn die ersten n — 1 Spalten sind gestuft und somit
linear unabhéngig. Dank Rangsatz M1v folgt dim ; Ker(A\] — C) < 1.

Jeder Eigenwert A € o(C') hat demnach geometrische Vielfachheit 1.

Diagonalisierbareit, n = ), dimj Eig(f, A) gemaf3 P1p, erreichen wir
also genau dann, wenn wir n verschiedene Eigenwerte haben.
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Anwendungsbeispiel: die Fibonacci-Folge Ausfiihrung

Wir definieren f: N — N: n i~ f, rekursiv durch f; =0und f; =1 und

fn = fn1 + fro firallen € N,,.

Leonardo Fibonacci beschrieb damit im Jahr 1202 das Wachstum einer
Kaninchenpopulation; in der Natur ist diese Folge ein haufiges Muster.
@ Tibees: Fibonacci slop, youtu.be/LWJzirlCv8I. Die ersten Werte sind:
n 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Explizit, geschlossen? Fiir alle n € N gilt die phantastische Binet-Formel:

= [(12\/5)"_(1_2%)”]

Ubung: (1) Wie beweisen Sie die gegebene Formel? Per Induktion! (F475)
(2) Wie finden Sie eine solche Formel? Eigenwerte und Eigenvektoren!

_L618"
= 2.236

© Néherungswerte sind ¢ := #5 ~ 1.618 und ¢ := %5 ~ —0.618.
Die geschlossene Formel fiir f,, zeigt das Wachstumsverhalten:

(0) Der zweite Summand ™ konvergiert rasch gegen Null.

(1) Die Fibonacci-Folge f,, wachst exponentiell, wie ¢".

© Zunichst handelt die Fragestellung von Zahlenfolgen und Rekursion.
Auf den ersten Blick hat das nichts mit Linearer Algebra, Matrizen oder
gar Eigenvektoren zu tun. Es zeigt sich jedoch, dass diese universellen
Werkzeuge auch hier wunderbar effizient angewendet werden konnen!

Das ist ein allgemeines und héufiges Phanomen: Die Problemstellung
deutet meist noch nicht die moéglichen oder notigen Werkzeuge an.
Zur Problemlésung braucht es daher Erfahrung und Kreativitat.

Man erblickt nur, was man schon weif3 und versteht. (Goethe)

© Erfahrung sammeln Sie durch Ubungen wie etwa der folgenden.
Vielféltige Rechnungen und Erprobung der Werkzeuge iibt die korrekte
Anwendung und fordert Thre Kreativitat fiir zukiinftige neue Aufgaben.

Der Folgenraum KN mit Verschiebeoperator Y
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Der Folgenraum KN mit Verschiebeoperator Ausfiihrung

Sei K ein Korper, etwa K = Q, R, C. Wir betrachten den Vektorraum K
aller Folgen f: N — K: n + f, und darauf die Verschiebung (shift):

S KN _>KN : (anflaf27"') = (flaf27f37"')'

Ausgeschrieben bedeutet das s(f) = g mit g, = f,, ;.
Dies ist offensichtlich eine K-lineare Abbildung.

Aufgabe: Bestimmen Sie zu s alle Eigenwerte und Eigenraume.

Losung: Sei A € K. Die Eigengleichung s(f) = Af lautet hier

(fl’f27f37 ) £ ()\f07)‘flaAf2a )7

also f; = Ay, fo = A1, f3 = Afy, . kurz f, = Af, firallen € N.
Jede solche Folge f: N — K erfillt somit f,, = A" f,, fur allen € N.

Elg(s7)‘) = {f N—->K:nkH AnfO} = <e)\:()‘n)n6N>]!K

Als Basis fixieren wir hierzu den Eigenvektor e, : N — K : n i A"

© Hier ist jeder Skalar A € K Eigenwert, das Spektrum also o(s) = K.
Insbesondere hat s iiber K = R, C iiberabzéhlbar viele Eigenwerte!

© Jeder Eigenraum ist eindimensional, das ist duferst tibersichtlich.
Den Basisvektor ey = (A"),, oy konnen wir bequem und explizit angeben.

/\ Hier ist der Vektorraum K" unendlich-dimensional. Determinante
und charakteristisches Polynom stehen uns daher nicht zur Verfiigung.
Dennoch kénnen wir Eigenwerte und Eigenrdume direkt berechnen.
Ubung: Ist der Verschiebeoperator s : KN — KN diagonalisierbar?

Selbst wenn der Raum K~ unendlich-dimensional ist, kénnen wir uns
dennoch eine diagonalisierende Basis wiinschen. Ist dies hier erfillbar?
Der endliche Fall fK < oo ist leicht, der unendliche Fall spannend. (P407)
Ubung: Sei U = ¢*°(N,K) < KN der Unterraum der beschrinkten Folgen.
Er ist s—invariant, das heif3t s(U) C U. Einschrankung definiert s : U — U.
Bestimmen Sie Spektrum und Eigenrdume. Ebenso ¢°(Z,K) < KN

Ubung: Untersuchen Sie t : KN — KN : (fy, f1, far ) = (0, fo, f1, f2, )



http://youtu.be/LWJzirlCv8I
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Anwendungsbeispiel zu rekursiven Folgen

© Wir untersuchen nun die Fibonacci-Folgen mit Linearer Algebra!
‘/ — { j?: Fﬂ — Eg ‘ \/71 € Fg : j;l%,z - j;l4*1 - j;l - 0 }' f; Hgfﬂ

MiPo-Verfahren: V = Ker P(s) mit P = X? — X — 1 = (X — ¢)(X — 1)
und ¢, ¢ = 1(1 + /5). Somit gilt V = E(¢) & E(¢) mit Eigenbasis (u, v)
bestehend aus u = (¢"),,cy und v = (¢"),,cy. Jede Fibonacci-Folge f € V
ist Linearkombination f = au + bv mit eindeutigen Koeffizienten a, b € K.

Wir erhalten f = (0,1,...) mit a,b = +1//5, also f,, = (¢™ —¢") /(¢ — ).

ChaPo-Verfahren: (1) Stellen Sie s|}, als Matrix dar. (2) Berechnen Sie .
(3) Bestimmen Sie die Eigenwerte, (4) die Eigenrdume, (5) eine Eigenbasis.
(6) Linearkombinieren Sie unsere Fibonacci-Folge f aus Eigenvektoren.

Losung: (0) Welche Dimension hat V? Wir betrachten die Projektion
) = (f07 fl)

Zu beliebigen Startwerten f,, f; € K existiert genau eine Folge f € V.
Somit ist ¢ : V=% K? ein Isomorphismus, insbesondere dimy (V) = 2.

q: KN>V S5 K?: (fo,flaf%“‘

(1) Als eine Basis A = (a;, ay) von Vwahlen wir a; = (1,0,1,1,2,3, ..)
und a, = (0,1,1,2,3,5,...). Es gilt s(a;) = a5 und s(ay) = a; + a,. Also:

A=M7(s) = [(1) ” =C(x?—-x-1T
(2) Aus dieser Matrix gewinnen wir das charakteristische Polynom:
X -1
X;A = ’ __1 ){ N 1 - ;sz — ;Xf - 1

(3) Die beiden Nullstellen sind ¢ = (1 4+ v/5) und ¢ = 1(1 — V/5).
(4) Als Eigenvektoren erhalten wir u = (¢"),,cy und v = (¢"),,cy in V.
(5) Damit erhalten wir eine Eigenbasis B = (u,v) von s : V — Vsowie

g [6 0] 101 L_1[ 1
D=T AT_{O ¢} m1tT-[¢ ¢} und T _\/5[¢ _1]

Obwohl die Matrix A iiber Q gegeben ist, sind Rechnungen in der
Korpererweiterung Q[v/5] nétig. Ubung: Machen Sie die Probe!
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Linearkombination der Eigenvektoren u = (¢™),,cy und v = (™), cn:

0=a¢® + by° 0 _7|a
1 =a¢! + byt 1| " |b
Wir finden so die einzige Losung fiir die gesuchten Koeffizienten:
al (0] _ 111
)= =LA
Explizit ausgeschrieben ergibt dies die Binet-Formel:
p_ L [(1+vE)"_ (1=vBY
"5 2 2

So l6sen Eigenvektoren jede lineare Rekursion als geschlossene Formel!
Ubung: Priifen Sie die hier gefundene Gleichung per Induktion (F475).

f=au+bv & {

Beide hier gezeigte Verfahren gelten allgemein fiir rekursive Folgen!
V={f:NoK|VE>n: fi+pfi1++pfrn=0} <KV
Dies entspricht der Rekursionsgleichung P(s)(f) = 0 mit dem Polynom
P=X"4+p X" 1+ +p X°eK[X]..

Speziell im Fibonacci-Beispiel haben wir P = X2 — X — 1 betrachtet.

Allgemein ist P € K[X]} gegeben, wir haben also V = Ker P(s).
Dieser Unterraum Vin K" ist s—invariant, das heifit s(V) C V.

Wir wollen den Verschiebeoperator s : V' — V diagonalisieren,
also eine Basis aus Eigenvektoren der Form (A"), .y bestimmen.

Falls Piiber K einfach zerfillt, so gelingt dies wortlich wie zuvor:
Zu beliebigen Anfangswerten finden wir so eine geschlossene Formel!

© Das ist das allgemeine MiPo-Verfahren N3u zur Diagonalisierung!
© Das ist das allgemeine ChaPo-Verfahren P2H zur Diagonalisierung!
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen Ausfiihrung

Satz P2s: lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen — Hauptfolgen Q2c¢

Sei K ein Kérper und P = X" + p, X"t + - 4+ p, X0 € K[X]L.
Wir betrachten den Folgenraum KN mit dem Verschiebeoperator

s KN = KN ¢ (fo, f1, far ) B (f1) fas f3s 00 )-
Darin liegt der K-Untervektorraum V < KN der P-rekursiven Folgen:
V=KerP(s)={f:No>K|VE>n: f+p fr1++D.fr_, =0}

Dieser ist s—invariant, also s(V') C V; und hat Dimension dimg (V) = n.

Genau dann ist der (so eingeschrankte) Verschiebeoperator s : V. — V
tiber K diagonalisierbar, wenn das Polynom P iiber K einfach zerfallt,

P(X)=(X—X)(X—=X\,) mit {\,..,

Zu jedem Eigenwert A haben wir die Eigenfolge e, : N —» K: n > A"
Wir erhalten so die Eigenbasis (e, , ..., e, ) von Vbeziiglich s.

At CK

Einfache Zerféllung ist immer hinreichend fiir Diagonalisierbarkeit (P2m).
Satz P2s garantiert die Umkehrung und gibt explizit eine Eigenbasis an.

Aufgabe: Folgern Sie dies direkt aus dem MiPo-Verfahren N3n!

Beweisen Sie den Satz mit dem ChaPo-Verfahren P21 nach Vorbild des
obigen Fibonacci-Beispiels. (1) Stellen Sie s|{,: V' — V als Matrix dar.
(2) Berechnen Sie das char. Polynom. (3) Bestimmen Sie die Eigenwerte,
(4) die Eigenraume, (5) eine Eigenbasis, (6) den Basiswechsel.

Losung: (0) Welche Dimension hat V? Wir betrachten die Projektion
q: KN >V K : f (fos fr1)

Zu je n beliebig vorgegebenen Startwerten f, ..., f,_; € K
existiert genau eine P-rekursive Folge f = (f, ..., fu_1, /. ---)-
Somit ist ¢ : V2 K" ein Isomorphismus, insbesondere dimy (V') = n.

© Durch diesen Isomorphismus ¢ bestimmen wir die Dimension
und erhalten nach Wunsch auch Basen, etwa (¢ (e;), ... ,g 7 (e,,))-
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Lineare Rekursion und ihre Eigenfolgen Ausfiihrung

(1) Den Verschiebeoperator s : V' — Vkoénnen wir wie folgt darstellen:

V— 5V
qlu qk
K» A K»
fo fi 1 fo
fi fo 1 : fi
: : 1 :
fnfl fn —Pn —Pp-1 “Pp-2 -1 fnfl

(2) Das charakteristische Polynom ist x , = P, dank A = C(P)" und P2r.
Wir sehen dimy Eig(s,\) < 1 und konnen direkt Satz P1p anwenden:

(3) Genau dann ist s : V' — V diagonalisierbar, wenn P einfach zerfallt,
P(X) = (X —Ay) (X —A,) mit Ay, ..., A, € Kund \; # \; fiir i # j.

(4) Es gilt Eig(s,\) = (e, ) mit der Eigenfolge e, : N — K : n = \".
(5) Wir erhalten so die Eigenbasis (e, , ..., e, ) von Vbeziiglich s.

(6) Hierdurch wird der Verschiebeoperator s : V' — V diagonalisiert:

A, 0 .. 0 AN X
0 A : ALab L
T_lAT = . '.2 . 0 mlt T = 11 12 ‘. :n
0 .. 0 A, Ap—1 jp-1 gt

© Die Basiswechselmatrix T = VDM()\;, Ay, ..., A,,) " ist die beriihmte

rn

Vandermonde—Matrix (siehe Satz D5B), hier transponiert. Alles ist gut.

Ubung: Machen Sie die Probe AT = TD.

© Die inverse Matrix 7! ist mithsam, wie so oft. Fiir die Probe ist sie
gar nicht nétig: Es gentigt sicherzustellen, dass T invertierbar ist (D58),
und statt T~ AT = D die dquivalente Gleichung AT = T'D zu priifen.
Das gelingt leicht, und es entspricht unserer bisherigen Rechnung.
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Definition P3A: Trigonalisierung eines Endomorphismus

(1) Sei f: V — Vlinear iiber K. Eine trigonalisierende Basis zu f ist eine
Basis B = (b;); von V, fiir die die darstellende Matrix von f trigonal ist:

A ox %
0 - =

0 0 A,

MZ(f) =

Existiert eine solche Basis B von V, so nennen wir f trigonalisierbar.

(2) Sei A € K™*™. Ein trigonalisierender Basiswechsel zu A iiber K
ist eine invertierbare Matrix T € GL,,(K), so dass T~ AT trigonal ist:

Al ox %
0 - *]

0 0 A,

T1AT =

Die Spalten der Matrix T = (v, ..., v,,) sind eine trigonalisierende Basis.
Existiert eine solche Matrix 7, so nennen wir A tiber K trigonalisierbar.

v

(@ Wie konnen wir herausfinden, ob f bzw. A trigonalisierbar ist?

Satz P3B: Trigonalisierung < Zerfallung

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K mit dimg (V) =n € N.
Genau dann ist f iber K trigonalisierbar, wenn x ; iber K zerfillt:

Xp(X) = (X = A) (X —A,) mithy,..,\, €K

Dasselbe gilt fiir die Trigonalisierung einer Matrix A € K"™*™ iiber K.

Beispiel: Sei Viiber C ein endlich-dimensionaler Vektorraum.
Dann ist jeder C-Endomorphismus f: V — V'trigonalisierbar.

Beweis: ,=“: Zu f sei B eine trigonalisierende Basis von V:

A ox %
0 - *}

0 0 A,

R=M3(f) =

Demnach gilt x; = xg = det(XI —R) = (X —X;) (X —A,).

Trigonalisierung und Zerfallung o
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A= Al % x % R— A ok ok %
0 0 X * x
MAD=| o 5 | = MED=|, @l
0 0 0 0 A,

,<": Wir fuhren Induktion iiber n. Fir n < 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Zum Eigenwert \, € K existiert ein Eigenvektor v, € Eig(f, \;) < V.
Diesen erganzen wir zu einer Basis A = (vq, u,, ..., u,,) von V. (M2K)

Beztiglich dieser Basis A hat f die obige Blockform.

Wir zerlegen V = (v, )% ® Umit U := (uy, ..., u, )k

Die Untermatrix B definiert den Endomorphismus g : U — U
Wir haben x; = (X — A;) - x, also zerfillt auch das Polynom y,.

IV: Zu g existiert eine trigonalisierende Basis (v,, ..
Die Basis B = (vq, vy, ...

., ,,) von U.
,v,,) von Vtrigonalisiert f: V — V.

© Um Induktion tiber die Dimension fithren zu konnen, miissen wir
die Dimension reduzieren. Der entscheidende Konstruktionsschritt
ist hier die Projektion auf den strikt kleineren Unterraum U < V

v— I v

Konkret bedeutet das: Zu jedem u = > }_, oy u;, € U haben wir
f(u) = Byvg + 37, Byuy, und setzen g(u) ==Y 7, Byuy, € U.
Wir ignorieren also ganz dreist-naiv den Storterm v, € U.
(Auf der vorigen Seite ist das die Zeile oberhalb der Matrix B.)
© Dass g : U — U linear ist, sehen wir an g = py o f o .

© In der Zerlegung V = (v, ) @ U als direkte Summe ist die Wahl des
Komplements U willkiirlich. Mit dem Quotienten W = V /U gelingt dies
natiirlich und elegant, aber auch abstrakter. Dies fithren wir nun aus.
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Trigonalisierung: der Quotiententrick Ausfiihrung

Lemma P3c: Endomorphismus einer kurzen exakten Sequenz
Sei f: V — Vlinear iiber K und U < Vein invarianter Unterraum.

(1) Wir haben die Einschriankung g = f|¥ und auf dem Quotienten
W =V /U die lineare Abbildung h: W - W:z 4+ U  f(z) + U.

7 V q
lg\ Jf\ Jh
U : Vv g %4

(2) Aus je zwei Basen A von U und € von W erhalten wir eine Basis
B von V gemaf Satz M1x. Fiir die darstellenden Matrizen gilt dann:

Mi(g)  * ]

B —
MB(f) - [ 0 Mg(h)

Fur die charakteristischen Polynome folgt somit x; = X, - x5-

Aufgabe: Beweisen Sie Lemma P3c und damit erneut Satz P3s.

Beweis von Lemma P3c: (1) Wir erhalten g: U - Uund h: W - W
durch lineare Faktorisierung tiber eine Injektion L3B bzw. Surjektion L3c.
(2) Die Matrixdarstellung folgt aus (1) und der Konstruktion der Basis 3.

Beweis von Satz P3B: Wir zeigen hier nur die Riickrichtung ,,<*:
Wir fithren Induktion tiber n = dim V. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei nun n > 2, und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Zum Eigenwert \; € K existiert ein Eigenvektor v, € Eig(f,A\;) < V.
Der Unterraum U = (v, )} < Vist f-invariant. Lemma P3c beschert uns
die lineare Abbildung h : W — W auf dem Quotienten W = V' /U.

Dabei gilt x; = (X — A;) - Xy, also zerfallt auch das Polynom y;,.

Dank dim W = dim V' — dim U < n greift die Induktionsvoraussetzung:
Zu h : W — W existiert eine trigonalisierende Basis € = (wj, ..., w,,).
Wir wihlen Urbilder v,, ..., v,, € Vmit ¢(v;) = w;. Dank Lemma P3c
wird f durch die Basis B = (vq, vy, ..., v,,) trigonalisiert.
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Trigonalisierung: Fahne von Unterraumen Ausfiihrung

Definition P3p: Fahne von Unterriumen

(1) Sei Vein K-Vektorraum der Dimension n. Eine Fahne ist eine Kette
{0} =V, < V<<V, =V

von Unterrdumen. Dabei gilt 0 = dim V; < dimV; < - < dimV, = n.
Eine vollstindige Fahne erfiillt £ = n, somit dim V, = i fiir alle 7.

Die ersten Teilrdume V < V; <V, mit dim V, = i entsprechen Punkt,
Gerade, Ebene; daher der geometrisch anschauliche Name ,Fahne®.

Beispiel: Ist (v, ..., v,,) eine Basis von Viiber K, so definieren die
aufgespannten Unterrdume V, = (vy,...,v; ) fiiri =0,1,...,n
eine vollstandige Fahne {0} =V, <V, <<V, =V

(2) Sei f: V — Veine K-lineare Abbildung.
Ein Unterraum U < Vheifit f~invariant, wenn f(U) C U gilt.
Eine Fahne (V;); heifit f~invariant, wenn f(V;) C V, fir alle 7 gilt.

Lemma P3E: Trigonalisierung < invariante Fahne

Genau dann ist f: V — Vtrigonalisierbar, wenn eine vollstandige,
f-invariante Fahne {0} =V, <V} < - <V, = Vexistiert.

Ay ok ok %
0 X, * =

By 2
Ms()=10 0 -
0 0 0 A

n

Aufgabe: Beweisen Sie dieses Lemma.

Beweis: ,=“: Angenommen, zu f existiert eine trigonalisierende Basis
(vy,...,v,) von V. Die Unterrdume V; = (vq,..., v, ) g furi =0,1,...,n
sind eine vollstandige Fahne und zudem f-invariant, denn f(V;) C V,.

»<": Durch schrittweise Ergidnzung erhalten wir eine Basis (vy, ..., v;)
von V,. Die Basis B = (v, vy, ..., v,,) von Vtrigonalisiert f: V — V.




Spur und Determinante aus Eigenwerten o

Spur und Determinante aus Eigenwerten o

Satz P3F: Spur und Determinante

Sei A € K™*" eine Matrix mit zerfallendem charakteristischen Polynom
Xa(X) = (X = A)(X = Ag) (X = Ay).

(1) Die Spur von A ist die Summe aller Eigenwerte:

(2) Die Determinante ist das Produkt aller Eigenwerte:

(1et](14) = /X]_‘ )\2 .'.’X7l

© Die Spur tr(A) der Matrix A ist besonders leicht zu berechnen.
Wenn wir also n — 1 Eigenwerte kennen, so ist der letzte gratis!

© Uber C zerfillt jedes Polynom, die Voraussetzung ist also erfiillt.
Dasselbe gilt iiber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz! (Zwei Wege sind moglich.)

Erster Beweis: Wir multiplizieren zur Monomform aus:
Xa(X) = (X =A)(X = Xy) (X = A,)
=X"—qa, X"t 4.+ (=1)"a,

Dank Satz P2p kennen wir bereits die extremen Koeffizienten:

tr(A) = apq = A A A,
det(A) Ié” (10 - )\1 . A2 "'An.
Zweiter Beweis: Dank Satz P3B konnen wir A trigonalisieren zu
AL *
B=T''AT=|0 - =
0 0 X,

Dank Satz P2F gilt dabei x4, = x, also insbesondere
tr(4) = tr(B) = M +A A+ A,
det(A) = det(B) = A, - Ay A,,.

© Der zweite Beweis ist noch schoner, dank starkerer Werkzeuge.
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Der Wurzelsatz von Vieta Ausfiihrung

Der obige Satz P3F erklart die Spur tr(A) = A; + Ay + -+ A, und die
Determinante det(A) = A; A\, -+ A,, aus den Eigenwerten. Allgemein:

Definition P3G: elementarsymmetrische Polynome

Im Polynomring Z[T, X, ..., X,,] entwickeln wir das Produkt
T+X)(T+Xy)(T+X,)=T"+0, T +0,T" %+ +0,.

Der hier auftretende Koeffizient o), € Z[X,,..., X, | furk =1,...,nist

das elementarsymmetrische Polynom vom Grad & in X, X,, ..., X,;:

o (X, Xy, X)) = X1+ Xo + -+ X,
O'k(XhXQa ,Xn) = Zi1<i2<~~~<ik Xi1Xi2 X’Lk

Un(XlaXZa 7Xn) = X1X2 Xn

Das Polynom o, ist die Summe von (}) Monomen, jedes vom Grad k.

Fﬁr X2 +G/1X+a2 = (X— )\1)(X— )\2) gllt Al ‘I’ Az = _al und )\1)\2 = (]/2.

Satz P3G: Wurzelsatz von Vieta
Sei X" 4+ ay X" 4 ta, = (X = A)(X = Ay) (X — ).
Dann gilt a;, = (—1)*0, (A, Ay, ..., \,,). Explizit ausgeschrieben heif3t das:

’ '

(Il = —()\1 + AQ P °°° 9P )\'I’L)
ap = (_1)k Ei1<i2<---<ik >‘i1)\i2 >‘ik'

a, = (_1)71)\1)\2 )‘n

Dies gilt insb. fiir das charakteristische Polynom x und die Eigenwerte!
Aus den Nullstellen ), ..., )\, € K von x kénnen wir also ganz leicht
die Koeffizienten a4, ..., a,, € K bestimmen: Ausmultiplizieren geniigt.

Umgekehrt bestimmen die Koeffizienten a, ..., a,, € K von x eindeutig
die Nullstellen A4, ..., A,, bis auf Reihenfolge (also mit Vielfachheiten).
Die Faktorisierung ist wesentlich schwieriger als das Ausmultiplizieren!
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Die Spur lesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis! Ausfiihrung

Aufgabe: Gegeben ist die Matrix A € R*** mit vier Vektoren:

~18 —50 10 10 0 -3 0 1
4 11 -1 -3 1 1 1 0
A=1_19 390 10 4= |al2c=| o] %=2] ¢ | 1
9 2 92 —2 0 1 3 1

(1) Welche davon sind Eigenvektoren von A? Zu welchen Eigenwerten?
(2) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, (3) Eigenrdume, (4) eine Eigenbasis.

Losung: (1) Wir setzen die Daten in die Eigengleichung Av = v ein:

© Teil (1) ist eine leichte Fingeriibung: Um zu prifen, ob v € K" ein
Eigenvektor der Matrix A € K™ ™ ist, geniigt es, die Definition Av = Av
einzusetzen... und im gilinstigen Fall den Eigenwert A € K abzulesen.
Entscheidend ist, wie immer, das Ziel zu kennen, hier: die Definiton!

/\ Es lohnt sich, die wertvollen Informationen aus Teil (1) zu nutzen!
Die hier angebotenen Daten sind nicht zuféllig, sondern mit Bedacht
vorbereitet; in einer Klausur sind sie eine gezielte Hilfestellung.
Auch auflerhalb von Klausuren kann diese Situation entstehen.

@ Alternativ, aber ungeschickt, kann man die hilfreichen Daten aus

0] [—10 =31 [—6]
1] 7 1l | 2 Teil (1) ignorieren und fiir (2-4) stur das ChaPo-Verfahren einsetzen:
Ab=A 4| = 8 ¢ R, Ac=A ol = ol = 2c, Das charakteristische Polynom entwickeln und seine Nullstellen finden,
0] 10 1] 2] Eigenraume berechnen und eine Eigenbasis wéhlen. Das ist mithsam.
07 0 [—17 —27] © Sie arbeiten umso effizienter, je genauer Sie verstehen, was Sie tun!
Ad— A 1 2 0 —0d, Ae— A 0 2 0 — 9% o 1nsPesondere, was Sl'e schon haben und was Sie noch‘suchen.
2 0 -1 —2 Sie konnen dann geschickt vom ChaPo-Verfahren abweichen,
3] L0 —1] [—2] je nach konkretem Bedarf und moglichen Abkiirzungen.
Die Spur lesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis! “"1'| Die Spur lesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis! Austabran
—18 =50 10 10 0 —3 0 —1 © Dank der Informationen aus (1) sind unsere Rechnungen (2-4) in
A= 4 11 -1 =3 h— 1 c—= 1 d— 1 e — 0 dieser Anwendung wesentlich effizienter als das ChaPo-Verfahren!
—12 =32 10 4’ 41’ 0’ 21’ —1
9 9 9 _9 0 1 3 1 Vielleicht erscheint Thnen die obige Aufgabenstellung etwas kiinstlich,

(2) Dank (1) wissen wir Eig(A,0) > (d)} und Eig(4,2) > (¢, e)k.
Damit kennen wir drei der vier Eigenwerte: \; =0, Ay, =2, Ay = 2.
Dank tr(A) = 1 bekommen wir den vierten gratis: A, = —3.

Ohne weitere Miihe schlieflen wir x, = X (X — 2)2(X + 3).

(3) Wir berechnen den Eigenraum Eig(A, —3) wie tiblich mit Gauf3:

_15 —50 10 10 100 1

L4 14 o1 3| e (001 0 1
A+3I=1_10 35 13 4| W 001 0
2 2 2 1 000 0

Demnach gilt Eig(A, —3) = ( f)} mit dem Vektor f = (—2,1,0,2)7.
(4) Damit haben wir zu A unsere Eigenbasis (d, ¢, e, f) gefunden.

das will ich gar nicht bestreiten. Ganz unrealistisch ist das Vorgehen
jedoch auch nicht, denn in Anwendungen verfiigen Sie manchmal
iiber Teilinformationen, und diese sollten Sie geschickt nutzen.

Zur Diagonalisierung haben ChaPo-Verfahren P2n und MiPo-Verfahren
N3H natiirlich trotzdem ihre Berechtigung: Wenn Sie keine weiteren
Daten oder Ideen haben, dann bieten diese Thnen allgemeine und
verlassliche Methoden, um das Diagonalisierungsproblem zu 16sen.

Variantenreiche Beispiele wie das vorige zeigen Ihnen jedoch ebenso,
dass Sie sich nicht stur allein auf vorgefertigte Rezepte verlassen konnen.
Manchmal sind geschickte Abkiirzungen oder raffinierte Tricks moglich.
Diese sollten Sie erkennen, um sich unnétige Arbeit zu ersparen.

© Man muss eine Matrix auch lesen konnen. Denken hilft!
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Der Satz von Cayley—Hamilton: u% | ;| x;

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und dimg (V) =n € N.

Lemma P3H: Cayley—Hamilton, lokales MiPo teilt ChaPo
Jedes lokale Minimalpolynom 44 teilt das charakteristische Polynom x f'J

Beweis: Wir haben Z = (f¥(v) | k < m)% < Vmit Basis B = (f*(v))m}.
Nach Konstruktion gilt f(Z) C Z, das heift, der Raum Z ist f-invariant.
Die Einschrankung g = f|Z wird dargestellt durch die Begleitmatrix P2r

B=M5(f15)=|0 1

1 —a
Ihr charakteristisches Polynom ist x5 = det(XI — B) = u} dank P2r.
Wir erginzen die Basis B von Z zu einer Basis A von Vund erhalten
B x
0 C

. P2c 02w P2r v
mit Xy =Xa=XB'Xc = Iy Xc-

A=MA(f) =

Jedes lokale Minimalpolynom 4 teilt das charakteristische Polynom ;.
Dasselbe gilt dann fiir ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, also p:

Satz P3H: Cayley—Hamilton, MiPo teilt ChaPo

Sei f: V — Vlinear iiber dem Korper K und dimg (V) =n € N.
Das Minimalpolynom p; = kgV(u} ; v € V) teilt das char. Polynom ;.

Beweis: Dank Satz N3F gilt y1; = kgV(p% ; v € V) in K[X].

Korollar P3H: Cayley—Hamilton, ChaPo annulliert Endo

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und dimg (V) =n € N.
Das charakteristische Polynom y, annulliert f, kurz x ;(f) = 0.

Beweis: Dank Satz N3F ist y1 | x ; dquivalent zu x ;(f) = 0. Wir erinnern
»=": Aus Xy = Q- pymit Q € K[X] folgt x;(f) = Q(f) o pus(f) = 0.
Direkt: Fiir jeden Vektor v € Vgilt x; = Q- p} mit Q € K[X] dank Lemma
P3m, also x ¢(f)(v) = Q(f) u}(f)(v) = 0. Wir schlieffen x ((f) = 0.
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Der Satz von Cayley—Hamilton fiir Matrizen o

© Das Minimalpolynom i bzw. % ist in zweifacher Hinsicht minimal:
beziiglich dem Polynomgrad und beziiglich der Teilbarkeit in K[X].

Wiederholung: Formulieren Sie dies explizit aus. Losung:

Sei f: V — Vlinear tiber dem Koérper K und dim (V) =n € N.

Sei v € Vein Vektor und P € K[X] ein Polynom tiber K.

(1) Genau dann gilt P(f) = 0, wenn P ein Vielfaches von p, ist.
P(f)=0 <« 3QeK[X]:P=Q puy

(2) Das Minimalpolynom 4 teilt das charakteristische Polynom .

Fiir den Polynomgrad folgt insbesondere m = deg u; < deg x; = n.

(3) Genau dann gilt P(f)(v) = 0, wenn Pein Vielfaches von pf ist.
P(N@) =0 < 3IQeKIX]:P=Q-u)

(4) Das globale Minimalpolynom p ist das kleinste gemeinsame
Vielfache im Ring K[X] aller lokalen Minimalpolynome u} fiir v € V.

Der Satz P3u von Cayley-Hamilton fiir Endomorphismen f: V — Viber
dem Korper K ist dquivalent zu folgender Formulierung fiir quadratische
Matrizen A € K™*", ebenso elegant und zudem wunderbar konkret:

Satz P3i1: Cayley—Hamilton, ChaPo annulliert Matrix

Fiir jede Matrix A € K™ gilt x4, € K[X]L und x4(4) = 0 in K™,
In Worten: Das charakteristische Polynom der Matrix A annulliert A.

Aufgabe: Rechnen Sie dies explizit nach fiir A € K?*2. Losung:

I ) RN | X—=a —c
b d XA=| _p X—d

0 (& a—d ¢ Com e Com be 0
R (I | K TR (A

Das zeigt x 4(A) = 0, wie von Cayley-Hamilton pradiziert / garantiert.
Schon in Dimension n = 2 war das nicht offensichtlich, nun aber leicht.
Der Satz von Cayley-Hamilton gilt in jeder Dimension, einfach, elegant.

‘ = (X —a)(X —d) — be
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Cayley—Hamilton fiir Matrizen: falscher Beweis Ausfiihrung

Wir arbeiten bisher iiber einem Korper, das ist bequem. Allgemein gilt:

Satz P31: Cayley—Hamilton tiber jedem kommutativen Ring

Sei (K, +,0,-,1) ein kommutativer Ring. In (K™*", +,0,,4,, *, Lpxn)
gilt fiir jede Matrix A € K™*" und ihr charakteristisches Polynom
x4 = det(X1,,, —A) =31 p.X* € K[X]} die Annullation

XA(A) = ZE:O pkAk = Onxn'

A\ Verlockend simpel, aber unsinnig, ist folgendes Scheinargument:
xa(X) :=det(XI — A) € K[X]},
Wenn wir darin formal X durch A ersetzen, so erhalten wir scheinbar
@  xa(A) = det(AI — A) = det(A— A) =det(0,,,,) ®

Aufgabe: Bitte schiitzen Sie sich gegen solcherart (Selbst)Betrug!
Warum ist das kein Beweis von Cayley-Hamilton, sondern Unsinn?

=0p.

Losung: Links ist x 4 (4) = Y7, p,AF € K™"*" eine Matrix.
Rechts hingegen ist det(AI — A) = det(0,,,,) = 0 ein Skalar.

Das obige Scheinargument behauptet, naiv oder frech, nach obskurer
Rechnung ,Matrix = Skalar® und ist deshalb schon syntaktisch unsinnig,
zumindest solange wir Matrizen und Skalare sauber auseinanderhalten.

/\ Schon die rein syntaktische Typen-Priifung schlagt hier fehl!
Auf der linken und der rechten Seite stehen verschiedene Objekte.
Die frech-naiv behauptete Gleichung ,=“ gilt ganz sicher nicht.

Erstaunlicherweise lasst sich dieses unsinnige Scheinargument reparieren
zu einem Beweis. [ [ ] Serge Lang: Algebra. GTM 211, 2002, §XIV.3.
David Eisenbud: Commutative Algebra. GTM 150, 1995, Thm. 4.3.

Aufgabe: (1) Was erhalten Sie tatsichlich, wenn Sie in der Matrix
C(X) = (XI — A)T die Variable X durch die Matrix A ersetzen?
(2) Multiplizieren Sie die Matrix C(A) mit dem Vektor (ej, ..., e,)".

ren

(3) Multiplikation mit der Adjunkten B(A) = adj C(A) zeigt x 4(A) = 0.

Cayley—Hamilton fiir Matrizen: reparierter Beweis
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Cayley—Hamilton fiir Matrizen: reparierter Beweis Ausfiihrung

Losung: (1) Wir betrachten die Matrix C(X) = (XI — A)T, also

—Qn1

X —ay

o(X) = e K[X]™".

—Q1y X — Ann
Wir ersetzen die Variable X korrekt durch die Matrix A und erhalten

C(A) = e K[A]™".

—ay, 1 A—a,,I

(2) Angewendet auf die Standardbasis e, ..., e, € K" gilt:

1

Wir arbeiten hier tiber dem kommutativen Ring K[A] < K"*".
Der Ring K[A] operiert von links auf dem Raum K™ = K™*1,

€1

C(A) { :

e

Ae; —aq €1 — ... —a, €, }

n —ay,eq — ... + Ae, —a,,e,

(3) Aus der Gleichung (2) folgern wir nun det C(A4) = 0.
Fir die adjunkte Matrix B(X) = adj C(X) gilt dank O2r:

XA(X) 0
B(X)-C(X)=detC(X)-I= e K[X]|»m
0 Xa(X)
Wir ersetzen wieder X durch A und erhalten:
0 €1 €1 Xa(A) 0 €1
=cw || =By cw| | = ;
0 €n €n 0 XA (A) €n

Somit gilt x 4(A)e; = 01in K™ fir alle 4, also x 4(A) = 0 in K™*™.

© Diese Rechnung folgt der naiven Eingebung ,ersetze X durch A
Die korrekte Ausfithrung erfordert allerdings extrem genaue Notation.

© Determinante und Adjunkte haben wir iiber jedem kommutativen
Ring, insbesondere also tiber unserem Matrixunterring K[A] < K™*™.
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Zum guten Schluss fassen wir unsere Erkenntnisse wie folgt zusammen:

Satz P3): Vergleich MiPo vs ChaPo, % | ps | x| (pp)®
Sei f: V — Vlinear tiber dem Koérper K und dim (V) =n € N.
(1) Falls das charakteristische Polynom x ; iiber K zerfillt, so gilt

Xp = (X =)
= (X =)

(X =)™ mit \; # A, fiir 4 # j und
(X = Ap)*

mit 1 <s,; <r, fir alle 3.

(2) Das Minimalpolynom 4 teilt das charakteristische Polynom x,
und umgekehrt teilt x ; eine hinreichend hohe Potenz (u)* mit a € N.

(3) Allgemein haben beide Polynome dieselben Nullstellen:

X = (X =A™ (X =)™ Q,
pp= (X —A)% (X — A)% P,

wobei P, € K[X] keine Nullstellen in K haben und P | @ | P* erfiillen.

Beweis: (1) Zerfallen bedeutet x ; = [T%, (X — X;)" mit {A},...,\,}' C K
und ry, ..., 7, > 1. Dank Cayley-Hamilton P3u gilt 1 | x, also zerfallt
auch pp = []%, (X — ;)% mit s; < r,. Zu jedem i = 1, ..., k existiert

v € Eig(f, A;) ~ {0}. Also gilt p} = (X — X;) | p1f, somit s; > 1.

Aus (1) folgt (2), falls x; iiber K zerfillt. Die Aussage (2) gilt allgemein:
Zerfallung gilt iiber einem geeigneten Erweiterungskorper K > K.
Daraus folgen die Aussagen (1,2) tiber K, und somit (2,3) iiber K.

Genauer: Ohne Einschrinkung betrachten wir f: K" — K" : z i Az.
Es existiert eine Kérpererweiterung K > K, soda_ss Xt uber K zerféil_lt.
Wir betrachten die lineare Abbildung f : K™ — K" : x - Ax tUber K.

Fiir diese gilt Aussage (1), somit Teilbarkeit (2) pf | x7 | (15)* in K[X].
Esgilt x; = xpund pip = pypin K[X] < K[X], also pp | x; | (1) in K[X].
(Fur x ist das klar, fiir p siehe die Bemerkung nach Algorithmus N3k.)

Somit gilt Teilbarkeit (2) tatsachlich tiber jedem Korper K.

Anwendungsbeispiel: Nilpotenz und Minimalpolynom o
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Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit.

Sei R ein Ring, etwa R = End (V). Ein Element f € R heif3t nilpotent,
falls f* = 0 fiir einen (hinreichend grof3 gewihlten) Exponenten k € N.
Der kleinste Exponent m € N mit f™ = 0 heif3t Nilpotenzindex von f.

Beispiel P3k: ein nilpotenter Endomorphismus
Fir f: V — Vlinear iiber dem Koérper K mit dim (V) = n € N gilt:

< Esgilt f* = 0 fiir einen Exponenten k € N
tr(f) =0 A det(f) =0

f ist nilpotent

Beweis: ,<“: Aus py = X™ folgt f™ = 0. L= Aus fF =0 folgt 11 | Xk,
also 1y = X™. Insbesondere ist m der minimale Exponent mit f™ = 0.
.= Das folgt aus dem Vergleichssatz P3j. ,=: Siehe Satz P3F.

Die letzte Bedingung ist notwendig, aber fiir n > 3 nicht hinreichend.
Sie geniigt nur in Dimension n = 2, dank x ; = X? — tr(f)X + det(f),
und in Dimension n = 1, dank x; = X — A mit A = tr(f) = det(f).

Im Sonderfall n = 0 gilt f = 0 = idy, und tr(f) = 0, doch det(f) = 1.

Lemma P3L: Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit.
(1) Fur jedes Polynom P € K[X] sowie A € K™™ und T € GL,, K gilt:

P(TAT) =T P(A)T

(2) Aus P(A) = 0 folgt P(B) = 0 fiir alle ahnlichen Matrizen B ~ A.
(3) Das Minimalpolynom ist invariant unter Ahnlichkeit, also p 4 = pi. )

Beweis: (1) Wir setzen die konjugierte Matrix B = T~ AT
in unser Polynom P(X) = Y7 , p, X" ein und erhalten:
P(T'AT) = Y op(TTTAT) = Y0 p(THA'T)
=)o T_l(piAi)T = T_l( g‘:opiAi)T = T_IP(A)T

© Der Algorithmus N3k ist demnach unabhangig von der Basiswahl.
Die Definition N3k ist ohnehin schon basisunabhangig formuliert.

Daraus folgt (2) und daraus wiederum (3) nach Definition N3k.
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Endomorphismen Polynome

% p ¢ zerfallt einfach iiber K. ‘

ﬂP3M

Der Endomorphismus
f:V — Viber K ist
diagonalisierbar (N3a):

A 00 P2N X s zerféllt iber K und
Mz(f)=1]0 ~ 0 ] geom. = alg. Vielfachheit
00X,
MiPo-Verfahren N3u WPZM
ChaPo-Verfahren P2n PR x s zerfallt einfach iiber K.

l |

Zum guten Schluss fassen wir unsere Kriterien und Verfahren zusammen:

Satz P3m: Kriterien zur Diagonalisierbarkeit

Sei f: V — Vlinear iiber dem Korper K und dimy (V) =n € N.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1 Der Endomorphismus f: V — Vist diagonalisierbar.

2 Es gilt die Eigenraumzerlegung V = ¢,y Eig(f, V).

3 Es gilt die Dimensionsgleichung n = ), dimg Eig(4, A).

4 Das Minimalpolynom zerféllt einfach, also p; = [[ e, (5 (X — A).
5

Das charakteristische Polynom y ; zerféllt iber K in Linearfaktoren
und fiir jeden Eigenwert A € o(f) gilt dimy Eig(f, A) = ord(x, A).

: 3 . . P38
’ f ist trigonalisierbar. ‘ i Das charakteristische Beweis: Die Aquivalenz ,(1) < (2)“ verdanken wir Satz N3c.
ﬂQlB Polynom x; € K[X] Das Dimensionskriterium ,,(2) < (3)" verdanken wir Satz P1p.
O1n serfallt u{) or K. Die MiPo-Kriterium ,,(2) < (4)“ verdanken wir Satz N3H.
’ f ist jordanisierbar. ‘<=> Die ChaPo-Kriterium ,(2) < (5)° verdanken wir Satz P2N.
Zusammenfassung zur Diagonalisierung ra| | Zusammenfassung zur Diagonalisierung Past

Was ist das wichtigste Thema der Linearen Algebra? Die Antwort ist klar:
Diagonalisierung! Somit auch der Aufbau der dazu nétigen Grundlagen:

@ Diagonalisierung und Eigenbasis (N3a), Eigengleichung, Eigenvektor,
Eigenwert, Spektrum, Eigenraum und geometrische Vielfachheit (N3B)

o Eigenraumzerlegung N3c, Kernzerlegung N3G, MiPo-Verfahren N31
dank Minimalpolynom (lokal N3p, global N3g, Teilbarkeit N3F)

@ Unabhingigkeit von Eigenvektoren (P1a) und Dimensionsformel P1p

o Eigenwerte dank Determinante (P2A), char. Polynom (P2p),
Ahnlichkeit / Konjugation von Matrizen (P2E) und Invarianz (P2F)

@ Das bewiahrte ChaPo-Verfahren P21 zur Diagonalisierung

@ Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische? (P2N)
Einfache Zerfallung impliziert Diagonalisierbarkeit. (P2m)

@ Reelle Drehstreckungen sind reell nicht diagonalisierbar. (N31, P2p)
Jordan-Blocke zerfallen, sind aber nicht-diagonalisierbar. (N3j, P20)

@ Begleitmatrix (P2R). Eigenvektoren 16sen lineare Rekursion. (P2s)

Diagonalisierung P2n hat zwei Bedingungen: (a) Das char. Polynom
zerfallt und (b) die geometrische Vielfachheit erreicht die algebraische.
Letzteres ist nicht immer gegeben, statt Diagonalisierung begniigen wir
uns dann mit einer Trigonalisierung; das ist wenig, aber immerhin etwas:

@ Trigonalisierung (P34) ist d4quivalent zu Zerfallung (P3B).
@ Wir lesen Spur und Determinante aus den Eigenwerten. (P3F)
Umgekehrt gelesen: Den letzten Eigenwert gibt es gratis! (P313)

Minimalpolynom und char. Polynom arbeiten wunderbar zusammen!
Jedes hat seine jeweils eigenen Vorziige: Mal ist das eine besser geeignet,
mal das andere, mal gelingen beide. Wihlen Sie weise Thr Werkzeug.

@ Lokales Minimalpolynom (N3p) und Cayley—-Hamilton (P3H)
@ Das (globale) Minimalpolynom eines Endomorphismus (N3E)
@ Teilbarkeit (P31) und Nullstellen (P3y) der beiden Polynome
@ Teilerfremde Faktorisierung und Kernzerlegung (N3G)

@ Aquivalente Kriterien zur Diagonalisierbarkeit (P3m)
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Beispiel P4A: Diagonalmatrizen und Dreiecksmatrix

Wir betrachten Diagonalmatrizen und Dreiecksmatrizen in K™*":

A 00 Ap x %
A=|[0 -~ 0|, B=|[0 "~ = [.
00 A, 00 A,

Was ist hier besonders leicht zu berechnen: MiPo? ChaPo? Eigenbasis?

Losung: (A) Dank Satz O2w konnen wir das ChaPo direkt ablesen:
Xa=(X=X)(X-1,)€K[X],

Das MiPo erhalten wir durch Reduktion jeder alg. Vielfachheit auf 1:
Sei {A\;, ..., A} = {1, ..., A5, }. Damit kénnen wir das MiPo ablesen:

pa=(X=N) (X=X, € K[X],

dank Satz P3j. Ausfiihrlich und direkt, ohne ChaPo, siehe Beispiel N3xk.
Genau dann gilt x4, = x4, wenn alle Eigenwerte verschieden sind.

Die Standardbasis (e, ..., ¢,,) des Raums K™ ist eine Eigenbasis zu A.
Die gemetrischen und algebraischen Vielfachheiten sind hier gleich.
Genau dann gilt Ker(A — AI) # {0}, wenn A € {\{,...,\,} = o(4).
Zum EW ), ist ¢, ein EV, ebenso jedes Vielfache v € Ke;, \ {0}.
Zum Skalar X € K gehért der Eigenraum Eig(f,\) = (e; | A, = ).
Gilt A; # A, fur i # j, so haben wir n Eigenrdume Eig(f, \;) = (e; V.

(B) Dank Satz O2w konnen wir das ChaPo direkt ablesen:
Xa=(X=X) (X =),) € K[X],

Das MiPo hingegen ist nicht so offensichtlich. Dank Cayley-Hamilton
P3H wissen wir immerhin u 4 | x 4. Sind alle Eigenwerte A, ..., \,, € K
paarweise verschieden, so erhalten wir sogar u, = x4 dank Satz P3j.
Sowohl P2m als auch N31 garantieren dann Diagonalisierbarkeit.

A\ Im Allgemeinen konnen algebraische Vielfachheiten auftreten,
und wir miissen dazu die geometrischen Vielfachheiten priifen. (P2n)
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11..11

LI pnn
11..

11..

==

Ay = (1], 45 = |

===

1

11 1111
H]aA4:[1111]7---7An:
1111 1

=

Aufgabe: Ist diese Matrix diagonalisierbar tiber K = Q,R,C,F,?
Wie gehen Sie geschickt vor? Wie bestimmen Sie effizient ChaPo und
MiPo, das Spektrum und eine Eigenbasis? In welcher Reihenfolge?

Losung: Der Rang ist 1, somit ist 0 Eigenwert mit Vielfachheit n — 1.
Den letzten Eigenwert A gibt es immer gratis (P3F), hier A = tr(A4) = n.
Teilt p = char K die Dimension n? Falls ja, so hat 0 die alg. Vielfachheit n,
doch geom. nur n — 1, unsere Matrix A also nicht diagonalisierbar. (P2N)
Andernfalls gilt n # 0 in K. Wir sehen v; = (1,...,1)T mit Av, = nv,.
Fir v, = ey, —eq,...,v, =€, —e,_; gilt Av; = 0. Wir haben somit die
Eigenbasis (vq, ..., v,,), daraus x , = X" (X —n) und p, = X(X —n).
A\ Stur angewendet ist das ChaPo-Verfahren P2m hier allzu umsténdlich.

Das MiPo-Verfahren N3u gelingt leicht dank A? = nA, also u = X (X —n).
Noch besser ist hier die Methode des scharfen Hinsehens. Denken hilft!

Aufgabe: Bestimmen Sie das ChaPo und das MiPo der Rahmenmatrix

n-|

o
O
=

1001
], A4:[10 1]’ A5=
11 1

—oOor

OO
e

Losung: Der Rang ist 2, somit ist 0 Eigenwert mit Vielfachheit n — 2.
Laplace Entwicklung ergibt (mithsam) y , = X" ?(X? — 2X + 4 — 2n).

© Besser durch scharfes Hinsehen: Der Ansatz v = (a, b, ...,b,a)" gibt
Av = (e,d, ...,d,c) mit ¢ = 2a + (n — 2)b und d = 2a. Die Eigengleichung
Av = ) fithrt nach kurzer Rechnung zu A\? — 2\ + 4 — 2n = 0. Elegant!

© Direkt mit MiPo: Fir v = (1,...,1) gilt f(v) = (n,2,...,2,n) =: wund
f(w) = (4n —4,2n,...,2n,4n — 4) = 2w + (2n — 4)v. Das Verfahren zeigt
pYy = (X? —2X +4—2n),also x4, = X" 2(X? — 2X + 4 — 2n) dank P3H.

© Rechenwege sind unterschiedlich schnell, doch alle fithren schlief3lich
zu Eigenwerten und Eigenvektoren und charakteristischem Polynom.
Ist A diagonalisierbar? Ja! Dank P3j folgt 4 = X (X2 — 2X + 4 — 2n).




P405
Ergénzung

Das charakteristische Polynom eines Produkts

P406
Ergénzung

Das charakteristische Polynom eines Produkts

Seien A, B € K™*™ zwei quadratische Matrizen tiber dem Korper K.
Ist die Spur multiplikativ? Nein, sie ist additiv, doch im Allgemeinen gilt:

tr(A- B) # tr(A) - tr(B)

Ein besonders einfaches, wahrhaft minimalistisches Gegenbeispiel ist

10 0 0 } 00
A_[O 0] und B_[O 1] mit AB—[0 O]'

Ist die Determinante multiplikativ? Ja, dank Satz O2o:
det(A - B) = det(A) - det(B),

(@ Scherzfrage: Ist auch das charakteristische Polynom multiplikativ?
Nein! Fiir das charakteristische Polynom gilt schon aus Gradgriinden:

XABF XA XB

A Um sich gegen solch naiven Irrglauben zu immunisieren,
erfinden, berechnen, merken Sie sich geeignete Gegenbeispiele!

Fiir die Determinante det : K™*" — K gilt dank Multiplikativitat O2o:
det(A - B) = det(A) - det(B) = det(B) - det(A) = det(A - B)

fir alle A, B € K™*™. Die Spur tr : K™*™ — K ist nicht multiplikativ,
doch dank Satz D11 ebenfalls invariant unter zyklischer Vertauschung:

tr(A- B) =tr(B- A).
Frage: Gilt dies sogar fiir das gesamte charakteristische Polynom?

XAB = XBA

Teilantwort: Ist eine der beiden Matrizen A oder B invertierbar,

so folgt dies aus der Invarianz P2F unter Konjugation / Ahnlichkeit:
XAB = XA-1(AB)A = XBA
XAB = XB(AB)B-! = XBA

© Satz P48 verallgemeinert dies auf nicht-invertierbare Matrizen.
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Das charakteristische Polynom eines Produkts

Satz P4B: das charakteristische Polynom eines Produkts

Sei K ein Korper oder allgemein ein kommutativer Ring.

(0) Fiir je zwei rechteckige Matrizen A € K™*™ und B € K™ gilt
Xap X" =Xpa X™.

(1) Fur je zwei quadratische Matrizen A, B € K™*" gilt

XAB = XBA-

Aus (0) folgt (1) dank m = n und Kiirzung des Faktors X™ = X™.
Umgekehrt folgt (0) aus (1) durch Auffiillen mit Nullzeilen/spalten.

Fiir Determinante und Spur ist die Aussage klar, wie zuvor erklart.
Dies sind beiden extremen Koeffizienten des Polynoms (Satz P2p).

Die Koeffizienten zwischen Spur und Determinante in x 45 = X4
haben keine so leichte Interpretation, doch auch sie sind invariant
unter zyklischer Vertauschung der Matrixfaktoren von AB zu BA.

Beweis: (0) Wir berechnen zunéchst folgende Matrixprodukte:
X1, -A] [L, A XI,—AB 0
0o I, B XI, B XI,
X1, 0] [1, A XI, XA
B I,|'| B XI, 0 XI, —BA

Dank Multiplikativitat der Determinante O20 und Satz O2w folgt:

det(XI,, — AB)X" < ‘B X1 | X7 2 det(XT,— BAX

Das ist eine gefiirchtete Ubungsaufgabe (oder Klausuraufgabe?) aus
Paul Halmos, Finite dimensional vector spaces (1958), §53, exercise 13.

Das ist trickreich-raffiniert. Rechnen Sie es nach!

© Ohne den Trick oder einen Hinweis ist es schwer, mit ist es leicht.
Liegen die Formeln erst einmal vor uns, so geniigt Nachrechnen.
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Die Sylvester-Gleichung

Gesucht sind alle Losungen X € K™*™ der Sylvester-Gleichung:

AX-XB=C

Gegeben sind dazu Matrizen A € K™*™ und B € K™*" sowie C € K™*".

n>1, B=0: AX-—-X0=C, AX=C LGS
n=1,C=0: AX—-XB=0, Az =zA EG!
n>1,C=0: AX—-XB=0, AX =XA ES!

Wir denken an A = diag(\4, ..., A,), also ein Eigengleichungssystem (ES).
Spater betrachten wir ebenso die Hauptvektorgleichung Av, — vy = v;.
Bemerkung: Die Gleichung wird auch als AX + XB = C formuliert,

das ist offensichtlich dquivalent durch Ersetzung von B durch —B.

Die Sylvester—Gleichung wird fiir Differentialgleichungen genutzt,
speziell in der Stabilititstheorie und Kontrolltheorie. Sie hat die Form

AX - XB=C.

Gegeben sind Matrizen A € K™*™ und B € K™*" sowie C € K™*".
Gesucht sind alle Lésungen X € K™*", die obige Gleichung erfiillen.

Lemma P4c: Sylvester—Gleichung als in/homogenes LGS

Die Sylvester—Gleichung ist K-linear in X! Die linke Seite
f: K™™ — K™ : X s AX — X B ist eine K-lineare Abbildung,
also f(X) = C eine affin-lineare Gleichung, und homogen fir C = 0.

Uber K ist sie ein lineares Gleichungssystem mit mn Unbestimmten (z;5)
und ebensoviele Gleichungen. Jede konkrete Instanz lasst sich daher mit
dem Gauf3—Verfahren lésen, der Aufwand ist (mn)? Operationen in K.

Lassen sich allgemeine Aussagen tiber die Losbarkeit dieser Gleichung
AX — X B = C machen? Dies wollen wir im Folgenden klaren!
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Die Sylvester-Gleichung

Satz P4p: eindeutige Losbarkeit der Sylvester—Gleichung

Wir setzen voraus, dass x4 € K[T| und x5 € K[T] Giber K zerfallen.
Dies ist automatisch erfullt, wenn wir iiber K = C arbeiten.

(1) Genau dann erlaubt AX — XB = 0 eine Losung X € K™*"™ ~ {0},
wenn A und B einen gemeinsamen Eigenwert A € K haben.

(2) Sind die Spektren von A und B disjunkt, so hat AX — XB=C
fur jede rechte Seite C € K™*™ genau eine Losung X € K™*",

Beispiel: Die Lyapunov-Gleichung AX + X A" + Q = 0 iiber C entsteht
aus der Sylvester-Gleichung als Spezialfall mit B = —Af und C = —Q.
Hat die Matrix A nur Eigenwerte A mit re A < 0, so hat B = — At nur
Eigenwerte 1 = —\ mit re u > 0, die beiden Spektren sind also disjunkt,
und der Satz garantiert die Eindeutigkeit und die Existenz der Losung X.

Damit sind alle theoretischen Hindernisse aus dem Weg geraumt,
und wir konnen uns praktischen Fragen der Berechnung zuwenden:
Die Numerik entwickelt Verfahren zur effizienten Approximation.

Beweis: (2) Die lineare Gleichung L(X) = C lasst sich genau dann fiir
jede rechte Seite C eindeutig 16sen, wenn Ker(L) = 0 gilt. Gauf}!

(1a) ,<=": Sei X € K ein gemeinsamer Eigenwert. Wir haben Au = u) mit
u€ K™ {0} und vB = \v mitv € K" \ {0}. So erhalten wir
X =uv € K™ {0} als eine Losung von AX — XB = 0, denn:

AX — XB = Auwv—uwvB = vdv—ulv = 0

(1b) ,=“: Angenommen, die charakteristischen Polynome p = x 4 und

q = x g zerfallen ohne gemeinsame Nullstelle in K, und sind somit
teilerfremd: Es gibt Bézout-Koeffizienten u,v € K[X] mit pu + qv = 1.
Dank ¢(B) = 0 gilt p(B)u(B) = 1, also ist p(B) invertierbar.

Sei AX — XB =0, also AX = XB. Per Induktion folgt A¥X = X B* also
h(A)X = Xh(B) fir jedes Polynom h € K[X]. Wir wahlen nun h = p.
Dank Cayley-Hamilton gilt p(A) = 0. Hingegen ist p(B) invertierbar,
also gilt X = 0.
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Erste spektakulare Anwendungen Ausfishrung
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Erste spektakulare Anwendungen Ausfiihrung

Der Korper (R, +,0, -, 1, <) der reellen Zahlen wird iiberall gerne genutzt.
Er ist geordnet und (supremums-)vollstindig, und darauf bauen viele
wunderbare Eigenschaften in der Analysis und all ihren Anwendungen.

Ein einziges Manko bleibt: Nicht jedes Polynom tiber R zerfallt tiber R.

© Der Kérper C = R[i] = R[X]/(X? + 1) = R? 15st dieses Problem!

Er ist zwar nicht mehr geordnet, dafiir jedoch algebraisch vollstandig:
Jedes Polynom iiber C zerfallt iiber C. In vielen Gebieten der Mathematik
und ihren Anwendungen ist daher der Kérper C die bewahrte Grundlage.

© Davon profitieren wir auch und besonders in der Linearen Algebra:
Wir arbeiten oft mit reellen Polynomen und wiinschen uns Zerfillung.
Dies gelingt nicht immer iiber R, siche X? + 1, aber immer iiber C!
Der Satz P6A von Gerschgorin erlaubt eine grobe Lokalisierung.

© Fur die LinA2 werden die Korper R und C ein zentrale Rolle spielen.
Die grundlegenden Techniken gelten allgemeiner, doch R und C erlauben
sowohl eine besonders tiefe Theorie als auch zahlreiche Anwendungen.

Hamilton war fasziniert von der Kérpererweiterung C = R? iiber R:

Wir konnen Vektoren nicht nur addieren, sondern auch multiplizieren,
und erhalten so die Kérpererweiterung C > R. Was liegt néher, als dies
auf R? zu wiederholen? Hamilton suchte acht Jahre vergeblich danach!

Hamilton hétte sich seine jahrelange Suche ersparen kénnen. Satz P58
besagt: In Dimension n = 3, 5,7, ... hat (R", +, 0, ¢, e) Nullteiler. Mit den
Werkzeugen Threr Linearen Algebra passt der Beweis auf eine Postkarte.
Warum fiel es Hamilton so schwer und gelingt Thnen heute so leicht?

Sie profitieren von einer fertig ausgebauten Theorie, die Werkzeuge
liegen vor Thnen auf dem Silbertablett, Sie nieflen die Erfahrung vieler
Generationen vor Thnen. Dieses kulturelle Erbe verdient Wertschatzung.

@ Was sind und was sollen die Quaternionen? youtu.be/9AakzE@ZLaQ
Ein schones und ausfiihrliches Video von Prof. Edmund Weitz mit
Erlauterungen zur historischen Entwicklung und Anwendungen,
etwa Drehungen im Raum fiir Physik, Graphik, Navigation, uvm.



http://youtu.be/9AakzE0ZLaQ
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Beispiele in un/endlicher Dimension Oberblick
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Beispiele in un/endlicher Dimension Uberblick

Aufgabe: (0) Nennen Sie zehn (interessante) lineare Abbildungen
f:V = Viber K = Q,R,C,F,, ..., die gar keine Eigenwerte haben!
Gelingt das zudem nicht/injektiv? nicht/surjektiv? nicht/bijektiv?
(1) Was gilt in un/endlicher Dimension iiber C?

(2) Was gilt in un/gerader Dimension iiber R?

Ideen: (0) Fiir den (langweiligen) Nullraum V' = {0} gilt f = 0 = idy.
Zwar hat f die Eigenbasis (), aber keine Eigenvektoren / Eigenwerte.
Interessanter ist die Multiplikation m : K[X] — K[X]: P X - P,
ebenso der Shift 7 : KN — KN : (z, 21, 2y, ...) = (0,2, T1, To, ... ).
Bijektiv ist 5 : KZ — KZ : (z;);cz = (%;_1) ez, jedoch mit o (u) = K*.
Die Einschrankung s : K% — K hingegen hat keine Eigenvektoren.
Bedenken Sie weitere Beispiele zu Folgen, Polynomen, Funktionen, ....
Jedes solche Beispiel f ist injektiv, denn nicht-injektiv ist
gleichbedeutend zu {0} # Ker(f) = Eig(f,0), also 0 € o(f).

Surjektiv oder bijektiv spielt keine Rolle, siehe m, r und s.

(1) Die vorigen Gegenbeispiele gelten insbesondere auch iiber C:
Die C-linearen Abbildungen m, r, u haben keinerlei Eigenwerte.

In endlicher Dimension haben wir das charakteristische Polynom.
Uber C zerfillt es immer, das garantiert Eigenwert und Eigenvektor.

(2) Die reelle Drehstreckung P2p hat keine reellen Eigenwerte. Solche
Gegenbeispiele existieren daher in jeder geraden Dimension iiber R.
In ungerade Dimension hingegen hat das charakteristische Polynom
mindestens eine Nullstelle, somit existiert mindestens ein Eigenwert.

Sie sehen an diesen Beispielen, dass endliche Dimension wesentlich ist.
Unendliche Dimension ist schoner Ausblick und lehrreicher Kontrast:
O wie einfach doch stark sind die Werkzeuge der Linearen Algebra!

Unendliche Dimension bietet mehr Platz: mehr Chancen, mehr Risiken.
Um hier dennoch ausreichend starke Werkzeuge zu erhalten, bendtigen
wir noch weitere Struktur, etwa Skalarprodukt, Norm, Topologie, etc.
Dies wird in der Funktionalanalysis &uflerst erfolgreich ausgefiihrt.
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Beispiel in unendlicher Dimension: die Verschiebung Ausfishrung
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Beispiel in unendlicher Dimension: die Ableitung Ausfiihrung

Aufgabe: Ist der Verschiebeoperator s : KN — K" diagonalisierbar?
Hierbei sei s(fy, f1, fas f3, ) = (f1, f2, f3, -..). Bonus: Was gilt auf K(N?

Ideen: Wir kennen das Spektrum o(s; K) = K: Zu jedem Skalar A € K gilt
Eig(s,\) = (e5 = (\"),,cx)k. Die Familie (e, ),cx ist frei (M1x, P1B).

(0) In KN < K" haben wir nur Eig(s,0) = (e, )k, das ist zu wenig.

(1) Fiir jeden endlichen Korper K hat die Summe E = @,k Eig(s, \)

die Dimension #K < oo, doch der Raum KV ist unendlich-dimensional.
(2) Wenn K abzahlbar ist, wie Q, Q[\/?], etc., so hat E nur abzahlbare
Dimension, doch der gesamte Raum KY ist itberabzihlbar-dimensional.

(3) Uber K = R haben E und KY dieselbe (iiberabzihlbare) Dimension.
Das bedeutet natiirlich noch nicht £ = K. Tatsichlich ist dies falsch:

Elegante Losung: Die Folge f = (0,1,0,0,0, ...) erfullt f+* e, - 0.
Thr Minimalpolynom pf = X2 zerfillt, aber nicht einfach. Nach Satz N3u
ist f nicht Summe von Eigenvektoren, also s nicht diagonalisierbar.

© Hier brilliert das lokale Minimalpolynom als effizientes Werkzeug!

Aufgabe: Ist die Ableitung 0 : V — V diagonalisierbar auf V = €*°(R, K)
iber K =R,C? (1) aufK[t]? (2) auf U = (t > cos(kt),sin(kt) |k € Z)g?

Losung: (1) Die Polynomfunktion f(t) = ¢ erfullt f F25 1 +% 0. Thr lokales
Minimalpolynom M(J; = X2 zerfallt nicht einfach. Nach Satz N3 ist f
nicht Summe von Eigenvektoren, also d nicht diagonalisierbar. (N5G)

(2a) Fiir die Funktion cos gilt cos 2 sin % — cos. Ihr Minimalpolynom
pes = X? + 1 zerfallt nicht iiber R. Nach Satz N3H ist f nicht Summe von
Eigenvektoren, also 0 nicht diagonalisierbar. (Ebenso cos(kt) und sin(kt).)

© Hier brilliert das lokale Minimalpolynom als effizientes Werkzeug!
(2b) Uber C gelingt es! Wir wechseln zur Eigenbasis (e},),c;, mit

e : R — C : t+s e = cos(kt) +isin(kt) und zuriick

cos(kt) = 3(ex(t) +e_x(t), sin(kt) = 5 (e,(t) — e_4(t)).
Der Basiswechsel ist die Euler-Formel! Nun gilt de,, = ik, wie gewiinscht.
© Hier brillieren die komplexen Zahlen C als effizientes Werkzeug!
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Die Trilogie R, C,H — ,,Papa, can you multiply triplets?”
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Erlauterung

Die Trilogie R, C,H — ,Papa, can you multiply triplets?”

Frage P5A: Divisionsalgebren tiber R

Wir wollen Vektoren u, v € R™ skalieren, addieren... und multiplizieren!

In welchen Dimensionen n finden wir auf R” ein interessantes Produkt?
o :R"xR® - R" : (u,v) B uov

(0) Es soll R-bilinear sein, fiir alle u,v,w € R™ und A € R gelte also:

(L) uo(v+w) = (uov)+ (uow),
(R) (utv)ow=(uow)+ (vow),

uo(A-v) =X (uow),
(A-u)ov=A-(uowv).

(1) Wir fordern ein Neutrales e € R™, mit eo v = v = v o e fur alle v € R™.

(2) Am besten soll (R", +,0, o, e) ein Korper sein, oder ein Divisionsring,
oder wenigstens nullteilerfrei, genannt eine reelle Divisionsalgebra P51.

© Dies gelingt uns fiir n = 1, 2,4 dank der reellen Zahlen (R, +,0, -, 1),
der komplexen Zahlen (C, +,0, -, 1) und der Quaternionen (H, +,0, -, 1).

Aufgabe: Dies ist unmoglich in ungerader Dimension n = 3,5, 7, ....

,Konnen wir Sie fiir eines unserer interessanten Produkte begeistern?“

Die Konstruktion des Korpers C ist ein Geniestreich! (Siehe E3A und E3B)
(2 Davon inspiriert méchten wir weitere DRinge (R™, +, -) konstruieren.
© Auf Q? iiber Q gelingt dies, etwa durch Q® =~ Q[v/2] = Q[X]/(X® — 2),
@ auf R? {iber R aber nicht! Hamilton versuchte es acht Jahre vergeblich:

In 1835, at the age of 30, he had discovered how to treat complex numbers as pairs
of real numbers. Fascinated by the relation between C and 2-dimensional geometry,
he tried for many years to invent a bigger algebra that would play a similar role in
3-dimensional geometry. [...] His quest built to its climax in October 1843. He later
wrote to his son, “Every morning [... you] used to ask me: ‘Well, Papa, can you
multiply triplets?” Whereto I was always obliged to reply, with a sad shake of the
head: ‘No, I can only add and subtract them.” ” The problem, of course, was that
there exists no 3-dimensional normed division algebra. He really needed a
4-dimensional algebra. (John Baez, The Octonions, 2002)

Heute wissen wir, dass dies nicht gelingen konnte. Hamilton hatte Jahre
sparen konnen mit den Werkzeugen der Linearen Algebra. Sie verfiigen
nun tber die nétigen Techniken, der Beweis wird dadurch genial-einfach!

. . . . P503
Warum musste Hamilton mit Tripeln scheitern?

P504
Erlauterung

Warum musste Hamilton mit Tripeln scheitern?

Satz P5B: Divisionsalgebren iiber R

Ist (R™,+,0,¢,e) Gber R nullteilerfrei und n € N ungerade, so folgt n = 1.
Kontraposition: In Dimension n = 3,5, 7, ... hat (R, +, 0, ¢, e) Nullteiler.

Beweis: Sei a € R™. Dazu betrachten wir die Linksmultiplikation

A:R*" R : v aow.

Dank (L) ist A eine R-lineare Abbildung mit charakteristischem Polynom
x4 = det(XE — A) € R[X]L.

Da n ungerade ist, hat x 4 eine Nullstelle A € R (ZWS). Dazu existiert ein

Eigenvektor v € R™ \ {0} mit Av = Av. Fiir u := Ae — a € R" gilt somit

Def

UV =

(Ae—a)ov = \v—Av = 0.

Dank Nullteilerfreiheit und v # 0 folgt daraus u = 0, also a = Xe.
Da dies fiir alle a € R™ gilt, folgt R™ = Re, alson = 1.

Aufgabe: Fiir welche (K, n) existieren Korper (K", +,0, ¢, e) tiber K?
(F,,2), (F,,3),..7 (Q,2), (Q,3),...7 (R, 2), (R,3),...7 (C, 2), (C,3), ...2
Lésung: (1) Uber F, ist P = X2 + X + 1 unzerlegbar, da ohne Nullstelle.

Somit ist F, [ X]/P =: F, eine Korperweiterung von I, der Dimension 2.
Ebenso gelingt Dimension 3 mit X® + X2 + 1 und mit X3 + X + 1.

(2) Uber Q sind X2 — 2 und X? + 1 unzerlegbar. So erhalten wir
Kérperweiterungen der Dimension 2 duch Q[X]/(X? — 2) = Q[v'2] und
Q[X]/(X?% + 1) = QJi]. Ebenso gelingt Dimension 3 durch Q[X]/(X3 + 2).
(3) Uber R ist X? + 1 unzerlegbar. Somit sind R[X]/(X? + 1) = R[] = C
eine Korperweiterung von R der Dimension 2. Dimension 3 hingegen ist
nachweislich unméglich dank unserem obigen Satz P58. Und iiber C?

Satz P5c: Divisionsalgebren tiber C

Ist (C"*,+,0,¢,e) mit n € N5, iiber C nullteilerfrei, so folgt n = 1.

Ubung: Dies folgt nach dem Vorbild P58 dank Fundamentalsatz E3c.
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Algebren tiber einem Korper oder kommutativen Ring Ausfthrung
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Algebren tiber einem Koérper oder kommutativen Ring Ausfishrung

Sei (K, +,0,-,1) ein kommutativer Ring, etwa K = Z,Q, R, C, Z/n.
Erinnerung: Ein linearer Raum (A4, +,0, -) iber K besteht aus einer
abelschen Gruppe (4, +,0) mit Skalarierung - : K x A — A (hier von
links, alternativ von rechts), sodass fiir alle A\, u € K und u,v € A gilt:
A(u+v)=A-u+ Ao,
()\—f—M)U:)\U—f—,U/’U,

l-v=u,
(A-p) v=A-(u-v).

Man beachte, dass hier wie uiblich die beiden Additionen mit demselben
Symbol + bezeichnet werden, ebenso mit - die beiden Multiplikationen.

Ist unser Grundring K ein Korper, so nennen wir A einen K-Vektorraum.
Eine K-Algebra (A, o) ist ein K-Vektorraum A mit einer Multiplikation

o: AXA— A,

die mit der Vektorraumstruktur vertraglich ist, das bedeutet K-bilinear.
Je nach Anwendung fordern wir zusatzlich ein Einselement e € A oder
Assoziativitat oder Kommutativit. Die folgende Definition fiihrt dies aus.

© Da es keinen Mehraufwand erfordert, definieren wir den Begriff
der K—Algebra gleich allgemein tiber einem kommutativen Ring K.

Definition P5D: Algebra tiber einem kommutativen Ring
Sei (K, +,0,-,1) ein kommutativer Ring, etwa K =Z,Q,R,C, Z/n.

Eine K—Algebra ist ein Paar (A4, ) bestehend aus einem K-linearen
Raum (A4, +,0,-) und einer K-bilinearen Abbildung ¢: A x A — A.

Letzteres bedeutet, fiir alle u,v,w € Aund A € K gilt

(L) uo(v+w)=(uov)+ (uow),

uo(A-v) =X (uow),
(R) (ut+v)ow= (uow)+ (vow), Uov

Au)ov=X( ).
Die Algebra (A, <) heif3t assoziativ, falls u ¢ (v o w) = (u o v) o w fiir alle
u,v,w € A gilt, und kommutativ, falls u ¢ v = v o u fir alle u,v € A gilt.

Ein neutrales Element e € A erfiilllt eo u = uo e = u fiir alle u € A.
(Es existiert hochstens eines.) In diesem Falle nennen wir (A, ¢) eine
unitale K—Algebra oder (A4, ¢, e) eine K—Algebra mit Einselement.

P507

Beispiele von Algebren Ausfishrung
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Algebren liber einem kommutativen Ring Ausfiihrung

Beispiel: Ist (R, +,0,-,1) ein Ring und K < R ein Teilring, so ist R ein
K-linearer Raum (von links und von rechts). Liegt zudem K < Z(R) im
Zentrum von R, so ist (R, -, 1) eine K—Algebra, unital und assoziativ.

Beispiele: Wir haben die Zahlbereiche Z < Q < R < C < H: Hier sind
Q,R,C,H Algebren iiber Z, ebenso sind R, C, H Algebren tiber Q, und

C, H sind Algebren iiber R, jeweils unital und assoziativ und bis auf H
auch kommutativ. Jedoch ist H ist keine Algebra tiber C, da C ¢ Z(H).

Beispiel: Fir jeden kommutativen Ring K ist der Polynomring K[X]
eine K-Algebra, unital, assoziativ und kommutativ. Hier gilt K < K[X],
das heifit, der Grundring K ist ein Teilring des Polynomrings K[X].

Beispiel: Der Matrixring K™*" ist eine K—Algebra, unital und assoziativ,
jedoch fir n > 2 nicht-kommutativ. Streng besehen ist K kein Teilring
von K™*", doch immerhin haben wir ¢ : K & Z(K™"™): A= AE,,.

Zu jedem K-linearen Raum Vst der Endomorphismenring End (V)
eine K—Algebra. Speziell fir V = K" erhalten wir End (V) = K™*".

Ubung: (1) Sei (4, o, e) eine unitale und assoziative K—-Algebra.

Dann ist (4, +,0, ¢, e) ein Ring, und die charakteristische Abbildung
¢: K — A: X X eist ein Ringhomomorphismus in das Zentrum des
Rings (4, +,0,¢,e). Wir nennen (A, +,0, ¢, ¢, ¢) kurz einen K-Ring.

(2) Sei umgekehrt (A, +,0,0,¢e) ein Ringund ¢ : K — A ein
Ringhomomorphismus in das Zentrum des Rings (4, +,0, ¢, €).
Dann ist (4, +,0, ) ein K-linearer Raum vermoge A - a = p(\) o a
und (A, ¢, e) eine unitale assoziative K-Algebra, kurz ein K-Ring.

(3) Jeder Ring A ist eine Z-Algebra. Die charakteristische Abbildung
¢ : Z — A ist genau dann injektiv, wenn A die Charakteristik 0 hat.
Die klassischen Beispiele sind die Ringe Z/n,Z,Q, R, C, H.

(4) Ist K ein Korper, soist ¢ : K — A : A = X - e injektiv (siehe L1F).

(5) Ist ¢ injektiv, so konnen wir den Ring K mit seinem Bild ¢(K) < Z(A)
identifizieren und so kurzerhand K < Z(A) als Teilring annehmen.
Dies ist fir K < K[X] traditionell tiblich, fiir K < K™*™ eher nicht.
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Homomorphismen von K-Algebren Ausfithrung
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Unteralgebren und Quotientenalgebren Ausfiihrung

Definition P5p: Homomorphismen von K-Algebren

Seien (A, o) und (B, o) Algebren iiber dem kommutativen Ring K. Ein
K-Algebren-Homomorphismus ¢ : (A4,¢) — (B, o) ist eine K-lineare
Abbildung, die multiplikativ ist, ¢(u ¢ v) = p(u) o p(v) fiir alle u,v € A.

Eine K-Unteralgebra U < (A, o) ist ein K-Untervektorraum U < A,
sodass fiir alle u,v € Uauch u o v € U gilt. Damit ist (U, oy;) selbst eine
K-Algebra durch Einschrankung des Produkts ¢ zu o;;: U x U — U,
und die Inklusion U < A ist ein Homomorphismus von K—-Algebren.

Seien (A,0,e,4) und (B, o, eg) unitale K-Algebren. Fiir einen unitalen
K-Algebren-Homomorphismus ¢ : (4,0,e4) — (B, o, ep) fordern wir
zudem p(e ) = ep, das heifit, ¢ respektiert die Einselemente.

Eine unitale K-Unteralgebra U < (A, ¢, e,) ist eine K-Unteralgebra
U < (A,0) mite, € U. Damit ist (U, ¢y, e4) eine unitale K-Algebra
und die Inklusion U < A ein Homomorphismus unitaler K-Algebren.

Ist (A, o) assoziativ / kommutativ, so auch jede Unteralgebra U.

Weiterhin sei (A, ¢) eine K-Algebra. Eine K—Unteralgebra B < (A, ) ist
ein K-linearer Unterraum B < A, der multiplikativ abgeschlossen ist,
das bedeutet B o B C B: Fiir je zwei Elemente u,v € Bgiltuov € B.

Fir eine unitale Unteralgebra B < (A4, o, e) fordern wir zudem e € B.
Die Inklusion inc4 : B < A ist ein (unitaler) Algebrenhomomorphismus.
v

Ein Ideal I < (A, ¢) ist ein K-linearer Unterraum I < A, der multiplikativ
beidseitig absorbiert, das heifit links A< I C A und rechts A D I ¢ A.

Der Kern I = Ker(p) = ¢ 1({0}) jedes K-Algebrenhomomorphismus

@ : (A,0) = (B,o) ist ein Ideal in (A, ¢). Umgekehrt, jedes Ideal I < (A4, )
definiert eine Quotientenalgebra A/I, dazuist¢: A -+ A/I: z  [z] ein
surjektiver Algebrenhomomorphismus mit Ker(q) = I. Ist die Algebra A
unital, assoziativ oder kommutativ, so auch die Quotientenalgebra A/I. )

Ubung: Beweisen Sie diese Behauptungen nach dem Vorbild von Ringen.
Sie miissen nur sorgsam die Definitionen einsetzen und nachrechnen.
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Der Einsetzungshomomorphismus, neu formuliert Ausfishrung
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Der Fundamentalsatz der Algebra, neu formuliert Ausfiihrung

K3D

Sei K ein kommutativer Ring. Der Polynomring K[X] ist eine K-Algebra.
Sei A ein weiterer K-Ring, also eine unitale und assoziative K-Algebra.
Zu jedem o € A existiert dann genau ein K-Algebrenhomomorphismus
¢ : K[X] — A mit ®(X) = o, ndmlich die Einsetzung

Satz P5k: der Einsetzungshomomorphismus

®: K[X]» Kla]< A: ZipiXiniai

Sei nun speziell K ein Korper. Der Kern Ker(®) = u,, K[X] wird erzeugt
vom Minimalpolynom p,, € K[X] dank Satz L3F. Durch Ubergang zum
Quotienten K[X|/p, gemafl L3G erhalten wir den K-Isomorphismus

® : K[X]/u,, = K[a] dank kanonischer Faktorisierung L3G.

Genau dann ist K[«a] ein Korper, wenn p,, in K[X] unzerlegbar ist (C3m).

Ubung: Wiederholen Sie diese universell niitzliche Konstruktion fiir
Ringe, hier bequem neuformuliert in der Sprache der K-Algebren.

Satz P5F: Neuformulierung des Fundamentalsatzes E3c der Algebra

(1) Ist A > C ein Korper mit dimg(A4) =n € N, so gilt A = C dank P5c.
(2) Ist A > R ein Korper mit dimy(A) =n € N, so gilt A = R oder A =~ C.

Beweis: (2) Im Falle n = 1 gilt A = R, und wir sind fertig. Sei also n > 2.

Wir wihlen a € A \ R und untersuchen Rla] = (1,a,0?,...)g < A.

Der Kern des Einsetzungshomomorphismus R[X]| - Rla] : X - «

wird erzeugt vom Minimalpolynom p € R[X]},. Da R[X]/u = Rq]
nullteilerfrei ist, ist x unzerlegbar. Dank FTA E3c bedeutet das y = X — A
mit o = XA € R oder y = X? — 2pX + ¢ mit Diskriminante p? — ¢ < 0.
Ersteres haben wir ausgeschlossen, somit bleibt nur noch Zweiteres.

Wir haben (o — p)? = o? — 2pa + p? = p? — q < 0. Daraus erhalten wir
i:=(a—p)/+/q—p? in Amiti? = —1. Wir betrachten C = R[i] < A als
Teilkérper vermoge der R-Einbettung C = R[i] < A: z + yi — x + yi.
Dank (1) folgt dimg(A) =1, also A = C.
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Satz P5c: Klassifikation der eindimensionalen Algebren

Sei (K, +,0,-,1) ein kommutativer Ring. (0) Zu jedem Skalar « € K
haben wir die K-Algebra A, = (K,¢,) mituo, v=1u-a-v.

(1) Jede eindimensionale K-Algebra (A, ¢) isomorph

zu (mindestens) einem dieser Modelle A, = (K, o).

(2) Jeder K-Algebren-Homomorphismus ¢ : A, — Ag ldsst sich
eindeutig darstellen durch p(u) = uX mit A € K und aX = A%

(3) Genau dann sind A, = A; isomorph als K-Algebren,

wenn « ~ [ assoziiert sind, also a = S\ fiir ein A\ € A* gilt.

(4) Ist K ein Korper, so ist jede eindimensionale K—Algebra (A4, o)
isomorph zu genau einem der beiden Modelle A, oder A;.

Beispiel: Uber dem Ring K = Z haben wir fiir jede natiirliche Zahl n € N
die Z-Algebra A, = (Z,¢,,) mitu ¢, v = u - n - v. Jede eindimensionale
Z-Algebra (A, ¢) ist isomorph zu genau einem dieser Modelle (Z, ,,).

Beweis: (0) Auf dem K-linearen Raum K ist o, : K x K — K bilinear:
Dank Kommutativitat der Multiplikation ist u - « - v linear in » und in v.

(1) Sei b € A~ {0} eine Basis. Damit gilt b o b = ab fiir ein o € K. Somit
ist p: K~ A: u > ubein Isomorphismus von K—-Algebren, denn es gilt
o(u) o p(v) = (ub) o (vb) = (uv)(bo b) = (uv)(ab) = (uav)b = p(u o, v).

(2)Ist p : A, — Aj ein K-Algebren-Homomorphismus, so setzen wir
A:=¢(1) € K. Fur alle u € K folgt p(u) = p(u-1) =u- (1) = u.
Weiters vergleichen wir ¢(u) 05 p(v) = (u)) 05 (vA) = ufv A? mit

¢(u o, v) = uav \. Die Auswertung in u = v = 1 ergibt a\ = 82

Die Bedingung a\ = 8)? ist also notwendig und offensichtlich auch
hinreichend fiir einen K-Algebren-Homomorphismus ¢ : 4, — Ag.

(3) Im Falle eines Isomorphismus ist A invertierbar, also A € K*.
Gilt umgekehrt A € K* und o = ), so ist ¢ ein Isomorphismus.

(4) Dies folgt aus (1) und (3): Ist K ein Korper, so gilt K* = K*.
Somit ist jedes Element a € K ~ {0} assoziiert zu 1.
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Satz P5H: unitale reelle Algebren der Dimension 2

Drei nicht-isomorphe Beispiele fiir unitale R—Algebren sind:
1 (R?,-,(1,0)) mit (z1,%5) - (Y1,¥2) = (2191 — ToYa, T1Ya + To¥)-
2 (R?,(1,0)) mit (z1,25) ¢ (y1,92) = (191, 192 + To¥1)-

3 (R?,0,(1,1)) mit (z1,23) o (y1,Y2) = (¥191, T2Ya)-

Jede zweidimensionale unitale R-Algebra (A, ¢, e)

ist isomorph zu genau einem dieser drei Modelle.

Beweis: Alle drei Produkte sind offensichtlich R-bilinear. Die erste
Algebra ist der Korper C = R[X]/(X? + 1) der komplexen Zahlen mit
Einselement e = (1,0) und imaginérer Einheit i = (0, 1), also i = —e.
Die zweite Algebra ist R[X]/X? mit Einselement (1,0), und w = (0, 1)
ist nilpotent, w? = 0. Die dritte Algebra ist R x R mit Einselement (1, 1),
hat keine nilpotenten Elemente, aber Nullteiler wie (1,0) o (0,1) = (0, 0).
Insbesondere sind diese drei Algebren paarweise nicht isomorph.

Sei (A, ¢, e) eine unitale R-Algebra der Dimension dimg (A4) = 2.

Wir erganzen e durch u € A zu einer Basis (e, u). Fir das Produkt

gilt dann v o u = ae + fu mit a, f € R. Wir setzen v := e — 2u und
erhalten die Basis (e,v) mit v o v = e und v = 4a + 52. (Nachrechnen!)
Im Falle v # 0 setzen wir w := 4/1/|y| v, sonst w := v. Wir erhalten so die
neue Basis (e, w) von (A, ¢, e) mit wow = de und § = signy € {—1,0,1}.
Fall (1): Fiir § = —1 erhalten wir den R-Algebren—Isomorphismus

¢ (R%.) > (A,0): (x,7y) = 2 e + zow. (Einsetzen und nachrechnen!)
Fall (2): Fiir § = 0 erhalten wir den R-Algebren-Isomorphismus

@ (R% o) 2 (A 0): (xq,29) = 7,e + zow. (Ebenso nachrechnen!)

Fall (3): Fiir § = 1 setzen wir a := 1 (e + w) und b := (e — w) und finden
aca=aundbob=>bsowie acb=>boa=0. Wir erhalten somit den
Isomorphismus ¢ : (R2,0) 2 (A,0) : p(z1,T5) = 710 + Tob.

Bemerkung: Satz und Beweis gelten wortlich fiir jeden geordneten
Korper (K, +, -, <), in dem jedes Element a > 0 ein Quadrat ist.
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Definition P51: Divisionsalgebra

Wir nennen (A, ¢) mit A # {0} eine Divisionsalgebra, wenn fir jedes
Paar u,v € A mit v # 0 zu den Gleichungen uoz =vund you =v
eindeutige Losungen z,y € A existieren. Das heifit, die Abbildungen
L,:A—=A:z—uozund R, : A — A:y you sind Bijektionen.

Ein Nullteilerpaar u,v € A erfillt u # 0 und v # 0 doch u o v = 0.

Das bedeutet, dass die K-linearen Abbildungen L, R, nicht-trivialen

Kern haben. Entsprechend heif3t (A, ¢) nullteilerfrei, wenn L, und R,
injektiv sind fiir alle v # 0. Gilt zudem dimx A < oo, so sind L,, und R,
fur alle u # 0 invertierbar, und (A4, o) ist eine Divisionsalgebra.

Beispiel: Die Matrixalgebra K™*™ tiber einem Korper K hat fiir n > 2
Nullteiler und ist somit keine Divisionsalgebra. Im Beispiel a = (9 3)
und b = (39) gilt a # 0 und b # 0, aber ab = 0. Man beachte hierbei
die Reihenfolge, denn ba = a # 0. Genau dann ist a € K™*" \ {0} ein
Nullteiler, wenn die Determinante verschwindet, det(a) = 0. (Warum?)

© In jeder Divisionsalgebra konnen wir links und rechts dividieren.
Sobald wir Assoziativitdt hinzufiigen, erhalten wir einen Divisionsring:

Satz P5j: Jede assoziative Divisionsalgebra ist ein Divisionsring.
Fir jede assoziative Algebra (A, <) sind dquivalent:
1 Die Algebra (A, ) ist eine Divisionsalgebra im Sinne von P51.

2 Es existiert ein neutrales Element e € A und zu jedem u € A \ {0}
ein inverses Element v~ € A, sodass u ¢ u™! Lou = egilt.

Auf der Teilmenge A* = A \ {0} in A erhalten wir demnach durch
Einschrankung die multiplikative Gruppe (4%, 0,e,:) mit ¢ : u = u™ L.

=] QL__

4

Aufgabe: Beweisen Sie die Aquivalenz ,,(2) < (1)*. Hinweis zur Erinnerung:
Die Implikation ,,(2) = (1) ist leicht, doch ,(1) = (2)" ist etwas knifflig.
Folgen Sie Satz J1N zur Losung von Gleichungen in einer Halbgruppe.

© Solide Grundlagen, die wir damals fiir Gruppen/Monoide erarbeitet
haben, zahlen sich nun erneut aus fiir assoziative Divisions/Algebren.
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Beweis: ,,(2) = (1)“: Wir lsen u ¢ x = v durch Linksmultiplikation mit
v lunderhaltenu™ ov=u"lo(uoz)=(u'lou)oz=cox=ux.

Ebenso lésen wir y ¢ u = v durch Rechtsmultiplikation mit 1.

»(1) = (2)": Sei u € A \ {0}. Dank Bijektivitit von R, und L,, existiert ein
Linksneutrales ¢’ € A mit ¢’ ¢ u = u und ein Rechtsneutrales ¢” € A mit
u ¢ e” = u. Dank Assoziativitit sind diese neutral fiir jedes Element v € A,
dennesgilte ov=¢e" o (uo L (v)) = (e’ ou)o L (v) =uo L, (v) =v
und ebenso fiir v ¢ ¢” = v. Insbesondere folgt daraus e” =€’ 0e” =¢’.
Wir schreiben e fiir dieses neutrale Element unserer Algebra (A4, ).

Zu jedem Element u € A mit u # 0 existiert dank Bijektivitat von R, L,,
ein Linksinverses v’ € A mit v’ ¢ u = e und ein Rechtsinverses u” € A
mit u o u” = e. Dank Assoziativitat stimmen beide iiberein, denn es gilt
v =eou” = ou)ou” =u o (uou”)=u"oe=u'.Diese Rechnung
zeigt auch, dass u sein Inverses u™! := v’ = u” eindeutig bestimmt.
Dies definiert die ersehnte Inversion ¢ : A* — A* :u > u™t.

Dank A # {0} gilt e ## 0 und (A%, ¢, e, ¢) ist eine Gruppe.

Satz P5k: Frobenius 1877
Uber R kennen wir drei assoziative Divisionsalgebren:
1 Den Korper R der reellen Zahlen.

2 Den Korper C der komplexen Zahlen.

3 Den Schietkérper H der Quaternionen.

Jede endlich-dimensionale, assoziative Divisionsalgebra (A, ¢) tiber R
ist isomorph zu genau einem dieser drei vertrauten Modelle R, C, H.

V.

Folgenden eleganten Beweis verdanken wir R. Palais: The classification of
real division algebras. Amer. Math. Monthly (75) 1968, pp. 366—-368.

The proofs of Frobenius’ theorem in the literature seem to be of two types.
Either they are elementary, but rather computational [...], or else they deduce
the theorem from sophisticated general results about division algebras [...].
We wish to give here a short, self-contained proof which seems both elementary
and conceptual. Besides the inevitable use of the fundamental theorem of algebra
we use only the simplest facts about the eigenvalues of linear transformations.
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Vorbild: Der Divisionsring H = R[i, j, k] der Quaternionen E3D enthalt
die komplexen Zahlen C = R[i] als Unterkérper E3A. Die Multiplikation
:CxH—-H: (2,q9) = z-qvon links macht H zu einem C-Vektorraum.

Die Multiplikation f: H — H : ¢ — ¢ - i mit i von rechts ist demnach eine
C-lineare Abbildung. Sie erfiillt f2 = — id, ihr Minimalpolynom ist somit
X? + 1 und hat die Nullstellen +i. Die beiden Eigenraume von f sind

E* :=Eig(f,+) ={qeH|q-i=+i ¢} = (Li)g = (1)c =C,
E~ :=Eig(f,—i) ={qeH|q-i=—i ¢} = (j,k)r = (i)c-

Wir erhalten so die Eigenzerlegung H = E* @ E~ als direkte Summe
der beiden eindimensionalen C-Untervektorraume E+ und E—.

© Der allgemeine Beweis repliziert diese einfache Beobachtung.
Das Argument ist vollkommen elementar, doch sehr scharfsinnig.
Es benutzt duflerst geschickt die Werkzeuge der Linearen Algebra,
hier insbesondere die Theorie der Eigenwerte und Eigenraume.

Beweis des Satzes: Sei (A, ¢) eine assoziative Divisionsalgebra iiber R der
Dimension dimg (A) = n € N,;. Dank Satz P5j existiert ein Einselement
e € A. Wir betrachten R < A als Teilkorper vermoge R < A : z > ze.
Im Falle n = 1 gilt A = R, und wir sind fertig. Fortan sei also n > 2.

(1) Seia € ANRund C = (e, a)g. Dann ist C ein Kérper isomorph zu C.

Dazu wihlen wir M tiber R maximal mit C < M < A und M kommutativ.
Kommutiert z € A mit allen y € M, so ist M + Rz kommutativ und z € M.
Aus z,z’ € Mfolgtz oz’ € M,denn (zo2’)oy=zoyoz' =yo(zoz).
Fir z € M ~ {0} kommutiert ! mitalleny € M, dennauszoy =yox
folgtyoz™t =27 ! oy, also z7! € M. Somit ist M ein Kérper (vgl. K1s).
Dank Fundamentalsatz der Algebra ist (M, ¢) iiber R isomorph zu (C, -),
siehe Satz P5F. Insbesondere gilt dimg (M) = 2, und demnach M = C.

Wir wihlen und fixieren i € C mit i> = —e und betrachten C = C < 4 als
Teilkérper vermoge der R-Einbettung C > C < A : z 4 yi = ze + yi.
Somit ist A ein Vektorraum iiber C < A, mit Skalierung von links.
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(2) Wir definieren f: A — A : v = v ¢ i durch Multiplikation mit i von
rechts. Dank f? = —id, gilt y1; | X*> + 1 und somit A = E* @ E~ mit

Et :=Eig(f,+i) ={ve Alvei=+iov},
E~ :=Eig(f,—i) ={ve A|lvoi=—icov}.

Dank (1) gilt E* = C. Im Falle E~ = {0} gilt A = C, und wir sind fertig.
Im Folgenden sei also E~ # {0}. Wir werden nun A = H nachweisen.
(3) Wir wihlen o € E~ . {0}. Die Abbildung g: A - A: v voaistein
C-linearer Isomorphismus dank der Umkehrung g~ (v) = vo a1t
Firve E* giltvoa € ET,denn (voa)oi=vo (—i)oa = (Fi) o (voa).
Das bedeutet g(E*) C ET, insbesondere dimq(E~) = dimq(E1) = 1.

(4) Erneut dank (1) ist auch D = (e, a )i ein Korper isomorph zu C.
Dank (3) gilt o® € E, also o? € DN ET = R. Wire o? > 0, so hitte das
Polynom X? — o® = (X — @)(X + a) mindestens vier Nullstellen im
Koérper D, neben +a noch zwei in R. Demnach muss o? < 0 gelten.
Folglich existiert A € R, mit a® = —\2. Fiir j := o/ gilt nun j = —1.

(5) Wir habeni € E* miti? = —1undj € E~ mitj? = —1undjoi = —ioj.
Das fiihrt zu den vertrauten Relationen der Quaternionenalgebra H:
Wie iiblich setzen wir k :=i¢j. Wegenk € E~ giltkoi= —iok,
zudemkoj=i¢j? = —iundjok=joicoj=—ioj? =i

Schliefilich haben wirk? =icjoioj= —i20j? = —1.

Somit ist H = (e, i,j,k)g < A isomorph zu H.

(6) Dank (3) ist (j, k) eine R—Basis von E~.
Dank (2) ist (1,1, ],k) eine R-Basis von A.
Wir schlieffen A = H = H, wie ersehnt.

© Dieser raffinierte Beweis ist ein weiterer Hohepunkt bei unserem
Aufbau der Linearen Algebra. Sie blicken zuriick und erkennen erfreut,
wie unsere Werkzeuge hier wunderbar harmonisch zusammenarbeiten:
Ringe und Korper, Polynome und Matrizen, Aufbau des Zahlensystems
Z < Q <R < C < H, der Fundamentalsatz der Algebra, lineare Riume
beidseitig mit Skalierung von links und von rechts, Basis und Dimension,
MiPo und Kernzerlegung, Determinante und ChaPo. Alles ist gut.
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(2 Konnen wir jeder Matrix ihre Eigenwerte ansehen? Zumindest grob?

[ L7 —2. 0.0] S =20 Im
A= TRl 10 = =21
[ 1.8 0. 3.0J = [ry=1.8
| =L

aly (s 0 1
A2

I =

Gerschgorin—Kreis B(a,;,r;): Mittelpunkt a;, und Radius r,
konnen wir leicht ablesen. Damit werden alle Eigenwerte
A1y -y A, Uberdeckt, es gilt also o(A) C (2,

11’ Z

Satz P6A: Die Gerschgorin—Kreise tiberdecken das Spektrum.

Sei A € C™*". In jeder Zeile i € {1,...,n} seir; := }_,,;]a,;| die Summe
der Betrige der Nicht-Diagonal-Eintrdge. Dann liegt jeder Eigenwert von
A in einer der Kreisscheiben B(a,;,r;) := {z € C: |2 — a;| < r; }. Kurz:

0( ) CUz 1B %) 1)

Ebenso spaltenweise o(A4) = o(AT) C U™, B(ay;, s;) mit s,

Zj#i‘aji" )

Beweis: Sei (v, \) € C" x C ein Eigenpaar unserer Matrix A € C™*",
also Av = M, das heiit } 7 a;;v; = Av;, somit Y ., a0, = (A —
Es existiert ¢ € {1,...,n} mit |v;| maximal. Dank v # 0 gilt v; # 0.
Wir kénnen v; = 1 annehmen, notfalls skalieren wir v mit v;l.
Dank Dreiecksungleichung (A) erhalten wir daraus:

‘)‘_ ’Z]#z az]’U]’ < Zﬁéz|azg|’,u]| < 23#1|az]|

Das zeigt A € B(a,;,r;), wie behauptet.

Qi )V;

Ihf
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Beispiel: Dieses Abschatzung gilt (nur) fir Diagonalmatrizen exakt:
Fir A = diag(Aq, ..., \,) gilt o(4) = {A, ..., A\, } = B(a;;,0).

Exakte Werte sind im Allgemeinen schwierlg. Fiir reelle und komplexe
Matrizen jedoch fand Gerschgorin 1931 seine einfache Abschétzung,
um die Eigenwerte zu lokalisieren, wenigstens grob einzukreisen.

Gerschgorin erfiillt unseren naiven Wunsch, sogar erstaunlich leicht:
Seine Gerschgorin—Kreise lokalisieren die Eigenwerte zunéchst grob,
umso besser, je starker sich die Eintrage zur Diagonale konzentrieren.

A\ A priori wissen wir nicht, welcher Eigenwert in welchem Kreis liegt.
Lesen Sie nochmal aufmerksam Satz und Beweis zur Uberdeckung.

Die nachfolgende Prazisierung optimiert Gerschgorins Satz.

Beispiel: Die Matrix A = [{ §] hat das Spektrum o(A) = {£2}.

Hier enthalt B(0,4) beide Eigenwerte, aber B(0, 1) gar keinen.

[[]Richard S. Varga: Gersgorin and His Circles. Springer 2004.
mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gershgorin

Wir konnen die Eigenwerte praziser lokalisieren: In der Vereinigung aller
Gerschgorin-Kreisscheiben enthélt jede Zusammenhangskomponente
genauso viele Eigenwerte wie Diagonalelemente der Matrix A.

Satz P6A: Die Gerschgorin-Kreise tiberdecken das Spektrum.
(1) Ist fiir einen Index i € N := {1,...,n} die Kreisscheibe I'; := B(a,;, r;)
disjunkt von allen I'; mit j # 4, so enthalt I'; genau einen E1genwert.

so enthélt die Vereinigung I'; genau |I;| Eigenwerte (mit Vielfachheit).

y

Idee: Fir ¢ € [0, 1] betrachten wir A® = tA + (1 — t) diag(a;q, -, a,,)-
Fiir das Spektrum gilt somit o(A") C [, B(ay;, tr;) CTy =i, Ty .
Zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 1] enthélt T'; genau |I,| Eigenwerte von A*:
Fiir t = 0 ist dies klar. Die Eigenwerte bewegen sich stetig mit ¢ € [0, 1],

konnen also die Menge T'; nicht verlassen.

Beispiel: Unser einleitendes Beispiel illustriert dies (Seite P601).
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© Der Uberdeckungssatz P6A von Gerschgorin ist sensationell niitzlich,
da wir direkt wichtige Eigenschaften ablesen oder abschitzen konnen.

Aufgabe: (1) Sei A € R™*" reell und T'; disjunkt von allen T'; fiir j # i.
Dann enthilt T'; genau einen Eigenwert A, und dieser ist demnach reell.
Somit liegt A im Gerschgorin-Intervall [a,; — r;, a;; + r;] = B(a;;, ;) NR.

(2) Dies gilt allgemein fiir jede komplexe Matrix A € C™*" mit reellem
charakteristischen Polynom x 4, € R[X] und reellem Diagonaleintrag
a;; € R, insbesondere fiir jede hermitesche Matrix A mit AT = A.

Losung: Dank x4 € R[X] ist das Spektrum o(A) C C invariant unter
komplexer Konjugation: Aus A € o(4), also x 4(A) = 0, folgt A € o(A),
denn x 4(\) = x4(A) = 0. Wegen a;; € R ist auch die Kreisscheibe
T; = B(a,;,r;) invariant unter Konjugatlon Aus A €T, folgt A € T;.
Dank P6a(1) gilt 0(A) NT; = {\} und somit X = \.

Korollar P6B: Abschatzung des Spektralradius

Fiir jede Matrix A € C™*" definieren wir ihren Spektralradius p(A)
als den maximalen Betrag all ihrer Eigenwerte:

p(A) = max{|A| : A € o(4)}
Aus dem Uberdeckungssatz P6a von Gerschgorin folgt sofort:
p(A) < r(A) := max], Z?=1|a’ij|

Angewendet auf AT finden wir ebenso spaltenweise:

p(A) < 5(A) :=max}; 374 |ayl

Beweis: Dank Gerschgorin P6a liegt jeder Eigenwert A € o(A) in einer
der Kreisscheiben B(a;;, r;), somit auch in B(0,r), denn aus |z — a;;| < r;
fOIgt |Z| = |z_a’ii+a’u’ < ‘Z au|+‘au‘ S,rz—'—|a‘ii| ST(A)
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Strikt diagonaldominante Matrizen o

(@ Koénnen wir Invertierbarkeit leicht erkennen? Manchmal schon!
Wir nennen A € C™*" strikt diagonaldominant in den Zeilen, falls gilt:

lag| > ;=2 0l

in jeder Zeile i = 1, ... ,n. In Worten: Jeder Diagonaleintrag a,; ist grofier
als die Summe aller anderen Eintrige seiner Zeile (jeweils im Betrag)
Ebenso definieren wir strikt diagonaldominant in den Spalten. (D7F)
Dieses einfache Kriterium ist hinreichend fiir Invertierbarkeit:

Korollar P6c: Lévy 1881, Desplanques 1887 vgl. D7¢

Jede strikt diagonaldominante Matrix A € C™*™ ist invertierbar.
Spektralliicke: Fir A € o(A) gilt [A| > € := min} ; (Ja r;) > 0.

ZZ’

Beweis: Dank Gerschgorin P64 liegt X in einer Kreisscheibe B(a;;,;),

also |A| > |a;;| — r; > € > 0 nach der umgekehrten Dreiecksungleichung:
lag| = la; — A+ Al <la;; — Al + |A| < 7; + |A|. Daraus folgt Ker(A) = {0}.
Dank Satz D2M ist unsere Matrix A in C"*" invertierbar.

Aufgabe: Welche der folgenden Matrizen sind offensichtlich invertierbar
da strikt diagonaldominant? Wie schitzen Sie den Spektralradius ab?

52 2 53 2 2 -1 0 1 -1 0
A=1|26 3|, B=1|2 6 4|, c=|-1 2 —1|, D=|-1 2 -1
247 2 27 0 —1 2 0 —1 1

Losung: Die Matrix A ist strikt diagonaldominant in den Zeilen,

die Matrix B nur schwach in den Zeilen, doch strikt in den Spalten.
Fir C und D greift keines dieser Kriterien, wir schauen genauer hin: Es
gilt det C' = 4, siehe 0508, und det D = 0, denn D(1,1,1)T = 0.

Fir A erhalten wir zeilenweise p(A) < r(A) = 13, besser spaltenweise
p(A) < s(A) = 12. Tatsachlich finden wir hier 0(A4) ~ {3,3.73,11.27}.
Fir B finden wir spaltenweise p(B) < s(B) = 13, besser zeilenweise
p(B) < r(B) = 12. Tatsichlich gilt o(B) ~ {3.46 + 0.53i,11.07}.

Fir C gilt p(C) < r(C) = s(C) = 4, tatsachlich a( ) ={2,2+V2}.
Fir D gilt p(D) < r(D) = s(D) = 4, tatsachlich (D) = {0, 1, 3}.
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— . . - . Wann ist simultane Diagonalisierung moglich? Der folgende Satz gibt
Definition P7A: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

hierzu ein einfaches Kriterium, sowohl notwendig als auch hinreichend:

(1) Seien fi, ..., f, : V. — Vlineare Abbildungen iiber dem Kérper K. ) ‘ o .

Hierzu ist eine diagonalisierende Basis B = (v,),.; eine Basis von V, Satz P7s: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

sodass fi(v;) = A\ ;v; und A ; € Kfiirallei € Tund k=1,..., £ Seien f,, ..., f, : V. — Vlinear iiber dem Kérper K. Aquivalent sind:

Wir nennen 3B eine (simultane) Eigenbasis der Familie (f,, ..., f,). 1 Die Familie (fi, ..., f,) ist simultan diagonalisierbar.

Existiert zur Familie (f;, ..., f,) eine simultane Eigenbasis B von V, 2 Jeder Endomorphismus f, ..., f, ist einzeln diagonalisierbar und

so nennen wir (f, ..., f,) simultan diagonalisierbar. je zwei kommutieren, also f; o f;, = f;, o f; firalle j, k € {1,...,£}.

(2) Seien A,, ..., A, € K™™ quadratische Matrizen derselben Grofle. Die im folgenden Beweis gefiihrte Konstruktion ,,(2) = (1)" erklart
Hierzu ist ein (simultan) diagonalisierender Basiswechsel eine zugleich einen Algorithmus zur simultanen Diagonalisierung. )
invertierbare Matrix T' € GL,,(K), so dass die durch T konjugierten . o o ) ) ) )

Matrizen T2 A, T, ..., T~ A,T € K™ allesamt diagonal sind. Beweis: ,,(1) = (2)": Sei B = (v, ), eine simultane Eigenbasis von V.

o ) } o N Dann gilt f; o f, = f; o f; auf der Basis B somit dank N1a auf ganz V:

Existiert eine solche Matrix T, so nennen wir die Familie (4,, ..., 4,)

in K™*" simultan diagonalisierbar tiber K. ) fj(fk(”i)) = fj(/\kﬂ. v;) = Ak fj(”i) = Api Aji Vs,

© Im Falle ¢ = 1 ist dies die vorige Definition N3A zur Diagonalisierung. Fif5vi)) = FiXjv) = Ajs fie(vi) = Ajs A v
Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen "' | Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen Austabrang
»(2) = (1)“: Wir fihren Induktion tiiber £. Der Fall £ = 1 ist trivial. A Die Basis 5, des Eigenraums Eig(fy, 2) bestimmen wir nicht allein
Sei ¢ > 2. Dank Diagonalisierbarkeit haben wir V = @, x Eig(f;, A). mit f,, sondern auch mit den anderen Endomorphismen f,, ..., f,_;.
Dank Kommutation ist jeder Eigenraum U := Eig(f,, \) zudem /\ Satz P78 sagt nicht allgemein: ,Kommutierende Endomorphismus
fi—invariant: Fur v € Eig(f,, A) gilt f,(v) € Eig(f,, A), denn sind diagonalisierbar.” Der Satz sagt korrekt genau: ,Kommutierende

diagonalisierbare Endomorphismus sind simultan diagonalisierbar.”

v)) = v)) = ) = A (v).
felfi(0)) = fil £e(w)) = fi o) = ALy 0] Beispiel: Alle Matrizen [} ¢] mit a € K* kommutieren untereinander,

Wir schranken f, : V — Vein zu g, = f;|g. Die Endomorphismen aber keine davon ist diagonalisierbar. (Ubung: Rechnen Sie es nach.)

91, -, 9o kommutieren weiterhin und sind diagonalisierbar (P7c). © Angenommen, die Basis B diagonalisiert f £, in End (V)
, Ly .

e ) > Dann gilt dies fiir alle Endomorphismen in dem hiervon erzeugten
B, = (v;)ier, von U zu der Familie (g3, ..., g,1). Zudem gilt g, = Aid. kommutativen Unterring K|[f,, ..., f,] < Endg (V).

Zusammengesetzt zu I = | |yx I, erhalten wir die diagonalisierende

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine diagonalisierende Basis

. 1 Beispiel: Ohne Kommutativitat bleibt Diagonalisierbarkeit nicht erhalten
Basis B = (v;), Vzu der Famil . [QED]
e (vi)ier von Vzu der Familie (fy, .., fos, fo) = unter Summen und Produkten. Zum Beispiel sind die Matrizen A = [} 9]
@ Dieser Beweis ist erfreulich konstruktiv: Das Vorgehen erklart und B = [8 31] einzeln diagonalisierbar, nicht jedoch A+ B = [6 :11 .

leich einen Algorith imult Di lisi . ..
zugieich emen Algotithimius zur sumuttanen Hiagonatisierung Ubung: Finden Sie dhnliche Gegenbeispiele fiir Produkte.
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Diagonalisierbarkeit und Einschrankung
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Simultane Diagonalisierung von Endomorphismen Ausfiihrung

Lemma P7c: Diagonalisierbarkeit und Einschrankung

Sei f: V — Vdiagonalisierbar und U < Vein f-invarianter Unterraum.
Dann ist auch die Einschriankung g = |V : U — U diagonalisierbar:

U = D ek Eig(g, M) Eig(g,A) = Eig(f,\) N U

Ubung: Zeigen Sie dies, es ist eine niitzliche Ubung zur Wiederholung.
Welches Threr Werkzeuge zur Diagonalisierung passt hier am besten?

mit

Beweis: Wir nutzen das lokale Minimalpolynom (Satz N3n):

Genau dann ist f € Endg (V') diagonalisierbar, also V' = @@, Eig(f, A),
wenn das MiPo % € K[X] tiber K einfach zerfllt fiir jeden Vektor v € V.

Gilt dies fur f, so auch fiir g, dank 1=y fir jeden Vektor v € U.
Demnach ist g diagonalisierbar, U = @@, Eig(g, A).

Nach Definition gilt Eig(g, A\) = Eig(f,A) N

Lemma P7p: Kommutation und Invarianz

Angenommen f, g € End (V) kommutieren, das heifit fog=go f.
(1) Dann kommutieren auch P(f) und Q(g) fir alle P, @ € K[X].
(2) Jeder Unterraum U = Ker P(f) ist g-invariant, g(U) C U.

(3) Jeder Eigenraum Eig(f, \) = Ker(f — \) ist g-invariant.

Beweis: (1) Wir betrachten P = 7" p; X" und Q = 7 ¢; X
P(f)oQ(g) = (XCopif) o Ch04;9") = 2o 2fopigy fro g
Q(9) o P(f) = (XCj09;9°) o Copif') = Xho o 40 97 o [

Diese Summen sind termweise gleich, p;q; f* o ¢/ = q;p; g’ © f*.
(2) Fiir jeden Vektor v € Ker P(f) zeigen wir g(v) € Ker(f):

P(f)(g(v)) = (P(f) > g)(v) = (g P(f))(v) = g(P(f)(v)

)=9(0) =0
(3) Speziell fiir P = X — X erhalten wir Ker(f — A) = Eig(f, A).
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Ausblick: Anwendungen in der Physik

Korollar P7k: einfache Zerfallung

Angenommen A € K"*" zerfallt einfach. Fur B € K™*" sind dquivalent:
1 Die Matrizen A und B kommutieren, es gilt also AB = BA.

2 Esgilt B = P(A) fiir ein Polynom P € K[X].

Aufgabe: Beweisen Sie dies mit den obigen Werkzeugen.
Es ist eine niitzliche Ubung und schéne Wiederholung.

Beweis: ,,(2) = (1)“ ist klar dank Lemma P7p. Wirklich interessant ist die
Umkehrung ,,(1) = (2)“: Es gilt x4 = [[7_; (X — A,) mit {A\;,..., A\, } C K.
Dank Satz P2m existiert eine Eigenbasis vy, ..., v, € K™ mit Av, = A\ v,.
Dank Satz P78 ist dies zugleich eine Eigenbasis fir B, also Bv, = u,vy.

Dank Lagrange-Interpolation C2F existiert zu diesen Daten genau ein
Polynom P € K[X]_, mit P(\;) = y,, fir alle £ =1, ..., n. Dank P110 gilt

Eigenvektoren spielen in vielen weiteren Anwendungen eine wichtige
Rolle, etwa in der Graphentheorie, speziell beim PageRank-Verfahren,
mit dem Google die Relevanz von Internetseiten bewertet.

Auch in der Physik treten Eigenwerte und Eigenvektoren haufig auf.
In der Quantenmechanik werden physikalische Gréien durch lineare
Operatoren beschrieben. Eigenvektoren sind besonders einfache
Basiszustédnde, ihre Eigenwerte entsprechen moglichen Messwerten.

Auf diese Weise erklarte Heisenberg seine Unschérferelation durch
Begriffe der Linearen Algebra: Ortsoperator und Impulsoperator
kommutieren nicht und haben keine gemeinsame Eigenbasis,

sie konnen nicht beide gleichzeitig genau gemessen werden.

Die omindsen ,,Atom-Orbitale” aus dem Chemie-Unterricht sind die
Eigenfunktionen der zugehorigen Schrodinger—Gleichung. Messungen
entsprechen linearen Operatoren, Messwerte sind Eigenwerte, und
gleichzeitige Messung entspricht simultaner Diagonalisierung.
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Anwendungsbeispiel zur simultanen Diagonalisierung Ubung

Aufgabe: (1) Welche der folgenden Matrizen sind R-diagonalisierbar?

—-10 -8 -2 -9 -8 -2 -10 -8 -2
A=|1 9 2|, B=(18 15 3|, C=]| 14 11 2
22 16 5 -6 —4 2 10 8 5

(2) Welche Teilfamilien von (A, B, C) sind simultan diagonalisierbar?
(3) Finden Sie jeweils eine simultane Eigenbasis, soweit moglich.

(4) Finden Sie jeweils alle simultanen Eigenbasen, soweit moglich.
Losung: (1a) Wir berechnen y 4, = (X — 1)?(X — 2). Das allein lasst die
Frage der Diagonalisierbarkeit noch offen. Zur Klarung berechnen wir
entweder zuerst u, = (X — 1)(X — 2) oder gleich die Eigenrdume:

Eig(A4,1) =
Eig(A,2) =

((—8,11,0)7, (—=2,0,11)")§
<(_17 17 2)T >]'R

Machen Sie die Probe! Somit ist die Matrix A tiber R diagonalisierbar.
(Bonus: Die Eigenraume liefern erneut x 4, und p 4 wie angegeben.)

(1b) Wir berechnen x5 = (X — 2)%(X — 3). Das allein lisst die Frage der
Diagonalisierbarkeit vorerst noch offen. Zur Klarung berechnen wir
entweder zuerst ug = (X — 2)(X — 3) oder gleich die Eigenraume:
Big(B,2) = ((2,-3,1)" )&
Eig(B,3) = ((~2,3,0), (~1,0,6)T)}

Machen Sie die Probe! Somit ist die Matrix B iiber R diagonalisierbar.
(Bonus: Die Eigenrdume liefern erneut x5 und pz wie angegeben.)

(1c) Wir berechnen y» = (X —1)(X — 2)(X — 3). Somit ist die Matrix C
tiber R diagonalisierbar. Explizit berechnen wir hierzu die Eigenrdume:

Eig(C,1) = ((2,-3,1)")
Eig(C,2) = ((1,-2,2)T)k
Eig(C,3) = ((0,—1,4)7)k

Machen Sie die Probe! Dies zeigt erneut x, = (X — 1)(X — 2)(X — 3).
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Anwendungsbeispiel zur simultanen Diagonalisierung Ubung

(2) Jede Matrix A, B, C ist einzeln diagonalisierbar. Zur simultanen
Diagonalisierbarkeit priifen wir die Kommutativitat (P78) und finden:

AB=BA und BC =CB aber AC +#CA

Die Teilfamilien (A, B) und (B, C) sind also simultan diagonalisierbar,
die Teilfamilien (4, C) und (4, B, C) hingegen sind es nicht!

(3a) Wir konnen auf (A, B) den Algorithmus P78 anwenden oder aus den
berechneten Eigenrdumen eine gemeinsame Eigenbasis wahlen:

Eig(A,1) = ((=8,11,0)T, (—=2,0,11)")L, Eig(4,2) = ((—1,1,2)")§
Eig(B,2) = ((2,-3,1)" )&, Eig(B,3) = ((—2,3,0)7, (—1,0,6)T )k
2 0 -1 1 00 2.0 0
S=|-3 -1 1|, S'4s=|0 1 0|, S'BS=1]0 3 0
1 4 2 0 0 2 0 0 3

(4a) Das ist die einzige gemeinsame Eigenbasis des Paares (A, B),
wie immer bis auf Vielfache und Vertauschung der Basisvektoren.

(3b) Wir kénnen auf (B, C') den Algorithmus P78 anwenden oder aus den
berechneten Eigenraumen eine gemeinsame Eigenbasis wihlen:

Eig(B,2) = ((2,-3,1)" )&, Eig(B,3) = ((—2,3,0)7, (—1,0,6)T )k

Eig<ca {17 273}) = {((27 _37 1)T >]'R7 <(17 —2, 2>T >]'R7 <(Oa _174)T>]!R}
2 1 0 2.0 0 1 00

T=|-3 -2 —1|, T'Br=|0 3 0|, T7'CT=1]0 2 0
1 2 4 0 0 3 0 0 3

(4b) Das ist die einzige Eigenbasis von C und somit auch von (B, C), wie
immer bis auf Vielfache und Vertauschung der Basisvektoren.

Bemerkung: In den Eigenbasen zu (4, B) bzw. (B, C) gilt jeweils

1 00 1 0 0
S1lcs=10 3 1 bzw. T AT =10 2 0].
0 0 2 0 —1 1

Dies zeigt eindriicklich, dass die jeweils dritte Matrix nicht gleichzeitig
diagonalisiert wird, auch nicht kann, wie wir aus (2) bereits wissen.
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Aufgabe: Wir betrachten weiterhin die drei reellen Matrizen

—-10 -8 -2 -9 -8 -2 -10 -8 -2
A=|1 9 2|, B=(18 15 3|, C=|14 11 2
22 16 5 —6 —4 2 10 8 5

(5)Sind A, B, A+ B, A- B diagonalisierbar? einzeln? simultan?
(6)Sind B, C, B+ C, B-C diagonalisierbar? einzeln? simultan?
(7)Sind A, C, A+ C, A-C diagonalisierbar? einzeln? simultan?

Losung: (5) Wir haben das Paar (A, B) bereits simultan diagonalisiert:
S—1AS = diag(1,1,2)
S~'BS = diag(2,3,3)
S~1(A + B)S = diag(3,4,5)
SY(A-B)S = diag(2,3,6)

Durch S wird somit auch (A, B, A+ B, A- B) simultan diagonalisiert.

(6) Wir haben das Paar (B, C) bereits simultan diagonalisiert:

T-1BT = diag(2, 3, 3)

2 1.0 T-CT = diag(1,2,3)
T-|-3 -2 1| = { | ,

1 2 4 T-Y(B+ C)T = diag(3,5,6

)
T-Y(B-C)T = diag(2,6,9)
Durch T'wird somit auch ( B, C, B+ C, B - C) simultan diagonalisiert.

(7) Wegen AC + CA lasst sich (A, C) nicht simultan diagonalisieren.
Uber die Diagonalisierbarkeit von A 4+ C und A - C lisst sich daraus allein
leider noch nichts schliefen; beide Falle sind noch moglich.

Um dies zu klaren, miissen wir die Matrizen genauer untersuchen.
Langer Weg: Wir konnen das ChaPo-Verfahren P2H anwenden.
Abkiirzung: Wir nutzen geschickt unsere Ergebnisse (1-4).
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Zur Vereinfachung nutzen wir unsere Diagonalisierung von A:

2 0 -1 1 00 1 00
S=1]-3 -1 1|, s'AS=|0 1 0|, S'cS=1]0 3 1
1 4 2 0 0 2 0 0 2
Daraus lesen wir Summe und Produkt ab:
1 00 1 00
SHA+C)S=1]0 4 1|, SH(A-O)S=|0 3 1
0 0 4 0 0 4

Das zeigt uns, A - C ist (zufallig) diagonalisierbar, A + C jedoch nicht.
Ausfihrlich gilt x g, = pare = (X — 1)(X — 4)?, also greift Satz P3m:
Somit sind zwar A und C diagonalisierbar, A 4+ C jedoch nicht.
Ebenso gilt x 4o = piac = (X — 1)(X — 3)(X — 4), also greift Satz P2m:
Somit sind A und C' und AC diagonalisierbar, jedoch nicht simultan,
denn es gilt AC # CA sowie A(AC) # (AC)Aund C(AC) #+ (AC)C.

Dieses Zahlenbeispiel zeigt erneut sehr eindriicklich:

© Starke theoretische Grundlagen liefern praktische Werkzeuge.
Diese strukturieren und vereinfachen die Rechnungen spiirbar.

© Gute Notation und ChaPo-Verfahren erleichtern das Vorgehen.
Oft hilft es, vorige Informationen geschickt wiederzuverwenden.

© Sie arbeiten umso effizienter, je genauer Sie verstehen, was Sie tun!
... insbesondere, was Sie schon haben und was Sie noch suchen.

Sie konnen dann geschickt vom ChaPo-Verfahren abweichen,

je nach konkretem Bedarf und moglichen Abkiirzungen.
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Kanonische Darstellung eines Endomorphismus Oberblick
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Naturwissenschaftlich-technische Anwendungen Uberblick

Worum geht es bei der kanonischen Darstellung von Endomorphismen?
Vorgelegt sei eine lineare Abbildung f: V' — Viiber einem Korper K.
Unser Ziel ist eine moglichst einfache und iibersichtliche Darstellung
von f als Matrix beziiglich einer Basis von V, geschickt zu f angepasst!

Im vorigen Kapitel P haben wir zuerst die Diagonalisierung geklart:
Beziiglich einer Eigenbasis B = (v;),.; gilt f(v;) = A\;v; fir alle ¢ € 1.
Das ist der Idealfall: In endlicher Dimension ist die darstellende Matrix
dann diagonal, also MZ(f) = diag(),, ..., A, ). Einfacher geht es nicht.

Leider ist nicht jeder Endomorphismus f: V' — V diagonalisierbar!

Wir konzentrieren uns auf endliche Dimension dimy (V) =n € N.
Notwendig ist, dass das charakteristische Polynom x ; € K[X];,

tiber K in Linearfaktoren zerfallt. Hinreichend wird dies jedoch erst,
wenn die geometrische Vielfachheit die algebraische erreicht (P3m).

In diesem Kapitel Q 16sen wir alle verbleibenden Fille, in denen zwar x
tiber K zerfillt, aber dennoch zu wenige Eigenvektoren zu f existieren.

Die Jordan-Form ist ein grundlegendes Ergebnis der Linearen Algebra
und zugleich ein Universalwerkzeug in ihren zahlreichen Anwendungen.
Sie ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker Camille Jordan
(1838-1921), der sie 1870 veroffentlichte. Karl Weierstrafl (1815-1897)
hatte kurz zuvor bereits 1868 ein dquivalentes Ergebnis vorgestellt.

Genutzt wird die Jordan-Form nicht nur in der Algebra, sondern auch in
der Analysis. Anwender:innen in Natur- und Ingenieurwissenschaften ist
sie hochst willkommen zur Losung von linearen Differentialgleichungs-
systemen & = Au mit A € C"*". Der Ingenieur Yvon Villarceau loste
1870 den Fall von n = 2 Variablen, doch fehlten ihm die algebraischen
Werkzeuge fiir das allgemeine Problem. Jordan antwortete ihm 1871,
wie die Normalform dieses Problem 16st, und iibernahm diese Losung
in die zweite Auflage seines Lehrwerks Cours d’analyse von 1887.

Auch diese wichtigen Anwendungen will ich hier gebithrend beleuchten.
Zeit und Miihe sind gut investiert, denn dadurch werden Motivation,
Anwendungen und Techniken wesentlich besser verstandlich.
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Ist jede quadratische Matrix trigonalisierbar?

Welche quadratischen Matrizen A € K™*" sind trigonalisierbar?
Hindernis: Zerfillt das charakteristische Polynom x 4 in K[X]?
Typisches Gegenbeispiel iiber R ist eine reelle Drehstreckung P2p:

A:[Z _ab]ERZX2 = x4=X-—-0a)?+b*eRX]}

In C[X] gilt x 4(X) = (X — A\)(X — X) mit 0(4;C) = {\,\} = {a + ib}.
Fiir b # 0 hat x 4 keine reelle Nullstelle, zerfallt also nicht in R[X].
@ Somit ist A fur b # 0 Giber R nicht trigonalisierbar, A » [§ 5]

© Zur Trigonalisierung ist dies bereits das einzige Hindernis:

¢ Satz P3B: Trigonalisierung < Zerfallung

Genau dann ist eine Matrix A € K™*™ iiber K trigonalisierbar,
wenn ihr charakteristisches Polynom x4 € K[X] iiber K zerfillt.

A\ Das hiangt sowohl von der Matrix A als auch von dem Korper K ab.

© Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K, etwa C (E3c),
zerfallt jedes Polynom in Linearfaktoren (P2xk), dieses erste Hindernis
tritt iber K demnach nie auf, und jede Matrix ist iiber K trigonalisierbar.

© Im Allgemeinen ist der Kérper K nicht algebraisch abgeschlossen.
Notfalls, wenn y f tiber K nicht zerfallt, konnen wir in einer geeigneten

Kérpererweiterung K > K arbeiten, sodass y; tiber K zerfillt.

Beispiel: Bei der Untersuchung der Fibonacci-Folge in N C Z C Q tritt
die folgende Matrix A auf als Darstellung des Verschiebeoperators:

Az[(l) 1] = u=X-X-1

Das charakteristische Polynom zerféllt nicht iber Q, dies gelingt jedoch
iiber der Kérpererweiterung Q[v/5]: Die beiden Nullstellen von y 4 sind
¢ = 2(1++/5) und ¢ = £(1 — V/5). Somit lasst sich die Matrix A iiber
dem Kérper Q[v/5] diagonalisieren und so die Fibonacci-Folge durch
die einfache geschlossene Formel f,, = (¢ — ¢™)/(¢ — ¢) darstellen.
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Ist jede trigonalisierbare Matrix diagonalisierbar?

Welche quadratischen Matrizen A € K™*" sind diagonalisierbar?
1. Hindernis: Zerfallt das charakteristische Polynom x 4 in K[X]?
2. Hindernis: Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?

¢ Satz P3m: Kriterien zur Diagonalisierbarkeit

Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und dim (V) =n € N.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1 Der Endomorphismus f: V — Vist diagonalisierbar.

2 Es gilt die Eigenraumzerlegung V' = @,y Eig(f, A).

3 Es gilt die Dimensionsgleichung n = } ),y dimg Eig(4, \).

4 Das Minimalpolynom zerféllt einfach, also u; = [[\eo(p) (X — A).
5

Das charakteristische Polynom y ; zerfillt tiber K in Linearfaktoren
und fiir jeden Eigenwert A € o(f) gilt dimy Eig(f, A) = ord(xy, A).

Ubung: Beweisen Sie diese Aquivalenzen zur Wiederholung,

© Das erste Hindernis tritt iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper wie C nie auf. Uber jedem nicht-abgeschlossenen Korper K
lasst es sich durch eine geeignete Korpererweiterung K > K l9sen.

A\ Das zweite Hindernis ist noch ernster und lasst sich nicht umgehen.
Typisches Gegenbeispiel ist ein Jordan-Block der Dimension n > 2:

Al 01

A 0

B=J(n,A\):=

Aufgabe: Bestimmen Sie zu B das Spektrum und die Eigenraume.
Losung: Fur p #+ X ist B — ul invertierbar, also Eig(B, u) = {0}.

Es bleibt nur Eig(B, ) = Ke,, also erlaubt B keine Eigenbasis.

Das Polynom y g(z) = (X — A\)™ hat die Nullstelle A mit Vielfachheit n.

Der zugehorige Kern Ker(B — M) = Ke, hat aber nur Dimension 1:
Die geometrische Vielfachheit ist hier kleiner als die algebraische!
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Jordan—-Blocke und Hauptvektorketten

Ist der Korper K algebraisch abgeschlossen, etwa K = C, so zerfallt jedes
Polynom tiber K, daher ist jede Matrix in K™*" trigonalisierbar (P3B).
A\ Nicht jede zerfallende Matrix ist diagonalisierbar (P20):

Al 01
/\:'1 eK™n  — B-\ = 0:'1

A 0
@ Es gibt nicht genug Eigenvektoren zu B fiir eine Eigenbasis von K.

© Wir nutzen das Néchstbeste, die Hauptvektorkette (eq, e, ..., €,,):
0B o BN, BN, B
N 1 1 h) 1 N T eee N 1

B=J(n,\) =

€9 n

Definition Q1A: Hauptvektoren
Sei f € Endg (V) und X € K. Eine Hauptvektorkette / Jordan—-Kette
) =2

X5 <f_’\:v2 L2 <f_’\=v£

besteht aus Vektoren v, = 0 # vy, vy, ... ,v, € Vmit (f — \)(vy,) = vp_;-

Wir schreiben kurz B — A fiir B— A und f — X fur f — Aidy~
Wir nennen v, einen Hauptvektor k-ter Stufe. Das bedeutet:

(f =N)*(vy) =0 aber vy = (f—X)""(vy) #0
Die Eigenvektoren v; von f sind genau die Hauptvektoren 1. Stufe:
(f =2)H(v) =0 vy = (f=N)°vy) #0

Jeder Vektor vy mit (f — X)(vy) = v, ist ein Hauptvektor 2. Stufe, usw.
Daher heiflen Hauptvektoren auch verallgemeinerte Eigenvektoren.

aber

Jordan-Blécke spielen im Folgenden die zentrale Rolle: Sie zeigen sehr
einfach und eindriicklich, dass nicht jede Matrix diagonalisierbar ist.
Die gute Nachricht: Jordan-Blocke sind auch schon das Schlimmste,
was uns passieren kann (wie immer vorausgesetzt, x , zerfallt iber K).

Jeder Jordan-Block der Grofle n x n entspricht einer Hauptvektorkette
der Lange n und umgekehrt. Der folgende Satz Q1B besagt, dass wir zu
f:V — Veine Basis aus Hauptvektorketten konstruieren kénnen.
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Jordan-Basen und Jordan—-Normalform

Beim Diagonalisierungsproblem sind Jordan-Blocke unvermeidlich.
Miissen wir zudem noch mit schlimmeren Komplikationen rechnen?
Nein! Glucklicherweise geniigen Jordan-Blocke bereits:

Satz Q18B: Jordan—Basis eines Endomorphismus
Sei f € Endg (V) mit dimy (V) =n € Nund x; € K[X] zerfalle iiber K.

(1) Dann existiert zu f eine Basis J von Vaus Hauptvektorketten.
Wir nennen jede solche Basis J von Veine Jordan—Basis zu f.

(2) So wird f dargestellt als Diagonalmatrix von Jordan-Blocken:

B, A 1

y B s
My =d=| 0 %! z e R
B, by

(2

Wir nennen die Matrix J die Jordan—(Normal)Form von f, kurz JNF.

(3) Sie ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan—-Blocke.

Fiir jeden Endomorphismus f tiber C zerfallt das charakteristische
Polynom, also x ;(X) = (X — A;) - (X — A,) mit Ay, ..., A, € C.
Sind alle Nullstellen verschieden, so ist f diagonalisierbar (P2m).

/\ Bei mehrfachen Nullstellen miissen wir genauer hinschauen:
Moglicherweise ist f diagonalisierbar (P4a) oder auch nicht (P20).

Gegenbeispiel: Fiir die Matrix B existieren nicht genug Eigenvektoren,
um eine Basis zu bilden. Mit der Verallgemeinerung zu Hauptvektoren
konnen wir dieses Problem allgemein 16sen. Die Matrix kommt zwar
nicht in Diagonalform, wird aber immerhin so einfach wie méglich.

Jeder r-fache Eigenwert A erlaubt mindestens einen und hochstens r
linear unabhéngige Eigenvektoren; alle Moglichkeiten konnen auftreten.
Hingegen existieren zu A immer r linear unabhangige Hauptvektoren!
Genauer besagt Satz Q1B: Es gibt eine Basis aus Hauptvektorketten.

Die néachsten Folien erklaren das Standardverfahren zur Jordanisierung;
der anschlielende Beweis arbeitet die notigen Argumente sorgféltig aus.
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Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudokul! e

U, .
V.:=Kerg'=V,_ ;@& W,
v )] 2 } W, mit W, = g(W,,,) ® U,
U
g=]f-A f-X 3
! | v
Vv, vl o2 o » }W3 .
Il
v = = L2 1 T
V, v v3 v3 v5 } W, Vv
Vv LA = L= 1 4
wll{fa [ [[a ]l ]]a]w

Kurzfassung: Zu jedem Eigenwert A von f: V — Vkonstruieren wir
ein solches Young-Diagramm und lesen daraus die Jordan-Form ab.

Langfassung: Wir fiillen die Késtchen geschickt mit Hauptvektorketten
und erhalten daraus zudem eine explizite Jordan-Basis J von Vzu f.

Sei K ein Korper, Vein K-Vektorraum mit dimg (V) =n € N und
f:V — Vein Endomorphismus. Nach folgendem Verfahren finden
wir eine Jordan—Basis J von Vzu f und somit die Jordan-Form von f.

Einzige Voraussetzung ist, dass das charakteristische Polynom x , tiber K
in Linearfaktoren zerfillt. Der Beweis von Satz Q1B ist nichts anderes als
dieser Algorithmus plus Nachweis der Korrektheit aller Schritte.
Zunéachst bendtigen wir alle Eigenwerte von f € End g (V):

1 Bestimme das charakteristische Polynom y; € K[X];,.

2 Bestimme die Eigenwerte \; € K mit Vielfachheiten r; € N, ,.

Abbruch? Falls x; nicht zerféllt, so ist f nicht jordanisierbar (P3s).

Vereinfachung? Falls x ; einfach zerfillt, so ist f diagonalisierbar (P2m),
also V = @, Eig(f, A;). In diesem Falle geniigt das Standardverfahren zur
Diagonalisierung (P2n). Allgemein jedoch miissen wir jordanisieren.

Keine Sorge: Das folgende Standardverfahren zur Jordanisierung
beinhaltet die Diagonalisierung als besonders einfachen Spezialfall.

Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudokul! o

Standardverfahren zur Jordanisierung: Hauptraum-Sudokul! o

Fiir jeden Eigenwert A sei r seine Vielfachheit und g := f — Xid,: V = V.

Fihre fiir A die folgenden Schritte (3&4) sowie bei Bedarf (5&6) aus:

3 Firi=0,1,...,s setze V, := Ker g* = Ker(f — \id,))* und bestimme
die Dimension k; := dim V; bis schlief3lich k, = r gilt (dank Q1E).

Visualisierung: Diese Daten stellen wir wie oben als Young-Diagramm

tibersichtlich dar; die Zeile i = 1, ..., s enthalt z; := k; — k,_; Kéastchen.

Dabei gilt z; > 2z, > ... > z,: Kein Késtchen hédngt in der Luft (Q1F).

4 Lies die Jordan-Form diag(By, ..., B;) ab: Die j-te Spalte der Héhe ¢
zum Eigenwert A steht fiir eine Hauptvektorkette der Lange ¢ und
somit fiir den Jordan-Block B; = J(¢, A). Diese Jordan—-Form ist
eindeutig bis auf die willkiirliche Reihenfolge der Eigenwerte.

Kurzfassung: Wenn zu f nur die Jordan-Form J = Mg,( f) gefragt ist,
jedoch keine Jordan—Basis J, so sind wir an dieser Stelle schon fertig.

Langfassung: Falls zudem eine explizite Jordan-Basis J gesucht ist,
so gelingt uns dies wie folgt: In den griinen Késtchen stehen
die Startvektoren der Hauptvektorketten. Diese suchen wir!

5 Firi=s,...,1wahlein V; zu V,_; & g(W;,,) ein Komplement U,
sodass V; = V,_; & g(W,,,) ® U, gilt, und setze W, := g(W,,,) & U;.
Anfangs gilt W, ; = 0, also U, = W,. Wihle eine Basis von U; und
lasse diese Startvektoren zu Hauptvektorketten runterrieseln (Q1F).

Konkrete Rechnung mit Basisvektoren: In jeder Schicht i = s, ..., 1
konstruieren wir eine Basis von W,. Zuvor berechnet ist eine Basis

wy, ... ,w, der dariiberliegenden Schicht W, ;. (Anfangs W, = 0.)
Runterrieseln liefert eine Basis g(w; ), ..., g(w,) des Bildes g(W,, ).
Wiihle eine Hilfsbasis vy, ..., v, von V,_; und setzte diese zur Basis

Uy, ey Uy, g(w1), - g(w,) von V;_; @ g(W;) zusammen. Ergianze diese
schliellich zu einer Basis vy, ..., v, g(w,), ..., g(w,), Uy, ... , up, von V.
Trage die Startvektoren u, ..., u; in die griinen Késtchen ein und lasse
runterrieseln. Unsere Basis von W, ist nun g(wy), ..., g(w,), uy, ..., up,.
Mit diesen Daten gehen wir weiter zur darunterliegenden Schicht i — 1.

6 Lies die Jordan—Basis 7 zu f ab: Alle Spalten von links nach rechts,
jede Spalte von unten nach oben (in der Konvention von Satz Q1B).
Fiige diese Jordan—Ketten fiir alle Eigenwerte zu J zusammen (Q1E).
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Hauptvektorketten sind linear unabhangig. Ausfithrung

Warum gelingt die Jordanisierung? Wir priifen sorgsam jeden Schritt!

Satz Q1c: Hauptvektorketten sind linear unabhéngig.
Sei f: V — Veine lineare Abbildung iiber K und A € K ein Skalar.
(1) Jede Hauptvektorkette F = (v, ..., v,) zu \ ist linear unabhéangig.

0<1L’\:1)1 \f*’\:vQ L2y

14

(2) Eine Familie von Hauptvektorketten & = (v}, ... ,v}l; Y. ,vfk)

zu ) ist genau dann linear unabhéngig, wenn die zugrundeliegenden
Eigenvektoren & = (vi, ..., v¥) linear unabhiingig sind.

0 =20l L2200 L2 <f*’\:v}1
-2 - -2 -
0 L2y 0k L2240k S22 LAk

© Alle Vektoren in einem korrekt ausgefiillten Young-Diagramm,
wie auf Seite Q105 dargestellt, sind demnach linear unabhéngig.

Beweis: (1) Wir fithren Induktion tiber die Lange ¢ der Hauptvektorkette.
Der Fall ¢ = 1 ist klar (L1F), denn es gilt v; # 0 nach Definition Q1A.

Sei also £ > 2. Gegeben seien Koeffizienten a,, ..., a,_1,a, € K mit

a,v; + -+ ay v, +a,v, =0. Wir zeigen0 = a; = =a,_; = a,.

Die Anwendung von (f — \)*~! ergibt zunéchst a,v, = 0, also gilt a, = 0.
Die reduzierte Familie ¥’ = (v,, ..., v,_;) ohne v, ist linear unabhangig
nach Induktionsvoraussetzung. Wir schlieBen 0 = a, = -+ = a,_; = a,.

(2) Wir fithren Induktion tiber die maximale Lange ¢ = max{/,, ..., ¢ }.
Der Fall £ = 1 ist trivial, denn hier ist ¥ = £ linear unabhéngig.

Wirkénnen{ = ¢, =-- =4, >4, > .. >{, > 1annehmen.
f-il aé-v; =0.
Die Anwendung von (f — A)*~! reduziert dies zu Y_7_; aivi = 0.
Da die Familie £ linear unabhingig ist, folgt aj = - = a} = 0.
Die Familie & entsteht aus # durch Loschung von vy, ..., vj.
Nach Induktionsvoraussetzung ist ' linear unabhéngig,

also gilt aé = 0 fir alle 4, j. Das war zu zeigen.

Gegeben seien Koeffizienten a! € K mit ),

.. . . Q111
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Hauptraume eines Endomorphismus

Definition Q1b: Hauptraume eines Endomorphismus
Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und A € K ein Skalar.
(1) Der Hauptraum der Stufe s =0, 1,2, ...

V, = Hau,(f, \) := Ker(f — Xid,)".

von fzu A ist

Hierbei ist V; = Eig(f, \) = Ker(f — Aid,,) der Eigenraum von f zu A.
Entsprechend heifit V, auch verallgemeinerter Eigenraum der Stufe s.

(2) Wir erhalten so eine aufsteigende Kette f-invarianter Unterraume:
(0} =V <V <V, <<V mit f(V;)CV,
(3) Der Hauptraum von f zu A (ohne Einschrankung der Stufe) ist
H(X) = Hau(f, \) := [ ey Ker(f — Aidy)®.

(4) Dank (2) ist Hau(f, A) ein f-invarianter Unterraum von V. Er besteht
aus allen Vektoren v € Vmit (f — Aid)*(v) = 0 fiir einen hinreichend
grof3en Exponenten s € N, der im Allgemeinen von v abhangen wird.

Aufgabe: Zeigen Sie die Aussagen (2) und (4). (Streng genommen sollte
eine Definition keine Behauptungen enthalten, doch hier will ich davon
abweichen und sofort die grundlegenden Eigenschaften nennen.)

Beweis: (2) Wir setzen abkiirzend g := f — A, genauer g = f — Aid,.
Sei v € V,. Daraus folgt g°™ (v) = g(g°(v)) = g(0) = 0, also v € V.
Dank g o f = f o g folgt g*(f(v)) = f(g°(v)) = f(0) = 0, also f(v) € V.
(4)Ist V; <V; <V, < ... < Veine Kette von Unterrdumen in V,

dann ist ihre Vereinigung | J,.y V, ebenfalls ein Unterraum in V.
Beweisen Sie dies als Ubung, oder konsultieren Sie Satz L2J.

Bemerkung: Ist Vendlich-dimensional, so auch jeder Unterraum
VW<V <V, <. <V,

und diese Kette wird stationir, das heifdt es existiert ein Index s € N,
sodass V, =V, fiir alle r > s gilt, also Hau(f, \) = Ker(f — Xid,)*.

Der folgende Satz klért die Zerlegung von Vin Hauptraume Hau(f, A).
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Satz Q1Ee: die Hauptraumzerlegung

Sei f: V — Vlinear iiber dem Korper K. (0) Die Summe H := ), ., H())
aller Hauptraume H(\) = Hau(f, \) := [J ey Ker(f — A\)® < Vist direkt:

H:= D,cx Hau(f,\) <V

(1) Zudem gelte dim (V) =n € Nund x, = [TF, (X — X;)™
mit {),...,A\;}' € Kund rq,...,r, € Ny;. Dann haben wir

V= 69?:1 Hau(f’ Az)

mit Hau(f, \;) = Ker(f — A;)" und dimy Hau(f, \,) = r,.

© Der entscheidende Vorteil zur Eigenraumzerlegung P1p ist hier,
dass die Hauptraume Hau(f, \;) immer eine Summenzerlegung von ganz
Vergeben. Insbesondere hat jeder Hauptraum Hau(f, \;) immer die
richtige Dimension, namlich genau die algebraische Vielfachheit r;.

Beweis: (0) Fiir {)\;, ..., \,}} € K und v; € H()\;) miissen wir zeigen:
v +..+v, =0 = vy=..=v,=0

Hierzu sei v; € Ker(f — \;)% furi =1, ..., k. Die Kernzerlegung N3G
zum Polynom P = [[£_, (X — ),;)% garantiert unsere Behauptung:

Ker P(f) = @, Ker(f — A,)* <V

(1) Cayley-Hamilton P3H garantiert x #(f) = 0. Die Kernzerlegung ergibt
V = Kerx;(f) = @ Ker(f — )"

Wir haben Ker(f — \;)™ < H();). Dank (0) folgt Gleichheit (L3m).

Sei s, := dim, H()\;). Auf H(),) ist f — A, nilpotent, mit char. Polynom
(X — \,;)%, siehe P3k. Auf der direkten Summe V = @F_, H(),) gilt also
X = [1i—1 (X — A;)*. Polynomvergleich zeigt s; = r; fiir alle i.

Slogan: Es gibt nicht immer genug Eigenvektoren, aber es gibt immer
genug Hauptvektoren! Die direkte Summe der Hauptraume ist ganz V.
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Satz Q1E: die Hauptraumzerlegung

(2) Sei A, eine Basis von Hau(f, ;). Zusammengesetzt erhalten wir

eine Basis 4 von V. Die Abbildung f wird dann dargestellt durch
4

A=M4()=| | 2l
Ay,

Hier gilt A, = \,;E, + N, mit einer nilpotenten Matrix N; € K"*"i.

Somit erhalten wir die Zerlegung A = D + N mit D, N € K™*",

wobei D diagonal und N nilpotent ist und zudem DN = ND gilt.

(3) Wenn wir fiir jeden Hauptraum eine Jordan-Basis wahlen,
so wird f dargestellt als Diagonalmatrix von Jordan-Blocken:

A, = diag(‘](ri,l’ Ai)s J(Ti,Z’ Ai)s s J(Ti,ki’ i)

mlt r’i,l Z T’L',2 Z 2 T‘i7ki ul’ld 7'@- == 7‘%-71 + T’i72 + + T‘Lki.

Die Hauptraumzerlegung folgt aus der Kernzerlegung als wichtiger
Spezialfall und schéne Anwendung. Daher habe ich die Kernzerlegung
schon frith in den Mittelpunkt geriickt. Anfangs wirkte sie vermutlich
noch abstrakt, und das ist sie ja auch. Nun erkennen Sie, wie sich unsere
alte Weisheit auch hier einmal mehr bewéhrt: Abstrakt heif3t nicht etwa
fern der Anwendung, sondern im Gegenteil vielseitig anwendbar!

© Abstraktion hilft: Prove once, apply everywhere!

Dank der Hauptraumzerlegung kénnen wir uns im Folgenden auf einen
einzelnen Hauptraum H(\) konzentrieren. Insbesondere wollen wir die
Aussage (3) schirfen: Wir konnen in H(\) eine Jordan—Basis wihlen.
Genau das ist die Aussage des folgenden Satzes: Wir kennen schon das
Verfahren, wir miissen nur noch sicherstellen, dass es immer gelingt.

© Anwendungen zeigen — in diesem Kapitel und weit dartiber hinaus:
Die (schone!) Theorie ordnet und vereinfacht die (komplexe!) Praxis.
Eine allgemeine Theorie ist manchmal (gar oft?) leichter zu verstehen
als ihre zahlreichen Spezialfélle. Beide Sichtweisen erganzen sich.
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Satz Q1F: Kernfiltrierung jedes Hauptraums

Sei f € Endg(V)und A € Kund g = f— Aidy.
(0) Fiir die Hauptraume V; := Ker g* der Stufe i = 0, 1,2, ... gilt

S < S < = <=

(0} =V, <V, <V, < ... <V mit g(V,

(3

1) <V, und Vi = g7 (V)),

somit g(V;,; \V;) CV,\V,_;.Fortanseii > 1und V, , =V, @ W, ;.
(1) Die Einschrankung von g : V. — Vzu g;,, : W;,; — V; ist injektiv.

(2) Ihr Bild erfallt g(W,,;) N V;_; = {0}. Wir erhalten die Injektion

Gis1 Wi 9 Vi/Viy s w g(w) + V.

Mit V; = V,_; @ W, ist die Komposition W, ; < V;/V,_; = W, injektiv.

Beweis: (0) Esgilt: veV, <& 0=g'(v) =g¢"(g9(v)) <= g(v)€V,_;.
(1) Wir haben Ker(g) = V; <V}, also Ker(g) N W;,, <V, nW;,; = {0}.
(2) Fir w € W4 \ {0} gilt w ¢ V;, demnach 0 # ¢*(w) = g" ! (g(w)).

Das heifSt g(w) ¢ V;_;. Also ist auch g;,, : W;,; — V;/V;_; injektiv.

Interne Struktur des Hauptraums o

Fiir die Dimensionen k; := dim V, folgt 0 = ky < k; < ky < ... dank (0).
Sei zudem k; = dim V; = dim W, endlich. Per Induktion iiber i € N
folgt aus (2), dass auch dim W; < k; und dim V; < ik, endlich sind.
Satz Q1F: Kernfiltrierung jedes Hauptraums :
(3) Unser Hauptraum-Sudoku 1-5 gelingt:
Jeder Hauptraum erlaubt eine Jordan—Basis.

v
V
v
v
v
V

Beweis: Polynom 1 und Zerféallung 2 sind klar. Schritt 3 gelingt dank
Vo <V} <... <Vund Satz Q1k. Abkiirzung 4 ist korrekt dank 5 und 6.

Wir klaren nun Schritt 5: Dank (2) ist in V; die Summe V;_; @ g(W,, ;)
direkt. Wir kénnen also ergénzen zu V; = V,_; @ g(W,,,) ® U;. Dank
Injektivitat (1) erhalten wir durch Runterrieseln und Ergénzen in jeder
Zeile W, ..., W, eine Basis, also insgesamt eine Basis des Hauptraums
Hau(f,A\) =V, =W, & ... ® W,. In jeder Spalte steht nach Konstruktion

eine Hauptvektorkette. (Schritt 6 folgt aus dem vorigen Satz Q1E.)
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Eindeutigkeit der Jordan—-Form

Satz Q1a: Eindeutigkeit der Jordan—Form
Vorgelegt seien in K™*™ zwei Jordan—Matrizen
B, &)
By . und C = _
Bp Cq

mit Jordan-Blocken B; = J(¢;, \;) und C; = J(m;, p;) fiir alle 7 und j.

(23

(1) Sind B und C &hnlich, also C = T-! BT fiirein T € GL,, K,
so gilt p = ¢ und nach Umordnung B; = C; firallei =1, ..., p.

B= s

(2) Die Dimensionen (X, s) - k () := dim Ker(B — \)*® sind invariant
unter Konjugation, und diese bestimmen bereits die Jordan-Form.

(3) Genauer: Die Anzahl n(B; ¢, \) der Blocke J (¢, \) der Matrix B ist

n(B; £, A) = 2k (A) = kg1 (A) =k (A)

© Fir alle jordanisierbaren Matrizen, also mit zerfallendem Polynom,

haben wir damit das Klassifikationsproblem bis auf Ahnlichkeit geldst.
Uber jedem algebraisch abgeschlossenen Kérper wie C ist jede Matrix

jordanisierbar und das Klassifikationsproblem somit geldst.

Beweis: (3) Jeder Jordan—-Block J(¢, \) der Grof3e ¢ x £ entspricht einer
Hauptvektorkette der Lange ¢, und umgekehrt. Zur Matrix B definieren
wir k, := dim Ker(B — \) und setzen z, := k, — k,_, wie in Satz Q1F.
Die Zahl z, € N ist die Breite der Zeile ¢ im Young-Diagramm (Q105)
zum Hauptvektorraum Hau(B, \). Dies ist zugleich die Anzahl der
Hauptvektorketten der Lange > £. Somit ist n(B; ¢, \) = z, — 2,

die gesuchte Anzahl der Hauptvektorketten der Lange genau /.

(2) Aus C = T71BTfolgt (C — \)¢ = (T7'BT — \)! =TYB— \)‘T.
Wir erhalten den Isomorphismus (7', 77!) : Ker(C — \)* 2 Ker(B — \)?,
und somit dim Ker(C — \)* = dim Ker(B — \)* fiir alle A € K und £ € N.

(1) Dank dieser Rechnung folgt n(C; ¢, \) = n(B; £, \).
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Un/endliche Jordan—Basis

Wir konzentrieren uns auf endliche Dimension dim (V) =n € N.
Doch auch der unendlich-dimensionale Fall ist ebenso natiirlich:

Beispiel Q1H: eine unendliche Hauptvektorkette

Sei K > Q. Die Ableitung 0 : K[X] — K[X] hat als unendliche

Jordan-Basis (v, = X*/k!) ey mit 0 <24 vy <240, L, <25 ...

Definition Q11: un/endliche Jordan—Basis

Sei g : V' — Vlinear iber dem Korper K. Wir nennen g lokal nilpotent,
falls zu jedem Vektor v € Vein Exponent k € N existiert mit g*(v) = 0.
Eine Jordan-Basis J von Vzu g ist eine Basis J C V, fiir die gilt:

1 Fiir jeden Basisvektor v € J gilt entweder g(v) = 0 oder g(v) € J.

2 Zu jedem v € J existiert hochstens ein Urbild u € J mit g(u) = v.

Allgemein sei f: V — Vlinear tiber K. Eine Jordan-Basis J = | | cx I
von Vzu f besteht zu jedem Skalar A € K aus einer Jordan-Basis 7, des
Hauptraums Hau(f, \) zu der darauf nilpotenen Abbildung g = f — .

Lemma Q1jJ: un/endliches Hauptraum-Sudoku
Ist g : V' — Vlokal nilpotent, so existiert eine Jordan—Basis J von V zu g.J

Beweis: Wie zuvor betrachten wir V}, := Ker g fiir die Stufen k € N.
In V] liegt der Bildraum Bj, := ¢*~1(V})). Wir haben ¢(V}.,,) < V,, also
Biyy = 6" (Virr) = 6" (9(Virr)) < ¢°'(Vi) = By

Hierzu wiahlen wir ein Komplement C, < By, so, dass By, = B, @ C,.
Wir wiahlen Urbilder (v});c; in V;, sodass (¢*'(v},));c;, eine Basis von
C,, ist. Dies sind die Startvektoren der Hauptvektorketten der Lange k.

Schlief3lich bleibt B := (\en B < V;. Wir wiéhlen eine Basis von B,
und iiber jedem Basiselement eine Hauptvektorkette unendlicher Lange.

Alle Langen zusammenfassend erhalten wir unsere Jordan-Basis von V,
denn wir haben eine Basis in jeder Schicht V,/V,_, furi € N.

Ubung: Vergleichen Sie diese Methode mit unserem Hauptraum-Sudoku.

Q123
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Un/endliche Jordan—Basis

Satz Q1k: lokales Minimalpolynom und Hauptraumzerlegung
Sei f: V — Vlinear tiber K. Fiir jeden Vektor v € V'sind dquivalent:

1 Unser Vektor v ist eine Summe von Hauptvektoren:

v = 'U]_ + aee + UTL mlt (f - Al)sl (UZ> = 0 ul’ld {)\1, ceey )\n}' g K
2 Das Minimalpolynom p% € K[X] zerfillt iiber K:
u% | P = (X = Ap)® (X — A,)f mit {A, ..., } CK.

Beweis: ,=": Pannulliert fin vy, ...,v,, also in v. Dank N3F folgt u% | P.
,<": Das folgt aus der Kernzerlegung N3¢ fiir Ker P(f) > v.

Genau dann gilt die Hauptraumzerlegung V' = @, Hau(f, ),
wenn das MiPo u} € K[X] iiber K zerfllt fiir jeden Vektor v € V. ‘

Beweis: ,=“: Fiir jeden Vektor v € Vgilt die Aussage (1), also auch (2).
,<": Die Summe H := Y, x Hau(f, \) < Vist direkt dank Satz Q1E.
Fiir jeden Vektor v € V gilt Aussage (2), also auch (1), somit V' C H.

Als kronenden Abschluss fassen wir unsere Erkenntnisse zusammen.
Auch der unendlich-dimensionale Fall wird wieder elegant gelost durch
das lokale Minimalpolynom, das uns tiberall gute Dienste leistet:

Satz Q1k: MiPo-Kriterium fur Diagonalisierung und Jordanisierung
Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K.

(D) Diagonalisierbar: Genau dann existiert eine Eigenbasis B von Vzu f,
wenn jedes lokale Minimalpolynom u} fiir v € Viiber K einfach zerfillt.

(J) Jordanisierbar: Genau dann existiert eine Jordan—Basis J von V zu f,
wenn jedes lokale Minimalpolynom uj fiir v € Viber K zerfillt.

Im Falle dimx (V') < oo geniigt hierzu das globale Minimalpolynom .

Beweis: Die Aquivalenz (D) ist das bewihrte MiPo-Kriterium N3m:
Es garantiert V = @, Eig(f, A), und so erhalten wir eine Eigenbasis.

Die Aquivalenz (J) zeigen wir ganz genauso: Es gilt V = @, x Hau(f, \),
wie oben erklart, und daraus konstruieren wir eine Jordan—Basis.
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Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung e

Aufgabe: Jordanisieren Sie tiber C die folgende Matrix. Was ist gefragt?
Kurzfassung: die Jordan-Form. Langfassung: zudem eine Jordan-Basis.

-1 6 -3 1 —6
-4 10 —4 1 -8
A=|-3 6 —1 1 —6| eC®*
0 0 02 0
-1 2 =10 0

Losung: (0) Wir bestimmen das charakteristische Polynom y 4 € C[X]}.
Klausurtipp: x4 = (X — )\)°. Dank tr A = 10 finden wir y, = (X — 2)5.

(1) Wir bestimmen den Eigenraum zu A = 2. Hierzu sei B = A — 2I:

~3 6 -3 1 —6 2 17 -2
—4 8 —4 1 -8 1 0 0f\!

B=1|-3 6 -3 1 —6 :>KerB:<0, 1, 0>
00 00 O 0 0 0|/c
1 2 -1 0 -2 0 0 1

© An dieser Stelle entscheidet sich bereits die Diagonalisierbarkeit:
Zum Eigenwert A\ = 2 ist die geom. Vielfachheit 3, erreicht also nicht die
alg. Vielfachheit 5. Unsere Matrix A ist demnach nicht diagonalisierbar.

(2) Wir filtrieren den Hauptraum durch V, = Ker B mit k; := dim V;:

KerB=V;, < Ker B2 = :Vy < Ker B3 = Vs <

Wir haben zuvor in (1) bereits Ker B = (...){. und k; = 3 bestimmt.
Wir berechnen B2. Klausurtipp: B? = 0. Wir finden so Ker B? = C°.
Aus den Dimensionen k£ = (3, 5) lesen wir die Form des Hauptraums:

U,
Vs v% vg } W,
_ U,
V. B _IA 2 IA—z
Vi { vl v2 v3 } Wi

Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung o

Erstes Zahlenbeispiel zur Jordanisierung o

Wenn nur die Jordan-Form gefragt ist, so konnen wir bereits antworten.
Es existiert ein Basiswechsel 7' € GL;(C) zu folgender Jordan-Form:

recrc: | ;

T1AT = J = 2 1

2

Wie finden wir den Basiswechsel T? Wir konstruieren eine Jordan—Basis!

Zu V; <V, wihlen wir ein Komplement W, = U, = (v},v3 )i, etwa

1 -3 0 1
0 —4 0 1
vy =10 Ii?)%: -3 , va= |0 }ﬁmﬁz 1
0 0 1 0
0 -1 0 0

A\ Es gibt viele Wahlen: Komplemente und Basen sind nicht eindeutig!

Im Hauptraum-Sudoku (hier fiir s = 2) ist damit in der obersten Schicht
Wy = U, = (v3,v3 >c eine Basis gewahlt. Diese lassen wir runterrieseln
zu g(W,) = (vi,v?)i. < V;. In der Schicht W, = V; erginzen wir, etwa

—2

<
=W
Il

_ o oo

1,1 ,2.2 .3
(U1:U27 V1,02, U1 )-

(2 Was bedeutet dieses Ergebnis? Wie konnen wir wissen, ob wir richtig
gerechnet haben? Was war eigentlich das Ziel? Know your definitions!

/\ Machen Sie die Probe! Gilt T~* AT = J? Wenigstens AT = T'J?
Die Inversion von T zu T~! priift die Basiseingeschaft, ist aber mithsam.

0 -1 6 —-3110-2 21
—4 10 —4010 0 i 2
-3 6 -3010 0 = 21
0 0 0001 O 2
2 -1000 1

-1

So erhalten wir unsere Jordan-Basis J =

6

ONRRFF

11
21
34
00
-11

(=) e lelw)

0
2
0
0
1

3
4
1
0
-1

8
6
0
0

OOoOOH

2
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Aufgabe: Jordanisieren Sie tiber C die folgende Matrix. Was ist gefragt?
Kurzfassung: die Jordan-Form. Langfassung: zudem eine Jordan-Basis.

1 -1 4 3 5

-1 3 -6 —6 -5
A=|-1 0 -1 —4 -3
3 1 1 5 -1

-2 -1 3 2 7

c (C5X5

Klausurtipp: Fiir B = A — 31 gilt dim Ker B = 2 und dim Ker B? = 4.

© An dieser Stelle entscheidet sich bereits die Diagonalisierbarkeit:
Zum Eigenwert \ = 3 ist die geom. Vielfachheit 2, erreicht also nicht die
alg. Vielfachheit > 4. Unsere Matrix A ist demnach nicht diagonalisierbar.

Losung: (0) Wir bestimmen das charakteristische Polynom x4 € C[X]}.

Dank Klausurtipp gilt xy , = (X — 3)4(X — \). Mit tr A = 15 folgt A = 3.

Xa=(X—-3)°

© Aus den Dimensionen lesen wir bereits die Form des Hauptraums!
Wenn nur die Jordan-Form gefragt ist, so konnen wir bereits antworten:
Es existiert ein Basiswechsel T' € GL;(C) zu folgender Jordan-Form.

U3
v, i }Wz
V. B =IA—3 Uy
£ V3 Lo }W2 T € GL; C: 3 ; 1
v las  Jas T-LAT = J = 3
Vl { U% 'U% } Wl 3 ;

Fiir die Kurzfassung bis zur Jordan-Form geniigt das. Langfassung:
Wie finden wir den Basiswechsel 7? Wir konstruieren eine Jordan—Basis!

Zweites Zahlenbeispiel zur Jordanisierung o
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Wir berechnen B2. Klausurtipp: Wir geben B? fiir Sie explizit an:

-2 -1 4 3 5 00 0O 0 O
-1 0 -6 —6 —5 00 -1 -1 —1
B=|-1 0 —4 —4 -3, B’=|0 0 -1 -1 -1
3 1 1 2 -1 00 1 1 1
-2 -1 3 2 4 00 0 0 0

Eine mdgliche Jordan-Basis entsteht durch folgende Hauptvektorketten:
vi = eg RN vy = Be, REN v] = Beq RN

2 _ B, 2 —
vy =¢€; = vi = Be;

erste Kette:
zweite Kette: s 0

Fiir den Startvektor v} € C® kénnen wir fast jeden Vektor wihlen. Wenn
Sie zufallig (stetig verteilt) einen Vektor rausgreifen, ist er hier mit Wkt
100% ein Hauptvektor 3. Stufe: Wir miissen nur Ker B? =~ C* ausweichen!
Wir erhalten dann v} € V, \ V;. Dies erginzen wir durch v3 € V, \ V.
Beide miissen unabhingig in V,/V; sein. Im Zweifel hilft Q1c.

/\ Machen Sie die Probe! Gilt T~* AT = J? Wenigstens AT = T'J?
Die Inversion von T'zu T—! priift die Basiseingeschalft, ist aber mithsam.

0110 15 17 1-1 4 3 5 0 40-21 31

1]0-20-2-2 -1 3-6-6-5 —1-60-10| = 31

— 10 04 4 4 -1 0-1-4-3 —1-41-10]| = 3

410-30-3-5 3 1 1 5-1 1 10 30 31
4 20 2-2 —2-1 3 2 7 0 30-20 3

© Die Probe setzt das Ergebnis in die Definition ein: Wir suchen eine
jordanisierende Basis, also priifen wir am Ende genau diese Eigenschaft!

Lohnt sich die Probe? Ja, immer wenn Thnen das Ergebnis wichtig ist.
Daher ist es unerldsslich das Ziel / die Definition genau zu kennen!

In einer Klausur ist die Zeit meist knapp, daher wird die abschlielende
Probe dort selten gemacht. Das ist ok, schlimm ist jedoch: Wer nur alte
Klausuren lernt, erkennt seine realen Moglichkeiten gar nicht. Zur Probe
liegt alles vor Thnen, die Rechnung ist leicht, aber langlich. Daher geben
wir nach Moglichkeit auch freundliche Hinweise, damit Sie zumindest
Teile Threr Rechnung priifen und die Plausibilitat testen konnen.
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Beispiele: Welche Jordan-Formen sind moglich?

Aufgabe: Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ mit charakteristischem
Polynom y , € R[X]}. Welche Jordan-Normalformen sind moglich?

(1) xa = (X = 1)(X —2)(X —3) sowie (2) x4 = (X — 1)(X —2)*(X —3),
B)xa=X—-2*(X=3% @) xa=X-2*X-3),(5) x4 =(X—-N*
Losung: (1) Die Matrix A ist diagonalisierbar (P2m). Durch die Wahl einer
Eigenbasis (v;,v,,v3) von R? zu A erhalten wir T € GL; R mit

1
A ~ T AT =

3
(2) Die Matrix A ist eventuell diagonalisierbar... oder sie ist es nicht:
1 1
oder A~
3 3

© Diese beiden Jordan—-Formen sind die einzigen Moglichkeiten (Q1B).

© Der einfachste Fall sind n paarweise verschiedene Eigenwerte.
Hier greift Satz P2m und garantiert uns die Diagonalisierbarkeit:

@ Leider ist nicht jede Matrix so einfach zu durchschauen, es konnen
mehrfache Eigenwerte auftreten. Dann steht die Diagonalisierbarkeit in
Frage (P3m): Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?

© Dank der Jordan-Normalform (Q1B) konnen wir alle méglichen Falle
einfach und iibersichtlich darstellen, egal ob diagonalisierbar oder nicht.
Das ist eine enorme Vereinfachung und sehr niitzliche Struktur.

© Im vorliegenden Beispiel (2) gibt es nur genau zwei Moglichkeiten:
Dank Satz Q1B ist jede Matrix A € R**4 mit charakteristischem Polynom
xa = (X —1)(X —2)?(X — 3) entweder dhnlich zur Diagonalmatrix links
oder dhnlich zur hier gezeigten Jordan-Matrix rechts.

Auch in den folgenden Beispielen gibt es jeweils nur endlich viele
Moglichkeiten, und wir kénnen diese leicht vollstandig aufzéhlen.

Beispiele: Welche Jordan-Formen sind méglich? o
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Beispiele: Welche Jordan-Formen sind moglich?

(3) Bei x4 = (X —2)%(X — 3)? sind vier Jordan-Formen méglich:

2 21 2 21

2 2 2 2
3 ’ 3 ’ 31|’ 31
3 3 3 3

A~

(4) Bei x4 = (X —2)3(X — 3) sind genau drei Jordan—Formen méglich:
(21 T 21 i
2 2 21
A~ ’ 2 0| 2

3 3 3

(5) Bei x4 = (X — \)* sind genau fiinf Jordan-Formen méglich:
A (A1 T [A1 T A1 i Al
A A Al A Al
A ’ A ’ A ’ Al Al
A A A A A

A~

A\ Die Reihenfolge der Eigenwerte A, ..., A, € K ist dabei beliebig;
in (R, <) konnen wir sie zum Beispiel der Grofie nach anordnen.
Im Allgemeinen jedoch gibt es hierzu keine sinnvolle Konvention.

Die Konstruktion aller méglichen Jordan—Matrizen ist denkbar einfach.
Dank Satz Q1B haben wir neben der Existenz auch die Eindeutigkeit!

Zu jedem Eigenwert A € K mit Vielfachheit » > 1 iiberlegen wir uns,
wie wir die gegebene Dimension r in Jordan-Blocke aufteilen konnen.
Das entspricht den Zahlpartitionen, wie anschlieffend in Q11 erklért.

Zu jedem Eigenwert sortieren wir die Jordan-Blocke nach ihrer Grofie,
und zwar absteigend wie im Young-Diagram. Diese tibliche Konvention
ist zwar etwas willkirlich, aber doch sehr niitzlich und ubersichtlich.

Ubung: Umordnung der Jordan-Blécke fiihrt zu einer dhnlichen Matrix.

© Da wir aus jeder Ahnlichkeitsklasse genau einen Reprisentanten
auswihlen wollen, verhelfen uns die hier erklarten Konventionen zur
(weitgehenden) Eindeutigkeit, wie in den Beispielen (3-5) zu sehen.
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Kombinatorik: Wie viele Jordan—Formen gibt es? Ausfiihrung

Aufgabe: Gegeben sei eine Matrix A € K™*" mit charakteristischem
Polynom x4 = (X — \)™. Wie viele Jordan-Formen gibt es hierzu?

Losung: Zur systematischen Aufzahlung zerlegen wir n € N als Summe
n =mn; + - +ng mit ny,...,n;, € N5;. Die Reihenfolge der Jordan-Blécke
ist beliebig, also konnen wir die Summanden absteigend ordnen:

Definition Q1L: (ungeordnete) Zahlpartition
Eine Partition der Zahl n € N als Summe von k € N (ungeordneten,

umsortierbaren) Summanden ist ein Tupel (n;,n,, ..., n;) € N¥ mit

und ny >ny > ..

=|[io P
ﬁP( )= Zk:Op(" k)

So zahlt P(n, k) die Young-Diagramme mit n Kastchen und £ Spalten.
Mit dieser hilfreichen Notation kénnen wir auch fir grofie n die Anzahl
der moglichen Jordan-Formen iibersichtlich darstellen und berechnen.

Ihre Menge bezeichnen wir mit P(n, k) und P(n
ihre Anzahl mit p(n, k) = §P(n, k) und p(n) =

Partitionen spielen in Kombinatorik und Informatik eine wichtige Rolle.
Auch in der Linearen Algebra treten sie ganz natiirlich auf, wie hier bei
der Aufzahlung von Jordan-Normalformen. Zur Betonung sagen wir

Zahlpartition in Q11 zur Unterscheidung von Mengenpartition in H2m.

Beispiele: Fiir n = 2, 3,4, 5 erhalten wir die folgenden Zahlpartitionen:

n=2=1+1

n=3 =24+1=1+1+4+1

n=4=34+1=24+2=24+14+1=14+1+1+1

n=>5 44+1=34+2=3+14+1=2+2+1
=2414141 =14+14+14+14+1

Im letzten Beispiel finden wir also P(5,0) = 0, P(5,1) = {(5)},
P(5,2) ={(4,1),3,2)}, P(5,3) ={(3,1,1)),(2,2,1)},

P(5,4) ={(2,1,1,1)}, P(5,5) ={(1,1,1,1,1)}.

Wir suchen nun eine moglichst effiziente Methode, um die Anzahlen
p(n, k) und auch die Mengen P(n, k) systematisch zu konstruieren.
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Fir die ersten Partitionszahlen erhalten wir somit folgende Werte:

n| p(n)|pnk) k=1 2 3 4 5 6
0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0 0
2 2 0 1 1 0 0 0 0
3 3 0 1 1 1 0 0 0
4 ! 0 1 2 1 1 0 0
) 7 0 1 2 2 1 1 0
6 11 0 1 3 3 2 1 1
Hierbei gilt P(n) = | |}_, P(n, k), also p(n) = §P(n) = > 7_,p(n, k).

Fir k = n gilt P(n n) =
Fir k > n gilt P(n, k) =

{(1,1,...,1)}, und somit p(n,n) = 1.
0, und somit p(n, k) = 0.

Bemerkung: Fiir alle k mit n/2 < k < n gilt zudem p(n, k) = p(n — k):
Wenn wir zunéchst jeden Summanden mit 1 belegen, so bleibt noch
n — k < k zu verteilen. Hierfur gibt es genau p(n — k) Moglichkeiten.

Wie berechnen wir die Partitionszahlen p(n, k) und p(n) geschickt?
Eine Moglichkeit ist die explizite Konstruktion von P(n, k). Effizienter:

Satz Q1m: Rekursionsformel fur Partitionszahlen
(0) Fiir k£ = 0 gilt p(0,0) = 1 sowie p(n,0) = 0 fiir allen € N, ;.
(1) Furalle 1 < k < ngilt p(n, k) =p(n— 1,k —1) + p(n — k, k)

Aufgabe: Beweisen Sie die Rekursionsformeln des Satzes.
Losung: (0) Nach Definition Q1t gilt P(0,0) = {()} und P(n,0) = {}.
(1) Wir zerlegen P(n, k) = P,(n, k) U P,(n, k) in disjunkte Teilmengen
® P (n,k):={(ny,...,n;) € P(n,k)|n, =1} =2P(n—1,k—1),
vermoge der Bijektion (nq,...,n;_1,1) & (nq,...,nx_;), und
® Py(n,k):={(ny,...,n,) € P(n,k)|n;, >2} = P(n—kk),
vermoge der Bijektion (nq,...,n;) & (n; — 1,...,n, — 1).
Ubung: Fiillen Sie damit die Tabelle fiir 0 < k < n < 10 aus! Zur Probe:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(n) 1 1 2 3 ) 7T 11 15 22 30 42
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Aufgabe: Bestimmen Sie das ChaPo und das MiPo der Matrizen

2 2 1 2 1
2 2 2 1
7B: 2 ,C: 2

Losung: Das char. Polynom ist x4, = x5 = x¢ = (X — 2)3(X — 3)2.
Das Minimalpolynom codiert die maximale Grofie der Jordan-Blocke:
pa=(X-2)"(X-3),
pp = (X —2)*(X —3)?,
e = (X —2)%(X —3)".
Aufgabe: Setzen Sie A, B,Cin (X — 2)*(X — 3)¢ ein und bestimmen Sie
die minimalen Exponenten & und ¢, fiir die die Matrix annulliert wird.

Aufgabe: Formulieren Sie hierzu eine allgemeine, einfache Merkregel:
Wie extrahieren Sie das Minimalpolynom aus der Jordan-Form?

Satz Q1N: charakteristisches Polynom und Minimalpolynom
Sei f: V — Vlinear tiber dem Korper K und dimg (V) =n € N.

(1) Angenommen, X ; zerféllt in Linearfaktoren tiber K. Dann gilt

pp= (X —=A)% (X = Xp)®% mitl <s; <, fiir alle i.

(2) Der Exponent s; ist die maximale Grofie aller Jordan-Blocke zu ;.
Der Exponent r; ist die Summe der Gréflen aller Jordan—Blocke zu ;.

(3) Genau dann ist der Endomorphismus f iiber K diagonalisierbar,
wenn sein Minimalpolynom p; € K[X] tiber K einfach zerfillt.

V.

Beweis: Diese Zusammenfassung ist eine unmittelbare Anwendung der
zuvor erarbeiteten Satze (1) P3y und (2) N3F und (3) P3m.

Ubung: Fithren Sie zur Wiederholung die Aussage (2) sorgfiltig aus:
Warum hat das Minimalpolynom genau diese schone einfache Form?

Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom @'l Jordan—Formen zu gegebenem Minimalpolynom o
Aufgabe: Welche ]ordan—Forme‘:n‘ sind moglich mit charakteristischem (3) Im Falle 41, = (X — \)? gibt es genau zwei Moglichkeiten:
Polynom x4 = (X — A\)® und Minimalpolynom p, = (X — \)$?
Losung: (1) Im Falle 4, = (X — \)' ist A diagonalisierbar: A }\ 1 A i 1
A A~ A oder A~ A
A E A Al ED
A ~ TAT = A Oad A 0
Young-Diagramm )\
OO0 A (4) Im Falle 4 = (X — A\)* bzw. 4 = (X — )\)® bleibt nur
In diesem Fall ist A selbst diagonal, denn A = T(A\I)T~! = AL Al Al =
(2) Im Falle p 4 = (X — X\)? gibt es genau zwei Moglichkeiten: H Al Al 0
A A (] A A ]
A~ A oder A~ Al
] A A ] © Das Minimalpolynom biindelt niitzliche Informationen zur Grofle
[ I [ A Al OO0 der Jordan-Blocke und damit insbesondere zur Diagonalisierbarkeit.




Jordan—Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent o Jordan—Zerlegung J = D + N in diagonal plus nilpotent e
Bemerkung Q1o: Potenzen der Jordan-Form J =D + N A1 1" AT AL (A2 (A ()
Die Jordan-Form T-'AT = J = D + N ist Summe der Diagonalmatrix D Al A" P S (D e (P
und der nilpotenten Matrix N, und beide kommutieren, also DN = ND. Al = A" nA" (Z)/\"f
Angenommen N°® = (. Dank binomischem Lehrsatz H2x gilt dann: A i\ A n);\n
s—1 i i i
— k n n—1 n\ \n—2
= 1 A" nA ()
' Al = A panl
Aus A =TJT ! folgt dann A™ = TJ"T~! fiir jeden Exponenten n € N. A A"
Dies ergibt eine geschlossene Formel fiir jeden Koeffizienten von A™. @ un
Beweis: Jeder Jordan—-Block operiert auf seinem zyklischen Unterraum. A 1 1" TA? pA L (g) An—2
Dank der Zerlegung als direkte Summe kommutieren sie untereinander. A1 AP nA"—1
In jedem einzelnen Jordan-Block D + N gilt D = AI, also DN = ND. = A"
Induktion iiber n: Fiir n = 0 gilt A° = Tund TJ°T" ! =TIT ! = L po 1 ut npnt
Fiirn > 1gilt A" = A- A" = TJT-!. TJo 7! = T T2, I p I pur
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Bemerkung Q1p: Speziallfall A = AT + N

Angenommen, fir A € K™" gilt p4 = (X — \)". Dann folgt A = A\I + N
mit N* = 0 fir ein s € {1, ..., r}. Dank binomischem Lehrsatz H2k gilt:

s—1
A= (AI+N" =) (") Ak Nk

k=0 k

Dies ergibt eine geschlossene Formel fiir jeden Koeffizienten von A™.

Beweis: Aus der Jordan-Form T~'AT = J = M\ + M mit M* = 0 folgt
A=TJT ' =X+ Nmit N =TMT™!, also ebenso N* = 0.

1 2 =5

A= |14 10 —18

1 9 -—-17

Aufgabe: Fir die obige Matrix A € R3*3 gilt u, = (X — )\)3. Bestimmen

Sie eine geschlossene Formel fiir jeden Koeffizienten von A™ = (a%")).

Standardverfahren: Bestimme die Jordan-Form T-'AT = J = D + N.
Riicktransformation ergibt A» = TJ"T~* = T[} i} (R) D" *N* T1.

© Allgemein und gelingt immer: Wir berechnen J sowie Tund 7.
@ Die Berechnung ist aufwiandig. Geht es vielleicht auch kiirzer?

1 2 =5
14 10 —-18

1 9 17

A=

Im Spezialfall haben wir den kurzen Weg: A = AI + N mit N nilpotent.
Aus tr(A) = —6 lesen wir A = —2 (P3F). Somit ist N = A + 21 nilpotent:

3 2 =5 —-18 —15 24
N=|14 12 -18 = N2?2=|12 10 -16 = N3=0
11 9 15 —6 -5 8

© Damit ist auch die Annahme p, = (X — )3 nachtriglich bewiesen.
© Wir erhalten so A™ = A"N? + A" !N + (2)A"2N? fiir alle n € N.
Das ist eine einfache geschlossene Formel fir die Koeffizienten von A™.
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Eine reelle Matrix A € R™*™ < C"*" kénnen wir reell jordanisieren nur
falls x4, € R[X]L < C[X]! iiber R zerfillt. Hingegen kénnen wir A immer
komplex jordanisieren und dann das komplexe Ergebnis ,reellifizieren:

Satz Q1aq: die reelle Jordan-Form

Jede reelle Matrix A € R™*" konnen wir iiber R erweitert jordanisieren,

(1) fir jeden reellen Eigenwert A € R mit obigen Jordan-Blocken J (¢, \),

(2) fur echt komplexe Eigenwerte a +ib € C ~\ R mit a,b € Rund b # 0
durch erweiterte Jordan-Blocke von folgender Form:

fa —b 1 0 T
b a O 1
a —b
J(¢,a,b) = b a L o] eRH
0 1
a —b
b a

Beweis: (2) Wir haben conj : H()\) = H()), denn fiir alle v € C™ gilt:
(A—=XNFo=0

conj

(A-Nrv=0 <=

Fir H(\) = Hau(A, \) wihlen wir eine Basis aus Hauptvektorketten:

0224y, A2y, A2 A2y, cHO) <
042y A2 g A2 Ay, cHO) <
Beziiglich (vy, ..., vy, 77, ..., 7,) wird die Matrix A dargestellt durch:
A1 0 0 1
0 X -~ 0
0 0 ~ 1
0.0 0 A 20x2¢
x100|SC
0 A - 0
0 0 -~ 1
000 X
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Basiswechsel: Hieraus linearkombinieren wir die reellen Basisvektoren
up =tefvy] =3[ +7] € R <C"
uj, = imfv,] = 5 [v, — 7] € R" <C"

Die Riicktransformation ist v, = u;, + iuj, und v, = u;, — iu;.
Bezuiglich (uf, uq, ..., uy, u,) wird die Matrix A dargestellt durch:

fa —b 1 0 1
b a 0 1
a —b
J(l,a,b) = b a | o] ERPH
0 1
a —b
b

Ubung: (1) Rechnen Sie diese Matrixdarstellung nach!
(2) Ist conj linear iber R? Ja! Was genau passiert iber C?

Beweis: (1) Wir rechnen es geduldig nach. Fir k£ > 2 gilt:
Au, = L [Av, + AT

- % [)\'Uk + ,Uk71 + X% + /U/.”,f]]

= re((a +1b) (uy, + iup)] +

= auy, —buj, +u,

Auy = 5 [Avy — Ag]

= 5 Do oy — Xm0

2 iml(a + ib) (uy +iuf)] + ),

buy, + auy + .,

Das ergibt die im Satz behauptete Darstellungsmatrix.

(2) Die Konjugation conj : C 24 C: z = z + iy > z = z — iy ist R-linear,
aber C—semilinear. Demnach ist der Isomorphismus conj : H(A) = H(\)
ebenfalls R-linear, aber nur C-semilinear. Das geniigt uns hier bereits,

denn conj bildet C-Jordan-Basen auf C-Jordan—Basen ab.
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Aufgabe: Welche Matrizen A € R?*2 sind nicht reell diagonalisierbar?
Losung: (1) Wenn x4, € R[X]3 tiber R zerfillt, so gibt es genau drei Fille:

e e aeft e

Hier seien A < p in R. Dank Jordan Q1B ist jede R-zerfallende Matrix
A € R?*2 ghnlich zu genau einer dieser Modellmatrizen.

(2) Wenn x4 € R[X]} nicht tiber R zerfllt, so bleibt dank Satz Q1@ nur
a —b cost

Ar {b a] _r[sint

mit b # 0, alsor € R,y und ¢t € |—,0[ U |0, 7[. Das sind genau die reellen
Drehstreckungen ohne reelle Eigenwerte, die wir aus Beispiel P2p kennen.

Nun haben wir die vollstindige Klassifikation: Jede nicht R-zerfallende
Matrix A € R?*? ist dhnlich zu genau einer dieser Modellmatrizen.

—sint
cost|

© Die Jordan-Form verschafft uns einen bequemen Uberblick!

Aufgabe: Welche Matrizen A € R3*3 sind nicht reell diagonalisierbar?
Losung: (1) Wenn x4 € R[X]3 tiber R zerfllt, so gibt es genau sechs Fille:

) 1 B 1 ‘A 1 07

0 ©, A O, A @),
L V] I ] I ]
B 1 A 1 07 A 1 07

A O, A ®, A 1| ®.
i N I N I N

Hierbei seien \, i, v € R drei verschiedene reelle Zahlen.
(2) Wenn x4 € R[X]} nicht tiber R zerfllt, so bleibt dank Satz Q1¢ nur

A A
a —b| =
b a

Wie zuvor seien a,b € Rmit b # 0, alsor € R_, und t € |—m,0[ U0, [.

A~ rcost

rsint

—rsin t:| ®.

rcost
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Diese sympathisch einfachen Beispiele sind uns bereits bestens vertraut.
Nun haben wir zusatzlich die vollstandige Klassifikation dank Satz Q1q:
Jede Matrix A € R3*3 ist dhnlich zu genau einer dieser Modellmatrizen.

Bereits im vorigen Kapitel haben wir Jordan—Matrizen P20 und reelle
Drehstreckungen P2p als typische Gegenbeispiele kennengelernt.
Nun sehen wir erfreut: Noch komplizierter kann es nicht werden!

Da uns reelle Matrizen A € R?*? und A € R3*® in zahlreichen
Anwendungen begegnen, kénnen wir diesen Uberblick gut nutzen.

Wir erinnern uns: Jedes reelle Polynom P € R[X]! ungeraden Grades n
hat mindestens eine reelle Nullstelle A € R. Das sehen wir hier fir n = 3.

Ubung: Sie verfiigen nun iiber alle Werkzeuge. Wenn Sie méchten,
konnen Sie die obige Klassifikation fiir Matrizen A € R*** fortfiihren.
Hier entstehen zum ersten Mal die erweiterten Jordan-Blocke.

Damit schlieft sich der Kreis der Fragen, mit denen wir dieses Kapitel
eroffnet haben. Besonders elegant ist die Antwort tiber C und tiber R.

Welche quadratischen Matrizen A € K™*" sind diagonalisierbar?
1. Hindernis: Zerféllt das charakteristische Polynom x 4 in K[X]?
2. Hindernis: Erreicht die geometrische Vielfachheit die algebraische?

© Im Idealfall wollen wir unsere Matrix A iber K diagonalisieren.
Wir wissen genau, wann dies gelingt, dank praktischer Kriterien.
Wir wissen zudem, wie uns dies gelingt, dank praktischer Algorithmen.

© Notfalls miissen wir uns manchmal begniigen zu trigonalisieren.
In diesem Falle ist es am besten und tibersichtlichsten zu jordanisieren.
Wir wissen genau, wann dies gelingt, dank Zerfallung von x 4 in K[X].
Wir wissen zudem, wie uns dies gelingt, dank Hauptraum-Sudoku.

© Die Jordan-Form verschafft uns einen bequemen Uberblick!
Die starke Theorie hilft oft, schon vor der Rechnung.




Q201

Kern und Defekt einer Komposition Ausfishrung

Q202

Kern und Defekt einer Komposition Ausfiihrung

Lemma Q2A: Defekt-Ungleichung
(0) Sei K ein Korper. Fur f € Hom g (V, W) gilt dank M2x:

dim g (V) = dimg Ker(f) + dim g Im(f)

(1) Bei Komposition mit g € Hom g (U, V) gilt:
dimy Ker(f o g) = dimy Ker(g) + dim g (Im g N Ker f)

(2) Daraus erhalten wir die Abschatzungen:

dimy Ker(g) < dimg Ker(fog) < dimg Ker(g) + dim, Ker(f)

(3) Fiir jeden Endomorphismus f € End (V) und n € N folgt:

dimy Ker(f) < dimyg Ker(f™) < ndimj Ker(f)

Aufgabe: Wie impliziert (1) sofort (2) und (3)? Beweisen Sie (1).

Beweis: (1) Wir komponieren g: U — Vund f: V — W:

v—2-v—_ . w

U F Lo w; (i€ A)
u; ! v; ! 0 (ieB)
u; b 0 0 ((ie0)

Wir kénnen g und f als surjektiv annehmen. Notfalls schranken wir g ein
zur Surjektion ¢’ : U — V' auf das Bild V' = Im(g), ebenso schrianken wir
f ein zur Surjektion f' : V' — W’ auf das Bild W’ = Im(f o g).

Wir nutzen mehrfach den Basissatz M2k und Zusammenfiigen M1x:
Wir wihlen eine Basis (w;);c 4 von W. Hierzu wahlen wir Urbilder (v;),c 4
in Vmit f(v;) = w,. Wir ergdnzen durch eine Basis (v;);c g von Ker(f) zu
einer Basis (v;);c 4,5 von V. Hierzu wahlen wir Urbilder (u;);c 4,5 in U
mit g(u;) = v;. Wir erganzen durch eine Basis (u;);c von Ker(g) zu einer
Basis (4;);c apuc Von U. Somit ist (u;),c g, eine Basis von Ker(f o g).
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Exakte Alternative: Wir nutzen M2u und folgende kurze exakte Sequenz:

inc g f
0 — Ker(g) —— Ker(foyg) e Im(g) N Ker(f) @ O

Zunichst ist die Sequenz wie angegeben tatsachlich wohldefiniert:
Fir u € Ker(g) gilt f(g(uw)) = f(0) = 0, somit Ker(g) < Ker(f o g).
Fir u € Ker(f o g) gilt g(u) € Im(g) N Ker(f), denn f(g(u)) = 0.

Zur Erinnerung, Exaktheit bedeutet ,Bild gleich Kern® an jeder Stelle:
Das Bild von links ist gleich dem Kern nach rechts. (Definition L3H)
Exaktheit links ist klar, denn Inklusion Ker(g) < Ker(f o g) ist injektiv.

Die Exaktheit rechts entspricht der Surjektivitat der Abbildung ¢'.
Jedes Element v € Im(g) N Ker(f) hat die Form v = g(u) mit f(v) = 0.
Somit existiert u € Ker(f o g) mit v = ¢’ (u). Das heif3t, ¢’ ist surjektiv.

Die Exaktheit in der Mitte schlief}lich bedeutet Ker(g") = Ker(g):
Dies gilt, denn Ker(g) < Ker(f o g), und ¢’ ist die Einschrankung
von g auf den Startraum Ker(f o g) und den Zielraum Im(g) N Ker(f).

Beweis: (2) Wir haben Ker(g) < Ker(f o g) und Im(g) N Ker(f) < Ker(f).
Die Dimensionen erfiillen die entsprechenden Ungleichungen dank M3o.
Ungleichung (3) folgt aus (2) mit g = f*! und Induktion iiber n.

Aufgabe: Wie folgt (3) aus dem Hauptraum-Sudoku? (Satz Q1F)

Losung: Wir nutzen das Young—-Diagramm des Hauptraums Hau(f,0).
Das Fundament der Breite z; = dim Ker(f) erlaubt weitere Schichten
der Breite z; > z, > ... > z,,, somit dimj Ker(f") = z; + - + 2z, < nz;.

Aufgabe: Treten in (2) alle numerisch moglichen Falle tatsachlich auf?

Losung: Seien k, ¢, m € N beliebige Dimensionen mit k < m < k + .
Fir n := k+ ¢ —m gilt dann 0 < n < {. Wir betrachten die Matrizen

F = [lnxn Onxf]’ G = |:1ZX£ 0

0£><k:|
, FG=[1
Onxf [

Onxk nxm] '

nxn

Das zeigt: Die Ungleichung (2) lasst sich nicht weiter verbessern.
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SeiKN = {f:N— K:n+ f(n)} der Folgenraum iiber dem Kérper K.
Wir betrachten den Differenzenoperator (aka die diskrete Ableitung):

(Af)(n) = f(n+1) = f(n).

(@ Ist die Abbildung A linear tiber K? Ja, klar! (Sonst Ubung!)

A:KNSKY: fis Af mit

Aufgabe: Bestimmen Sie die Hauptraume V, = Ker A" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V, und von V = |,y V,. < KN.

© Hier haben wir eine aufsteigende Kette von Untervektorraumen
Vo <V, <V, < ... inKY, daher ist ihre Vereinigung V = |,y V..
ebenfalls ein Untervektorraum von K. (Warum? Ubung! Satz 12))
Losung: (0) Speziell fiir 7 = 0 haben wir A° = id, also V, = {0}.

(1) Die Gleichung Af = 0 bedeutet f(n + 1) — f(n) = 0 fir allen € N.
Somit gilt V; = Ker A = (1)} mit der konstanten Funktion 1 = const},.

(2) Aus dimy Ker A = 1 folgt dimg Ker A™ < r fiir alle r € N. (Q1r/Q24A)

(3) Sei k € N. Wir erinnern uns an die Binomialkoeffizienten

n\ nmn—1)-(n—k+1) nk
k>_ KE

fk‘N—”K‘fk(")=< k! Rk

()jn=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k=0 1 1 1 1 1 111
1 0o 1 2 3 4 10

20 0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

3 0 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120
40 0 O 0O 1 5 15 35 70 126 210

Fir die diskrete Ableitung finden wir erneut Pascals Rekursionsformel:

Def bt (M1 T\ mo29 n Def
At 2 e+ - = ("0 = () 2 (,0) £ S
(4) Wir erhalten so die (unendlich lange) Hauptfolgenkette

02 :fo<A :f1<A :f2<A :f3<A
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(5) Die Vektoren jeder Hauptvektorkette sind linear unabhangig (Q1c).
Hier ist die Unabhangigkeit offensichtlich, da die Folgen gestuft sind.
Somit erhalten wir die ersehnten Basen aus Hauptfolgenketten:

V. =Ker A" = (f, |k < r)k
V=UmenV, = {fi |k €N)g
Wir fassen unser Ergebnis zitierfahig in folgendem Satz zusammen:

Satz Q2B: Pascals Dreieck als Hauptfolgenkette
Wir betrachten den Differenzenoperator (aka die diskrete Ableitung)

(Af)(n) == f(n+1) = f(n).

Zum Eigenwert 0 sind die Hauptraume der Stufe r = 1,2, 3, ... dann

A:KYSKY: fis Af mit

Ker(A") = (fy[k<r)y mit fy(n)=(;) und

0<A:fO'A{fl'A=fz<A=f3<A :f4:<A ...

© Wir sehen an diesem Zahlenbeispiel sehr schon, warum der
Differenzenoperator auch als ,diskrete Ableitung” gesehen wird:
Die Folge f = AFmit f(n) = F(n+ 1) — F(n) gibt in jedem Punkt
die ,,Steigung” von F an, also die Differenz zum nachsten Wert.

© Umgekehrt entsteht F'aus f durch ,diskrete Integration®:

Wir geben die Folge f: N — K sowie den Startwert F(0) = 0 vor
und erhalten alle weiteren Werte F'(n) fir n = 1,2, 3, ... rekursiv
durch Aufsummieren gemafl F'(n + 1) = F(n) + f(n) fir allen € N.

Genau dies ist die Definition der Summe F(n) = > 7=} f(k).

© Pascals Dreieck haben wir der vorliegenden Situation angepasst:
In jeder Zeile halten wir k € N fest und lassen n € N laufen.
(Ublicherweise ist n € N die Zeile und k € {0, ..., n} luft.)

Beispiel: Die diskrete Ableitung macht im Young-Diagramm aus dim V},
zunichst die Breite dim W), = dim V}, — dim V},_; der Schichten und daraus
schlieBlich die Anzahl der Startvektoren, dim U, = dim W), — dim W, ;.
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Anwendung: lineare Rekursionsgleichungen

s: KNS KN: fissf mit

(sf)(n) = f(n +1).

f=(f0),f(1), f(2),..) = sf = (f(1), F(2), f(3), -.)-

(@ Ist der Verschiebeoperator s linear iiber K? Ja, klar! (Sonst Ubung!)

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V, = Ker(s — \)" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V, und von V = | .y V,. < KV,

Lésung: (1) Wir wissen Eig(s, A) = { fo )k mit fy : N = K : n = A" (P247)
(2) Aus dimy Ker(s — A) = 1 folgt dimy Ker(s — A\)" < r dank Q1r/Q2A.
(3) Wir inspirieren uns an der vorigen Aufgabe und Q10 und betrachten
fi N=>K:nH (Z))\”_k, somit 0 fir n < kund 1 fir n = k.
Dank Pascals Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten finden wir:
(s =N fp(n) = (FHAE — (AR = (M)A = (n)
(4) Wir erhalten also auch hier die (unendlich lange) Hauptfolgenkette

022y fo 22y f B2y f, (SR SR

© Unser systematisches Vorgehen ist sowohl effizient als auch elegant:
Wir bestimmen zunichst ganz explizit den Eigenraum V; = Eig(s, A).
Daraus folgt die Abschatzung dimy Ker(s — A)" < r fiir alle r € N.

Die Vektoren jeder Hauptvektorkette sind linear unabhéngig (Q1c).
Durch explizite Konstruktion finden wir eine Hauptvektorkette,
somit eine Basis von V,,, und daraus folgt dimy Ker(s — \)" = r.

© Ich zelebriere diese Anwendung hier betont ausfiihrlich, da es sich um
allgemein wichtige Operatoren handelt, und all unsere Werkzeuge der
Linearen Algebra hier zur Bliite kommen und reiche Friichte tragen.
Die Formel (3) fallt nicht vom Himmel, siehe Bemerkung Q1o.

Ubung: Was passiert im interessanten Spezialfall A = 1? und A = 0?

© Wir fassen unser Ergebnis zitierfahig in folgendem Satz zusammen
zum Verschiebeoperator und den Lésungen von Rekursionsgleichungen.
Anschlieflend werden wir dasselbe erfolgreiche Rezept genauso
anwenden auf den Ableitungsoperator und Differentialgleichungen.
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Satz Q2c: lineare Rekursion und ihre Hauptfolgen — Eigenfolgen P2s

Auf dem Folgenraum K betrachten wir den Verschiebeoperator

(sf)(n) = f(n +1).

(1) Zum Eigenwert \ € K sind die Hauptraume der Stufe » € N dann

s: KNS KN: fissf mit

Ker(s —A)" = (fy |k <r)k mit f,(n)=()A"* und
022 22y sy s o s e A

(2) Anwendung auf Rekursion: Gegeben sei ein zerfallendes Polynom
P=X"+p, X" 14+ 4 p, X0 = (X =A™ (X — X,)"5.
Dann hat L = Ker P(s) < KN eine Basis aus Hauptvektorketten:

N3G

L = Ker(s — X)) & - @ Ker(s — \p)"*

Damit kénnen wir jede lineare Rekursionsgleichung P(s)f = 0 losen.

Satz Q2c: lineare Rekursion und ihre Hauptfolgen — Eigenfolgen P2s

(3) Die Auswertung in 0,1, 2, ..., n — 1 stiftet den K-Isomorphismus
pr: L K" : f (f(0), f(1), f(2),....f(n—1)).

Damit konnen wir jede lineare Rekursion mit Anfangswerten 16sen,
also die eindeutige Losung explizit als geschlossene Formel darstellen,
nun fiir alle Polynome P € K[X]}, auch mit mehrfachen Eigenwerten!

V.

© Dasselbe gilt entsprechend fiir die diskrete Ableitung A = s — id:
Nur die Eigenwerte verschieben sich gemafl A — XA =s— (14 \).

Beweis: (1) Die Hauptrdume kennen wir aus der vorigen Aufgabe.

(2) Diese direkte Summe verdanken wir der Kernzerlegung N3aG.
Die Dimensionen r; und unsere Hauptvektorkette verdanken wir (1).

(3) Zu je n beliebig vorgegebenen Startwerten f(0),..., f(n —1) € K
existiert genau eine P-rekursive Fortsetzung f: N — K, siehe Satz P2s.
Dank (2) schreiben wir f als Linearkombination von Hauptfolgen.
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Aufgabe: (1) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir alle Folgen

n > 3.

v:N—-C mit wu,=6u, ;—12u, ,+8u, 5 fir

(2) Losen Sie dies speziell fir die Anfangswerte u = (1, 2,3, ...).
Losung: (1) Im Folgenraum CY iiber C betrachten wir den Unterraum
L={u:N—>C|VneN:u, 3 —6u,,,+12u,,; —8u, =0},

also L = Ker P(s) mit P = X3 —6X? + 12X — 8 = (X — 2)3.
Satz Q2c beschert uns die explizite Lésung L = Ker(s — 2)*:
Jede P-rekursive Folge u : N — C ist eine Linearkombination

u, =a2”+bn2" 4 ¢(})2"?

mit eindeutigen Koeffizienten «a, b, ¢ € C. Dimension 3 ist anschaulich:
Als Freiheitsgrade haben wir die beliebigen Startwerte u, u;,u, € C,
ab da greift die Rekursion und legt die Folge u : N — C eindeutig fest.

(2) Wir erhalten speziell w = (1,2,3,...) mita=1,b=0,c = —1, also
u, =2"3(8 +n—n?).

Zunichst handelt die Frage von Zahlenfolgen und linearer Rekursion.
Auf den ersten Blick scheint das noch ohne Bezug zur Linearen Algebra,
Polynomen oder gar Matrizen und Eigenvektoren. Es zeigt sich jedoch,
dass diese universellen Werkzeuge auch hier wunderbar effizient wirken!

Das ist ein allgemeines Phanomen: Die Problemstellung deutet meist
nicht die moglichen oder ndtigen (mathematischen) Werkzeuge an.
Zur Problemlésung benétigen Sie daher Erfahrung und Kreativitat.
Man erblickt nur, was man schon weif3 und versteht. (JW. v. Goethe)

© Die lineare Rekursion erinnert uns an Fibonaccis berithmte Folge
f=1(0,1,...) mit f,, ., = f,.1 + f, fir alle n. Dies konnten wir allein
mit Eigenfolgen 16sen und erhielten die schone Binet-Formel (P249).

© Hier nun geniigen Eigenfunktionen alleine nicht mehr, wir benétigen
auch Hauptfunktionen. Diese losen tatsachlich jede lineare Rekursion!

© Die geschlossene Formel bietet Vorteile. Wir sehen zum Beispiel das
Wachstumsverhalten u,, ~ —2"73n?, und dass u,, negativ ist fiir n > 4.
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Zweites Anwendungsbeispiel zur linearen Rekursion

Aufgabe: (1) Finden Sie eine geschlossene Formel fiir alle Folgen

vw:N—->C mit w,=u, ;+u, ,—u,s; fir n>3.

(2) Fir welche Startwerte u = (ug, uq, u,, ...) bleibt die Folge beschrankt?
Losung: (1) Im Folgenraum CY iiber C betrachten wir den Unterraum
L={u:N—-C|VneN:u, g—u, o—u,+u,=0}

alsoL=KerP(s)mit P=X? - X2 - X+1=(X—-1)2%X+1).
Satz Q2c beschert uns die Losung L = Ker(s — 1)2 @ Ker(s + 1):
Jede P-rekursive Folge u : N — C ist eine Linearkombination
u, =a+bn+c(—1)"
der Hauptfunktionen 1 und n und (—1)" mit Koeflizienten a, b, c € C.
Ausrechnen: b = (uy —uy)/2, a = (ug +u; —b)/2, c = (ug —uqy +b)/2.

(2) Die Folge w ist beschrankt gdw b = 0. Hingegen sind a, ¢ € C beliebig.
Beschrankte Losungen sind die 2—-periodischen: u = (ug, uq, ug, uq, -..).

© Die Lineare Algebra bietet IThnen einen bewahrten Werkzeugkasten
mit méachtigen Hilfsmittel zur Losung abstrakter und konkreter Fragen.
Ich betone das allgemeine Phanomen: Die Problemstellung deutet meist
nicht die moglichen oder nétigen (mathematischen!) Werkzeuge an.

Aufgabe: Die einfache Antwort suggeriert einen einfachen Losungsweg.
Handgefertigt optimierte Losung im Riickblick durch reverse engineering:
Konnen Sie die Rekursion direkt 1osen, allein durch scharfes Hinsehen?
Ich betone es hier als lehrreichen Kontrast zum allgemeinen Werkzeug.

Losung: (1) Wir schreiben unsere Rekursion geschickt etwas anders:

Up = Uy = Uy — Uy 3 = d

Daraus sehen wir u,,, = ug + nd und u,, . ; = u; + nd. Somit wechselt u
zwischen zwei affin-linearen Funktionen gleicher Steigung d := u, — .

(2) Beschréankt bedeutet d = 0, also u, = u,. Diese spezielle Rekursion
konnen wir also auch wunderbar durch eigenes Nachdenken 16sen.
Allgemeine Technik vs handgefertigte Losung: Beides erganzt sich.
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Was sind lineare Differentialgleichungen?

In vielen einfachen Anwendungen sind zunédchst Zahlen gesucht...
Beispiel: Gesucht ist z € K = R, C mit der Eigenschaft z? + 1 = 0.
Fir z € R gibt es keine Losung; fiir z € C gibt es genau zwei, z = +i.
In vielen fortgeschrittenen Anwendungen sind Funktionen gesucht...

Beispiel: Gesucht ist v : R — K = R, C mit der Eigenschaft «” + u = 0.
Uber C koénnen wir Losungen erraten, besser systematisch berechnen:

uy(t) = et und  wu,(t) = et

Auch jede Linearkombination u = ¢;u; + cyu, erfiillt die Gleichung.
Gibt es weitere Losungen? Nein! Wir haben also den C-Ldsungsraum:

Le={u:R=>Clu +u=0} = (u;,uy)k
Oft sind reelle Losungen gefragt. Wir finden den R-Lésungsraum:
!

Lg ={u:R—=R|u" +u=0} = (cos,sin)k

Machen Sie die Probe! Satz Q2F garantiert die Eindeutigkeit.

[P] ,Einfache Beispiele von Differentialgleichungen begegnen uns
schon in der Schule, zum Beispiel bei harmonischer Schwingung (Federn,
elektrischer Schwingkreis, etc.). Damals mussten wir die Losungen noch
erraten oder sie fielen vom Himmel. Na gut, auch damit kann man gut
weiterrechnen.” — Genau dies wollen wir nun systematisieren, damit Sie
selbstdndig arbeiten konnen und lineare Differentialgleichngen lsen.

Ich stelle daher bewusst ein sehr einfaches Beispiel voran. Sie wollen nun
einen allgemeinen Rahmen abstecken — lineare Differentialgleichungen! -
und darin eine allgemeine Losungsmethode erlernen — Eigenfunktionen!
Die Theorie ist bemerkenswert parallel zur diskreten Ableitung und dem
Verschiebungsoperator. Solche Analogien sind uns immer willkommen.

© Wir sind bestens vorbereitet und erahnen bereits: Meist gibt es nicht
gentigend Eigenfunktionen, daher erweitern wir sofort unseren Blick und
behandeln zugleich Hauptfunktionen. So erreichen wir ein erfreuliches
kleines Wunder: Wir kdnnen so jede lineare Differentialgleichung l6sen.
Dazu prazisieren wir die allgemeine Fragestellung und ihre Losung.
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Was sind lineare Differentialgleichungen?

Definition Q2b: lineare Differentialgleichung tiber K =R, C

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:

u™(t) + an_y () u® V() + -+ ay (8) w' () + ag(t) u(t) = b(t)

Gegeben ist das Definitionsintervall I C R, darauf die Koeffizienten
ag, -, a,_ 1 : I = Kund die rechte Seite b : I — K; alle seien stetig.
Gesucht sind alle Lésungen u € 6" (1, K), die obige Gleichung erfiillen.

Beim Anfangswertproblem sind zudem die Anfangswerte zu einer
Zeit t, € I vorgegeben durch (u(ty), v’ (ty), ..., u™ V(ty)) = v € K"

Sind a,,_4, ..., ay, ay konstant, so bilndeln wir sie zum charakteristischen
Polynom P = X" +a, X" ' +--+a, X + a, € K[X];,. Damit pragnant:

Fiir b = 0 erhalten wir die homogene DGleichung P(0) u(t) = 0.

Gleichung traditionelle Bezeichnung Struktur
P()u(t) =0 homogene lineare DG linear
P(0) u(t) = b(t) inhomogene lineare DG affin-linear

Bezeichnung und Struktur entsprechen linearen Gleichungssystemen:

Az =0
Az =)

homogenes LGS linear

inhomogenes LGS affin-linear

A\ Der Funktionenraum €™ (I, K) ist unendlich-dimensional, wir konnen
daher nicht direkt auf die Matrizenrechnung zuriickgreifen. Wie schade!

© Homogene Differentialgleichungen P(9) u(t) = 0 werden wir gleich
allgemein, vollstandig und explizit 16sen durch Hauptfunktionen (Q2F).
© Damit 16sen wir inhomogene Differentialgleichungen P(9) u(t) = b(t):
Satz Q2 zeigt eine systematische Losungsformel durch Integration.

© Fir spezielle rechte Seiten gibt es einfache Losungsformeln (Q2r1) und
geschickte Losungsansitze, die leichter und schneller zum Ziel fithren.
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Uber jedem Kérper K haben wir die formale Ableitung von Polynomen:

0:KX]|->K[X]: F=Y",fXF =5 0F =31 kf, X*1

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V, = Ker(0 — \)" fiir r € N.

Losung: (1) Wir l6sen die Eigengleichung 0F = AF'fir A € K.

Sei A # 0. Fir F +# 0 gilt deg(0F) < deg(\F'), also Eig(9, A\) = {0}.
Somit bleibt nur A = 0 als einzig moglicher Eigenwert von 0.

(2) Charakteristik char K = 0: Wir finden Ker(9) = ( X°)L.

(3) Aus dimy Ker(9) = 1 folgt dimy Ker(0") < r fiir r € N. (Q1r/Q2A)
(4) Die Polynome F, = X*/k! € K[X] bilden eine Hauptvektorkette:

/6| lal /8| /8| 8|
0\ IFO |F1\ |F2\ |F3\ T eee

(5) Diese ist eine Jordan—Basis der Polynome (M1G/Q1c):
Ker(9") = (Fy, |k < 7)i = K[X]_,

(1) Charakteristik char K = p > 0 verhalt sich anders!
Ker(9) = (X%, XP, X% X3P )i

(2) Fur die Polynome F,, ; = X™*% [kl mit k = 0,1, ...,p — 1 gilt:
d d d d
OIaIFO’()(aIFOl( {M\aIFO’p_l
O F g 1 F; «— ... «F 4
"9 d d d
O F, g F,1— .. «—F, 4

(3) Wir finden hier eine Basis (Q1c) aus mehreren Hauptvektorketten:
Ker(9") = (F,,, Im €N, k <r)
Dies gilt fiir r = 0, 1, ..., p, wobei Ker 8° = {0} und Ker 6” = K[X].

In positiver Charakteristik verhalt sich die Ableitung recht ungewohnt.
Umso erfreulicher ist es, auch hier vertraute Strukturen zu finden.
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Exponentialreihe — als formale Potenzreihe

Sei K > Q ein Ring und K[X] der Potenzreihenring mit der Ableitung
0: K[X] > K[X] « f =352 fiX* = f' =3, kfX"

Wir rechnen hier bequem mit formalen Potenzreihen, wie in C7 erklart.
Dies sind Koeflizientenfolgen, also ,Polynome von unendlichem Grad®.

Aufgabe: Losen Sie (1) in K[X] und (2) in K[X] die Gleichung
f(0)=1 und f' = f.

Losung: (1) Das ist unmoglich! Aus f € K[X] und f’ = ffolgt f = 0.
Polynome gentigen uns nicht fiir DGleichungen, erst Potenzreihen!
(2) Aus fy =1und f' = ffolgt f,_, = kf, fur alle kK > 1, also f,, = 1/k!

exp(X) = Y pen XF/K! = 14+ X + X2/2+ X3/31 + ...

Wir machen die Probe: Diese Potenzreihe 16st exp(0) = 1 und exp” = exp.
Eindeutigkeit: Nach unserer obigen Rechnung ist dies die einzige Losung.

© Bisher haben wir rein formal gerechnet, nicht nur tiber K = R, C,
sondern iiber jedem beliebigen Korper K, und das sehr erfolgreich:

Wie iiblich betrachten wir Polynome P = >_?_ p, X* € K[X] formal als
Koeffizientenfolgen (py, py, ..., p,,,0,0,0,...) € KM mit endlichem Triger.

Ebenso niitzlich ist der gesamte Folgenraum KN als K-Vektorraum,
wie oben gesehen fiir Rekursionen, nun zudem als Potenzreihenring.
Der Ableitungsoperator (fy, f1, fa, f5,-.-) & (f1,2f5,3f5, ...) ist analog
zum obigen Verschiebeoperator, zusétzlich versehen mit den Faktoren.

(@ Was fehlt uns noch? Als nichsten Schritt nehmen wir unseren Mut
zusammen und setzen in die formale Potenzreihe exp(X) = > 2° , X*/k!
reelle oder komplexe Werte z € C ein, spéater sogar Matrizen A € C™*".

Fiir jedes Polynom P € K[X] ist das Einsetzen algebraisch problemlos
und bereits extrem niitzlich als Einsetzungshomomorphismus K3p.
Fiir Potenzreihen miissen wir als allererstes die Konvergenz klaren.
Das schone Ergebnis importieren wir dankend aus der Analysis
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Exponentialfunktion — als reelle Funktion!

Satz Q2E: Exponentialfunktion — Analysis ¥

(0) Die Exponentialreihe konvergiert und definiert folgende Funktionen:
exp: R™®» R, exp(z) =Y., 2" /k!
exp : C—» C~ exp(z) =Y., 2 /k!
exp : R™" — GL,(R) : exp(A) = Y22, A /k!
exp : C"*" — GL,,(C) : exp(A) = Y22, A*/k!

Hierzu missen wir jeweils die Konvergenz dieser Reihe nachweisen.
Wir tiberlassen der Analysis die sorgsame Ausarbeitung, importieren
aber gerne das Ergebnis und seine segensreichen Eigenschaften:

(1) Fiir alle A, Bmit AB = BA gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B).
Speziell fir B = — A folgt daraus exp(A) exp(—A) = exp(0) = 1.
Demnach ist exp(A) invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

(2) Fir f(t) = exp(At) = > 52, AFtF /k! gilt f'(t) = Aexp(At).

Wir importieren aus der Analysis die nétigen Begriffe zur Konvergenz
von Folgen und Reihen, das Cauchy-Kriterium und Vollstandigkeit, etc.

© Wenn Sie diese bereits aus Threr Analysis kennen und beherrschen, so
diirfen Sie stolz sein auf diese fundamentalen analytischen Werkzeuge:
Wir werden diese gut und gerne nutzen! Falls noch nicht, so freuen Sie
sich auf die kommende Einfithrung in diese wundervolle Kulturtechnik.

© Die Aussagen (1) und (2) konnen Sie auch so direkt nachrechnen:
Wir kénnen Potenzreihen formal auffassen, also Konvergenz vorerst
ausklammern, und dennoch die obige Funktionalgleichung (1) und
die Ableitung (2) nachrechnen. Abschnitt C7 fiihrt dies fiir Sie aus.

Die formale Sichtweise vereinfacht, sie trennt Algebra und Analysis.
Natiirlich bendtigen Sie beides, doch konnen es getrennt untersuchen.
Wir unterscheiden das Polynom P € K[t] von der dargestellten Funktion
fp: K — Kund ebenso die Potenzreihe P € K[t] von ihrer Funktion fp.
Letztere erfordert Konvergenz fiir ¢t € K und existiert nicht iiberall.
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Auf €° = €°°(R,K) iiber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator
9:6° 56 : frf.

@ Ist die Abbildung 0 linear iiber K? Ja, klar! (Ubung/Analysis)

Aufgabe: Bestimmen Sie die Hauptraume V, = Ker 9" fiir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V, und von V =  J, .y V...

Losung: (1) Es gilt f € Ker 0 gdw f = 0. (Warum? ZWS, HDI, Q3c)
(2) Aus dimy Ker 0 = 1 folgt dimy Ker 0" < r fiir alle r € N. (Q1r/Q24A)
(3) Wir nutzen die faktorielle Monombasis: f, : R — K : f,(t) = t* /Kl
(4) Wir erhalten so die (unendlich lange) Hauptfunktionenkette

02 :fo\a :f1<6 | fo 9 :f3<8
(5) Diese ist eine Jordan-Basis der Polynomfunktionen:
V. =Kerd" = (f, |k <r) = K[t]_,
V=UenV, = (filk €eN)g = K[t

Aufgabe: Bestimmen Sie alle Hauptraume V, = Ker(0 — )" fir r € N.
Nennen Sie eine Jordan-Basis von V, und von V = |,y V. < K.

Losung: (1) Die Eigengleichung 0f = A f wird gelost durch
f:R=K: f(t)=ce mitceK.

Gibt es weitere Losungen? Nein! (Warum? ZWS, HDI, Q3c)

Eig(0,A) = (fo)i mit

(2) Aus dimy Ker(0 — A) = 1 folgt dimy Ker(d — )" < r dank Q1F/Q2A.

(3) Die vorigen Aufgaben inspirieren folgende Hauptfunktionen:

fo: R=>K:ts et

fo i R=K:tseMth/kl
0fi(t) = XX t*/kl+eXt* 1 /(k—1)1 = Mfy(t) + fr1(2)
(4) Wir erhalten auch hier eine unendlich lange Hauptfunktionenkette:

-\ 8=\ =\ -\ 8=\
0+« I fo < | fi ¢ | fo ¢ | fa ¢
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Satz Q2F: Hauptfunktionen des Ableitungsoperators
Auf 6 = € (R, K) iiber K = R, C haben wir den Ableitungsoperator

0: 6 = 6® :f> f.

(1) Zum Eigenwert \ € K sind die Hauptraume der Stufe r € N dann

Ker(d — A)" = (f, |k <r)y mit f.(t)=et*/kl und

) 9-) 9\ -\ ) 8-\
0< I fo < 1 f1 4 I fo < | f3 ¢ | fq ¢

(2) Anwendung auf DGleichungen: Gegeben sei ein zerfallendes Polynom
P=X"4+p, X" 14 dp X0 = (X - X)) (X —A)"5.
Dann hat L = Ker P(0) < 6 (R, K) eine Basis aus Hauptvektorketten:
L = Ker(d— X)) @ - ®Ker(d — \)"*

Damit konnen wir jede lineare Differentialgleichung P(9)f = 0 16sen.

Satz Q2F: Hauptfunktionen des Ableitungsoperators
(3) Die Auswertung zum Zeitpunkt ¢ = 0 stiftet den K-Isomorphismus

q: LK : fis (£(0), f(0), £7(0),..., f*D(0)).

Damit 16sen wir jede lineare Differentialgleichung mit Anfangswerten,
stellen also die eindeutige Losung explizit als geschlossene Formel dar.

(4) Wir vergleichen 9 und s mittels T: €° — KN : f = (£7(0)),,ex-
% (R,K) —2— €< (R,K) Ker P() [t > Xtk /K]

Ti Tl TJ/E TI
KN —= KN Ker P(s) [n = (B)A™*]

Esgilt T o0 =soT,also T o P(0) = P(s) e Tund T'(Ker P(9)) < Ker P(s).

Dabei schickt T jede Hauptfunktion t -+ e** t* /k! auf die Hauptfolge
n - (7)A"*. Somit ist T : Ker P(8) — Ker P(s) ein Isomorphismus.

V.
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Beweis: (1) Die Hauptraume kennen wir aus der vorigen Aufgabe.

(2) Diese direkte Summe verdanken wir der Kernzerlegung N3aG.
Die Dimensionen r; und unsere Hauptvektorkette verdanken wir (1).

(3) Wir nutzen (4) und Satz Q2c: Die Auswertung ¢ : L — K" ist
die Komposition von T : 6> O Ker P(9) = Ker P(s) ¢ K" und
pr: K 5 Ker P(s) = K". Somit ist auch g ein Isomorphismus.

Anwendung: Zu je n beliebig gegebenen Startwerten (f*)(0)),., € K®
existiert genau eine Losung f mit diesen Startwerten und P(0)f = 0.
Dank (2) schreiben wir f als Linearkombination von Hauptfunktionen.

(4) Die Eigenschaft T' o @ = s o T'ist klar nach Definition bzw. eine schone
Fingertibung, ebenso T o P(9) = P(s) o Tund T'(Ker P(0)) < Ker P(s).
Die Ableitungen 0" f, von f,(t) = e t* /k! fiir alle n € N und (8" f)(0)
berechnen wir per Induktion. Anwendung: Diese Ableitungen zeigen
die Isomorphie (3) und niitzen ebenso in konkreten Rechnungen.
Zudem verstehen wir nun explizit die Ahnlichkeit von d und s.

(4) Wir wissen 0f, = \fi, + fi_;. Per Induktion zeigen wir:

=3 (5 )= (7)) e

1€Z =0

Zur einfacheren Schreibweise setzen wir f, := 0 fir k € Z_,,.
Die Aussage gilt fiir n = 0. Induktionsschritt von n — 1 auf n:

"f, = 00" fy) = 8[2 (nzl> An_l_ifki]

€L
(1) n—1 —i n—1 n—1—j
2 ( ) ))\" froi + Z ( . ))\ ! I fomjr
€L t JEZ J
Subs n—1 n—i n—1 n—i H229 n n—i
= Z( ; )A fkri‘Z(i_l))\ foei = Z(JA Jr—i
€L €L 1€Z

Wir nutzen die Indexverschiebung i = j + 1 bzw. j = ¢ — 1. Schlieflich
gilt f,(0) = 1 und £, (0) = 0 fiir alle k # 0, also (9" f;,)(0) = (})A"*.
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Erstes Anwendungsbeispiel zu linearen DGleichungen

Aufgabe: (1) Finden Sie alle €*°-Funktionen u : R — C mit

u” —6u” +12u" — 8u = 0.

(2) Losen Sie dies fiir die Anfangswerte «(0) = «'(0) = 0 und w”(0) = 1.

Losung: (1) Im Funktionenraum 6> (R, C) tiber C betrachten wir den
Losungsraum L = Ker P(9) mit P = X3 — 6X2 4+ 12X — 8 = (X — 2)3.

Dank unserem vorigen Satz Q2F wissen wir:
L={tre® et t2/2)L
Jede Losung u € L schreibt sich demnach
u(t) = e?*(a + bt + ct?/2)

mit eindeutigen Koeffizienten «a, b, ¢ € C. (2) Die gewiinschten
Anfangswerte erreichen wir durcha =0,b =0, ¢ = 1, also

u(t) = e* 2 /2.

© Das ist die eindeutige Losung des AWP wie in Satz Q2F versprochen.
Machen Sie die Probe! Erfiillt u die Differentialgleichung P(9) u = 0?
Zudem die gewiinschten Anfangswerte u(0) = v’ (0) = 0 und «”(0) = 1?
Gemaf unserer Definition Q2D ist fiir Lésungen genau das zu priifen.

Das Anfangswertproblem erfordert die Bestimmung der Konstanten.
Dies fithrt zu einem linearen Gleichungssystem in drei Variablen und
drei Gleichungen. Der vorige Satz garantiert die eindeutige Losbarkeit!
Die Ausfithrung der Rechnung, etwa mit Gauf3, ist dann Routine.

Zunachst handelt die Frage von Funktionen und ihren Ableitungen.

Auf den ersten Blick scheint das noch ohne Bezug zur Linearen Algebra,
Polynomen oder Eigenvektoren. Bei genauer Betrachtung enthiillt sich
die lineare Struktur und entfalten sich unsere wirksamen Werkzeuge.

Die Analysis darf sich hier noch ganz entspannt zuriickhalten.
Lineare DGleichungen lassen sich vollkommen elementar 16sen,
Wir kommen hier (beinahe) ausschlieflich mit Linearer Algebra aus,
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Aufgabe: (1) Finden Sie alle €*°-Funktionen u : R — C mit

u”’—u”—u’—l—uzO.

(2) Losen Sie dies fiir die Anfangswerte «(0) = 4 und «'(0) = »”(0) = 1.

Losung: (1) Im Funktionenraum 6> (R, C) tiber C betrachten wir den
Losungsraum L = Ker P(O) mit P = X3 — X2 — X +1 = (X —1)*(X +1).
Dank unserem vorigen Satz Q2F wissen wir:
L= {(trel elt, et )i
Jede Losung u € L schreibt sich demnach
u(t) = et(a + bt) + ce?

mit eindeutigen Koeffizienten «a, b, ¢ € C. (2) Die gewiinschten
Anfangswerte erreichen wir durch a = 3, b = —2, ¢ = 1, also

u(t) =e"(3—2t) +et.

Sie sehen hier die verbliiffende Ahnlichkeit zwischen linearer Rekursion
(Q213) und linearen Differentalgleichungen (Q233). Zur Illustration habe
ich in beiden Beispielpaaren sogar genau dieselben Polynome gewéhlt.
Das betont das gemeinsame Prinzip und die unterschiedlichen Details.

Tatsachlich identisch sind die zugrundeliegende linearen Strukturen und
daher auch die Techniken zur Lésung: Wir jordanisieren unsere beiden
Operatoren s und 8. Im Folgenraum CN haben wir U = @, Hau(s, \).
Im Funktionenraum €°° (R, C) haben wir ebenso V = @, .c Hau(9, A).
Die Hauptraumstrukturen sind dieselben, fiir jeden Eigenwert A € C gilt
(Hau(s, A), s) = (Hau(0, A), 9). Wir haben also insgesamt (U, s) = (V, 0).

Fir Rekursion ist das Anfangswertproblem offensichtlich: Es existiert
genau eine Losung! Fir Differentialgleichungen ist das keineswegs klar.
In der Analysis beweisen Sie Existenz und Eindeutigkeit fiir das AWP in
voller Schonheit. Wir zeigen dies hier ganz handfest zunachst fiir lineare
DGleichungen. Die Analogie (U, s) = (V, 0) ist uns dabei willkommen.




Konjugiert-komplexe Losungen o

. Q238
Von komplexen zu reellen Losungen

Zu l6sen sei Uiber R die homogene lineare Differentialgleichung

P(8) u(t) = 0.

Hierzu sei P(X) = a5+ a; X + - + a, X™ € R[X] ein reelles Polynom.
Ist u : R — C eine Losung, so auch die konjugierte Funktionz : R — C:

conj

PO u=0 <& P@)T=0

Ist A\ = 0 + iw mit o, w € R und w # 0 eine k-fache Nullstelle von P,
so hat unsere DG hat die 2k konjugiert-komplexen Losungen

At At N il
e, et ..., =k
At At At k1
e, et ..., e =L

Im Falle w = 0 ist A = o € R reell und e* t*/k! ist fix unter Konjugation.
Im Falle w # 0 ist unser Eigenwert A echt komplex; per Konvention
wéhlen wir w > 0 und erhalten die konjugierte Losung gratis.

Anwendungen erfordern oft reelle Losungen u : R — R. Basiswechsel:
eM = e%[cos(wt) + isin(wt))] } {
=

e?! cos(wt) = F[eM + M

sin(wt) = 5 [eM —eM]

At at[

eM=e t

cos(wt) — isin(wt)] e’

Wir linearkombinieren so aus den komplexen die reellen Losungen

ot

e?" cos(wt), et cos(wt) t, ..., €7 cos(wt)

e’ sin(wt), e’ sin(wt) t, ...

, €7 sin(wt) -

Diese reellen Funktionen bilden eine Basis des komplexen Losungsraums
Le:={u:R—C|P(OQ)u=0} tiberC

und nach Konstruktion zugleich eine Basis des reellen Losungsraums
Lp:={u:R—>R|P(Q)u=0} iberR.

Ubung: Es gilt dimy Ly < n und wir haben n unabhingige Losungen.

Q239
Erlauterung

Anwendungsbeispiel: komplex vs reell

.. Q240
Anwendungsbeispiel: komplex vs reell

Aufgabe: Losen Sie (a) allgemein und (b) das Anfangswertproblem
u(0) =1, v’ (0) =3

u” () + 2u/ () + 5u(t) =0 mit

Losung: (a) Das charakteristische Polynom ist P(X) = X2 +2X + 5.
Die Nullstellen \;/, = =1 + v'1 — 5 = —1 + 2i sind komplex-konjugiert.

Komplexes Fundamentalsystem: e(~1+2)t  e(-1-20)t

Komplexe Losungen: z(t) = ¢, el "1*2) 4+ ¢, (1720t mit ¢, ¢, € C

Reelles Fundamentalsystem: e~* cos(2t), e " sin(2t)
Reelle Losungen: u(t) = ay et cos(2t) + ay e sin(2t) mit oy, ay € R

(b) Die Anfangsdaten bestimmen eindeutig die freien Konstanten:

u(0) = a4 =1 a; =1
, =
u'(0) = —a; +2a, =3 ay =2
Probe! Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist demnach
u(t) = e"*(cos(2t) + 2sin(2¢)).
© Uber die komplexe Lésung kommt man zur selben Losung des AWP.

Aufgabe: Finden Sie ein reelles Fundamentalsystem der Gleichung

u (t) + 8u” (t) + 16u(t) = 0.

Losung: Das char. Polynom unserer Gleichung P(0) u = 0 ist
P(X)=X*"+8X?+16 = (X*+4)% = (X — 2i)*(X + 2i)°.
Doppelte Nullstellen 2i, —2i. Ein komplexes Fundamentalsystem ist
2t gt g2t

e, te 2t

Probe! Hieraus gewinnen wir das reelle Fundamentalsystem
cos(2t), sin(2t),

tcos(2t), tsin(2t).

Basiswechsel! Jede reelle Losung u : R — R hat demnach die Form
u(t) = cos(2t)(aq + ayt) + sin(2t)(ag + ay t)

mit eindeutig bestimmten Konstanten «;, a,, a3, oy € R. Anfangswerte
u(ty), v (ty), u” (ty), u” (ty) € Rlegen oy, oy, a3, a4 € R eindeutig fest.




Beispiel: mechanische Schwingung
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Beispiel

Q242

Beispiel: elektrischer Schwingkreis Beispicl

@I

Zeit t € R, Auslenkung z(t) aus Ruhelage, Ruckstellkraft F} = —k =«
(Hookes Gesetz: zur Auslenkung proportional und entgegengesetzt),
zusétzlich noch Reibung / viskoser Stromungswiderstand F, = —c .

Newtons Bewegungsgesetz m & = F; + F,, alsom& + ci + kz = 0.
Dies fiihrt zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

i(t) +263(t) +wiz(t) =0

mit konstanten Koeffizienten § = ¢/2m > 0 und w2 = k/m, wy, > 0.
Bei duflerer Anregung durch eine Kraft F(t) = m f(¢t) gilt:

E(t) + 20 2(t) + wi z(t) = f(¢)

Allgemein suchen wir alle méglichen Losungen z : R — R : t - z(¢),

speziell die Losung x zu vorgegebenen Anfangswerten z(t,) und z(¢,).

Diese Differentialgleichung begegnet uns in sehr vielen Situationen.
Sie ist daher grundlegend wichtig in Naturwissenschaft und Technik.
Elektrischer Schwingkreis (RLC), Radioempfinger:
Beziehungen zwischen Strom I und Spannung U:
@ Ohmscher Widerstand: U, = R1,

o Selbstinduktivitit der Spule: U; = L1,

o Kapazitit des Kondensators: I = CUy,.

In der Reihenschaltung summieren sich diese Spannungen zu Null:
U, +Ug +Ug = 0. Wir erhalten LI(t) + RI(t) + £I(t) =0, also

E(t)+202(t) +wiz(t) =0

1¢- Bei duflerer Anregung gilt:
= f®)

Wir suchen Losungen z(t), speziell zu Anfangswerten z(0) und z(0).

mit z(t) = I(t) sowie § = £+ und w3 =

() + 20 £(t) +w0a:(t)

Beispiel: das mathematische Pendel

Q243

Beispiel
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Beispiel

Beispiel: Pendel bei kleinen Amplituden

Die Riickstellkraft ist hier nicht-linear:
F(t)=—m-g-sinp(t)

m = Masse des Pendelkorpers
g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung
F, = mg Gravitationskraft zur Masse m

¢ = Lange des Pendelstabes
¢(t) = Winkelauslenkung
£ p(t) = Auslenkung

Newtons Bewegungsgesetz F'(t) = m { ¢(t) fihrt zu

o(t) = —% sin o(t).

Anders als vorige ist dies eine nicht-lineare Differentialgleichung.

Gegeben sind die anfingliche Position ¢(0) und Geschwindigkeit ¢(0).

Fragen: Wie sieht die Trajektorie aus? Wie lang dauert eine Periode?

/\ Wir vereinfachen etwas: punktférmige Masse des Pendelkorpers,
vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Authangung, etc.
Fiir kleine Auslenkungen gilt sin(¢) ~ ¢. (Faustregel fir |p| < 5°)
Dies fithrt uns zur linearisierten Differentialgleichung:

Diese Differentialgleichung ist viel einfacher, denn sie ist linear in ¢:

o) = —w?p(t) mit w=+/g/l
Dies ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators:
o(t) = pgcos(wt + ), @(t) = —py w? cos(wt + a).

Fiir kleine Auslenkungen ist demnach die Periodendauer T' = 274/¢/g.
Die Anfangsdaten bestimmen die Auslenkung ¢, und die Phase a.
Fiir grofle Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung! (Q5.1)




Freie harmonische Schwingung o

Schwache Dampfung: § < w,

Q246

Aufgabe: Finden Sie alle Losungen u : R — R der Differentialgleichung

i(t) + 26 u(t) + w? u(t) = 0.

Diese berithmte Gleichung des harmonischen Oszillators ist
eine lineare DG zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
mit Dampfung J > 0 und ungedampfier Eigenfrequenz w, > 0.

Losung: Wir 16sen P(9) u = 0 fiir P = X2 + 26X + w?. Eigenwerte:

A=—0+/P—wZ €C

d < wy: schwache Dampfung, zwei komplex-konjugierte Nullstellen

d > wy: starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen \; < —§ < A, <0

d = wy: kritische Dampfung, doppelte reelle Nullstelle A\; = A\, = —¢

© Existenz und Eindeutigkeit und explizite Losung Q2F: Dank unserer Vorbereitung kennen wir
alle Losungen iiber C und R: Zu jedem Start (u(0), %(0)) € R? haben wir genau eine Losung.

(@ Ohne Theorie muss man Losungen raten. Vornehm gesagt machen wir den Exponentialansatz

Die Masse wird durch die Federkraft zur Ruhelage zuriickgezogen,
aufgrund ihrer Tragheit schwingt die Masse jedoch dariiber hinaus.

1

I~ — e % cos(wt)
. — e % sin(wt)

e - xe

u(t) = e**. Er fithrt zur Gleichung (A% + 26 + w?) e** = 0 und somit zu obigen Eigenwerten. 0 27 Jw 47w 67 /w
Starke Dampfung: 6 > w, I | Kritische Dampfung: § = w, o
Dies nennt man auch den Kriechfall: Es gibt keine Schwingung, Dies nennt man den aperiodischen Grenzfall: Er liegt genau
das System kriecht nach einer Auslenkung zur Ruhelage zuriick. auf der Grenze zwischen gedampfter Schwingung und Kriechfall.
_ul(t):%e_t 16_3t’ ul(O):l, ul(o =0 _u1<t)=(1+t)eitau1(0):1aul(0>:0
1 —uy(t) =1e Tt —1e 3 u,(0) =0, uy(0) =1 1 —uy(t) =te yug(0) = 0,15(0) =1
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
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Erzwungene harmonische Schwingung

ii(t) + 20 u(t) + w3 u(t) = acos(w;t)

Aufgabe: Gesucht ist u(t) = A cos(wt — ¢) mit Amplitude A und Phase ¢.
Losung: Dies ist der Realteil der komplexen Differentialgleichung

F(t) + 20 2(t) + wi 2(t) = ae“rt.
Der Exponentialansatz z(t) = ce'“? fithrt uns zur Gleichung
[~w? + 20 iw + wd] celt = aelrt.

Damit finden wir w = w; und ¢ = a/(w? — w} + 26iw,) = Ae %
Das System reagiert mit derselben Frequenz wie die Anregung!
In Polardarstellung ¢ = A e ¥ erhalten wir z(t) = Ae/“1t~%) mit

4 a 20w, 0 fir w; < wy,
= 5 > > wzarctan—z_ 3 .
VWE =) +45%7 wg — wy 7w fir w; > wy.

© Damit haben wir die reelle Losung u(t) = A cos(wt — ¢) gefunden.

2
5 —6=0
-
< — 6§ =0.4w,
3 — 4§ =1.0w,
.é _6:1.5WO
0 wo 2wy 3wq

Frequenz w, der dufleren Anregung f(t) = acos(w;t)

Die Amplitude ist maximal fiirr w? = w2 — 26 bzw. w; = 0 falls 262 > w?.
Die Resonanz ist dabei umso stérker, je kleiner die Dampfung ¢ ist.
Fir 0 ~ 0 und w; ~ wy kommt es zur Resonanzkatastrophe.

Q251
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Erzwungene harmonische Schwingung

Q252
Erlauterung

Amplitude und Resonanz

A\ Im Sonderfall § = 0 und w; = w, schldgt unser Ansatz ce'*? fehl!

F(t) + wi 2(t) = [wi —w?]cet £ gel@ot

Zur Gleichheit muss w = w, gelten, aber dann verschwindet [w2 — w?].

In obiger Formel fiir c ist das genau die Polstelle! Hauptansatz:
iwt —ct w2 eiwt

2(t) = ctet  Z(t) = ce! +ctiwe*?,  Z(t) = 2ciwe

= () +wiz(t) = 2iw+t (Wi —w?)]cet = aewo!
Durch Vergleich finden wir die Werte w = w, und ¢ = a/(2iw,). Also:

ateiwot
) = 5 — =
0

t t . t . t t t
at cos(w )Tl_la sin(wot) _ar sin(wyt) — ja— cos(wyt)
2wy 2wy 2wy

Der Realteil u(t) = (a/2wy) t sin(wt) 16st i(t) + wd u(t) = a cos(wyt).
A\ Das System reagiert mit derselben Frequenz w wie die Anregung,
aber die Amplitude wéchst unbeschrénkt: Man nennt dies Resonanz.

© Anschaulich: Jedes Kind lernt dieses Phianomen beim Schaukeln.
Die Anregungsfrequenz trifft genau eine Eigenfrequenz des Systems!

Erzwungene Schwingungen sind ein weit verbreitetes Phanomen:

@ Mechanik: Schaukel, Briicke bei gleichméfliigen Schritten / Wind,
Vibrationen von Fahrzeugteilen bei bestimmten Drehzahlen,

o Akustik: Tonerzeugung in Musikinstrumenten, Resonanzkéorper,
Mitschwingen einer nicht gespielten Saite oder einer Stimmgabel,

@ Elektrotechnik: elektrischer Schwingkreis, Radioempfang, WLAN,

@ Hydromechanik: Tideresonanz der Ozeane und grof3en Meere.

Auch die (Hochschul-)Didaktik zeigt Resonanzphanomene: Jede Lernende folgt ihrem eigenen
kognitiven Bewegungsgesetz (Riickstellkraft, Trigheit, Vergessen), wird von auflen durch die
Lehrende angeregt auf einer vorgegebenen Frequenz (als erzwungene Bewegung, extrinsich).
Trifft die anregende Frequenz in etwa eine Eigenfrequenz (intrinsisches Interesse), so kommt es
zur Resonanz: Das ist die ideale Lern- und Lehrsituation! Anregung mit zu niedriger oder zu
hoher Frequenz hingegen zeigt kaum Wirkung. Auch das kennen Sie aus eigener Erfahrung.

Bei hunderten Teilnehmer:innen sind die individuellen Eigenfrequenzen meist sehr breit gestreut.
Egal auf welcher Frequenz ich sende, nur bei einen kleinen Teil bringt es eine Saite zum Klingen.
Dieses Phanomen ist mir schmerzhaft bewusst, aber unter den gegebenen Bedingungen wohl
unvermeidlich. Das erklart auch die Bedeutung, sich aufeinander einzustellen. Ich versuche, auf
verschiedenen Frequenzen zu senden, und lausche den Reaktionen. Das eigentlich Erstaunliche
ist nicht, wie oft die Ubertragung misslingt, sondern dass sie manchmal tatsichlich funktioniert.
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Zusammenfassung: freie harmonische Schwingung

. . Q254
Zusammenfassung: erzwungene harmonische Schwingung

Gegeben seien reelle Konstanten 6, w, € R, sowie w;,a € R_,.

Satz Q2a: freie harmonische Schwingung

(1) Die homogene lineare Differentialgleichung

() +20u(t) + wdu(t) =0

hat einen zweidimensionalen Losungsraum; die allgemeine Losung ist

u(t) = cyu (t) + cous(t)
e 7% [¢; cos(wt) + ¢y sin(wt)]
= e % ¢, e M 4, ]

e % [c; + cyt]

mit freien Konstanten ¢, ¢, € K

fir § < wy und w = y/wji — 6%,
fir § > wy und A = /6% — w3,

fir § = wy (kritische Dampfung).

Diese Losungen sind reell, also eine Basis iiber R, ebenso tiber C.

Anfangswerte u(t,) und u(¢,) konnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, ¢, eindeutig fest (und umgekehrt).

Satz Q2aG: erzwungene harmonische Schwingung

(2) Die inhomogene lineare Differentialgleichung

() + 20 u(t) + wi u(t) = acos(w;t)

hat einen zweidim. affinen Losungsraum,; die allgemeine Losung ist

u(t) = ug(t) + crug (b) + coug(t)
fur 0 > 0 oder w; # w, (generisch Q249),
Amplitude A = a/+/ (w2 — w?)? + 46w},
Phase ¢ = arctan[20w, /(wi — w?)](+7),

fir § = 0 und w; = w, (Resonanz Q251).

mit freien Konstanten ¢;, ¢, und

A cos(wt — @)

ug(t) =
t
2(171 sin(wyt)

»2Allgemeine Losungen = partikuldre Losung + homogene Losungen®

Anfangswerte u(t,) und 4u(t,) konnen beliebig vorgegeben werden:
Sie legen die freien Konstanten ¢, ¢, eindeutig fest (und umgekehrt).

v

. . . Q255
Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Q256
Erlauterung

Freie und erzwungene harmonische Schwingung

Typische Beispiele: Bei schwacher Dampfung 0 < § < w, gilt

u(t) = A cos(wt — @) o+ e 9% [c; cos(wt) + ¢, sin(wt)] -

periodische Losung

Einschwingvorgang — 0 fiir ¢ — oo

Nach Einschwingzeit sehen wir nur noch die periodische Losung u,:
Das System reagiert mit derselben Frequenz w, wie die Anregung,
mit konstanter Amplitude A und Phasenverschiebung ¢ wie berechnet.

Fiir w; — 0 gilt A — 1/w3: Niedrige Frequenzen werden gedampft.
Fir w; — oo gilt A — 0: Hohe Frequenzen werden verschluckt.

Der Sonderfall 6 = 0 und w; = w,, fithrt zur Resonanz(katastrophe):

at (wet) +
— sin(w
2wy 0

u(t) =

Amplitude wichst unbeschrankt

¢q cos(wyt) + ¢y sin(wyt)

periodisch, insbesondere beschrankt

© Manchmal ist genau dies erwiinscht, etwa beim Radioempfang.
Mit unseren Techniken l6sen Sie alle Falle vollstandig und explizit.

Die allgemeine Losung / Schwingung u : I — R ist die Uberlagerung
einer inhomogenen Losung / erzwungenen Schwingung u, und
einer homogenen Losung / freien Schwingung ¢, u; + cous.

Die Konstanten ¢, ¢, € R ergeben sich aus Anfangsdaten u(t,), u(t,).
Bei Dampfung ¢ > 0 klingen u4 () — 0 und u,(t) — 0 exponentiell ab.
Der Einfluss der Startwerte ist nach gewisser Einschwingzeit kaum noch
spirbar, bestehen bleibt schliefllich nur die periodische Losung .

Im dampfungsfreien Fall § = 0 klingen die freien Schwingungen
uq(t) = cos(wyt) und uy(t) = sin(wyt) nicht ab. Zudem fiihrt eine
auflere Anregung mit Frequenz w; = w, zur Resonanzkatastrophe:
Die Amplitude der Schwingung wéchst (theoretisch) unbegrenzt.

Fiir praktische Zwecke gilt dies bereits fiir 6 ~ 0: Die Schwingungen
uq, Uy Klingen sehr langsam ab, bei realistischer Beobachtungsdauer sind
Dampfungsverluste kaum wahrnehmbar. Bei Anregung mit w; ~ wy
kommt es zu sehr starker Resonanz, die Amplitude der erzwungenen
Schwingung wichst schlief3lich tiber die Belastbarkeit des Materials.
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Warum zelebriere ich dieses Beispiel so ausfiihrlich?
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Warum sind Existenz und Eindeutigkeit so wichtig?

Aus rein mathematischer Sicht ist die obige Gleichung des harmonischen
Oszillators lediglich ein einfaches Beispiel unserer allgemeinen Theorie.
Dennoch haben wir gute Griinde, dies hier gebiihrend zu feiern:

© Phéanomene von Schwingungen und Resonanzen treten auch im
Alltag sehr haufig auf: Achten Sie darauf und lernen Sie zu staunen!

© Die Frage und die Antwort sind anschaulich, motivierend und intuitiv:
Anders als bei anderen Gleichungen kénnen Sie die Losungen spiiren!

© In zahlreichen naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen ist
der harmonische Oszillator zentrales Modell und leuchtendes Vorbild.

© In embryonaler Form enthalt das Beispiel alle Schwierigkeiten und
Schonheiten der allgemeinen Theorie linearer Differentialgleichungen.

© Insbesondere zeigt es die Eleganz und geradezu die Notwendigkeit
der komplexen Zahlen: Erst iber C wird die Sachlage klar und einfach.

© Selbst einfache Beispiele entfalten eine beachtliche Komplexitit.
Erst mit der zugrundeliegenden Theorie verschaffen wir uns Uberblick.

In der Geschichte der Mathematik wurde das Problem der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen erst erstaunlich spat entdeckt... und geldst.

Im 17. Jahrhundert entwickeln Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
und Isaac Newton (1642-1726) und andere die Infinitesimalrechnung.
Aus physikalisch-geometrischen Anwendungen treten dabei unmittelbar
Differentialgleichungen in den Fokus des mathematischen Interesses.
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen standen dabei nie in Zweifel.
Umso schockierender waren daher die ersten Gegenbeispiele von
Gleichungen mit mehrdeutigen Losungen oder ganz ohne Losung.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und seine Nachfolger begriindeten
die bis heute iibliche mathematische Strenge. Existiert eine Losung?
Erst dann lohnt sich tiberhaupt danach zu suchen. Ist sie eindeutig?
Haben wir eine, so brauchen wir nicht nach weiteren zu fahnden.

A\ Erst nach Klarung dieser grundlegenden Fragen konnen wir uns
weiteren Eigenschaften und numerischen Naherungen zuwenden.

Q259
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Abstrakt bedeutet... vielseitig anwendbar!
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Grundlegende Theorie, grof3e praktische Wirkung

Das einleitende Beispiel einer mechanischen Schwingung ist besonders
anschaulich und sinnlich direkt zugénglich. Wir alle haben dies schon als
Kinder spielerisch gelernt: beim Schaukeln, Seilspringen, usw.

Der elektrische Schwingkreis ist weniger sinnlich-anschaulich, doch er
fihrt zu genau derselben Differentialgleichung! Dieselben Gleichungen
und Losungsmethoden lassen sich auf zahlreiche Probleme anwenden,
die zunachst sehr verschieden anmuten, aber doch einen gemeinsamen
Kern haben. Das ist das Giitesiegel fiir Effizienz und Denkokonomie!

Wir bestaunen und bewundern hier ein Paradebeispiel fiir die viel zitierte
Abstraktion in der Mathematik: Sie ist kein Schimpfwort fiir ,fern jeder
Anwendung”, sondern eine Auszeichnung fir ,vielseitig anwendbar®.
Zumindest sollte dies meiner Ansicht nach so sein. Achten Sie darauf,
wenn jemand iiber ,abstrakten Quatsch® schimpft, vielleicht Sie selbst:
Meist ist dies weniger eine objektive Aussage iiber den Gegenstand,
sondern vielmehr das offene Bekenntnis selbstgefalliger Ignoranz.

So einfach der elektrische Schwingkreis auch erscheinen mag, er hat
doch phantastische Anwendungen hervorgebracht wie den Funkverkehr,
engl. radio communication, die unser heutiges Leben nachhaltig pragen.

Guglielmo Marconi (1874-1937) war ein italienischer Erfinder und
Unternehmer. Als erstem gelangen ihm drahtlose Verbindungen tiber
grofiere Entfernungen, 1903 die erste transatlantische Funkverbindung:
Gruflbotschaften zwischen Konig Edward VII. in England und Prasident
Theodore Roosevelt in den USA. Marconi begriindete so unter anderem
den Seefunkverkehr und bekam fiir seine Verdienste im April 1912 eine
kostenlose Passage fiir die Jungfernfahrt der RMS Titanic angeboten;
da er jedoch Schriftverkehr erledigen wollte, nahm er drei Tage frither
die RMS Lusitania, da es an Bord dieses Schiffs eine Stenografin gab.

Im Jahre 1930 griindete er gemeinsam mit Papst Pius XI. Radio Vatikan.

Fiir seine praktischen Arbeiten erhielt er 1909 den Nobelpreis fiir Physik,
zusammen mit Ferdinand Braun, der die theoretischen Grundlagen dazu
erarbeitete. (Mehr unter de.wikipedia.org/wiki/Guglielmo_Marconi)
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Satz Q2H: Struktursatz fiir lineare Differentialgleichungen

Gegeben seien P € K[X]} und b : I — K stetig auf dem Intervall I C R.
Wir untersuchen die Losungsmenge L = {u € €™ (I,K) | P(0)u = b}.
(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum

(tg, vgs -+ s V1) € I x K™ existiert genau eine Losung v € L mit
u(ty) = vg, ..., u™ Y (ty) = v,,_,. Wir haben also die Bijektion

U, s LK ubs (u(ty), u'(tg), .., u™ (k).

(1) Ly = {u| P(0) u = 0} ist ein K-linearer URaum der Dimension n.
Wir finden ein Fundamentalsystem uq, ..., u,, € L,, etwa dank Q2F:

Ly ={ciu; + -+ cpu, | cyy ey 0, €K} = K"

(2) L ={u|P(0)u = b} ist ein K-affiner URaum der Dimension n.
Fiir jede Partikularlosung u, € L, etwa dank Q21/Q2j, gilt demnach:

L=uy+Ly={ug+ciu; + -+ c,u, | e, ... ,c, €K}

© Dieser Struktursatz gibt uns einen bequemen und prizisen Uberblick!
Sie kennen diese Strukturaussagen von linearen Gleichungssystemen:
»Allgemeine Losungen = partikulare Losung + homogene Losungen®
Diese gilt allgemein fiir lineare Abbildungen, hier P(9) : " — €°.

A\ Die Menge 6" (I,K) aller n-mal stetig diff’baren Funktionen ist ein
K-Vektorraum. Allerdings ist er unendlich-dimensional; daher greifen
die so erfolgreichen Methoden der Matrizenrechnung wie etwa der
Gaufi—-Algorithmus hier nicht. Wir miissen es anders anpacken.

© Glicklicherweise ist unser Losungsraum L endlich-dimensional,
und wir konnen allgemein die Dimension dimy (L,) = n bestimmen.
Bei jeder konkreten Berechnung wissen wir daher genau, wie viele
Loésungen wir suchen miissen und wann wir alle gefunden haben!

© Die Dimension dimg (L) = n besagt L, = K". Dartiber hinaus sind
die konkreten Isomorphismen interessant, insbesondere lIltO : L o K™,
Zu theoretischem Verstdndnis und praktischer Losung von DGleichungen
arbeiten Analysis und Lineare Algebra auch hier wunderbar zusammen.
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© In der Analysis lernen Sie diesen Satz von anderer Seite kennen,
meist iiber den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f.
Wir kommen hier (beinahe) ausschlief}lich mit Linearer Algebra aus,
benoétigen lediglich die Exponentialfunktion (Q2F) und die Greensche
Losungsformel (Q25). Auch das ist raffiniert, priifen Sie die Argumente!

Als motivierenden Blick in die Zukunft bewerbe ich dynamische Systeme,
wunderschone Mathematik mit starken Anwendungen in Physik und
Informatik, Ingenieurwesen und Okonomik, ... alles ist dynamisch...
und als Mathematiker:in wollen Sie in die Zukunft schauen...

Diskrete Dynamik, n-schrittige Rekursion: Gesucht ist v : N — K mit
u(t+n) = f(t,u(t),...,ut +n—1))

fur alle Zeitpunkte ¢t € N und die gegebene Dynamik f: N x K" — K.
Zum Start (u(0),u(1),...,u(n — 1)) € K™ existiert genau eine Losung w.
Lineare Dynamik bedeutet P(s)u = b mit P € K[X]} und b : N — K,
homogen P(s)u = 0. Dies 16sen wir durch Hauptfolgen (Q2c).

Differentielle Dynamik hier als Differentialgleichung n-ter Ordnung:
Gesucht sind n-mal stetig differenzierbare Funktionen u : R, — K mit

ul™ (t) = f(t,u(t), ..., u™ D (t))

fiir alle Zeiten t € R, und die gegebene Dynamik f: R,4 x K" — K.
Zum Start (u(0), 4’ (0), ..., u" 1 (0)) € K™ existiert genau eine Lésung u.
Lineare Dynamik bedeutet P(0) v = bmit P € K[X]} und b: R,, = K,
homogen P(9) u = 0. Dies l6sen wir durch Hauptfunktionen (Q2F).

© Diskrete und differentielle Dynamik verhalten sich erfreulich dhnlich.
Das ist willkommen fiir die Anschauung und gegenseitiges Verstandnis.
Die Numerik nutzt Diskretisierung zur rechnerischen Vereinfachung,
die Analysis nutzt umgekehrt den Limes At — 0 zur Idealisierung.

© In beiden Fallen lassen sich die linearen Gleichungen besonders schon
und explizit 16sen und der gesamte Losungsraum perfekt strukturieren.
Zum Beweis des Struktursatzes Q2H fehlt uns nur noch die Konstruktion
einer Losung v zu P(0) u = b, speziell Q21 oder allgemein Q2.
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Satz Q21: Losungsformel fiir exponentielle rechte Seiten

Sei P € K[X] ein Polynom. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

P(9)u(t) = ett.

(0) Gilt P(u) # 0, so haben wir die Eigenlosung

uo(t) = e/ P(p).

(1) Ist p eine k-fache Nullstelle des Polynoms P, so sprechen wir
von k-facher Resonanz und erhalten die Hauptlosung

g (t) = et ¢+/PF) ().

(2) Dank Superposition 16sen wir damit auch rechte Seiten der Form

ot

et cos(wt) = 1 [eloHiW)t 4 glo—iw)t]

e’ sin(wt) =

e(afiw)t] )

Aufgabe: Rechnen Sie die Losungsformeln des Satzes sorgsam nach.
Beweis: (0) Wir haben 8% e#! = p* e und somit P(9) e*t = P(u) et
Im Falle P(u) # 0 erhalten wir die Eigenlosung uy(t) = e/ P(p).

(1) Wir zerlegen P(X) = P(X)(X — p)* mit P(x) # 0 und erhalten
P(9) [e*t th] = P(9)(0 — p)k [ert t*] = P(0) et k! = P(p) et k!
PWI(E) = 5o (0IP(E) - 93t — )t

Wir erhalten so die Hauptlosung u,(t) = e#t t*# / PK*) (1),

= P®(u) = P(u) k!

(2) Dank (0) und (1) finden wir Losungen u, mit P(0) u, (t) = elo*w),
Dank Linearitat des Operators P(0) erhalten wir
P(9) % [u, () +u_(t)] = &[elw)t 4 elo-1)t] = et cos(wt),
P(8) %[u, (t) —u_(t)] = %[eloH)t —elo71)t] = et sin(wt).

© All diese rechten Seiten konnen wir somit leicht und explizit 16sen!
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Satz Q21: Losungsansatz fiir spezielle rechte Seiten

Seien P, R € K[X] Polynome. Zu 16sen sei die Differentialgleichung
P(0) u(t) = e"t R(t).

(3) Ist p eine k-fache Nullstelle von P, so existiert eine Losung

ug(t) = et tF Q(t)

mit einem eindeutigen Polynom @ € K[X] vom Grad deg @ = deg R.
(4) Dieser Ansatz gelingt ebenso fiir rechte Seiten ¢’ R(t) sowie

e cos(wt) R(t) = 1 [eloH@)t +elo-1)] R(2),

e sin(wt) R(t) = = [e(7Hw)t —elo—iw)t] R(4).

© Wir berechnen @ leicht durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich.
Hier ist £ = 0 erlaubt; bei k£ > 0 sprechen wir von k-facher Resonanz.

Beweis: Der Satz erklart ein Losungsrezept: ,Wenn das Problem soundso
gegeben ist, dann sieht die Losung soundso aus.” Warum gelingt das?

Es gilt de* g(t)] = (0 + p)g(t), also P(9)[e* g(t)] = e P(0 + u)g(t).
Nach Voraussetzung gilt P(X) = P(X) (X — p)* mit P(u) # 0, also
P(9) [e# ¢+ Q(t)] = e P9+ p)[t* Q(1)] = e P(9+ ) 9 [t* Q).
Zunichst senkt 9* den Grad um k, sodann erhalt P(0 + u) den Grad.
ok K[t >
P(9)

K{t]<p,
eHt R KL, 2 e* K[t

Fiir unsere Differentialgleichung bedeutet das ausfiihrlich folgendes:
Zu jedem gegebenen Polynom R(t) = rq +rit + - +r,_;t" ' € K[t]_,,
existiert genau ein Polynom Q(t) = ¢, + ¢t + ... q,,_1t" ' € K[t]_,,,

das unsere Differentialgleichung P(9) [e*! t* Q(t)] = e#! R(t) 15st.

© Das ist die vertraute Wirkung der Ableitung auf Hauptfunktionen.
© Die praktische Berechnung gelingt durch Koeffizientenvergleich.
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Satz Q2): Greensche Fundamentallésung und Losungsformel

Sei P(X)=X"+a, ;X" '+ +a,X +a, € K[X]}, ein Polynom
und b : R D I — K stetig. Zu l6sen ist die Differentialgleichung

P(9) z(t) = b(2).

Die homogene Gleichung P(0) v = 0 hat genau eine Losung v : R - K
mit den Anfangswerten u(0) = - = u("~2(0) = 0 und »(*~Y(0) = 1.

Wir nennen u die Greensche Fundamentallosung. Hieraus erhalten wir
eine Losung der inhomogenen Gleichung P(9) z = b durch Faltung:

= fﬁzto u(t —7)b(T)dr.

Genauer ist z : I — K die eindeutige Losung der Glelchung P(0) z
mit verschwindenden Anfangswerten z(t,) = --- = 21 (t,) = 0.

© Weitere erhalten wir durch Addition homogener Losungen (Q2H).

Aufgabe: Zu l6sen sei, fiir —7/2 < ¢t < 7/2, die Differentialgleichung

B(t) + x(t)

1 .
= —— mit

— 2(0) = #(0) = 0.

Losung: Die allgemeine homogene Losung ist u(t) = ¢; cost + ¢, sint,
Fundamentallosung mit «(0) = 0 und %(0) = 1 ist u(¢) = sin¢. Wir falten:

t t
1 1
z(t) = / sin(t — 1) dr = / (sintcosT — costsinT)—— dr
. cos T 0 cosT

COST

Lo sinT i t
:/ sint —cost- ——dr = [TSlnt-l-COSt-lIlCOST]
7=0 =0

=tsint + cost-Incost
© Die Probe ist wie immer leicht und lohnend! Geduldig ausrechnen:
Z(t) = sint + tcost —sint - Incost —sint
#(t) = cost — tsint — cost - Incost + sin(t)?/ cos t

Einsetzen: #(t) + x(t) = cost + sin(t)?/ cost = 1/ cost. Alles passt!
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Aufgabe: Beweisen Sie Greens Losungsformel durch Nachrechnen.
Losung: (a) Fiir die Ableitung nutzen wir die Leibniz—Regel:

d h(t) , h(t) 8f
o /tho ft,7)dr =R () f(t, h(t)) + /th E(t’ 7)dr
Angewendet auf h(t) = t und f(t,7) = u(t — 7) b(7) erhalten wir
t
z'(t) = ( )+ "(t —7)b(r)dr,
‘r—to
o’ (t) = w'(0) | -I-/ "(t —7)b(T)dr,
¢
x("_l)(t) = u(" 2) +/ uln— 1) (t—7)b(r)dr,
(™ (t) u(" 1) +/ )(t —7)b(r)dr.

Einsetzen dieser Ableitungen in unsere Differentialgleichung ergibt:

z(™ (t)+a, 4 z(n=1) (t) + -+ ay 2’ (t) + ag x(t)

t
=b(t) + / [u™ +a, ;u™ Y+t a;u +agu)(t—7)b(T)dT
T=t; " !

Y = 0, da u eine Losung der homogenen DG ist
Somit ist z eine Losung der inhomogenen Gleichung P(9) z = b.

(b) Die Anfangswerte z(t,) = z’(ty) = - = 2™ 2 (t,) = 2» V(t,) = 0
folgen sofort aus der Berechnung der Ableitungen (a) im Punkt ¢ = ¢,.

Anschauliche Erklirung wie sie in der Physik beliebt ist: Fiir alle ¢ < O sei das System in seiner
Ruhelage u(t) = 0. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt w(0) = w’(0) = - = uw(®~2(0) = 0, und es wird
abrupt beschleunigt durch »("~1)(0) = 1. Man stellt sich dies als einen ,Hammerschlag* vor.
Das System vollfiihrt als sogenannte Impulsantwort die Bewegung w(t) fiir alle Zeit ¢ > 0.

Entsprechend verschoben ist u(t — 7) b(7) ein Hammerschlag zum Zeitpunkt 7 mit Stérke b(7).
Das Integral uber 7 ist die Summe dieser Beitrdge: Wir nutzen Superposition dank Linearitit und
erhalten so z(t) = [*_ + (t — 7) b(7) d7 als Summe kleiner Hammerschlige b(7) dr.

Diese Intuition llefert tatsachhch eine korrekte Losung: Wir haben es nachgerechnet!
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In vielen Anwendungen geht es um Gréflen z, (¢), ..., z,(t) € K=R,C,
deren Entwicklung durch Differentialgleichungen beschrieben wird:

i () = fi(t 2, (t), ..., 2, (1)),

z, (t) = fo(t, 2 (0), ..., 2, (2)).

Mit z = (zq,...,z,) und f = (f;, ..., f,,) buindeln wir dies pragnant und
iibersichtlich zu einer vektorwertigen Differentialgleichung:

z'(t) = (¢, z(t))

Gegeben ist als rechte Seite die stetige Funktion f: R x K" D G — K"
auf einem Gebiet G C R x K", zumindest mit nicht-leerem Inneren G.

Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen z : I — K" auf einem
(maximalen) Intervall I C R, die zunéchst die Bedingung (¢,z(t)) € G
und dort die ersehnte Gleichung z’(t) = f(¢,z(t)) fir alle ¢ € I erfillen.

Dies fithrt uns zu den Grundfragen der Differentialgleichungen:
@ Wie viele Losungen gibt es? keine, eine, viele?
@ Wie finden wir mindestens eine Losung? gar alle?
Wir benétigen wie immer mehrere sich ergéanzende Losungsmethoden:
o Leistungsstarke Theorie als Grundlage: Existenz, Eindeutigkeit, ...
o Konstruktionsverfahren fiir Losungen: moglichst explizit, effizient, ...

@ Exakte Losung spezieller Gleichungen, sonst numerische Néherung, ...

Bei einer autonomen Differentialgleichung héngt f nicht von ¢ ab,

z'(t) = f(z(t))
Wir kénnen autonomisieren durch Einfithrung von 2, =t und f, = 1.

Zeitinvarianz: Bei einer autonomen Differentialgleichung " = f(x) ist
mit jeder Losung z : I — K" auch die um 7 € R verschobene Funktion
z:1—K":Z(t) = z(t — 7) auf dem Intervall I = I + 7 eine Losung.
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Einfachste DGSysteme: entkoppelte Gleichungen

© Differentialgleichungen erster Ordnung sind universell: Wir kénnen
jede DG n-ter Ordnung auf ein DGSystem erster Ordnung reduzieren!

Reduktion: Vorgelegt sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung;:

(1) z™(t) = f(t, 2(t),2'(t), ..,z (1))
Diese konnen wir umformulieren in ein DGSystem erster Ordnung;:
(2o(t) = 2:(t)
zi(t) = 2y(t)
(2) 4 '
Ty o(t) = 2, 1 (1)
(27,1 () = F(t, 20 (t), 21 (2), o, 21 (2))

Ubung: Rechnen Sie diesen genial-einfachen Trick sorgsam nach:
Lost z : I — K die DG (1), so Iést (z, 2/, ..., ™) das DGSystem (2).
Lost (zg, ..., z,_1) : I = K™ das DGSystem (2), so 16st z, die DG (1).

© Es genugt daher, DGSysteme erster Ordnung zu untersuchen!
Diese Formulierung ist einfacher und erlaubt starke Werkzeuge:

In jeder Dimension n gilt Existenz & Eindeutigkeit & Stabilitit dank
des Satzes von Picard-Lindelof, den Sie in der Analysis kennenlernen.

© Der einfachste Fall sind entkoppelte Gleichungen:

Ty (t) = fo(t, 2, (1))
Hierzu l6sen wir n eindimensionale Differentialgleichungen.

A\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Fiir dieses Problem bendtigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und der Linearen Algebra,
insbesondere Eigen- und Hauptvektoren, wie wir gleich sehen werden.
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Aufgabe: Nennen Sie die Bewegungsgleichung fiir Koérper k = 1,...,n
mit Masse m,, > 0, Position u,(t) € R® und Geschwindigkeit v, (¢) € R3.

Losung: Newtons Gravitationsgesetz ergibt die Differentialgleichungen

0)

. (_ (1)
U = Vg,

vy, = fr(u) = Z#k’ymg‘ (Uj—uk)/"uj_uk’g-

Vorgegeben sind die Anfangssdaten u,(0) und v, (0) zur Zeit ¢t = 0.

Als Losung gesucht ist die Bewegung (uq, vy, ..., u,,v,) : [0, T[ — R°".
Erlaubt ein so komplexes System immer genau eine Losung? Ja, das ist
der zentrale H&E-Satz! Kollision oder Expulsion nach co sind méglich:
Eventuell existiert die Losung nur fiir eine kurze Zeit 7 > 0. Fiir manche
Startwerte sind Losungen periodisch, oder beinahe: Zu unserem Gliick!

© Den Fall n = 2 16sen Kegelschnitte: Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln.
@ Fur n > 3 lasst sich dieses DGSystem i.A. nicht geschlossen losen!
© Euler-Verfahren: diskrete Zeitschritte 0 = ¢, < t; < t, < t3 < ...,

up(tiv) =~ u(t;) +opty) - (G — ),
Vp(tip) ~ v(ty) + fr(u) - (tq — 1)

Das Verstindnis der Himmelsmechanik markiert den Ubergang vom Mittelalter zur Neuzeit.

Die Beobachtung des Nachthimmels und seiner Sterne fasziniert uns Menschen seit Alters her.

Neben den zahlreichen ,Fixsternen® (weit entfernte Sterne) erkennen wir einige ,Wandelsterne®
(Planeten unseres Sonnensystems). [hre Bewegung lasst Regeln erahnen, doch fiir Wandelsterne
scheinen diese zunéchst kompliziert und verwirrend. Sie quantitativ zu erfassen und griindlich zu
verstehen, ist einer der groflen Triumphe menschlicher Neugier und systematischer Forschung!

Von der Erde besehen scheinen sich alle Sterne um uns zu drehen, doch die exakte Bewegung der
Planeten erweist sich als schrecklich kompliziert. Kopernikus” heliozentrisches Modell (1543) ist
einfacher, daher niitzlicher: Die Bahnen der Planeten um die Sonne erweisen sich recht genau als
Ellipsen. Diese Koordinatentransformation hat enorme Wirkung und schreibt Weltgeschichte!

Aus Tycho Brahes prazisen Beobachtungsdaten leitete Johannes Kepler drei Gesetze ab, die die
Ellipsenbewegung der Planeten um die Sonne gut beschreiben. Eine Erkldrung der Bewegungen
durch einheitliche physikalische Prinzipien gelang erst Isaac Newton 1686 mit seinen Principia!

Die moderne Naturwissenschaft beginnt mit Newtons Formulierung der drei Bewegungsgesetze,
des universellen Gravitationsgesetzes und seiner Losung des Zwei-K6rper-Problems. Mit einer
Handvoll physikalischer Prinzipien und den passenden mathematischen Werkzeugen konnte er
die Keplerschen Regeln erkldren, ja herleiten. Newtons revolutionire Idee: Uberall im Universum
gelten dieselben Gesetze! Newtons Mechanik erklért die Schwerkraft hier auf Erden ebenso wie
auflerirdische Phanomene: den Umlauf der Planeten um die Sonne und des Mondes um die Erde,
sogar die Gezeiten unserer Meere, ebenso die Coriolis—Kraft und das Foucaultsche Pendel.
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Allein schon das obige Differentialgleichungssystem zu formulieren, ist eine Meisterleistung der
Mathematik und Physik der Neuzeit. Wir nennen dies Himmelsmechanik und sind véllig zu
Recht stolz auf sie: Mathematische Sprache und Werkzeuge erleuchten die gesamte Entwicklung
und ebnen den Weg von Beobachtung tiber Erklarung und Berechnung bis zur Raumfahrt.

Auch nach tiber 300 Jahren sind Newtons Gleichungen immer noch niitzlich wie am ersten Tag!
Daten dndern sich, Methoden bleiben bestehen. Solide mathematische Arbeit hat eine extrem
lange Wirksamkeit. Daher lohnt es sich auch fiir Sie heute, in mathematische Grundlagen zu
investieren und diese wirksamen Werkzeuge zu erlernen, anzuwenden und fortzufithren.

Die drei Falle n = 1 und n = 2 sowie n > 3 sind sehr verschieden! Fiir einen einzigen Kérper
(n = 1) enthalten Newtons Gleichungen 1, = v, und ¥; = 0 keine gravitative
Wechselwirkung. Ihre Losung ist eine geradlinige Bewegung, ndmlich u, (¢t) = u,(0) + v t.

Ein Zwei-Korper-System (n = 2) wie Sonne-Erde oder Erde-Mond ist bereits ausgesprochen
interessant. Newton konnte seine Gleichungen hier gut 16sen, sie ergeben Ellipsenbahnen und
erklaren die Keplerschen Gesetze. Allgemeiner sind auch Parabeln und Hyperbeln als Losungen
moglich, je nach Anfangsdaten u,(0), v, (0), u5(0), v5(0). In allen Féllen gelingt die Losung
hier noch in geschlossener Form. Man nennt ein solches System vollstindig integrabel.

Newton betrachtete anschlieflend das Drei-Kérper-System Sonne-Erde-Mond. Dies entzog sich
jedoch hartnéckig einer Lésung und wurde zum berithmtesten offenen Problem der Mathematik.
Das Drei-Korper-Problem gilt bis heute als eines der schwierigsten Probleme, die zahlreichen
Anstrengungen zu seiner Losung erfordern und erzeugen immer wieder wichtige neue Methoden.

Fir kinstliche Satelliten wird das zirkuldre restringierte Drei-Kérper-Problem (CR3BP) sehr
ausgiebig untersucht: Zwei massereiche Kérper umrunden sich kreisférmig, wiahrend der dritte
Korper nahezu masselos ist. Hier findet man die berithmten fiinf Lagrange-Punkte.

Nur wenige und sehr spezielle Sonderflle des n-Ko6rper-Problems sind geschlossen losbar.
Auch diese haben ihren eigenen Reiz: Seit 1994 wurden zahlreiche Choreographien entdeckt,
in denen n Koérper symmetrisch angeordnet werden und dann periodische Bahnen durchlaufen.
Fiir generische Anfangsdaten hingegen ist die Bewegung chaotisch und kann nur numerisch
anndhernd berechnet werden. @ Solving the Three Body Problem, youtu.be/et7XvBenEo8.

Zum Kontrast untersuchen und vergleichen wir zwei klassische Anwendungen der Mechanik:
Einerseits gekoppelte lineare Systeme wie harmonische Oszillatoren [Q373], andererseits
Planetenbewegung und dhnliche nicht-lineare Systeme. Nicht-lineare Systeme sind schwierig
und verhalten sich oft chaotisch. Lineare Systeme sind besonders gutartig und einfach zu 16sen.
Dabher sollten Sie Linearitat erkennen und wertschétzen, verstehen und nutzen lernen!

Auch nicht-lineare Systeme lassen sich mitunter gut 16sen, wie einfache Beispiele zeigen. Dies
sind aber Ausnahmen und seltene Gliicksfille. Typischerweise sind nicht-lineare Systeme nicht
geschlossen 16sbar. Es bleibt dann nur die numerische Approximation mit Hilfe geeigneter
Niherungsverfahren, z.B. das Euler-Verfahren oder besser gleich das Runge-Kutta-Verfahren.
Mehr hierzu erfahren Sie in der Numerik. Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen
konnen Sie die Numerik von Differentialgleichungen nutzen und wo nétig vertiefen.

Allgemeine Grundlagen und konkrete Anwendungen ergénzen sich wunderbar.
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Was sind lineare Differentialgleichungssysteme?

Definition Q3A: lineares Differentialgleichungssystem iiber K = R, C

Jedes lineare Differentialgleichungssystem ist von folgender Form:

21(t) = () 21 () + o + a1, () 2, (8) + 61 (2)

Zp () = 1 (1) 21 () + - + 4 () 2, () + 0, ()

Gegeben sind hier die Koeffizienten q,; : I — K und die rechten Seiten
b, : I — K als stetige Funktionen auf einem Intervall I C R, gebtindelt:

z'(t) = A(t) z(t) + b(t)

Gesucht sind als Losungen alle Funktionen z : I — K" in €!(I,K"),
die die Gleichung z’(t) = A(t) (t) + b(t) in jedem Punkt ¢ € I erfiillen.

Beim Anfangswertproblem ist zudem z(¢;,) = v € K" vorgegeben.
Fiir b = 0 erhalten wir die homogene DGleichung z’(t) = A(t) z(t).

Wir nennen A(t) die Koeffizientenmatrix oder die Systemmatrix.
Die rechte Seite b(t) heiffit auch Inhomogenitit oder Storterm.

Unser Ziel ist die Bestimmung (einer Basis) des Losungsraums.

Dazu kénnen wir explizite Losungsformeln angeben und fiir wichtige
Beispiele ausrechnen. Hierzu bendtigen wir geeignete Techniken

aus der Analysis, insbesondere die allgegenwiértige Integration.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeflizienten
sind der allereinfachste Fall: Die Losung der Gleichung z’(t) = A z(t)
gelingt uns vollstdndig bereits mit den Techniken der Linearen Algebra:
Wir finden eine Basis des Losungsraums mit Hilfe der Hauptvektoren
einer Jordan—Basis; die Integration tritt dabei in den Hintergrund.

Wir mobilisieren nahezu alle bisherigen Begriffe und Techniken:
Vektorraum, Basis, Dimension, lineare Abbildung, Kern und Bild,
Darstellung durch Matrizen, Determinante, charakteristisches Polynom,
Eigenvektoren und Diagonalform, Hauptvektoren und Jordan-Form.
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Reduktion eines linearen DGSystems auf erste Ordnung
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Lineare DGSysteme: entkoppelte Gleichungen

Zu 16sen sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:
@ 2 (t) = ap () 2"V () + o +ay (1) 2 (1) + ag (1) 2(t) + b(t)
Diese ist 4quivalent zu einem linearen DGSystem erster Ordnung;:

/ —
Ty, = T

() B
—2 = Ln—1

-1 == ao .'L'O + al :I:]. + anil Ll)nfl + b

Das entspricht 2’ (t) = A(t) z(t) + B(t) mit zugehoriger Systemmatrix

0 1 0 0
Al = | ; 0 . und B(t) = 0
ag Ay . Gy g b(t)

Beispiel: Wir nutzen dies fiir gekoppelte Oszillatoren, siehe Q349.

© Besonders wichtig und gut zu l6sen sind lineare DGSysteme
z'(t) = Az(t) + b(t) mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K™*".

© Der einfachste Fall sind auch hier entkoppelte Gleichungen:

z1(t) = a; ()
z5(t) = ay 75()

p (1) = a,, 2, (t)
Die Losungen z,(t) = ¢, e** konnen wir sofort ausschreiben!

© Oft lassen sich komplexe Losungen e(®+«) leichter berechnen
und dann in reelle Losungen e cos(wt) und e’ sin(wt) umrechnen.
Wir nutzen dies oben fiir den harmonischen Oszillator, siehe Q245.

A\ Im Allgemeinen sind die gegebenen Gleichungen aber gekoppelt.
Fiir dieses Problem benétigen wir daher passende Rechenmethoden.
Hierzu nutzen wir die Werkzeuge der Analysis und Linearen Algebra!




Der harmonische Oszillator als dynamisches System
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seispiel| | Der harmonische Oszillator als dynamisches System Exliuterung
k k
! m 2 © Allgemeiner Trick: Reduktion von hoherer auf erste Ordnung!
© DGSystem erster Ordnung = Vektorfeld auf dem Zustandsraum!
‘ ) ' — u(t) ' ‘ Der harmonische Oszillator dient uns weiterhin als zentrales Modell:
Aufgabg: F01'rm1'111eren' und losgn Sie c?en ha.\rmomscher‘l Oszillator... Es ist besonders einfach und anschaulich, lisst sich leicht 16sen,
(1) als cine eln'dl'rnens‘lonale ]'leferf:ntlalglelchung zweiter Ordnung, und zeigt im Prinzip bereits alle wesentlichen Phénomene!
(2) als ein zweidim. Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Wir schreiben seine Differentialgleichung zweiter Ordnung hier neu als
Losung: (1) Zeit t € R, Position u(t) € R, Geschwindigkeit u(t) € R, System erster Ordnung: Das ist ein Vektorfeld auf dem Zustandsraum!
. . 2 . .
Beschleunigung 4(t) € R, Kraft —wj u(t) — 25 4(t), Bewegungsgesetz: Jedes solche Richtungsfeld ist geometrisch besonders anschaulich als
i(t) 4+ 260(t) + wdu(t) = 0 ein ,Fluss®, und dies niitzt ebenso in der Analysis und der Numerik.
‘ Losungskurven des DGSystems sind die Trajektorien: Die nichsten
L(?sung u(t) = e™[e; cos(wt) + ¢y Sir}(wt)] mlt‘w = \Jwg — 0% € Ry, beiden Graphiken zeigen den nicht bzw. schwach gedampften Fall.
Die Anfangsdaten (u(t), i(ty)) bestimmen die Konstanten ¢, c, € R. Hierzu kennen wir bereits die exakten Losungen.
(2) Zustand (z,(t), 74(t)) = (u(t),u(t)), Zustandsraum R?, DGSystem: Die dritte Graphik zeigt mehrere numerische Naherungen durch das
P - A 0 1 . Euler-Verfahren: Solche Naherungen sind niitzlich, wenn wir keine
{ 1 9 95 2} = [a’cl ] = [—wZ 5 6] {xl ] exakte Losung kennen oder mithsam beschaffen wollen, und nétig,
2T THn T2 2 0 2 wenn gar keine Losungsformel in geschlossener Form existiert.
Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R? Bei%sifi Der harmonische Oszillator im Zustandsraum R? Begﬁilﬁ
Harmonischer Oszillator, keine Dadmpfung 6 = 0, zum Beispiel w, = 1: Schwache Dampfung 0 < § < w,, zum Beispiel 6 = 1/5 und w, = 1:
/3322_2 A_014 A | 01
=1 o L TN T l=10 e e RN ~1 =2/
\] ..... —//":"'_’\:\\
AN ‘
Ly oLy
{
NI SRR AR AR AR
| S8R RER 00
A N Do A RN T R _ S S . ;) )
R e Linge/5’ Ct=5  "Lange/5
t-‘:5 'll\/[ale '\l\/IaX=1{

Kein Energieverlust, daher sogar Riickkehr in den Anfangszustand.

Echter Energieverlust, daher keine Riickkehr in den Anfangszustand.
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren Beispiel
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Approximation durch das Euler-Verfahren mit Schrittweite At = 1,1, 4

A<

* exakte L'S’sung x(t)

....... > ’

Wir erkennen graphisch den Rechenaufwand und Approximationsfehler.

Zu losen sei ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung:
(t) = f(t, (1)),

© Dies ist im Wesentlichen ein Vektorfeld f auf dem Zustandsraum!
Gesucht ist eine Losungskurve z(t), die die obige Gleichung erfiillt.
Das Euler-Verfahren verschafft uns eine numerische Naherung z:

Wir wihlen Zeitschritte 0 = t) < t; <ty <t3 <.. mit At; =t ; —t,.
Am einfachsten dquidistant ¢, = t, + iAt mit fester Schrittweite At > 0.
Die Ableitung 2 approximieren wir durch den Differenzenquotienten:

z(tip1) — z(t;)

z(0) = =z,

(t;) = f(t=(t;))

tiy1 —
Damit berechnen wir Nédherungswerte Z(t, ), Z(ty), Z(t3), ... rekursiv:
T(tipr) = E(t) + [, E()) - (g —t;) fOre=0,1,2,3, ...

Unter geeigneten Bedingungen existiert genau eine Losung z(t) und die
Euler-Approximation Z(t) kommt fiir kleine Schrittweiten beliebig nahe.
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Numerische Naherung durch das Euler-Verfahren
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Numerische Naherung durch das Euler—Verfahren

Geometrische Voraussetzungen fiir das Euler-Verfahren:

Sei I = [ty,ty + T] C R ein Zeitintervall der Lange T > 0.
Sei K = B(zy,r) C K® der Ball um z, mit Radius r > 0.
Sei f: I x K — K" stetig, somit beschréankt, also |f| < M.
Hierbei gelte T - M < r, notfalls verkleinern wir 7"und I. T
Dies garantiert, dass Losungen nicht vorzeitig aus K rauslaufen.

Gesucht ist z : I — K diff’bar mit z(t,) = z, und &(¢) = f(¢t,z(t)).
Das heif3t: In jedem Punkt (¢, z(t)) ist die Tangente z(t) = f(¢, z(¢)).
Euler—-Approximation: Wir wahlen eine Partition des Zeitintervalls

P={ty<t;<-<ty=ty+T}

Wie oben illustriert definieren wir hierzu den Euler-Polygonzug

T2 — T
mit L_tl = f(t;, %)

- g t1 Ity ... Iy
Ty Ty Ty ... Ty tiq

Tr=
K3

© Praktisch: Aus &, = z, berechnet man schrittweise z,, Z,, ..., & 5:
Im Punkt (¢;, Z,) wird die Kurve in Richtung f(¢;, Z,) weitergeschickt.

171

Existenz von Losungen, Peano 1890

Zu l6sen sei die Differentialgleichung 4(t) = f(¢, z(t)) mit z(¢,) = z,.
Unter den oben erklarten geometrischen Voraussetzungen gilt:

Es existieren Partitionen P,, P,, P;, ... C I, deren Euler-Polygonziige

Z,,%q,%3,... : | - K gegen eine Losung z : I — K konvergieren.

© Dies garantiert Existenz von Losungen, & keine Eindeutigkeit.
© Die Rechnung ist fiir At = T/ N sehr leicht zu implementieren.
@ Prazision verlangt grofles N, damit wachst der Rechenaufwand.

@ Praktisches Problem: Der Satz ist nicht konstruktiv! Gegeben ¢ > 0,
wie wahlt man eine Partition P, um eine e-Approximation zu erhalten?
© Die Numerik untersucht und optimiert solche Ndherungsverfahren.
Ziel: gute Fehlerschranken und hohe Prézision bei geringem Aufwand.
Die Numerik der gewohnlichen Differentialgleichungen ist ein hoch
entwickeltes Gebiet und stellt umfangreiche Werkzeuge zur Verfiigung.
Lineare DGSysteme werden wir im Folgenden explizit und exakt 16sen.
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Exponentialfunktion... einer Matrix A € K™*"

Aufgabe: Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(4) = -2, A% /k!
der Diagonalmatrix A = diag()\y, ..., A,,) € K™*" sowie exp(At) fir ¢t € R.

’ '

Losung: (0) Die Potenzen der Matrix A sind leicht zu berechnen:

A 0 Ak 0
0 A, 0 Ak
(1) Hieraus berechnen wir ebenso leicht die Exponentialreihe:
Y A
oo A1 0 et 0
Ak k=0 I
h=0 0 o 0 e

(2) Mit dem Zeitparameter ¢ € R im Exponenten erhalten wir:

eMit 0
exp(At) =
0 ernt

© Haben Sie keine Angst vor Wortern oder Formeln. Hier helfen
Definitionen und Sétze, damit gelingen Ihnen dann die Beispiele.

Wir arbeiten entweder reell iiber K = R oder komplex iiber K = C.
Hier konnen wir iber Konvergenz sprechen und somit von Polynomen
S>n_, ¢, AF tibergehen zu (konvergenten!) Potenzreihen Y"2° ¢, A".

(2 Wie berechnen wir exp(A) fur A € K"*"? Zunachst haben wir die
(konvergente!) Exponentialreihe exp(A) := Y% A*/k! als Definition.
Die konnen wir immer einsetzen, theoretisch geniigt das. In giinstigen
Féllen konnen wir sie weiter vereinfachen und explizit ausrechnen:

© Fir jede Diagonalmatrix D € K™*™ berechnen wir exp(D) wie oben.
Ist A € K**" diagonalisierbar, so gilt T~ AT = D nach Basiswechsel
T € GL,,(K). Aus A = TDT! folgt dann exp(A) = T exp(D) T.

© Leider ist nicht jede Matrix diagonalisierbar, doch Jordan hilft immer!
Jede Matrix A € C™*™ ist C—jordanisierbar: Es existiert ein Basiswechsel
T € GL,,(C) so, dass J = T~ AT in Jordan-Form ist. Wie oben konnen
wir exp(J) berechnen. Aus A = TJT* folgt exp(A) = T exp(J) T 1.

Exponentialfunktion... eines nilpotenten Jordan—-Blocks o

Exponentialfunktion... eines allgemeinen Jordan—-Blocks o

Aufgabe: Berechnen Sie exp(Nt) eines nilpotenten Jordan—Blocks.

0100 0010 000 1
Joo 10 » |00 01 , |00 00

N=looo 1" loooo" ¥ |ooo 0| -
0000 000 0 000 0

Losung: (1) Hier gilt N* = 0, die Exponentialreihe bricht also ab:

0100 11 5 5
001 0 _ 1\;‘(] N i\;l N ;‘VQ N 1’\°‘T3 _ 0 1 1 %
TPlooo 1 "0 12 T T oo 11

0 000 0 0 0 1

(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:

1 ¢ 2 £

/() Il ,2 /3 0 1 i! t32'

Nt)=N'— + N'— + N2 + N3_ = 2!

N T TR TR Il P R
00 0 1

Aufgabe: Berechnen Sie exp(Bt) eines allgemeinen Jordan-Blocks

A1 00
{0 X1 0 nxn
B = 00 A 1 e K™,
0 0 0 X
Losung: (1) Wir haben B = D + N mit D = Al. Dank DN = N D folgt:
11 5 3
exp(B) L exp(Dexp(V) = e [0 L 1 =
PI) T GPLEPU) = €09 0 1 1
0 0 0 1
(2) Mit dem Zeitparameter ¢t € R im Exponenten erhalten wir:
1t L g—z
exp(Bt) = exp(Dt) exp(Nt) = e 01t 5
(3) 0 0 1 t
0 0 0 1
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Die Exponentialfunktion fiir Matrizen e

Satz Q3B: die Exponentialfunktion fiir Matrizen tiber K =R, C
0 Fir jede Matrix A € K™*" konvergiert die Exponentialreihe

A) = S =1+ A 1A2 1A3 1A4
eXp()-—ZH— +AF DA A A

1 Zudem gilt der Euler-Grenzwert (I + 2 A)" — exp(A) fiir n — oo.
Die so definierte Matrix-Exponentialfunktion exp : K™*" — K"»*"
hat die von exp : R — R und exp : C — C vertrauten Eigenschaften:

2 Die Nullmatrix 0 wird auf die Einheitsmatrix exp(0) = I abgebildet.

3 Aus AB = BA folgt exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

4 Insbesondere gilt also exp(A) exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = L.

Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(A4) ™! = exp(—A4).

5 Die Zuordnung ¢ - exp(tA) definiert eine differenzierbare Kurve
in GL K ¢ K™ mit 0 — I und d ; exp(tA) = Aexp(tA).

Satz Q3B.: die Exponentialfunktion fir Matrizen

Die Exponentialfunktion vertragt sich zudem mit Matrix-Operationen:
6 Transposition: exp(AT) = exp(4)T

7 komplexe Konjugation: exp(A) = exp(A)

T1AT) = T 'exp(A)T

9 Determinantenformel: det(exp(A)) = exp(tr(A))

8 Konjugation: exp(

Ubung: Rechnen Sie alle Aussagen dieses Satzes sorgsam nach!
Dies gelingt wortlich genauso wie fiir die reelle Exponentialfunktion.

Die Techniken der Analysis benétigen Sie vor allem fiir die Konvergenz
(0,1). Alle weiteren Aussagen (2-9) erhalten Sie, indem Sie termweise
rechnen - und dies diirfen Sie: Potenzreihen verhalten sich (innerhalb
ihres Konvergenzbereichs) wie Polynome (von unendlichem Grad).

A In K = R, C kommutieren je zwei Elemente, daher spiiren Sie dort von
der Kommutativitit (3) nichts. Fiir Matrizen ist sie jedoch wesentlich.
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Konvergenz der Exponentialfunktion fir Matrizen Ausfthrung
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Konvergenz der Exponentialfunktion fir Matrizen Ausfiihrung

(@ Wir wollen eine Norm |A| fir Matrizen A € K™*" erklaren. Beispiel:
Die Frobenius—Norm von Matrizen entspricht der euklidischen Norm:

==l K = R A Al p = V20 Yk lagl?
Auf K™*™ ist dies eine Norm (N0-3) und zudem submultlphkatlv (N4):
No: |A|>0= |0 (Positivitat)
N1: |A|>0farA#0 (Definitheit)
N2:  |AA| = |\ |A] (Homogenitét)
N3: |A+ B| <|A|+|B| (Dreiecksungleichung)
N4: |A-B| <|A4]-|B| (Submultiplikativitat)

Letzteres gilt fiir komponierbare Matrizen A € K™*" und B € K"*".
Jede Abbildung |—| : K®*™ — R mit den Eigenschaften (N0-4) fiir alle
Matrizen A, B € K™*™ und Skalare A € K nennen wir eine Matrixnorm.

© Damit klaren wir nachfolgend all unsere Fragen der Konvergenz...
und ernten anschlieflend die wunderbaren algebraischen Eigenschaften!

Aufgabe: (0) Folgern Sie die Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe.
Losung: (a) Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz dieser Reihe:

o AR AlF
;H H Z" || Z” H pe

(b) Der Raum K™*™ ist Cauchy-vollstandig beziiglich der Norm ||—|.
(c) Dank (a) konvergiert die Exponentialreihe > 2° , A*/k! absolut, und
dank (b) konvergiert sie auch in K™*”. Zudem gilt die Abschatzung:

2 S5 2 S5l = w0

© Fir konvergente Potenzreihen gelten wunderschone Rechenregeln:
Sie verhalten sich (innerhalb ihres Konvergenzbereichs) wie Polynome!
Insbesondere durfen wir solche Reihen umordnen, termweise addieren,
multiplizieren und differenzieren — wie von Polynomen vertraut.
Genaueres hierzu lernen Sie im ersten Studienjahr der Analysis.

exp(JA]) < oo

lexp(A
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Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion Ausfishrung

(1) Den Euler-Grenzwert (1 4+ a/n)™ — exp(a) kennen Sie fiir a € K.
Daraus folgt dieser Grenzwert sofort fiir jede Diagonalmatrix, dann fiir
jede diagonalisierbare Matrix. Mit etwas Miihe zeigt man den Grenzwert
ebenso fiir jede Jordan—-Matrix, dann fiir jede jordanisierbare Matrix.
(Wenn Sie mochten, fithren Sie es aus als Ubung zur Jordanisierung.)

Die Aussage (2) des Satzes hingegen ist klar, denn wir haben:

o 0F
exp(0) = - =

_Ok! I+0+0+.. =TI

Dank Funktionalgleichung (3) folgt daraus die Inversionsformel (4):
exp(A)exp(—A) =2 exp(A—A) 2 I

Somit ist die Matrix exp(A) invertierbar mit exp(A4)~! = exp(—A).

Wir kommen nun zu den interessanten Aussagen (3) und (5).
Diese haben wir in den obigen Beispielen bereits in Aktion gesehen.
Nun wollen wir diese niitzlichen Rechenregeln allgemein beweisen.

Aufgabe: (3) Fiir je zwei kommutierende Matrizen A, B € K"™*" gilt:

exp(A + B) = exp(A)exp(B) falls AB = BA.

Losung: Dank (a) Umordnungssatz und (b) binomischem Lehrsatz gilt

- Ak e BZ . O X Ak BZ
exp(A) exp(B) = Z o Z Tl = T
k=0 £=0 k=0 ¢=0
> A* B* ( )
@ a2 Def Ak gr—k
2.2 W >a
b > 1 n Def
L Z%H(AJrB) = exp(A + B).

© Dies entspricht dem Potenzgesetz, daher die Kurzschreibweise

A+B _ oA oB

et := exp(A) und e

© Das ist wortlich die Rechnung fiir die reelle Exponentialfunktion!

0331
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Die Ableitung der Exponentialfunktion
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Exponentialfunktion und Matrixoperationen Ausfiihrung

Aufgabe: (5) Aus der Exponentialreihe folgt die Ableitungsregel

4 exp(tA)

e = Aexp(tA).

Losung: Dank (a) Ableitungsregel fiir Potenzreihen gilt

d o d Rtk Do dtk

Sexp(td) = =3 8N

at P dt kzk L
= AZ Do 2 Aexp(Ar).

k=1 Jj= O'7

Wir nutzen hier die Indexverschiebung k£ = j + 1, umgekehrt j = k — 1.
© In Kurzschreibweise erhalten wir die vertraute Formel

d
dt

© Das ist eine der definierenden Eigenschaften der Exponentialfunktion.

etd = Aetd .

Aufgabe: Beweisen Sie sorgsam die Aussagen (6—9) des Satzes Q3B.

Losung: (6) Die Transposition T : K"
ist ein Ringantiautomorphismus, denn es gilt (A + B)T

— K™*" quadratischer Matrizen
= A" + BT und

(A-B)T = BT - AT sowie (AT)T = A fiir alle A, B € K™". Daraus folgt:
N T\k N kT
N Y7y I
exp(47) = Nhi?,o[ k! ] - oA Lz_% Kl ]
T

|:
f:
g = ?r
M= I
=
E—

Iz

> Ak Def
[Zﬂ = exp(A)T
k=0 "

Fiir die Gleichung (b) nutzen wir die Stetigkeit der Abbildung T
Wir gehen bei dieser einfachen Rechnung bewusst kleinschrittig vor,
so sehen wir genau, welche Eigenschaften wirklich benétigt werden:

Fiir jeden stetigen Ring(anti)homomorphismus @ : K™*™ — K™*" gilt

exp(®(4)) =

D(exp(A)).
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Exponentialfunktion und Matrixoperationen Ausfiihrung

(7) Die komplexe Konjugation ": C - C: z =z +iy = z = z — iy ist ein
Kérperautomorphismus, dennes gilt z+ w=z+wundz-w =2 -w
sowie z = z fiir alle z, w € C. Fiir Matrizen iiber C definieren wir die
komplexe Konjugation koeffizientenweise durch

Dies ist ein Ringautomorphismus von (C"*", +, -) und zudem stetig.
(Warum? Nachrechnen!) Wie in (6) folgt daraus exp(A) = exp(A4).

(8) Fiir jede invertierbare Matrix T' € GL,, K ist die Konjugation

: Cv 5 C s A TLAT

conjp

ein Ringautomorphismus von (K™*", +, -) und stetig. (Warum? Ubung!)
Wie in (6) folgt daraus exp(T 1 AT) = T~ exp(A)T. Ausgeschrieben:
o~ (

-1 k k
TAT)” o o [ZA ]T = T lexp(A)T

T1AT) = o o

exp(
k=0

(9) Wir zeigen schlie3lich die bemerkenswerte Determinantengleichung

det(exp(A4)) = exp(tr(A)).

(9a) Wir beweisen dies zunachst fiir Dreiecksmatrizen. Hier gilt:
k

a;; *x % ay; * %
A= 0 -~ x = AF=10 - x
0 0 a,, 0 0 af,
Damit erhalten wir ohne weitere Miihe:
a;; * ok exp(a;;) * *
detexp | 0 -~  =* = det 0 *
0 0 a,, 0 0 expl(a,,)
= exp(aqy) -+ exp(ay,,)
= exp(a;, +-+a,,)
= exp(tr(4))
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Exponentialfunktion: von antisymmetrisch zu orthogonal = austihrung

(9b) Uber K = C ist jede Matrix A € K"*" trigonalisierbar (Satz P3B),
es existiert also ein Basiswechsel T' € GL,, C so, dass ! AT trigonal ist.
Die Determinante und die Spur bleiben dabei unveréandert (Satz P2F):

det(exp(T1AT))
exp(tr(4))

det(exp(A)) = det(T'exp(A)T) =

= exp(tr(T1AT)) =
(9¢) Jede Matrix A € R™*™ konnen wir in C"*™ betrachten.

Determinante und Spur bleiben dabei unverandert.
Dank (9b) gilt somit det(exp(A)) = exp(tr(A)).

© Wieder einmal fiigen sich Theorie und Praxis wunderbar zusammen,
solide Grundlagen fiithren zu hilfreichen Rechenregeln. Dazu betone ich:
Im Beweis nutzen wir die Trigonalisierung, in Rechnungen jedoch nicht.

© Fiir grofle Matrizen ist die Berechnung der Exponentialfunktion und
der Determinante im Allgemeinen sehr aufwéndig. Die Berechnung der
Komposition det(exp(A)) = exp(tr(A)) hingegen ist erfreulich leicht!

Aufgabe: Ist A € R™"™ antisymmetrisch, so gilt @ := exp(4) € SO,,(R).

Losung: Antisymmetrisch bedeutet AT = —A. Alle Diagonaleintrige

115 - , Gy, verschwinden, also gilt tr(A) = 0, somit det Q = e° = 1.
Orthogonal bedeutet QQT = I = Q' Q. Dies zeigen wir wie folgt:
QQT = exp(A)exp(A)T
= exp(4) exp(AT)
= exp(A) exp(—4)

exp(4A — A) = exp(0) 27

Fiir A € C™*™ erinnern wir an die Adjunktion A := AT,

Ubung: Ist die Matrix A € C™*™ antihermitesch, also AT = — A,

so ist Q := exp(A) unitir, also QQT = I = QQ, kurz Q € GU,,(C).
Die Diagonaleintrage a4, ..., a,,, sind rein imaginar, also tr(4) € iR,
somit det Q = e** 4 € S!. Im Falle tr(A4) = 0 gilt stirker Q € SU,,(C).




Beispiel: eine euklidische Drehmatrix o Exponentialfunktion und Euler-Verfahren Austihiung
Aufgabe: Berechnen Sie exp(At) fir A = [¢ !']. Losung: R SN [0 _1]#
o —1] , [-1 0 s [0 11 ., [10 o 1.0
S O TR P e R TR R

Hieraus berechnen wir mithelos die Matrix-Exponentialfunktion: | } \
2ttt S A il . BOZRRRRRERIVRAE 7/ TN \ NN S LAk A
exp(At) = 1- 2 + B t+ 58 Tl L cost —sint BZARRRRERR AN 477/ (R EEE RN NSRS SRR
t— L 4t 1—E & sint  cost i >
3 T B ol Tl RNIEFEREREREY
Bemerkung: Fiir die Ableitung gilt wie erwartet / . / At = REREES
d —sint —cost AR
dt exp(At) [ cost —sint] Aexp(At). 7 /At i

Das AWP v’ (t) = Au(t) mit u(0) = v wird geldst durch u(t) = exp(At) v.
Das Euler—Verfahren entspricht dem Grenzwert (I + +A)" — exp(A).

s —t| om s 0 0 —t| _ ,|cost
expt S EeXPO S expt 0 = © sint

—sint
cost

e At =
: ///*%/% Linge/5

« Max=1 §
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Beispiel: eine hyperbolische Drehmatrix
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Beispiel: eine kleine Dreiecksmatrix Ausfithrung

Aufgabe: Berechnen Sie exp(At) fir A = [ }]. Losung:

o1l ,, 1 0] ,, [0 1] ,, [10
S R D A IR T

Hieraus berechnen wir mithelos die Matrix-Exponentialfunktion:

A A LT A

exp(At) =
RSN SANES [N <O

_ | cosht sinht
| sinht cosht

Bemerkung: Fir die Ableitung gilt wie erwartet

— €
at P

Das AWP u/(t) = Au(t) mit u(0) = v wird geldst durch z(t) = exp(tA) v.
Das Euler—Verfahren entspricht dem Grenzwert (I + +A)" — exp(A).

ox s t e |8 0 ox 0 ¢ _ s cosht sinht
Pl 5] T “Plo s| Pt 0] =° |sinht cosht

(tA) = sinht cosht
~ | cosht sinht

] = Aexp(tA).

Aufgabe: Berechnen Sie exp(A) einer 2 x 2-Dreiecksmatrix.

Losung: (0) Wir betrachten eine obere 2 x 2—-Dreiecksmatrix:
2 3 (2 2
_la ¢ 9 |a® (a+b)c 3 |a® (a®4+ab+0b°)c
A_[O b],A_[O sl | el .

(1) Wir nehmen zunichst a # b an. Per Induktion finden wir dann

k k_pk a__ b
a2t — exp [a c] _ e e .
0 b 0 0 e

(2) Resonanz: Fir b — a gilt ec;:fb — e, Fir a = b finden wir tatsachlich:

Ak — a* kaFlc I A e’ ce®
10 a® Plo o] 7|0 e |

Fiir grofie Matrizen ist diese Rechnung ebenso moglich, aber mithsam.
Im Folgenden nutzen wir hierfiir lieber Eigen- und Hauptvektoren.

Ak =
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Lineares Differentialgleichungssystem (DGSystem)

¢ Definition Q3A: lineares Differentialgleichungssystem tiber K = R, C
Eine lineares Differentialgleichungssystem (DGSystem) hat die Form

a(t) = A(t) u(t) + b(2).

Gegeben ist die Systemmatrix A : I — K"*" und der Storterm b : I — K",
beide stetig auf dem Intervall I C R. Gesucht sind alle u : I — K™ mit
stetiger Ableitung 4 : I — K™ und zeitlicher Entwicklung « = Au + b,
also ausgeschrieben u(t) = A(t) u(t) + b(t) fir jeden Zeitpunkt t € I.

Beim Anfangswertproblem (AWP) ist zudem eine Startzeit ¢, € I
und ein Startwert / Startvektor u(t,) = v, € K" vorgeben.

Mit b = 0 heift unser DGSystem % = A« homogen, sonst inhomogen.
Zur Vereinfachung betrachten wir konstante Koeffizienten A € K"*".

(2 Wie viele Losungen hat das AWP? keine, eine, viele? Genau eine!
Das konnen wir nun nachrechnen und erhalten damit den H&E-Satz Q3c.

Nach der motivierenden Einleitung und ersten Beispielen wollen wir nun
unser Vorgehen systematisieren. Als erstes prézisieren wir den Rahmen
fiir lineare DGSysteme, aufbauend entwickeln wir eine starke Theorie
und effiziente Losungsmethoden. Nicht-lineare DGSysteme wie Newtons
Himmelsmechanik sind noch allgemeiner und spannender, aber vorerst
noch auflerhalb unserer Reichweite. Freuen Sie sich auf die Analysis!

Beliebte Schreibweisen fiir die Ableitung sind @ = v/, i = u”, etc.
Die gesuchten Funktionen heiflen u oder x oder y... je nach Kontext.
Ich formuliere das DGSystem und das Anfangswertproblem (AWP).
Wir diirfen ¢, = 0 annehmen und uns etwas Schreibarbeit sparen.
Ich fithre fiir Sie im Folgenden ¢, mit, lese es aber meist als ¢, = 0.

Aufgabe: Finden Sie v : R — K" mit u(0) = v und v’ (t) = Au(t).
Lésung: Die Funktion u(t) = et v erfiillt u(0) = v und v’ (t) = Au(t).
Die Matrix-Exponentialfunktion Q38 fithrt uns zu direkt zu einer Losung.
(2 Wir fragen nach den vier E: existent? eindeutig? effektiv? effizient?

Q343
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Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Aufgabe: Losen Sie das AWP zunéchst fiir den Spezialfall A = 0:

W/ (t) = b(t)

u(tO) = Yp,

Eindeutigkeit: Angenommen u : I — K" ist eine Losung. Dank HDI gilt:

Jr=to w' (7) dr = u(t) — ulty)

Erinnerung: Wir differenzieren und integrieren immer koordinatenweise.
Wir l6sen nach u(t) auf und setzen die Daten u(t,) = v, und v’ = b ein:

u(t) = vy + th:to b(t)dr

Existenz: Diese Integralformel konstruiert eine Losung u : I — K. Probe!

Differenzieren und Integrieren, hier koordinatenweise, sind zueinander
invers dank HDI. Das hilft tiberall, schon bei einfachen Integralen und
Rechnungen wie Produktregel vs partielle Integration, Kettenregel vs
Substitution, uvm. Hier ,integrieren” wir damit Differentialgleichungen!

Aufgabe: Losen Sie das AWP fiir das in/homogene DGSystem:

u(ty) = vy, u'(t) = Au(t) +b(t)

Eindeutigkeit: Angenommen v : I — K" ist irgendeine Losung.
Wir nutzen die Hilfsfunktion v(t) := e~ 4(~%0) y(#). Fiir sie gilt:

v(ty) = ulty) = vy,
v (t) = — Ae At y(t) + e Al (Au(t) 4 b(t)) = e Al4) b(t)
Das erzwingt dank HDI wie in der vorigen Aufgabe erklart:
u(t) = vy + [, e~ Alr=t) h(7) dr

Wenn es eine Losung u gibt, dann nur diese: u(t) = e4~%0) y(t).
Existenz: Wir setzen u(t) = eA(!"*) y(t) und machen die Probe:
u(ty) = v(ty) = vo,
u'(t) = AeAlt=t) y(t) + eAltto) e=Al—%) b(t) = Awu(t) + b(t)
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Eindeutige Losung des Anfangswertproblems (AWP)

Diese elegante Rechnung ist genial einfach und einfach genial:
Zur Losung geniigen uns Exponentialfunktion und Integration!

Satz Q3c: Existenz & Eindeutigkeit & explizite Losung durch Integration
Zu l6sen sei das in/homogene DGSystem als AWP wie in Q3A definiert:

u' (t) = Au(t) + b(t)

U(to) = Vo,

Dazu existiert genau eine Losung u : I — K. Wir haben explizit:

u(t) = eAlt=to) y, 4 eAlt=to) ﬁ:to e~ A=%0) p(7) dr

v

Wir kénnen unser DGSystem eindeutig 16sen, explizit durch Integration!
Das Ergebnis ist tiberraschend stark, der Beweis war erfreulich leicht.

Integration lernen Sie in der Analysis. Zudem miissen und wollen wir nun
das Matrixexponential beherrschen und moglichst effizient ausrechnen.
Hier hilft uns die Jordan-Normalform, genau dazu wurde sie erfunden!

Aufgabe: Losen Sie 2] = —z,, x5 = x; mit z;(0) = 1, 2,(0) = 0.
Losung: Als erstes strukturieren wir die etwas krude Problemstellung als
DGSystem mit Anfangswertproblem. Wir suchen z : R — R? mit

#/(t) = Az(t) und 2(0) =v wobei A= {(1’ _01] und v = [(1)]

Das AWP hat dank Satz Q3c genau eine Losung, namlich explizit:
—sint] [1} _ [cost]
cost 0 sint
Zur Rechnung siehe Q337. Ist dies eine Losung? Wir machen die Probe:
z,(t) = cost} _ {m/l(t) = —sint = —x,(t), x,(0)
2y(t) = sint o(t) = 1(t), 5(0)

Dies ist tatsdchlich die einzige Losung: Das garantiert der vorige Satz!
Er beruht auf unserer obigen eleganten Rechnung zur Endeutigkeit.

cost
sint

z(t) = etv = [

1
x cost = 0

Affin-lineare Struktur des Losungsraums o
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Affin-lineare Struktur des Losungsraums

Satz Q3b: Struktursatz fiir lineare Differentialgleichungssysteme
Gegeben sei A € K™*™ und b : I — K" stetig auf dem Intervall I C R.
Wir untersuchen die Losungsmenge L = {u € €' (I,K") |4 = Au+b}.
(0) Globale Existenz und Eindeutigkeit: Zu jedem Anfangsdatum
(to,vy) € I x K™ existiert genau eine Losung u € L mit u(t,) = v,
dank Satz Q3c. Die Auswertung in t, stiftet also eine Bijektion:

U, + LK™ ubu(ty)

(1) Ly = {u|u = Au} ist ein K-linearer URaum der Dimension n.
Wir finden ein Fundamentalsystem u, ..., u,, € L,, etwa dank Q3c:

e, EK} > Kn

Ly ={ciuy + -+ cpu, ‘ Cly oo

(2) L={u|u= Au+ b} ist ein K-affiner URaum der Dimension n.
Fiir jede Partikuldrlosung u, € L, etwa dank Q3c, gilt demnach:

L=uy+ Ly ={uy+cus ++cyuy, | ¢, ..., c, EK}

© Dieser Struktursatz gibt uns einen bequemen und prazisen Uberblick!
Sie kennen diese Strukturaussagen von linearen Gleichungssystemen:
»Allgemeine Losungen = partikuldre Losung + homogene Losungen®
Diese gilt allgemein fiir lineare Abbildungen, hier v — @ — Auw.

A\ Die Menge 6'(I,K") aller stetig differenzierbaren Funktionen ist ein
K-Vektorraum. Allerdings ist er unendlich-dimensional; daher greifen
die so erfolgreichen Methoden der Matrizenrechnung wie etwa der
Gaufi—-Algorithmus hier nicht. Wir miissen es anders anpacken.

© Glicklicherweise ist unser Losungsraum L endlich-dimensional,
und wir konnen allgemein die Dimension dimg (L,) = n bestimmen.
Bei jeder konkreten Berechnung wissen wir daher genau, wie viele
Loésungen wir suchen miissen und wann wir alle gefunden haben!

© Die Dimension dimy (L,) = n besagt L, = K". Dartiber hinaus sind
die konkreten Isomorphismen interessant, insbesondere \I!to : L o5 K™,
Zu theoretischem Verstandnis und praktischer Losung von DGSystemen
arbeiten Analysis und Lineare Algebra auch hier wunderbar zusammen.




Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System o

Gekoppelte Oszillatoren als dynamisches System o

ky m ks My ks

— u(t) — vu(t)

Zwei Massen my, my > 0 sind durch Federn &, k5, k5 > 0 verbunden.

Aufgabe: Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System...
(0) als Bewegungsgleichung sowie (1) als DGSystem erster Ordnung.
(2) Welche Struktur hat die Losungsmenge? (a) ,Form" und (b) ,,Grof3e*?

Losung: (0) Auslenkungen u(t),v(t) aus der Ruhelage. Kraftebilanz:
Fy(t) = —ky u(t) = ky [u(t) —v(t)]
Fy(t) = kg v(t) — ky[v(t) — u(t)]
Bewegungsgesetz: m,i(t) = F;(t) und my9(t) = F,(t). Hieraus folgt:

ii(t) = — B ut)  + E2y(t)
B(t) = + 22 u(t) — 28 o(t)

© Zur Vereinfachung betrachten wir keine Reibung oder dufere Krifte.

(1) Wir haben ein (homogen lineares) DGSystem zweiter Ordnung:

{ﬁ(t) = au(t) + bo(t)
i(t) = cu(t) + do(t)

Neue Variablen z, =u, z, =v, z3 =1, z, = ¢ reduzieren dies zu:

i 001 07z

Ty | |0 0 0 1] |x .
i | " la b 00|zl kurz z=Axz
.'1}4 C d 0 0 Ty

Das DGSystem (1) ist einfacher als (0), da erster Ordnung. Unser System & = Az ist homogen

linear mit Systemmatrix A € R**#, Hier sind die Koeffizienten konstant, das heifit, sie hingen
nicht von der Zeit ¢ ab. Fir solche homogen-linearen DGSysteme mit konstanten Koeffizienten
entwickeln wir mit Hilfe der Linearen Algebra exakte und zudem effiziente Losungsmethoden:

Wie in der folgenden Aufgabe nutzen wir dazu Eigenvektoren und alle zugehérigen Techniken.
Der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz Q3D erklért ganz allgemein die Struktur:

(2) Die Losungsmenge ist (a) ein R-Vektorraum (b) der Dimension 4.

Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz o
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Gekoppelte Oszillatoren: Symmetrie und Ansatz

Aufgabe: (3) Losen Sie den symmetrischen Fall m; = my, k; = k.
(4) Welche Bewegung folgt aus u(0) = 2, v(0) = 0, 4(0) = 9(0) = 0?

Losung: Einstweilen nutzen wir unsere physikalische Anschauung!

3a) Der Ansatz u = v entkoppelt zu @ = —%u, U= —%v.
PP 1 1

Losungen: u, (t) = cos(w;t) und uy(t) = sin(w;t) mit w? = 7%

(3b) Der Ansatz u = —v entkoppelt zu i = —¥1-2k2q, § = —Fit2h,,

Losungen: u;(t) = cos(wyt) und u,(t) = sin(wyt) mit w3 = kl;—?kz > wi.
Sind wir schon fertig? Ja! Jede Losung ist eine Linearkombination
u(t) | _ Uy (1) Uy (1) us(t) uy(t)
L(t) ] -m {vl(t) T2 Luyft) | T o) | T a0 ]
© Als Anfangswerte zur Zeit t, konnen Position und Geschwindigkeit

u(ty),v(ty), u(ty), v(ty) € R beliebig vorgegeben werden: Sie legen die
freien Konstanten a;, a,, as, @, € R eindeutig fest (und umgekehrt).

© Unser DGSystem ist sehr einfach: Die Gleichungen sind linear!
Linearkombinationen von Losungen sind daher wieder Losungen.
Mit anderen Worten: Der Losungsraum ist ein Vektorraum iiber R.

© Unser geschickter Ansatz entkoppelt das Gleichungssystem:
Eindimensionale Differentialgleichungen konnen wir bereits 16sen!

Die einfache Rechnung bestétigt und prézisiert unsere physikalische
Anschauung: Die Probe ist nun leicht: Einsetzen und Ausrechnen!

© Wir haben vier Losungen gefunden. Diese sind linear unabhingig.
Der Losungsraum hat also Dimension > 4. Gibt es noch mehr?

/\ Wir wiinschen uns ein einfaches Kriterium fiir Dimension = 4.
Dann wiissten wir sicher: Wir haben alle Lésungen gefunden!

Physikalisch ist das plausibel: Jede Masse hat zur Zeit ¢, eine Position
und eine Geschwindigkeit. Diese Daten sollten den weiteren Verlauf
eindeutig festlegen. Wir hatten demnach genau 4 Freiheitsgrade.

© Diese Heuristik lasst sich mathematisch formulieren und beweisen:
Es gilt der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz Q3p!




Gekoppelte Oszillatoren: gleichsinnige Eigenschwingungen o

Gekoppelte Oszillatoren: gegensinnige Eigenschwingungen o

[lustration fir den Fall m; = my, =1und ky =k, = k3 = 1.
Gleichsinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w, = 1:

\\\“2 / /<\ N {
u N >/ a N

\\\“2 / /<\ N {
N\ >/ a N

© Die Eigenschwingungen unseres Systems sind besonders leicht
zu berechnen. Zudem erweisen sie sich als einfach und iibersichtlich:
Harmonische Schwingung: Jede dieser vier Losungen ist periodisch.

AN RANEN

Mlustration fir den Fall m; = my = 1lund k; = ky = k3 = 1.
Gegensinnige Eigenschwingungen zur Frequenz w, = v/3:

NN t
SN
e

Uy

NN
AN

Uy

~

NS

© Die Frequenz der gegensinnigen Schwingung ist deutlich grofier
als die der gleichsinnigen Schwingung. Das ist anschaulich plausibel;
probieren Sie es mal aus! Nun kdnnen wir es sogar prazise ausrechnen.

Cor s

Uberlagerung von Eigenschwingungen o
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Uberlagerung von Eigenschwingungen

(4) Diese Linearkombination von Eigenschwingungen 16st das AWP:

u(t) = cos(t) 4+ cos(v/3t), u(0) =2, u(0)
v(t) = cos(t) — cos(V3t), w(0) =0, o(0)

/N

0
0

Sé
.
Se S

i /
i N N

o~

L

N

NA

A\ Diese Bewegung ist nicht periodisch! Sie scheint zuerst kompliziert,
ist aber nur die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen.

S

V.

Zur Nllustration eine weitere Linearkombination der Eigenschwingungen:

u(t) = cos(t) + 1 sin(V/3t)
v(t) = cos(t) — %sin(\/gt)

u(t) N /N
AN, N
' N/ W
S N
v(t) @ AN e
B SSili bt \v/ ;

© Die Anfangswerte u(0), u(0) sowie v(0), 0(0) konnen beliebig
vorgegeben werden; sie legen den weiteren Verlauf eindeutig fest.




Schwache Kopplung fiihrt zu Schwebungen.
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Schwache Kopplung fithrt zu Schwebungen.

Aufgabe: Was geschieht
bei schwacher Kopplung,
fur 0 < ky < ky = k3?
(5) Als Zahlenbeispiel
seim; =mqy =1,

ky = kg = 400,

ky = 20.5.

Losung: (5) Die Eigenfrequenzen w; = 20 und w, = 21 liegen nahe.

Das Anfangswertproblem u(0) = 2, v(0) = 0 und %(0)

= 9(0) = 0 wird

gelost durch u(t) = cos(20t) + cos(21t) und v(t) = cos(20t) — cos(21t).
Die folgenden Graphiken illustrieren den zeitlichen Verlauf fiir ¢ € [0, 12].

Wir beobachten eine Schwebung: In der Uberlagerung u(t) bzw. v(t)
nimmt die Amplitude der Summe mit langer Periode zu und ab,
additive Phasen und subtraktive Phasen wechseln sich ab.

i it
AM/\TWA it
IASRRA L

| | V
h Tu(t) = cos(‘EOt)+(os(21ﬁ)U “ u “ u J ‘ U
m ﬂ m ﬂ - u(t) = cos 2Ut)—cos(2yt)

|
\I“ﬂmMAfﬂ”
[

Schwache Kopplung fuhrt zu Schwebungen.
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Schwache Kopplung fuithrt zu Schwebungen.

Anschaulich geschieht hier folgendes: Wir konnen den linken Oszillator
auslenken und dann loslassen. Er schwingt darauthin nahezu frei, doch

nach und nach tibertrégt sich (fast) seine gesamte Energie auf den
rechten Oszillator, anschlieflend geschieht dasselbe umgekehrt.

Aufgabe: Erklaren Sie das hier gezeigte, bemerkenswerte Phanomen der
Schwebungen mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme.

Losung: Aus der Euler-Gleichung e'® = cos a + isin o und der
Homomorphie e*t* = e* e* erhalten wir (nach kurzer Rechnung):

cosa + cos f = 2cosa;ﬂcosa;ﬂ

a—f _a+f
cosa — cos = —2sin 5 sin 5
sina + sin § = 2cosagﬁsina;5
sina —sin § = 2Sina;ﬁcosa-2l_6

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir:

u(t) = cos(20t) + cos(21t) =
v(t) = cos(20t) — cos(21t) =

2 cos(0.5¢) - cos(20.5¢t)
—25sin(0.5

) - sin(20.5¢)

Wir interpretieren daher die Uberlagerung u(t) = A(t) cos(20.5t) als eine
Grundschwingung der mittleren Frequenz w = 3 (w; + w,) = 20.5 mit der
variablen Amplitude A(t) = 2 cos(0.5t); diese hat die deutlich niedrigere
Frequenz § = $|w, — w,| = 0.5, sodass wy e = w F 4 gilt.

Diese Rechnung ist in der obigen Graphik schon anschaulich illustriert
durch die Tragerschwingung cos(20.5¢) und die Einhiillende 42 cos(0.5¢).
Das Phanomen der Schwebung entsteht immer, wenn sich zwei dhnlich
grofle Schwingungen mit nahezu gleichen Frequenzen tiberlagern.

In der Akustik sind solche Schwebungen deutlich zu héren: Der Ton ist
moduliert, seine Lautstdrke schwankt mit der Schwebungsfrequenz,
was mitunter als recht unangenehm empfunden wird. Das ist keine
akustische Tauschung, sondern ein reales physikalisches Phanomen.
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Anwendung in Wolkenkratzern: Schwingungstilger

e Taipei 101, Schwingungstilger
(tuned mass damper /| TMD)

527m "
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Burj Khalifa Willis Tower ~ Taipei 101 Empire State Building
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Gebaude werden zu Schwingungen angeregt, extern durch Wind oder
Erdbeben, intern durch Menschen oder Maschinen. Dagegen helfen
Schwingungstilger, justiert auf die Eigenfrequenz des Gebaudes.
Berlins Fernsehturm hat in seiner Spitze ein 1.5-Tonnen-Tilgerpendel.
Londons Millennium Bridge, 2000 er6ffnet und wobbly bridge genannt,
wurde nachtriaglich mit 52 kleinen tuned mass dampers ausgestattet.

Das Taipei Financial Center in Taiwan hielt ab 2004 den Rekord des
hochsten Gebaudes der Welt, bis es 2009 vom Burj Khalifa tiberholt
wurde. Zwischen dem 88. und 92. Stockwerk befindet sich eine 660
Tonnen schwere Stahlkugel als Pendel mit 6lhydraulischer Dampfung.
Es ist offentlich zuganglich und eine beliebte Touristen-Attraktion.

Das Gebédude uibertragt Schwingungsenergie auf diesen Oszillator,
der sie absorbiert und dann durch Dampfung in Warme umwandelt.
Die maximale Beschleunigung bei Stiirmen wird so etwa halbiert!
(Taiwan ist sowohl aktive Erdbebenregion als auch Taifungebiet.)
Ein Video sagt mehr als tausend Worte: @ youtu.be/f1U4SAgy60c.
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Anwendung im Schiffsbau: frahmscher Schlingertank

Wasserwellen regen ein Schiff zu Schwingungen an:

1 Das Schiff ,rollt” um seine Langsachse,
kippt also nach links (Backbord) und rechts (Steuerbord).

2 Das Schiff ,stampft” um seine Querachse,
neigt sich also nach vorne (zum Bug) und hinten (zum Heck).

Wenn die anregende Frequenz des Seegangs ungliicklich nah an
der Eigenfrequenz des Schiffes liegt, so kommt es zur Resonanz.
Um eine Katastrophe zu verhindern, méchte man vorsorgen und
die auftretenden Resonanzen so weit wie moglich abschwichen.

Fiir die Rollbewegung um die Langsachse gelingt dies recht effizient
mit zwei raffiniert gekoppelten Schwingungen. Hierzu entwickelte der
deutsche Schiffsbauer Hermann Frahm (1867-1939) um 1900 den
sogenannten frahmschen Schlingertank. Dieser besteht aus zwei
Wassertanks an den Langsseiten des Schiffes, die méglichst hoch liegen
und iiber Rohre kommunizieren. Hierin fiillt man Wasser,

bis die Eigenfrequenz des Tanks der des Schiffes entspricht.

Seitlich auftreffende Wellen regen das Schiff zum Rollen an.

Im Resonanzfall erzwingt dies eine Schwingung des Schiffes mit der
Phasenverschiebung um 7/2 gegeniiber der Anregung. Das rollende
Schiff 1asst nun seinerseits das Ballastwasser im Tank periodisch hin- und
herstromen, ebenso mit einer Phasenverschiebung um /2.

Die aulere Anregung und die innere Schwingung des Tanks sind daher
gegenphasig. Die so wirkenden entgegengesetzten Drehmomente heben
sich weitgehend auf, was die Rollbewegung deutlich verringert.

Die Grundidee ist genial-einfach und in unserem mathematischen Modell
gut nachzuverfolgen. Die technische Ausfithrung erfordert
die geeignete Kalibrierung der Parameter und ist eine eigene Kunst.

Das gesamte System ist in Wirklichkeit nicht-linear: Die Frequenz des
Schiffes und des Ballastwassers hangen von der Amplitude ab, dadurch
wird ihr Zusammenspiel recht kompliziert. Das Prinzip ist jedoch gleich.
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Von Eigenvektoren zu Eigenfunktionen e

Gegeben ist die Systemmatrix A € K™*" und der Startvektor v € K".
Zu 16sen sei das zugehorige Anfangswertproblem (AWP)

u'(t) = Au(t), u(0)=wv

Aufgabe: Berechnen Sie die Losung im Falle Av = \wv.

Losung: (0) Wir kennen die eindeutige Losung u : R — K" : ¢ 1 ef4 0.
Dank Eigengleichung konnen wir diese nun explizit ausrechnen:

b o tF e o tF
etdy = ZEA% = ZE)\]“U = etry
k=0 k=0

(1) Jeder Eigenvektor v € K™ mit Av = Av definiert eine Eigenfunktion

u: R — K"t u(t) =eMo.

Diese 16st das DGSystem v’ (t) = A u(t) mit dem Anfangswert u(0) = v.

Probe: Es gilt v’ (t) = Au(t) und Au(t) = \u(t) sowie u(0) = v.

Satz Q3k: Losung eines DGSystems durch Eigenfunktionen

Gegeben sei A € K"*". Zu l6sen sei das DGSystem v’ (t) = A u(t).
(1) Jeder Eigenvektor v € K™ mit Av = Av definiert eine Eigenfunktion

u:R— K" :tu(t) =e Mo

Diese 16st das DGSystem v’ (t) = Au(t) mit dem Anfangswert u(0) = v.
Zeitlich verschoben zu (t) = u(t — t,) gilt @' (t) = A a(t) mit a(t,) = v.

(2) Angenommen, die Matrix A ist iiber K diagonalisierbar, erlaubt also
eine Basis vy, ..., v, € K" aus Eigenvektoren. Dann l6sen wir unser
DGSystem durch eine Basis aus Eigenfunktionen u(t) = et v,:

Jede Losung des DGSystems v’ (t) = Au(t) ist eine Linearkombination
u = ¢quq + - + ¢, u,, mit eindeutigen Koeffizienten ¢, ..., ¢c,, € K.

© Ist die Matrix A diagonalisierbar, so ist damit die Losung leicht!
@ Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar. Was tun? Hauptvektoren!

Von Hauptvektoren zu Hauptfunktionen

Q367
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Von Hauptvektoren zu Hauptfunktionen

© Eine wichtige Anwendung von Eigen- und Hauptvektoren ist die
exakte Losung linearer Differentialgleichungssysteme v’ (t) = A u(t):

Satz Q3F: Losung eines DGSystems durch Hauptfunktionen

Gegeben sei A € K™*". Zu 16sen sei das DGSystem u'(t) = A u(t).

AL A-X A=)\, A=A
|U1 N LY

Hierzu sei 0 2= 1 Vg < 1 v, eine Hauptvektorkette.

Diese 16st das DGSystem durch die Hauptfunktionen u,, ..., u, mit

t2 tk—l

w(t) = e Uk+t"’k—1+5”k—2+"'+mv1 :

Wie die Hauptvektoren bilden auch die Hauptfunktionen eine Kette:
0 'A_A:ul \/“_A:u2 A A_A:ug

2 ) A, 0N
0 A gy Ry B2 2

also  Auy, = Ay, + ug_q,
also

:uZ u;{: = Auk + uk*l'

Somit gilt u; (t) = Au,(t) mit Anfangswert u,(0) = vy,.
Verschoben zu @, (t) = uy(t — t,) gilt 4, (t,) = vy,

Die Hauptvektoren vy, ..., v, € K" sind unabhéngig (Q1c), also auch die
zugehorigen Hauptfunktionen u4, ..., u, : R = K", denn u;(0) = v,.

Ist A diagonalisierbar, so existiert eine Basis aus Eigenfunktionen (Q3E).
Ist A nicht diagonalisierbar, so doch immer noch jordanisierbar (Q18):
Uber K = C finden wir immer eine Basis aus Hauptvektorketten!

Uber K = R erhalten wir daraus reelle Losungen, siehe unten.

© Damit ist das zunéachst recht schwierige analytische Problem, ein
DGSystem u'(t) = Awu(t) zu 16sen, zuriickgefihrt auf das einfachere
algebraische Problem, Hauptvektoren der Matrix A zu berechnen.

© Das ist mitunter mithsam aber letztlich Routinearbeit. Es kann
insbesondere von Computer-Algebra-Systemen ausgefiihrt werden.
In giinstigen Féllen gelingt uns die Losung direkt per Handrechnung.

© Wir erkennen hieran Stabilitat und Langzeitverhalten der Losungen:
Fir re(\) < 0 gilt exponentielles Abklingen, |u(t)| — 0 fiir t — oo.

Fir re(A) > 0 gilt exponentielles Wachstum, |u, (t)| — oo fiir t — oo.
Fir re(A) = 0 ist u; beschréankt, aber u,, ..., u, wachsen polynomiell.
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Anwendungsbeispiel zu Hauptfunktionen

Aufgabe: Finden Sie ein Fundamentalsystem aus Hauptfunktionen zu

A0 , P
0 )\] und (2) u—BumltB—[O )\].

Wie verhalten sich die Losungen fiir ¢t — co und A < 0? A > 0? A = 07

(1) u’=AumitA={

Losung: (1) Die Matrix A hat den doppelten Eigenwert A.
Eigenvektoren bestimmen wir durch (4 — \)v = 0:

0 0 1

Wir erhalten das Fundamentalsystem bzw. die Fundamentalmatrix:

ul(t)ze’\t[(l)], u2(t):e>‘t{(1)] — U(t):[egt egt]

© Jede andere Basis (v;,v5)" des C? wiire hier ebenso moglich.
Sie fithrt zum Fundamentalsystem u, (t) = e’ At

vy, Us(t) = M v,
A\ Eigenvektoren von A entsprechen Eigenfunktionen von v’ = Au.

{0 0] v=0, mogliche Losungen v, = [(1)] , Uy = [O] .

(2) Auch die Matrix B hat den doppelten Eigenwert \. Eigenvektoren:

01 . . 1
{0 0]1;1_0, elneLosungvl—[O].

Wir suchen daher noch einen Hauptvektor v, iiber v;:

[0 1 . . 0
0 0 vy, =v;, eine Losung v, = e

Wir erhalten das Fundamentalsystem bzw. die Fundamentalmatrix:

HER RN S

© Andere Wahlen sind méglich: Jeder Vektor v; = (a,0)" mit a # 0 ist
Eigenvektor, und jeder Vektor v, = (b,a)" liegt dariiber als Hauptvektor.
\ | a e lat+b _ [aer (at+b)eM

e [0},112(25)—6 [ “ }:U@—[ 0 a et

/\ Hauptvektoren von A entsprechen Hauptfunktionen von v’ = A u.

uqy(t) = et

uy (t) =
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Von komplexen zu reellen Losungen

Zur Vereinfachung rechnen wir meist iiber den komplexen Zahlen C.
Vorteil: Jede Matrix A € C™*" hat n Eigenwerte A, ..., \, € C.

Fir eine reelle Matrix A € R"*™ werden wir im Allgemeinen nicht n
reelle Eigenwerte finden: Wir brauchen auch komplexe Eigenwerte!

Fiir reelle DGSysteme wollen wir aber meist nur reelle Losungen!
Diesen Zusammenhang kénnen wir nun klaren, wie bereits gesehen:

Lemma Q3a: Konjugation von Losungen und Basiswechsel
(0) Sei A € C™*™. Zu l6sen sei das DGSystem

u'(t) = Aul(t).

Ist u Losung von u’(t) = Awu(t), so ist @ Losung von @' (t) = A7(t).
(1) Genau dann ist die Matrix reell, also A € R™*", wenn A=A gilt.

In diesem Fall ist zu u mit v’ = Aw auch @ mit @’ = A% eine Losung.

Somit sind reuw = 1 (u + %) und imu = % (u — u) reelle Losungen.

Dies entspricht einem Basiswechsel von (u, @) zu (re u, im ).

Satz Q3H: von komplexen zu reellen Losungen

Gegeben sei A € R™*". Zu lsen sei das DGSystem v’ (t) = Au(t).

Sei 0 ANy, A, AZA
N 1 1 N 1T oo

Dann ist 0 \A_)‘=ﬂ

1 v, eine Hauptvektorkette zu A = o + iw.

A v, eine Hauptvektorkette zu \ = o — iw.

Somit hat das DGSystem die folgenden 2/ reellen Losungen:

. t2 tk*l
reu(t) = e’ re (e“”t {vk +tv,_ + 3 k-2 = <00 = mm])

) t2 tk—l
imu,(t) = e’ im (e“"t [vk +tvg 1+ Vgt -+ —vl]>
2 (k—1)!

Im Falle w # 0 sind diese 2¢ Losungen linear unabhéngig. (Im Falle w = 0
erhalten wir nur eine Kette von ¢ linear unabhéngigen Lésungen.)

© Wir erkennen hieran Stabilitit und Langzeitverhalten der Losungen,
wie oben erklart, je nach Vorzeichen o > 0 oder o < 0 oder o = 0.
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Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen

Wir haben nun die nétigen Begriffe und Techniken zu DGSystemen
und wollen damit ein reales Phanomen mathematisch untersuchen.

Wir untersuchen die Ausbreitung einer Welle, zum Beispiel einer Druck- oder Schallwelle,
zunichst als diskretes, endlich-dimensionales Modell: mit Federn verbundene Massenpunkte.
In diesem schénen Beispiel konnen wir alles explizit berechnen und anschaulich interpretieren.
Zudem kénnen wir unsere Methoden der linearen Algebra und Analysis erproben und schérfen.

Lytmretrtmrentim - e

Aufgabe: (1) Formulieren Sie das hier skizzierte dynamische System
als ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

(2) Welche Struktur hat die Losungsmenge? (a) ,Form® und (b) ,Grofie“?
(3) Finden Sie alle Losungen zum Produktansatz u;(t) = e'* e!*.

(4) Gewinnen Sie hieraus eine reelle Basis des Losungsraumes.

Losung: (1a) Auslenkung u,(t) € R aus der Ruhelage,
lineare Riickstellkraft F; = k(u;,, —u;) 4+ k(u;_; —u;),
Newtons Bewegungsgesetz F; = mii;. Mit ¢> = k/m erhalten wir

ug(t) = 4 () = 0.

ii;(t) = c? [u;1(t) — 2u;(t) + w4 ()] mit

Dies gilt fuir jeden der Massenpunkte j = 1,...,n im Inneren der Kette.
Randbedingung: Die beiden Enden v, = u,,,; = 0 sind hierbei fixiert.
Anfangswerte: Position u;(0) und Geschwindigkeit 1,(0) fur j =1, ..., n

(1b) Diese Bewegungsgleichung ist zweiter Ordnung in n Unbekannten.
Wir reduzieren sie nun dquivalent zu erster Ordnung in 2n Unbekannten:

dfu@)| _|a@®) | _| 0, IL,]||u®
de [ua(t) |~ |a@) | | 2B, 0, |u(t)
Fir ¢ = (u, @) ist dies eine homogene lineare Differentialgleichung

#(t) = Ax(t) mit der angegebenen Koeffizientenmatrix A € R?"*2",
Hier ist 0,, die (n x n)-Nullmatrix und I,, die (n x n)-Einheitsmatrix.

Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen o Gekoppelte Oszillatoren und stehende Wellen o
Die Bandmatrix B = B,, kodiert hierbei die geometrische Anordnung: (3) Einsetzen unseres Produktansatzes u;(t) = ' ¢!/ ergibt:
r_9 1 0 o .. 0 w2 elwt glag — 2 [eiwt eia(jfl) 9 plwt glaj + elwt eia(j+1)] also
1 -2 1 w? = —c2(e71* =2 4 €l@) = —c2(e71/2 —el®/2)2 = 4¢? sin(a/2)?
B — 0 1 c R Zu jedem « € R erhalten wir w = 4+2¢sin(a/2). Reelle Losungen sind:
" 1 0
: 9 1 0 E (0 sin(ayj) cos(wt), cos(aj) cos(wt),
0 « - 0 1 -2 A= |:CQB O] ! sin(ayj) sin(wt), cos(ay)sin(wt),

(2) Wir suchen = : R — R?" mit #(t) = A x(t). Dank Struktursatz Q3p:
Die Losungsmenge ist (a) ein R-Vektorraum (b) der Dimension 2n.

Diese wichtige Information strukturiert und erleichtert unsere Rechnung: Wir miissen nicht alle —
unendlich vielen! - Losungen berechnen, als Basis geniigt uns, 2n linear unabhingige Losungen
zu finden! Dabei hilft physikalisches Verstandnis: Unser Produktansatz liefert tatséchlich 2n
unabhangige Losungen; jede davon ist eine stehende Welle. Wo bleiben die erwarteten wandernden
Wellen? Die Antwort ist ebenso einfach wie verbliiffend: Je nach Startzustand z(0) erhalten wir
eine Linearkombination stehender Wellen, ihre Summe ist eine wandernde Welle! Basiswechsel:
Stehende Wellen und wandernde Wellen sind zwei mogliche Basen des Losungsraums.

Randbedingungen v, = u,,,; = 0: Die Losungen links erfiillen u(t) = 0,
und u,,_(t) =0fira =4r/(n+1)und £ = 1,...,n. Eigenfunktionen:

uy ;(t) = sin(a,j) COS(W[t)} - {ae ={r/(n+1),

vM(t) = sin(ayj) sin(w,t w, = 2csin(ay,/2).

(4) Dies sind 2n linear unabhingige Losungen, also eine (Eigen)Basis!
Wir haben n verschiedene Eigenwerte w? < w3 < -+ < w? mit je zwei
unabhingigen Eigenfunktionen, 87u, = —w?u, und 62v, = —w?v,.




Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)
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Eigenfunktionen: Oberschwingung (¢ = 2)
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Dies ist eine stehende Welle; Randbedingungen u(t) = u,,,;(t) = 0.

10

Auch dies ist eine stehende Welle; die Frequenz w, > w, wird grofler.

Eigenfunktionen: Grundschwingung (¢ = 1)
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Eigenfunktionen: erste Oberschwingung (¢ = 2)
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Dieses Phanomen kennt jedes Kind vom Seilspringen. Probieren Sie es!

© Von der Intuition zur Prazision: Nun koénnen Sie alles ausrechnen!
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Gleichgewichtslagen und In/Stabilitat von Fixpunkten

kritischer lepﬁnkt
(hohere Ordnung)

Dererrlxpunkt ist

stabil / attraktiv. instabil / repulsiv.

Anfangsdaten sind oft zufélligen kleinen Schwankungen unterworfen,
etwa durch kleine duflere Storungen oder ungenaue Messdaten.

Wir wollen das Langzeitverhalten in der Ndhe von Fixpunkten verstehen.
Hier gilt 2(t) = f(x(t)), fur z(t) = zq + u(t) = x, also u(t) ~ f'(zy) u(t).
@ Gilt Abklingen |u(t)| — 0? sogar exponentiell?

@ Gilt Beschranktheit gemafl 0 < ¢ < |u(t)] < ¢ < 00?

o Gilt Wachstum |u(t)| — oo? nur polynomiell? gar exponentiell?

A\ Instabile Fixpunkte sind meist Opfer des Schmetterlingseffekts!
Sie zeigen eine extrem sensible Abhéngigkeit von den Anfangsdaten.
Typischerweise konnen kleine Storungen exponentiell anwachsen.
Beispiele wie z(t) = a z(t) zeigen, dass dies tatsdachlich vorkommt.

/\ Technische Anwendungen erfordern meist stabile Gleichgewichte!
Die Stabilitatstheorie untersucht die Auswirkung kleiner Storungen,
die als Abweichung von Gleichgewichtszustanden auftreten, etwa

in der Technischen Mechanik oder in der Regelungstechnik.

Eindimensionale Dynamik um einen Fixpunkt
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Eindimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

Aufgabe: (1) Wir untersuchen #(t) = a z(t) mit 2(0) = z, und a € R.
Welches asymptotische Verhalten haben die Lésungen fiir t — co?
(2) Welches Verhalten erwarten Sie fiir eine nicht-lineare Gleichung
z(t) = f(z(t)) mit (0) = z, und f(z,) = 07 Ist z, ein Fixpunkt?
Welche Rolle spielt die Ableitung f’(z) fiir die Stabilitat?

Losung: (1) Dieses AWP hat als eindeutige Losung z(t) = z, .

Die Dynamik eindimensionaler linearer Systeme ist sehr einfach:

@ a > 0 streckt; Storungen werden exponentiell verstarkt.
Der einzige Fixpunkt 0 ist instabil.

@ a < 0 staucht: Storungen werden exponentiell geddmpft.
Der einzige Fixpunkt 0 ist stabil.

@ Im Falle a = 0 ist jeder Startpunkt z,, ein Fixpunkt.
(2) Nicht-lineare Systeme sind wesentlich komplizierter! In der Nahe

eines Fixpunktes konnen wir linearisieren und annéhernd eine lineare
Dynamik erwarten. Diese Technik wird im Folgenden ausgefiihrt.

Tx=ax
‘1 . ﬁ' . ﬁ. 7 a>0
instabiler Fixpunkt- =
§ Kleine Abweichungen. ° —~
< : wgrden vers_téirkt: - -
€T r=ax
: a=0
: -
<. AN T=ax
-stabiler Fixpunkt. - -
: 4 ot
Kleine Abweichungen - -
werden gedampft.
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Wir betrachten ein autonomes Differentialgleichungssystem:

&(t) = f(x(t))

Hierbei sei f: R™ D G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Die rechte Seite f(z)
héngt nicht explizit von der Zeit ¢ ab, daher autonom. Zu jedem Startpunkt x, € G existiert eine
eindeutige Lésung « : [0, T — G fiir T > 0 mit 2(0) = =, und &(t) = f(x(t)) fir t € [0, T[.
Fir das maximale T gilt entweder T' = oo oder f(t) - OG U {oo} furt /T < oo.

Aufgabe: Was geschieht bei Start nahe einer Gleichgewichtslage?
Losung: Jeder Startpunkt z, mit f(z,) = 0 ist ein Fixpunkt: z(t) = z,.

Fir kleine Auslenkungen z(t) = z, + u(t) konnen wir linearisieren:

u(t) = (t) = f(z(t)) = f(zo +u(t)) » fzo) + f'(zo) ult) = Au(t)

Seiz : [0, T[ — G die Losung zum Startpunkt (0) = xomit () = f(z(t)) furalle t € [0, T7.
Ruhelage: Genau dann herrscht Konstanz x(t) = z, fir alle ¢t € [0, T'[, wenn f(z,) = 0 gilt.
Die Jacobi-Matrix A = f’(z,) € R™*" von f beschreibt das Verhalten um den Fixpunkt z:
Wir erhalten als Naherung die lineare Differentialgleichung u(¢) = A w(t). Hierdurch erhalten
lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten ihre zentrale Bedeutung!

© Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage z, folgen ndherungsweise
dem linearen DGSystem mit konstanter Systemmatrix A = f'(z,):

nicht-linear #(t) = f(z(t)) - linear u(t) = Au(t)

© Linearisierung vereinfacht die urspriingliche Gleichung enorm!
Jede Losung dieser Approximation ist von der Form u(t) = e'4 w,.
Zum Eigenwert A = o + iw gehoren Eigen- und Hauptfunktionen

u(t) = e’ et v, +tu, 4 + %kaz + .+ %Ul],
siehe Q3F und Q3H. Damit erkennen wir die Stabilitat des Fixpunktes:

@ re(A) < 0 staucht; kleine Stérungen werden exponentiell gedamptt.
Der Fixpunkt ist stabil, wenn re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte gilt.

@ re(\) > 0 streckt; kleine Storungen werden exponentiell verstarkt.
Der Fixpunkt ist instabil, wenn re()) > 0 fiir einen Eigenwert gilt.

Der Grenzfall re(\;) = 0 bedarf genauerer Analyse (héhere Ordnung).

Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat o

Linearisierung um Fixpunkte und In/Stabilitat

: 9

Dynamisches System: Dynamisches System:

m - {—(g/ﬁ)siflgo—%w: m B {(g/ﬁ) Sileulgp—Qéw_

Linearisierung um (0, 0): Linearisierung um (, 0):

o 2] Bl ][]

Der Fixpunkt (0, 0) ist stabil.

Der Fixpunkt (r, 0) ist instabil.
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Wir erkennen harmonische Oszillation um das untere Gleichgewicht A.
Der obere Scheitelpunkt B hingegen ist ein instabiles Gleichgewicht.
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

Wir untersuchen das DGSystem u(t) = A u(t) zur Matrix A € R?*2:
Polynom det(A — XI) = X? — 2aX + d, Eigenwerte A\, , = a + Va? —d.
Spur tr(A) = 2a, Determinante det(A) = d, Diskriminante A = a? — d.

Aufgabe: Skizzieren Sie die Dynamik je nach Lage der Eigenwerte
(14 Félle) und untersuchen Sie das Verhalten von |u(t)| fir ¢ — occ.
o Gilt Abklingen |u(t)| — 0 fiir t — 0o0? sogar exponentiell?

o Gilt Beschrénktheit 0 < ¢y < |u(t)| < ¢; < oo fiir alle t € Ry?

@ Oder wachst |u(t)| unbeschankt? polynomiell? gar exponentiell?

Losung: Wir unterscheiden zunichst reelle und komplexe Eigenwerte:

© Damit haben wir alle moglichen Falle vollstindig gelost!
Dank Eigen- und Hauptfunktionen wird alles klar und einfach.

Ahnlichkeit A ~ B bedeutet, dass A und B konjugiert sind (P2E) ,
also B = T~ ' AT fiir eine geeignete Basiswechselmatrix T € GL, R.

Dies beschreibt den Ubergang zu unserer neuen Basis aus Eigen- bzw.
Hauptvektoren, in der sich das Problem wesentlich einfacher darstellt.

© Wir finden drei Klassen, je nach Vorzeichen der Diskriminante

A = L(tr A)? — det A.

1
4

a2 < d: komplex-koniugiert A » — a4 ib A —b] Das Vorzeichen der Diskriminante unterscheidet, wie oben gesehen,
' P Jug 1.2 ’ b a | zwischen reellen Eigenwerten und (echt) komplexen Eigenwerten.
. . A 0] Der Fixpunkt ist stabil, wenn re(\) < 0 fiir beide Eigenwerte gilt.

2 . ~ 1 )
a® > d: zwei reelle Eigenwerte A, < Ay, A [ 0 Ay | Das bedeutet: Kleine Stérungen werden exponentiell gedampft.

2 — g ein d Iter E; £ Ao A0 der A A 1] Das gilt hier genau dann, wenn tr(A) < 0 und det(A) > 0 gilt.
@” = d:em doppelter Ligenwert A, 1o A 2T o A Die stabile Region ist griin gefarbt, die instabile Region rot.
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Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt

Zweidimensionale Dynamik um einen Fixpunkt
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S Nlie

hypeﬂ)olische Transformation E

hyperbolische Transformation

Diese schone Graphik gibt einen guten Uberblick: Sie klassifiziert
die (linearisierte) Dynamik um einen Fixpunkt in der Ebene R?.

Im obigen Beispiel des mathematischen Pendels haben wir bereits
zwei Félle gesehen, einen stabilen und einen instabilen Fixpunkt.

Die folgenden Folien diskutieren alle gezeigten Einzelfille im Detail,
wir zoomen also auf einzelne Punkte dieser Gesamtkunstwerks.

/\ Wir betrachten hier als einfaches Modell die linearisierte Gleichung.
Nicht-lineare dynamische Systeme sind meist wesentlich komplizierter!

Dennoch gibt uns das linearisierte Modell sehr niitzliche Auskunft,
denn im Kleinen verhalt sich das nicht-lineare Modell ganz dhnlich:

© Fur die Stabilitat des Fixpunktes z, gentigt die Matrix A = f'(x),
falls alle Eigenwerte negativen Realteil haben (Satz von Lyapunov).

© In diesem Falle sieht die lokale Dynamik von z = f(z) topologisch
aus wie im linearisierten Modell & = Au (Satz von Hartman—-Grobman).

© Dieser Linearisierungssatz gilt ganz allgemein in jeder Dimension n
um jeden hyperbolischen Fixpunkt (ohne Eigenwerte mit Realteil Null).




Wirbelpunkt: elliptische Transformation #*I' Instabiler Strudel: Spiral-Expansion o
P NN N NA NN T C NN AR T C
W e e | LN NN AN AR °
A A NNNNN > AN A
A AN ™ NN NN o
A A A S N AN AR W
'j ? '; / '; i: ; ; Komplexe Eigenwerte ; ; § T § Komplexe Eigenwerte
v AR A = b vl AMe=axih a>0
f f »j »j t\ ; %\ Allgemeiner Fall ; ; f ; Allgemeiner Fall
R A~y i R
LA 0] e T
Konkretes Beispiel / Konkretes Beispiel
E\\\\\ ;;;;; Azl 0 A A= 1 03
NN 2 L i AT :
AR j: ; ; ; ; Fundamentalmatrix :: j - :: ; Fundamentalmatrix
éi‘(i“ii oA A gtA {cost —sint] = eov3t[cost —sint}
NN N A A sint  cost 7 sint  cost
Stabiler Strudel: Spiral-Kontraktion #°1 | Stabilitat und Eigenwerte Erluterong
VA D s e B 1 C © Die ersten drei Félle komplex-konjugierter Eigenwerte zeigen bereits
»; rj »; »; »; j *; :: /‘/ ‘/‘/H“‘\\::::i i R den Einfluss auf das Langzeitverhalten und die Stabilitdt der Losungen:
P P e ) 7
(N7 /s EE N NN NN . @ re(\) < 0 staucht; kleine Storungen werden exponentiell gedampft.
NN PP i L AN Der Fixpunkt 0 ist stabil, wenn re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte gilt.
f f f f / g :i :: :? :i :i Komplexe Eigenwerte @ re(\) > 0 streckt; kleine Storungen werden exponentiell verstarkt.
R N\ | Mg =axib a<0 Der Fixpunkt 0 ist instabil, wenn re()\) > 0 fiir einen Eigenwert gilt.
IR & \ ; ; \ ; Allgemeiner Fall © Wir diskutieren die verbleibenden Fille reeller Eigenwerte \; < \,:
R A~ [Z _b] Im Falle \; < \, unterscheiden wir fiinf Fille je nach Lage zu 0:
RRERR ; } } } ; @ Die Matrix A ist hierbei wegen \; # A\, immer diagonalisierbar.
i: i: \\; \\\ i: ey fht Konkretes Beispiel Im Falle \; = ), unterscheiden wir drei Fille je nach Lage zu 0:
NN VL frtort A= —03 -1 } Im einfachsten Falle ist A ~ diag(\, \) diagonalisierbar (drei Flle);
NN O —— ; ; ; ; ; ; 1 -03 andernfalls nutzen wir Hauptvektoren zur Jordan-Form (drei Falle).
N U e e et Py :
NV VOO S B 00 I A A A Funda}mentalma'trlx © Dank unserer griindlichen Vorarbeit zu Eigen- und Hauptvektoren
AVONONCNC S S O VAV A A A A S & C?St —sm t] konnen wir alle 14 Fille vollstandig 16sen und tibersichtlich darstellen.
S A T A AN S ST st cost Ebenso gelingt die Klassifikation linearer Dynamik in jeder Dimension!




Instabiler Knoten: nodale Expansion
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Stabiler Knoten: nodale Kontraktion
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Zwei reelle Eigenwerte
AL <Ay <0

Allgemeiner Fall

A0
130

/ : : : ! : \ : Konkretes Beispiel :;'; < Konkretes Beispiel
(05 0 - ~— -1 0
NI A= ] - B A:[ ]
ARY (R B1IR TER e || N S
. P P4 T T e .
VAR I Fundamentaimatix = R
R VB A eta = [ o NG =G L
AT SV N T VR [0 ¢ /////// \\\‘\\\\\ 0 /2
Sattelpunkt: hyperbolische Transformation o Eigenwerte und Eigenvektoren Erluterung
T C © Die hier illustrierten Beispiele zeigen die typische ebene Dynamik

~

Zwei reelle Eigenwerte
AL <0<

Allgemeiner Fall
A O
A { 0 Az]
Konkretes Beispiel
-1 0
=[]
Fundamentalmatrix

et 0
0 et

um den Fixpunkt (0,0)" im elliptischen und im hyperbolischen Fall:
Die Eigenwerte geben Auskunft iiber Dynamik und Stabilitét!

@ Sind beide Eigenwerte positiv, so erhalten wir eine Expansion,
typischerweise zwei Eigenrdume / Achsen: langsam und schnell.

@ Sind beide Eigenwerte negativ, so erhalten wir eine Kontraktion,
typischerweise zwei Eigenrdume / Achsen: langsam und schnell.

@ Ist einer negativ und einer positiv, so erhalten wir eine stabile und
eine instabile Richtung, wie im hyperbolischen Fall gezeigt.

© Die nachsten Folien zeigen schliellich alle Rand- und Sonderfille.
Zur Vereinfachung transformieren wir die beiden Eigen/Hauptvektoren
der Systemmatrix A auf (1,0)" und (0,1)7; das ist iibersichtlicher.

A\ Im Allgemeinen liegen diese beiden Achsen beliebig in der Ebene;
sie sind typischerweise verdreht und stehen nicht senkrecht zueinander.
Nach Koordinatenwechsel entsteht das hier gezeigte, einfache Bild.

Die Aufgabe auf Seite Q429 zeigt ein realistisches Beispiel.
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Zentrale Expansion
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Zentrale Kontraktion
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Instabiler Knoten: parabolische Expansion

Q425

Stabiler Knoten: parabolische Kontraktion e

A A A C C
A e
VAl © > ©
Doppelter Eigenwert Doppelter Eigenwert
A>0 A<0
Nicht-diagonalisierbar Nicht-diagonalisierbar
Al Al
- a~[53) ~o 3]
RN Konkretes Beispiel Konkretes Beispiel
NN ™ 11 1 1
VAN A= A=
VAN 01 0 -1
f Py Fundamentalmatrix Fundamentalmatrix
Lo el penjatman
AT etd = etd =
/4] 0 ¢ L0
Q427 . . . . . . Q428
Scherung Diagonalisierbar oder nicht diagonalisierbar? Erlauterung
T T C Fiir jede Matrix A € R?*? mit doppeltem Eigenwert A gilt A € R sowie
> ® > A0 MR
entweder A [ 0 )\] oder A [ NE
»»»»» o Doppelter Eigenwert Im ersten Fall existiert eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A.
******************** =0 Die Matrix A wird hierdurch diagonalisiert. Es gilt dann:
""" T »> Nicht-diagonalisierbar oA it |10
L0 1] 0 1
< < [0 0] Andernfalls existiert eine Hauptvektorkette der Lange 2. Diese nutzen
******************** Konkretes Beispiel wir als Basis des R? und erhalten obigen Jordan-Block. Es gilt dann:
«««««««««««««««««««« 0 1
D A= tA a1t
10 0] e 1o 1
Fundamentalmatrix
<% B 1t © Nach demselben Schema konnen wir n—dimensionale autonome
et = [ 0 1} Systeme analysieren: Fixpunkte, Linearisierung, Eigenwerte, Stabilitat.

Unsere griindliche Vorarbeit zu Eigen- und Hauptvektoren zahlt sich aus!
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Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Ubung

Q430

Ein einfaches nicht-lineares DGSystem bung
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Aufgabe: Wir untersuchen folgendes Differentialgleichungssystem:

{i:4—x—y
y=3—uzy
(0) Skizzieren Sie das zugehorige Vektorfeld und einige Flusslinien.

(1a) Finden Sie alle Fixpunkte. Es gibt genau zwei: (1, 3) und (3,1).
(1b) Linearisieren Sie um jeden Fixpunkt: Welche Dynamik gilt hier?
Leichtere Teilfrage: Ist der betrachtete Fixpunkt stabil oder instabil?
Was bedeuten die zugehorigen Eigenvektoren und die Eigenwerte?

(2) Erklaren Sie (qualitativ anhand Threr Skizze) fiir jeden Startpunkt
(z(0),y(0)) € R? das Verhalten der Losung (z(t), y(t)) fir t — occ.
(2a) Gibt es zu jedem Startwert eine Losung? Ist sie eindeutig?

(2b) Fur welche Startwerte konvergiert die Losung gegen (3,1)?

(2¢c) Fiir welche Startwerte konvergiert die Losung gegen (1, 3)?

(2d) Fur welche Startwerte divergiert die Losung? gegen oo?

Ist dieses Verhalten stabil? Wird das Ziel in endlicher Zeit erreicht?

Q431

Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Ubung

Q432

Ein einfaches nicht-lineares DGSystem Ubung

Losung: (1a) Fixpunkte sind die Nullstellen des Vektorfeldes:
t=4—2—y=0
y=3—2a2y =0
Die erste Gleichung bedeutet y = 4 — x, einsetzen in die zweite ergibt:
3—4r+2°=0 <+ x€{l,3}
© Die beiden einzigen Fixpunkte sind daher (1, 3) und (3, 1). Probe!
(1b) Wir berechnen die Jacobi-Matrix in jedem der beiden Fixpunkte:

z|\ _ |4—T—y Al | -1 -1
f([yD_[ 3—ay } f([y]) {—y —w}
,([1]) [—1 —1] {det:—2<0, tr=—2<0:
f = = 9. : .
3 -3 -1 instabil! genauer: hyperbolisch
f,([3])_[_1 _1] . {det=+2>0, tr=—-4<0:
1) [-1 -3 stabil! genauer: nodale Kontraktion

© Vergleich mit der obigen Skizze: Das entspricht der Anschauung!

Die Vergrolerung um die Fixpunkte zeigt annahernd lineares Verhalten:

/’9/\
1\

Die beiden Eigenvektoren entsprechen den Hauptachsen der Dynamik:

© Rechts ist die Jacobi—Matrix symmetrisch, die EV daher orthogonal.
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Jede jordanisierbare Matrix A ist ahnlich zu AT. mmg| | Jede jordanisierbare Matrix A ist ahnlich zu AT. Obung

Aufgabe: Zeigen Sie A ~ AT fiir jeden Jordan-Block A = J(n, \).

Al A
A 1A

A= — Al =

o1 .
A 1A

Losung: Es gilt Ae; = Ae; und Ae, = Xe, + e, bis Ae,, = e, + €, ;.

In dieser Jordan-Basis J = (eq, ..., €,,) wird A wie oben dargestellt. In der
umgedrehten Basis ' := (e,,, ..., e ) ist die darstellende Matrix dann AT.

Allgemein: Umdrehen der Basis dreht die Darstellung A um 180° zu A°.
Dieser Trick gelingt ebenso fiir jeden erweiterten Jordan-Block in der
reellen Jordan-Form Q19, denn auch hier gilt die Symmetrie A© = AT,

© Dasselbe gilt allgemein fiir jede jordanisierbare Matrix A € K™*™:
Es existiert eine jordanisierende Basis J = (/4, ..., J,) bestehend aus
Hauptvektorketten 74, ..., J,. In der kettenweise umgedrehten Basis
Jd = (J1,..,d;) wird A dargestellt durch die transponierte Matrix A'.

Satz Q4aA: Ahnlichkeit zur Transponierten

(1) Jede jordanisierbare Matrix A € K™*™ ist dhnlich zu AT.
(2) Uber K = C, R ist jede Matrix A € K™ dhnlich zu AT.

Ist A ~ AT nicht plausibel? oder sogar selbstverstindlich? Miissen wir
dies wirklich so aufwéndig beweisen? Ja, denn es gibt Gegenbeispiele!

4 Ubersicht mit KI
A commonly cited example of a matrix that is not similar to its transpose (A~/A') is the

A\ Vorsicht vor ai slop! Sie kénnen mit KI gut
lernen, wenn Sie Ihre Grundlagen beherrschen, 353 Jordan biock with a zero eigenvalue, speciically the matrix:
kritisch bleiben, Fragen und Problemen auf den 4= (g 0 (1)> @B ®
Grund gehen. Andernfalls liigt die KI frech das

While A and AT have the same characteristic polynomial (4% = 0) and the same
Blaue vom Himmel (hier Gemini am 18.04.2026).

eigenvalues, they are not similar because their Jordan normal forms differ, specifically
in the structure of their null spaces. & Mathoverfiow +1

Aufgabe: In Z?*? ist die Matrix A = [} 2] nicht dhnlich zu AT = [ 9].
Losung: Wir suchen S = [§ §] € GL,(Z) mit AS = SAT. Dies fiihrt uns
zu den Gleichungen b = ¢ und 7b = 2d. Demnach gilt b = 2k und d = 7k
fiir ein k € Z. Fiir 1 = det S = ad — bc = k(7a — 4k) bedeutet das k = +1
und 7a + 4 = +1, was unmdglich ist. Also gilt A ~ AT in Z2*2,
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Lineare Rekursion und schnelle Matrixpotenz Ausfishrung

Q406

Lineare Rekursion und schnelle Matrixpotenz Ausfiihrung

Sei K ein Ring und darin eine Folge u : N — K definiert durch die lineare
Rekursion uy,,, = a,_1Uj 1 p_q + ... + aqupq + aguy firalle k € N.

Aufgabe: (0) Wie berechnen Sie u,,, mit n(k + 1) Operationen in K?
(1) Wie berechnen Sie ., mit 2n°[log, (k + 1)] Operationen in K?
© Dieser trade-off lohnt sich bereits fir moderat grof3e k.

(2) Als Zahlenbeispiel betrachten wir die Fibonacci-Folge (f;)en-
Berechnen Sie mit einem Python-Skript die letzten 20 Dezimalen
von fig. fir a = 2,3, 4, .... Wie weit kommen Sie in einer Stunde?

Losung: (1) Wir konnen die Rekursion als Matrix A € K™*" darstellen:

Up i1 o 1 .. O U,
: _ 0 0 - 0 Up i1
Npyn1 0O 0 - 1 :
Uptn g a1 ... Gp_g Ngtn—1

Wir berechnen B = A* mit < 2[log, (k)| Matrixmultiplikationen dank
bindrem Potenzieren B6A. Jede benotigt n Operationen im Grundring K.

(2) Fiir die Fibonacci-Folge f = (0,1, ...) mit f,, ., = f,,;; + f, haben wir:

_ 0 1 n __ fn—l fn
A‘[l 1] 4 ‘[fn f]

Aus AQn = (An)? fOIgt S0 f2n = (2fn+1 - fn)fn und f2n+1 = fg-i-l + fn
Wir berechnen (a,b) = (f,,, fo41) € Z2, dank bindrem Potenzieren B6aA:

1| def fiboslow(n: int, m: int): # Fibonacci f(n) modulo m
2 a,b=10,1

3 whilen > 0: a, b=b, (ath) %m; n=n-1

1

6

return a, b

def fibofast(n: int, m: int): # Fibonacci f(n) modulo m
7 if n < 16: return fiboslow(n, m)
8 a, b = fibofast(n // 2, m)

9 a, b =((2*b-a)*a) % m, (a*atb*b) % m
10 ifn%2==1:3a, b=">b, (ath) % m
11 return a, b

© Probieren Sie es selbst; naiv linear ist lahm, clever binar ist schnell!

Q407

Wann und wogegen konvergiert A* fiir k — oo in C™*"? Ausfihrung
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Wann und wogegen konvergiert A* fiir k — oo in C™*"? Ausfiihrung

Beispiel: Fiir n = 1 und A € C ist Ihnen das Verhalten von \* fiir k — oo
vertraut: \¥ konvergiert gegen 0 fiir || < 1 und divergiert gegen oo fiir

|A| > 1. Auf dem Rand |)\| = 1 ist die Folge \* beschrinkt, doch fiir A # 1
nicht konvergent. Fiir A = 1 ist sie konstant, und somit auch konvergent.

© Matrizen A € C™*" verhalten sich erfreulich dhnlich:

Satz Q48: Wann und wogegen konvergiert A* fiir k — oo in C**"?
Fiir jede Matrix A € C™*" sind aquivalent:
1 Fiir kK — oo konvergiert A* in C"*" gegen eine Matrix B.

2 Fiir jeden Eigenwert A gilt entweder |\| < 1 oder aber A = 1 mit
geometrischer Vielfachheit dim Ker(A — I) gleich der algebraischen.

Der Grenzwert B ist dann der Projektor der Hauptraumzerlegung
C" = @, H()) auf den Summanden H(1) = E(1) = Ker(A — I) = fix(A).

© Damit haben wir ein bequem einfaches Konvergenzkriterium,
sowohl hinreichend als auch notwendig. Algebra meets Analysis.

Aufgabe: Beweisen Sie die Aussagen dieses Satzes.

Losung: Dank Satz Q1B konnen wir unsere Matrix A jordanisieren.

Nach Basiswechsel besteht A = diag(A,, ..., A,) aus Jordan-Blocken A4,.
Nun geniigt es, jeden Block einzeln zu behandeln, denn die Konvergenz
von A*F = diag(A¥, ..., AF) ist 4quivalent zur Konvergenz in jedem Block.

Sei also A = AI + N. Wir nutzen Bemerkung Q1p. Hier gilt:

(T +N)* = S (v
Wir diskutieren nun alle moglichen Falle:
1 Fiir |A| < 1 konvergiert (\I + N)* gegen 0.
2 Fiir [A| > 1 divergiert (AI + N)* exponentiell gegen coc.
3 Fir |A| = 1und N # 0 divergiert dies polynomiell gegen co.
Es bleibt [\| = 1 und N = 0. Hier ist A¥ = A\*I beschriinkt, doch fiir A # 1
nicht konvergent. Fiir A = 1 ist A* = I konstant, somit konvergent.
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Das mathematische Pendel Das mathematische Pendel Ausfiihrung

Welche Schwingungsdauer hat eine Schaukel bei 90° Auslenkung? Die Riickstellkraft ist hier nicht-linear:

A\ Als eindriicklicher Kontrast vergleichen wir hier noch einmal
detailliert ein nicht-lineares DGSystem mit seiner Linearisierung.

Aufgabe: (1) Erstellen Sie die
Bewegungsgleichung ¢(t) =

F(t)=—m-g-siny(t)

m = Masse des Pendelkorpers
g = 9.81m/s? Erdbeschleunigung
F = myg Gravitationskraft zur Masse m

(2) Nahern und losen Sie diese
fur kleine Amplituden (|| < 5°).

(3) Formulieren und beweisen Sie
die Energieerhaltung fir £ = ....

@
3
s
2
&
P
b
2
8
£

¢ = Lange des Pendelstabes
¢(t) = Winkelauslenkung
£ o(t) = Auslenkung

(4) Schreiben Sie die Bewegungs— (1) Newtons Gesetz F(t) = m £ ¢(t) fuhrt zur Differentialgleichung
: § gleichung als DGSystem 2 = 7
(5) SklZZleren Sie das Vektorfeld fund Losungskurven fiir £ = 9.81m. p(t) = 7 sin ¢(t).
(6) Wenden Sie das Euler—Verfahren an auf die Anfangsdaten
©(0) = —7/2 und ¢(0) = 0 mit Schrittweite At = 0.1. /\ Wir vereinfachen hier: punktférmige Masse des Pendelkorpers,

Kénnen Sie der so berechneten Nitherung vertrauen? vernachlassigbare Masse des Stabes, reibungsfreie Authangung, etc.

Wie lange dauert ein Umlauf ungeféhr? © Fir kleine Auslenkungen gilt sin(p) ~ ¢. (Faustregel fiir || < 5°)

Q503 Q504

Das mathematische Pendel austibrng| | Das mathematische Pendel Ausfiihrung
(2) Dies fithrt uns zur linearisierten Differentialgleichung: (4) Zustand (21, z,) = (¢(t), $(t)) € R2. Der Zustandsraum ist hier R2.
5(t) = g o(t) Das Bewegungsgesetz darauf lautet: 2, = z, und @, = —g/¢sin(z;).
¢ (5) Fiir £ = 9.81m erhalten wir (&, 3,) = f(z,2,) = (z,, —sin(z,)).

Dies ist ein harmonischer Oszillator: $(t) = —w?o(t) mit w = +/g/F. Dieses Vektorfeld f: R? — R? ist in folgenden Graphiken dargestellt.
. . i © Dank Energieerhaltung konnen wir sofort die Losungskurven als
Losung @(t) = ¢, cos(wt) + ¢, sin(wt), Periodendauer T = 2m\/¢/g. Aquipotentiallinien E = const einzeichnen! Leider sieht man diesen
Beispiel Schiffsschaukel: Fiir £ = 9.81m finden wir T' = 2s ~ 6.28s. Kurven ihre zeitliche Parametrisierung oder Periodendauer nicht an.
© Die Schwingungsdauer ist unabhangig von der Pendelmasse m!

6) Zeitlich trisierte Lo 0,T] — R? berech i
Bei kleinen Schwingungen ist sie auch unabhéngig von der Amplitude. (6) Zeitlich parametrisierte Losungen [0, 7] crecanen wit

o naherungsweise durch das Euler—Verfahren und lesen die Zeit ab:
A\ Fiir grofie Auslenkungen brauchen wir eine genauere Rechnung! Ein Viertelumlauf benétigt ~ 1.85s, eine ganze Periode also ~ 7.4s.

(242, potentielle Energie mgé(1 — cos ). Das ist etwa 18% langer als die Periode des linearisierten Modells.

(3) Kinetische Energie im
A\ Die Naherung akkumuliert Approximationsfehler und entfernt sich
von der Energieniveaulinie. Fiir kleine Zeiten scheint die Abweichung
dE gerade noch akzeptabel. Fiir eine ernsthafte Rechnung miissen wir

dt die Schrittweite verkleinern oder das gesamte Verfahren verbessern:

Zum Vergleich der harmonische Oszillator: E = 1m#2¢? + Lmglp? Fehlerschranken, Effizienz und Prézision erfordern harte Arbeit!

Die Gesamtenergie E = $m¢?? + mgl(1 — cos ¢) bleibt erhalten:

= ml2pp 4+ mglpsinp = ml2p [—% sin cp(t)] + mglpsinp =0
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Wir erkennen harmonische Oszillation um das untere Gleichgewicht A.
Der obere Scheitelpunkt B hingegen ist ein instabiles Gleichgewicht.
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Die Periode dauert etwa 4 - 1.85s = 7.4s: Langer als im linearen Modell!
Das ist physikalisch plausibel: Kraft und Beschleunigung sind geringer.
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Wir erkennen deutlich die Abweichungen der Euler-Approximation.
Wie erreichen wir moglichst hohe Prazision bei geringem Aufwand?
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Das Euler—Verfahren wird hier zu didaktischen Zwecken vorgestellt:
Es ist besonders einfach. Leider ist es wenig prazise, wie bereits obige
Experimente zeigen, und fiir ernsthafte Anwendungen nicht geeignet!

Auf zwei Weisen konnen wir die Préazision der Naherung verbessern:

@ Wir konnen kleinere Schritte wéhlen und so feiner diskretisieren.
Das erhoht den Rechenaufwand, der Computer lauft langsamer.

@ Wir konnen ein Verfahren héherer Konvergenzordnung wéhlen.
Das erhoht den Theorieaufwand, der Computer rechnet schneller.

Die numerische Approximation von Differentialgleichungen ist in
naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen allgegenwértig.
Es gibt hierzu zahlreiche Verfahren, stindig werden weitere entwickelt,
auf spezielle Anwendungen angepasst, untersucht und verbessert.

Das bekannteste ist vermutlich das klassische Runge-Kutta-Verfahren
(der Ordnung 4, kurz ,RK4%). Es ist in der Praxis sehr weit verbreitet
und erfreut sich grof3er Beliebtheit, denn es ist ebenso einfach zu
implementieren wie das Euler—Verfahren, aber wesentlich praziser!

Bildquelle: wikimedia.org
Bildquelle: wikimedia.org

Carl Runge (1856-1927) Wilhelm Kutta (1867-1944)

Entwickelt hat dieses Verfahren 1895 Carl Runge. Er war 1904-1925 in
Gottingen Deutschlands erster Professor fiir angewandte Mathematik.
Weiterentwickelt hat es 1901 Wilhem Kutta, 1912-1935 Professor fur
Mathematik in Stuttgart. Vor hundert Jahren hatten Sie Ihre Mathematik
vermutlich bei ihm gehort. Viele Studierende erinnerten sich spéter, so
heifit es, mit grofler Bewunderung an seine einzigartigen Vorlesungen.
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Numerisch zu l6sen ist 2(t) = f(t, z(t)). Gegeben ist zur Zeit ¢ der
Zustand x = z(t). Gesucht ist nach Zeitschritt h der Zustand z(t + h).
Zur Erinnerung das einfach-naive Euler—Verfahren (Ordnung 1):

z(t+ h) =~ z(t) + hk, k, = f(t,x)
Hier das Runge-Kutta—Verfahren (der Ordnung 4, kurz ,RK4"):
z)

= f(t,

=f(t+ 2 z+ Lk)

=ft+5%,z+Lk,)
k:4— f(t+ h,x + hks)

mit Zuwachs

ky + 2k, + 2k + Ky

mit
6

z(t+h)~=z(t)+h

Diese raffinierte Rechnung verringert den Approximationsfehler. Die Numerik erklart wie genau
das geht. Zunéchst ist k; der Zuwachs gemaf} des Tangentenvektors zur Zeit ¢ im Punkt « wie
bei Eulers Verfahren, dann ist k4 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts im Punkt z + h/2 - k,
sodann k4 der Zuwachs zur Mitte des Zeitschritts aber im Punkt  + h/2 - ko, schlieBlich ist k,
der Zuwachs am Ende des Zeitschritts im Punkt  + hk,. Die vier Zuwéchse werden gemittelt,
wobei die beiden mittleren doppelt zdhlen. Wenn f(¢, ) nur von ¢ und nicht von z abhingt,
dann ist dies die numerische Integration geméfy Simpson, auch Keplers Fassregel genannt.

Die nachfolgenden Graphiken vergleichen Euler und Runge-Kutta.
Das Euler—Verfahren, aka RK1, ist erster Ordnung, kurz O(h):

GlobalerFehler(Euler) < Cg(f) - h

Die Konstante hangt von der Funktion fund dem Zeitintervall ab.
Der Fehler O(h) sinkt fiir h — 0 linear mit der Schrittweite:
Halbe Schrittweite bringt doppelte Genauigkeit.

Das Runge-Kutta—Verfahren ist vierter Ordnung, kurz O(h*):
GlobalerFehler(RK4) < Crk(f) - h*

Im Vergleich zu O(h) sinkt der Fehler O(h*) wesentlich schneller:
Halbe Schrittweite bringt sechzehnfache Genauigkeit! Das ist eine
dramatische Verbesserung. Die folgenden Graphiken illustrieren dies.

Fiir jeden Schritt h wertet RK4 viermal aus. Zur Fairness gebe ich Euler
die gerechte Schrittweite h/4. Dennoch ist Runge-Kutta weit tiberlegen!
© Runge-Kutta is so much better than Euler’s method. youtu.be/dSht1M169kY
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Das Euler—Verfahren (rot) entfernt sich schnell von der exakten Losung
(blau). Das Runge-Kutta—Verfahren (griin) ist bereits recht prazise!
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Halbierung der Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) wird besser.
Das Runge-Kutta-Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge—-Kutta-Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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Halbe Schrittweite: Das Euler—Verfahren (rot) halbiert seinen Fehler.
Das Runge-Kutta—-Verfahren (griin) scheint weitgehend exakt (blau).
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It was a strange and counterintuitive phenomenon

The bizarre behavior of rotating bodies
Veritasium, youtu.be/1VPfZ_XzisU

Wir betrachten einen rotierenden Korper (in korperfesten Koordinaten),
etwa ein Handy (gefahrlich) oder einen Tennisschldger (empfohlen).
Bevor wir rechnen, machen Sie sich bitte mit dem Phinomen vertraut.
Nur so bekommen Sie ein Gesptir dafiir, wie wahrhaft erstaunlich es ist.

Die Masseverteilung bestimmt das Tragheitsmoment © € R3*3,
Die Drehbewegung wird beschrieben durch die Euler-Gleichungen:

Ow = (Bw) X w+ M

Zu jedem Zeitpunkt t € R ist w(t) € R? die Winkelgeschwindigkeit und
M(t) € R® das angewendete Drehmoment; wir setzen fortan M(t) = 0.
Hierbei ist L = ©w der Drehimpuls, wir haben also L = L x w + M.

Die mechanischen Grundlagen importieren als Formeln aus der Physik.
Die mathematische Untersuchung hingegen kénnen wir ausfithren dank
Analysis (Diffentialgleichungen, dynamische Systeme, Stabilitat) und
Linearer Algebra (Koordinaten, Eigenbasen, Hauptachsen).
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Aufgabe: Gegeben sei ein (kompakter) Korper K C R? und seine (stetige)
Massendichte o : K — R. Wie berechnen Sie daraus die Gesamtmasse
m € R, den Schwerpunkt s € R? und das Trigheitsmoment © € R3*3?

m = / 9(171,132,173) d($1,$2,$3)

K
1 1
§= _/ Lo 0(331,332,333)(1(331,332,1”3)
m.Jg
T3

x% + x% —X1Ty —X T3
_ 2 2
0= / —ToTy  T]+T5  —Tomz | 0(Ty, Ty, 23) d(2q, Ty, T3)
2 2

Daraus erhalten wir den Drehimpuls L = ©w und die Energie £ = w'Ow.

© Ahnliche Rechnungen nutzen wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie
fur Erwartung und Varianz einer WVerteilung, ¢ > 0 mit Masse m = 1.

Im Allgemeinen sind Drehgeschwindigkeit w und Drehimpuls L = Ow
nicht parallel, daher gilt L=Lxuw # 0: Der rotierende Korper ,eiert” bei
freier Bewegung oder zeigt ,Unwucht® bei fester Drehachse. Parallelitat
gilt bei Rotation um eine der Haupttragheitsachsen. In diesem Falle bleibt
nicht nur die Lange von L erhalten, sondern auch die Richtung.

Das Tragheitsmoment © € R3*3 diagonalisieren wir in Hauptachsen:

6, 0 0 (symmetrisch = orthogonal diagonalisierbar)
=10 6, 0 ] Koordinatenweise ausgeschrieben erhalten wir
0 0 6 unser nicht-lineares DGSystem erster Ordnung:
91‘31} !91w1] !‘*’1] M1] (0 — 03)wyws +M1}
Oqwy | = | Oqwy | X |wy | + | My | = | (05 — 0 )wgw; + M,
0305 O35 w3 M; (0 — b)wywy + M

Aufgabe: Sei 0 < §; < 6, < 5. Bestimmen Sie Fixpunkte und Stabilitét.
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Losung: (1) Es gibt genau die Fixpunkte (wy,0,0), (0,w,,0), (0,0, ws).
(2) Wir linearisieren, dazu berechnen wir zunachst die Jacobi—Matrix:

wy Wy 0 Wos Wy 0 oqws aqw,
: — ’ —

Wy | =flwy | = |auwsw; | = [filwy|=]aws 0  aw
w3 w3 03w Wy w3 Q3Wy Q3w 0

Linearisiert um den Fixpunkt (0, w,,0) erhalten wir @ = Au:

A= [ 0 8 g al(;"}? det(A — AE) = —A(\? — a;a5wd)
= w2 = y
0 azwy, 00 = —A(N?—w}(03—0,)(0,—0,)/0,0;)

Eigenwerte sind 0 und +w,+/(05—0,)(0,—0,)/6,05. Daraus folgt:

Satz Q5A: torkelnder Tennisschlager / intermediate axis theorem

Wir untersuchen die kréftefreie Bewegung eines starren Korpers mit
Tragheitsmomenten 0 < 0; < 6, < 05 beziiglich seiner Hauptachsen.

Die Rotation um die mittlere Achse ist instabil: Jede kleine Stérung
wird exponentiell verstirkt mit e* und A = |wy|+/(05—0,)(6,—0,)/6,05.

Um (wy,0,0) linearisiert finden wir 0, +iw; 1/ (6, — 0,)(8;5 — 6,)/6,05 € iR.
Um (0,0, w;) linearisiert finden wir 0, +iw;+/(05 — 60,) (05 — 6,)/6,0, € iR.
A\ Das Eigenwertkriterium konnen wir hier leider nicht anwenden!

Die In/Stabilitat lisst sich allein aus diesen Daten noch nicht schlieflen;
dazu sind genauere Untersuchungen nétig, dank Lyapunov-Funktionen:

Vl:(92—91)92w§+(93—91)93w§20, Vi =0 wy =ws =0, V:L:O
V= (05— 0,)0,w} + (05 — 0,)0503 >0, V3 =0 w; =w, =0, V3=0

© Diese Invarianten zeigen, dass die Rotation um die erste bzw. dritte
Achse stabil ist. Letzteres gilt nur bei Energieerhaltung, wie eingangs
vereinfachend angenommen. Bei Dissipation gilt V; > 0 und V5 < 0.

/\ Die Rotation um die kleine Achse wird dann ebenfalls instabil.
Die NASA erfuhr dies 1958 schmerzlich mit Explorer 1, ihrem ersten
kinstlichen Erdsatelliten, siehe en.wikipedia.org/wiki/Explorer_1.

L[] Colley: The tumbling box. Amer. Math. Monthly 94 (1987) 62-68
Marsden, Ratiu: Mechanics and Symmetry. Springer 1999, §15.9
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(2 Warum zelebriere ich dieses schone Beispiel so ausfiihrlich?

Meiner Uberzeugung nach verbinden sich hier mehrere faszinierende
Erzahlstringe zu grundlegender Mathematik und ihren Anwendungen.
Leistungsstarke Theorie erméoglicht effiziente Anwendungen.

Einerseits konnen Sie das Phdnomen des torkelnden Tennisschlagers
selbst erfahren und ausprobieren, gerne auch anderen vorfithren und
gemeinsam testen. Das Problem ist verbliiffend und unmittelbar spiirbar.
Eine anschauliche Erklarung ist jedoch keineswegs offensichtlich.

Andererseits haben wir die Methoden der Linearen Algebra, die hier
vorbildlich zum Einsatz kommen und die Analysis wunderbar erganzen.
Dabei erkennen wir ein typisches Muster: Reale Probleme sind meist sehr
kompliziert. Zwecks Vereinfachung versuchen wir, sie zu linearisieren.

In giinstigen Fallen wird das Problem dadurch geldst, so wie hier.
Auf Thre mathematischen Werkzeuge diirfen Sie daher stolz sein!

Sie verfiigen nun iiber die ndtigen Werkzeuge zur Behandlung von
(linearisierten) Stabilititsfragen, erfreulich allgemein und quantitativ.
Als Erganzung bietet das obige Video anschauliche Erklarungen.
Beide Sichtweisen sind willkommen und ergianzen sich gegenseitig.

Ich warne vor einem haufigen Missverstandnis: Anschauung und
Intuition sind wunderbar als Ergdnzung zum formal-quantitativen
Rechnen. Als Ersatz fithren sie allzu oft in die Irre, gar Katastrophe.
Schulen und nutzen Sie also stets beides, Intuition und Prizision!

Eine geiibte Intuition gibt Ihnen schnell einen ersten Anhaltspunkt.

Wie iiben Sie Thre Intution? Durch Erfahrung, praktisch und theoretisch!
Die formal-algebraische Rechnung prézisiert, sicher ab und quantifiziert.
Theorie wirkt auch dort, wo die naive Anschauung versagt.

Der torkelnde Tennisschldger ist ein hervorragendes Beispiel. Er belohnt
unsere erste linearisierte Untersuchung und jede weitere Vertiefung.
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Kapitel R

Lineare Algebra tiber Z und K[ X]:
Elementarteilersatz und Anwendungen

Zwar hatte Herr Fourier die Meinung, das Hauptziel der Mathematik sei der
Gemeinnutzen (l'utilité publique) und die Erklarung der Naturphdnomene;
aber ein Philosoph wie er hdtte wissen miissen, dass das einzige Ziel der
Wissenschaft die Ehre des menschlichen Geistes ist und bei diesem Anspruch
eine Frage iiber Zahlen ebensoviel wert ist wie eine Frage iiber das Weltsystem.
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) an Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

Vollversion . eiserm.de/lehre/LinA . 26.05.2026
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Kapitel R

Bonusmaterial

ARGENT, MACHINISME, ALGBEBRE.
Les trois monstres de la civilisation actuelle.
Machine : la méthode se trouve dans la chose, non dans esprit.
Algébre : la méthode se trouve dans les signes, non dans esprit.
Simone Weil (1909-1943), zitiert nach Laurent Lafforgue
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Vektorraume mit Skalarprodukt

K yoa=Ay KO KO x ) @v=elBy
=\ @y, P @\Z/i' %u x oy P idK‘
~[7 v v u=a(v) U S| s[sxT UxV (u,v)=B(u,v) K
) )
g/ﬁ\'v/ @,Aﬂ/\g g/\bm XDy, idg
KV YAk KD x k() &y B e

Unsere AllergrofSten, wie Archimedes, Newton, Gauf,
haben stets Theorie und Anwendungen gleichmdf3ig umfasst.
Felix Klein (1849-1925)
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Motivation und Uberblick

Wir untersuchen in diesem Kapitel reelle und komplexe Vektorraume mit
einem Skalarprodukt. Damit messen wir Winkel, Langen und Absténde,
wir betreiben also Geometrie im wortlichen Sinne von ,Landmessung®.
Lineare Algebra und Analytische Geometrie ergénzen sich wunderbar.
Getreu unserem Slogan: Mathematik ist wunderschon und niitzlich!

Erste Ideen und praktische Anwendungen kennen Sie aus der Schule.
Dariiber hinaus spielen Skalarprodukte, gern geeignet verallgemeinert,
die zentrale Rolle in der Untersuchung von gekriimmten Flachen und
allgemein in der Riemannschen Geometrie auf Mannigfaltigkeiten,

bis hin zur speziellen und allgemeinen Relativitétstheorie.

Skalarprodukte begegnen Thnen ebenfalls in der Analysis, zunachst als
euklidisches Skalarprodukt bei der Untersuchung der metrischen und
topologischen Eigenschaften des vertrauten euklidischen Raumes R”,
spater dann in der faszinierenden Fourier-Theorie bei der Zerlegung
periodischer Funktionen in harmonische Grundschwingungen, sowie
allgemein in Hilbert-Rdumen und ihren zahlreichen Anwendungen.

Ebenso wie die Analysis nutzt auch die Numerik Skalarprodukte,
Normen und Metriken zur Messung von Abstanden und Fehlern,
zur Kontrolle von Ndherungen und zur Definition der Konvergenz.

Auch die Methode der kleinsten Quadrate beruht auf der Technik von
Skalarprodukten und wird tiberall eingesetzt, wo fehlerbehaftete Daten
verarbeitet werden, insbesondere linearisiert oder ahnlich geglattet.

In der Stochastik verhalt sich die Co/Varianz reeller Zufallsvariablen wie
ein Skalarprodukt, und die lineare Regression nutzt die Methode der
kleinsten Quadrate zur Untersuchung linearer Zusammenhange.

In der Physik schliefSlich beruht die Quantenmechanik auf dem Modell,
dass die Zustande eines Systems beschrieben werden durch Vektoren in
einem Hilbert-Raum, also einem C-Vektorraum mit Skalarprodukt.

/\ Wir arbeiten moglichst anwendungsfreundlich, das heif3t: abstrakt!
Um der faszinierenden Vielfalt der Anwendungen gerecht zu werden,
bauen wir die Theorie sorgsam auf, vom Allgemeinen zum Speziellen.
Das erfordert geduldiges Erlernen grundlegender Begriffe und Techniken.
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Euklidische Metrik: Abstand zwischen zwei Punkten im R”

Euklidische Norm: Lange eines Vektors im R” o

Wir betrachten die Menge R"™ aller reellen n-Tupel z = (z, ..., z,,).
Wir fnesseﬁ Absféinde aurch v = (Y1,9)
-die euklidische Metrik
d:R" x R" = Ry, A
&@\/ ’?JQ = x2|

8at

/

(9317932) =2

|Z/1 = 331|

Die euklidische Metrik d(z,y) misst den Abstand vom Punkt € R™ zum
Punkt y € R™, also die Lange des Vektors y — z. Dank Pythagoras gilt:

d(.’l),y) = \/’yl - 1"1|2 + ot ‘yn - xn‘z

Unsere Skizze zeigt dies fiir n = 2. Ubung: Skizzieren und begriinden Sie
dies ebenso fiir n = 3. Der allgemeine Fall n € N gelingt per Induktion.

Wir betrachten den Vektorraum R” tiber den reellen Zahlen R.

Wir messen Lénéen durch v = (v, 73)
 die euklidische Norm

[-1': R™ = Ry,.

/

AT

|vy ]

Die euklidische Norm |v|, kurz |v|, misst die Lange des Vektors v € R™
als den Abstand vom Ursprung 0 zum Punkt v. Dank Pythagoras gilt:

o] = ol = Vior]* + - + Jv, |2

Das Normquadrat |v]|? = v? + -+ 4 v2 ist eine quadratische Form.
Die zugehorige Bilinearform ist das euklidische Skalarprodukt.
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Das euklidische Standardskalarprodukt auf R™

Das euklidische Skalarprodukt von zwei Vektoren u,v € R™ ist

(u]v) =uyvy + - +u,v,.

Ubliche Schreibweisen sind (u|v) = (u,v) =u-v=u-v=u"v= ...
Fiir jeden Vektor v € R" gilt demnach (v|v) = v? 4+ - +v2 > 0.

Die euklidische Norm des Vektors v € R" ist definiert durch

ol = ol := vwTw) = Vo + =+ 0k

Ubliche Schreibweisen sind |v| = |v|, = ||[v]| = vy = [[v]p2 = ...

Der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten u, v € R™ ist

d(u,v) B= |U - U| - \/<U1 - U1)2 + ot (un, o vn)g'

Alternative Schreibweisen fiir Vektoren v € R™ und ihre Lange |v| € R:
Vektorpfeil ¥ und v = |d| oder Unterstrich v und v = |v|, oder Fettdruck.
Schnorkel helfen als Gedachtnisstiitze, sind ansonsten aber entbehrlich.

Das Skalarprodukt erméglicht uns, in R™ Langen und Winkel zu messen.
Damit gewinnen wir auf R" die tiblichen geometrischen Werkzeuge:

@ Orthogonalitit: u,v € Vstehen senkrecht, wenn (u |v) = 0.

@ Norm: Die Lange eines Vektors v € Vist [v| = |v]| = 1/(v]v).

o Winkel: (u|v) = |ul - [Jv] - cos(e) mit & = <t(u,v) € [0,7].

o Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Es gilt |[(u|v)| < |u| - |v].

@ Dreiecksungleichung: Es gilt |u + v| < |ul + |v|.

@ Metrik: Der Abstand zweier Vektoren u, v ist |u — v|.

@ Konvergenz v, — v ist definiert durch |v,, — v| — 0.

Beispiel: Die Vektoren ey, ..., e,, sind orthonormal, also (e; | e;) = §;;.
Firz e R™ gilt z = ) " | e,z; mit den Koeffizienten z;, = (e, | z).

© Diese Begriffe kennen Sie vermutlich fiir n = 2, 3. Erstaunlicherweise
niitzen Sie in jeder Dimension n € N und fiir Funktionen als Grundlage
der Fourier-Theorie! Wir werden die Theorie spater aufbauen.
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Verallgemeinerung von R zu C und H Ausfiihrung

Wir nutzen Skalarprodukte nicht nur tiber R, auch iiber C, sogar H.
Zur Erinnerung: Auf dem Korper R haben wir die triviale Konjugation

conjp =idg :R—=R:a —» a=a«
Demnach gilt |a|? = @a = aa = o? > 0, mit Gleichhheit gdw o = 0.
AufC ={z=a+if|a,B € R} haben wir die komplexe Konjugation
conjo : C—-C:z=a+if = z=a—if
Demnach gilt |2|? = zz = 2z = o® + 5% > 0, mit Gleichhheit gdw z = 0.
AufH={g¢=a+if+jy+ké|a,p,v,0 € R} haben wir entsprechend
conjy : H—-H:¢g=a+if+jy+kd = g=a—if—jy—kd

Es gilt |¢> = ¢ = g = o® + 82 + 72 + 62 > 0, mit Gleichhheit gdw ¢ = 0.
Fir alle z,y € KgiltZ = x sowiez +y=Z+yundz -y =7 - 7.

Dies setzen wir fort auf Matrizen: Zur Matrix A = (a;;);; € K/
definieren wir die adjungierte Matrix A" := AT = (a,;);; € K/*/.

Wir formulieren systematisch diese drei Félle gemeinsam. Es lohnt sich!
Denkokonomie: Die Arbeit iiber R, C und H verlauft weitgehend parallel.
In ihrem Zusammenspiel und im Kontrast konnen wir viel lernen!

Grundlegend ist der reelle Fall K = R. Dieser ist insbesondere in kleiner
Dimension n = 2,3 wunderbar anschaulich. Davon wollen wir ausgehen
und auf beliebige (auch unendliche) Dimension verallgemeinern.

Fir viele Anwendungen (in Mathematik, Physik, Ingenieurwesen, uvm.)
reichen die reellen Zahlen R nicht aus, daher nutzen wir die Erweiterung
zu den komplexen Zahlen C. Das gilt insbesondere fiir Skalarprodukte.

Die Quaternionen H werden erfahrungsgemaf nicht so haufig genutzt
wie C oder R, oft genug sind sie jedoch eine sehr hilfreiche Erganzung.

Den reellen Fall versteht man besser, wenn man auch komplex denkt,
und firs Komplexe hilft es, die Quaternionen im Hinterkopf zu haben.

Kurzum: Die reellen Zahlen R sind oft nicht genug, die Quaternionen H
sind manchmal zu viel, die komplexen Zahlen C sind meist genau richtig.
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Das euklidische Skalarprodukt auf K" iiber K = R,C, H

Beispiel S1A: das Standardskalarprodukt auf K" tiber K = R, C, H
Sei K =R, C,H. Auf V = K" definieren wir das Standardskalarprodukt

(1) VXV 5K ¢ (,0) 0 (u]v) =Ty + -+ Tyv, = ulv,

Fir alle Vektoren u, v, w € Vund Skalare A, 1 € K gilt:

(ulu) >0=(0]0)
(ulu)>0firu+0

(v|u) = (u]v)

(ulod+wp) = (u|v)A + (u|w)p
Aus (S2&3) folgt konjugierte Linearitét in der ersten Variablen:

(ud +op|w) = XNu|w) + B(v|w)
Eigenschaften (S3&4) heiflen sesquilinear (lat. sesqui, ‘anderthalb’),
(S2) heif3t hermitesch zu Ehren von Charles Hermite (1822-1901).

Uber R mit conjp = idg heifit (S2) symmetrisch und (S3&4) bilinear.

S0: positive Semidefinitheit,
S1: positive Definitheit,
S2: konjugierte Symmetrie,

S3: Linearitit rechts,

S4: Semilinearitat links,

Wir nennen dies das euklidische oder Standardskalarprodukt auf K”.
Allgemein tiber K = R, C, H ist es eine hermitesche Sesquilinearform,
speziell iiber R eine symmetrische Bilinearform.

Dank (52) gilt (u|u) € R fiir alle u € V, wir kdnnen also die Ordnung
von R nutzen und von Positivitat sprechen: (S0) fordert (u|u) € Ry,
und (S1) erganzt starker (u|w) # 0 fir alle u # 0, also (u|u) € Ry,.

Aufgabe: Rechnen Sie die hier gemachten Aussagen (S0-4) nach.

Losung: Wir nutzen die Anordnung der reellen Zahlen R C K:

(S0) Fiir jeden Koeffizienten u; € K gilt wu; = |y;|> € Ry,.

Fiir jeden Vektor u € K" folgt (u|u) = |uq |2 + - + |u,|* > 0.

(S1) Im Falle u # 0 gilt u; # 0 fiir mindestens ein i € {1, ..., n}.

Daraus folgt sofort die strikte Ungleichung (u |u) > |u,|*> > 0.

Wir nutzen, dass K = R, C, H ein Ring ist und die Konjugation z — =
ein Ringantiautomorphismus. Damit rechnen Sie (52-4) geduldig nach.
Da H nicht-kommutativ ist, achten wir auf die Reihenfolge der Faktoren.
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Das euklidische Skalarprodukt auf K"
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Anwendungen von Skalarprodukt, Norm und Metrik

Bemerkung: Auf dem Vektorraum R" ist (u,v) = uyv; + - + u,v,
positiv definit, auf C" und H" jedoch nicht, denni-i=—1 < 0.

A\ Zur Korrektur miissen wir eine der beiden Variablen konjugieren.
Ich pladiere entschieden fiir die erste, dadurch werden Formeln schoner.
Diese Konvention ist in der physikalischen Literatur weitgehend uiblich.

/\ Manche Autor:innen konjugieren traditionell die zweite Variable.
So findet es sich vor allem in der ilteren, mathematischen Literatur.
Beide Konventionen sind per Konjugation ineinander umzurechnen.

© Wir legen uns auf eine Konvention fest und befolgen diese fortan.

Bemerkung: Es gilt (u|0) = 0 dank (S3) und (0| v) = 0 dank (54).
Insbesondere gilt demnach immer (0] 0) = 0, und aus (S1) folgt (S0).
Die Formulierung der Eigenschaften (S0-3) ist daher etwas redundant;
ich mochte damit die positive Definitheit (51) besonders hervorheben.

Gilt in spateren Anwendungen statt positiver Definitheit (S1) nur die
schwichere Eigenschaft (50), so nennen wir (-|-) positiv semidefinit.

© Mit dem Skalarprodukt (-|-) messen wir Laingen und Winkel.
Daraus gewinnen wir fir Vwichtige geometrische Werkzeuge:

Orthogonalitit: u, v € Vstehen senkrecht, wenn (u |v) = 0.
Norm: Die Linge eines Vektors v € Vist |v| = |v]| = /(v ]| v).
Winkel: re{u|v) = |u] - |v| - cos(a) mit a = < (u,v) € [0, 7.
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Es gilt |(u | v)| < |ul| - |v|-
Dreiecksungleichung: Es gilt |u + v|| < |Ju| + |-

Metrik: Der Abstand zweier Vektoren u, v ist |u — v|.
Konvergenz v,, — v in Vst definiert durch |jv,, — v| — 0.
Vollstiandigkeit: Jede Cauchy-Folge in Vkonvergiert in V.
Stetigkeit von Funktionen f: V — W, linear oder nicht.
Differenzierbarkeit, lineare und héhere Approximation.

© Wir wollen dies moglichst allgemein erklaren und effizient nutzen.
Dazu erheben wir die wesentlichen Eigenschaften (S1-3) zur Definition.
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Anwendungen fordern (hermitesche) Sesquilinearformen Ausfihrung

Fiir ein reelles Skalarprodukt fordern wir wirkungsstarke Eigenschaften:
Es ist eine symmetrische Bilinearform (S23), zudem positiv definit (S1).

Es gibt auch viele Anwendungen, in denen symmetrische Bilinearformen
auftreten, die jedoch nicht positiv definit sind, sondern nur semidefinit
order gar indefinit. Auch diese wollen und miissen wir angemessen und
systematisch behandeln. Dazu untersuchen wir allgemein symmetrische
Bilinearformen und kommen dann gerne auf Skalarprodukte zuriick.

Dariiber hinaus begegnen uns oft auch interessante Bilinearformen,
die nicht symmetrisch sind. Diese wollen wir uns nicht verbieten,
sondern gleich die hierfiir nétigen Grundlagen bereitstellen.

Es lohnt sich daher, den Blick nicht allzu frith einzuengen, sondern eher
zu weiten und die Begriffe sorgsam einzufiihren und zu untersuchen.
Das ist das vertraute und bewahrte Vorgehen in der Mathematik:

Wir erreichen nachhaltige Effizienz durch systematische Grundlagen.

Viele Anwendungen nutzen den Kérper C und komplexe Skalarprodukte.
In all diesen Fallen spielt die komplexe Konjugation conj; : C — C mit
z=x+1iy+ z =z — iy fir z,y € R eine zentrale Rolle, wie oben bereits
zu erkennen in unserem Paradebeispiel S1a.

Daher wollen wir auch hermitesche Sesquilinearformen gebiihrend
benennen und behandeln. Dies gelingt moglichst elegant und effizient,
wenn wir jeweils nur die benétigten Eigenschaften voraussetzen.
Dariiber hinaus begegnen uns auch interessante Sesquilinearformen, die
nicht hermitesch sind. Diese wollen wir uns nicht verbieten.

Wir arbeiten dazu allgemeinen tiber einem Ring (K, o) mit Involution.
Die wichtigsten Beispiele sind die komplexen Zahlen (C, conj¢) und
weiterhin die reellen Zahlen (R, idy) mit der trivialen Konjugation.
Die Quaternionen (H, conjy) fithre ich mit als illustrative Begleitung,
insbesondere wo dies keinen Mehraufwand erfordert.
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Was ist ein Ring mit Involution?

Wir arbeiten typischerweise iiber (K, o) mit K = R, C, H und o = conj.
Hierbei ist o eine Involution, o o 0 = id, also eine selbstinverse Abbildung,
und zudem ein Anti-Automorphismus des Grundrings K. Ausfiihrlich:

¢ Definition D1g: involutiver Ring, kurz *Ring

Sei (K, +,0,-,1) ein Ring. Eine Involution o : K — K : a  a? = " erfullt
(a%)? = a sowie (a + b)? = a’ +b% und (a-b)? = b7 - a° fur alle a,b € K,
somit 0° = 0 und 1° = 1. Das Paar (K, o) heift dann involutiver Ring.

Beispiele: (0) Jeder kommutative Ring K ist involutiv mit o = idg.

(1) Auf K = R, C, H ist die Konjugation conjg : K — K eine Involution.
Soweit moglich fasse ich diese klassischen Falle (K, conjgk ) zusammen.
(2) Ist (K, o) ein involutiver Ring, so auch (K™ 1) mit AT = (49)T,
der Matrixring mit Adjunktion, aka Transkonjugation (a;;);; - (af;) ;-
Dieser ist sowohl ein zentrales Beispiel als auch ein wichtiges Werkzeug
und in vielen Anwendungen prominent, insbesondere tiber K = R, C, H.
Spéatestens hier miissen wir uns von der Kommutativitat verabschieden!

Die Involution nennen wir auch Konjugation oder Adjunktion; zu a € K
ist a” € K das konjugierte oder adjungierte Element. Nach dem Vorbild
von Matrizen nennen wir a € K selbstadjungiert oder hermitesch falls
a’ = a gilt, unitir falls a° = 7!, und normal falls a - a° = a° - a.

Ein Homomorphismus f: (R, p) — (S5, o) involutiver Ringe ist ein
Ringhomomorphismus f: R — S mit f(a”) = f(a)? fur alle a € R.
Beispiele sind die Inklusionen (R, idg) < (C, conj¢) < (H, conjy) und

zu f: (R,p) — (S,0) die Matrixfortsetzung f: (R™",T) — (S, 1).
Weitere involutive Ringe begegnen Thnen je nach Anwendungsgebiet:
Beispiele: Sei (K, o) involutiv. (3) Der Polynomring K[X] ist involutiv
beziiglich o, : X  +X, ausgeschrieben Y7_, ¢, X* =+ Y7 c7(£1)* X",
(4) Jeder Gruppenring KG ist involutiv mit (3-, ¢, - )7 = > ,¢7 - g
Ebenso: Ist (G, o) ein involutives Monoid, so ist KG ein involutiver Ring.

(5) Sei g € N eine Primzahlpotenz und F,» ein Koérper mit q? Elementen.
Die Frobenius-Abbildung § : F. — F,. : = 27 ist eine Involution. (K1Rr)
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Konjugation von rechts nach links und umgekehrt e

Definition S1B: semilineare Abbildung tGiber einem *Ring (K, o)

Sei (V, +, ) rechtslinear und (W, +,) linkslinear iiber K. Wir nennen

f:V — W semilinear tiber (K, o), falls f additiv ist und (K, o0)-homogen:
flo+v) = fv) +£(0), flv-A) =27 f(v)

fur alle Vektoren v,v” € Vund Skalare A\ € K. Diese Eigenschaft heif3t
auch konjugiert-linear oder antilinear oder kurz o-linear iiber K.

o

Beispiel: Sei (K, o) ein involutiver Ring, etwa K = R, C, H mit o = conji.
Die Matrixadjunktion T : K™*7 — K7*! : AT = (A%)T ist semilinear:

(A+B)f = (A+B)°"T =2 (A +B°)T = At + Bt
(A-NF = (40T 2 (AT = 0Ah

Uber (R, idg) ist die Adjunktion nur die Konjugation, und diese ist linear.
Uber (C, conj¢) miissen wir dabei zusétzlich den Skalar X konjugieren,
tiber (H, conjy) zudem die Reihenfolge der Multiplikation umkehren.

Mit der Involution o : K — K tauschen wir elegant links und rechts:

Bemerkung S1c: Konjugation von rechts nach links und umgekehrt
Weiter sei (K, o) ein involutiver Ring, etwa (K, idy ) mit K kommutativ.
(0) Dann ist (0, 0) : K = K ein Ringisomorphismus zwischen dem Ring
K = (K, +, ) und dem entgegengesetzten K°* = (K, +,-) mita-b=b-a.
(1) Wir konnen jeden K-rechtslinearen Raum V= (V, 4+, ) zu einem
K-linkslinearen Raum V? = (V, +,-) konjugieren durch A-v := v - A°.
Ebenso umgekehrt von links nach rechts, dabei gilt involutiv (V)7 = V.
Insbesondere ist (idy,idy) : V = V7 ein semilinearer Isomorphismus.

(2) Ist die Abbildung f: V' — W linear tiber K, so auch f: V7 — W°.
Ist f: V — W semilinear, so ist f: V? — W linear, ebenso f: V — W°¢.

Ubung: Schreiben Sie dies sorgsam aus und rechnen Sie es nach!

Beispiel: Fir (K, idg) ist der Ring K kommutativ und wir miissen links
und rechts nicht unterscheiden, kurz A\-v =v - A firv € Vund )\ € K.
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Von Sesqui- zu Bilinearformen Ausfiihrung

Eine Abbildung mit Werten im Grundring K heif3t traditionell Form.
Beispiel: Sei U = K'Y und V = KY). Zu jeder Matrix B € K*’ haben
wir die Form 8: U x V — Kmit S(u,v) =u/Bv =5, ,5 . ;uf b, v,.
Rechts: Zu u ist v = f(u,v) linear. Links: Zu v ist u - f(u, v) semilinear.
Definition S1b: Sesquilinearform tiber einem *Ring (K, o)

(1) Seien U, Vrechtslineare Rdume tiber K. Eine Abbildung : U x V — K
ist sesquilinear tiber (K, o), wenn sie linear in V' und semilinear in U ist:

ﬁ(u,v+v’) 26(u7v)+5(uav/)a /B(u,v~,u,) =5(va)ﬂ
5(u+u,av) = 5(“7”) + ,B(u’,v), /B(u ’ )\,’U) = )‘Uﬁ(uvrl})a

fur alle Vektoren u,u” € Uund v,v" € Vsowie alle Skalare A, u € K.
Wir nennen S eine Sesquilinearform oder kurz SForm und definieren

SFg . (U,V):={:UxV =K | B ist sesquilinear }.

Beliebte Schreibweisen: f(u,v) = (u|v) = (u|v) = (v, v) =u-v = ...

Zunichst interessieren uns Skalarprodukte tiber K = R, C, H, und daher
allgemein Sesquilinearformen tiber (K, o). Noch genauer untersuchen

wir spater den Spezialfall ¢ = idg und bilineare Abbildungen, Stichworte
sind quadratische Formen und Quadriken, Dualitat und Tensorprodukte.

Beispiel: Sei K ein Ring und A € KP*? eine Matrix. Die Abbildung

B KPP x K" — K**" : (u,v) > uAv

ist bilinear iiber S = K**® von links und R = K™*" von rechts. Allgemein
seien ;Uund V;, sowie ;W lineare Rdume. Wir nennen 5: U x V. — W
eine bilineare Abbildung, falls sie linear in beiden Argumenten ist:

Blu+u',v) = Bu,v) + B(u',v),  B(Au,v) = AB(u,v),
Blu,v+0') = B(u,v) + B(u,v"),  Blu,vp) = Bu,v)u
fur alle Vektoren u,u” € Uund v,v” € Vsowie Skalare A € Sund y € R.

Im Falle S = R = K = Wnennen wir 3: U x V — K eine Bilinearform.
Diesen wichtigen Spezialfall wollen wir vorerst fokussieren.
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Alternative: Fiir U = KY) und V = K) {iber einem Ring K haben wir
die Form B : U x V — Kmit B(u,v) =u'Bv =5 _,_; > jes U by
Zu u ist v = B(u,v) rechtslinear. Zu v ist u — S(u, v) linkslinear.

v;e
Definition S1p: Bilinearform aka Paarung tiber einem Ring K

(2) Uber dem Ring K sei (U, +,-) linkslinear und (V/, +, -) rechtslinear.
Eine Abbildung 3 : U x V — K heifit bilinear uber K, falls gilt:

Blu,v+v") = B(u,v) + Bu,v'),  Blu,v-p) = B(u,v) p,
Blu+u',v) = B(u,v) + B(u',v), BA-u,v) = AB(u,v)

fur alle Vektoren u,u” € Uund v,v” € Vsowie alle Skalare A, u € K.
Wir nennen £ eine Bilinearform oder kurz BForm und definieren

BFg(U,V):={8:U x V — K| ist bilinear }.

Ist (K, o) ein involutiver Ring, so gilt SFk (U, V) = BFg (U7, V).
Fiir o = idy ist K kommutativ und wir betrachten U und U? als gleich.

Im Falle (K, idgk) ist die Konjugation trivial, also der Ring K kommutativ.
Dies gilt zum Beispiel fiir (R, conjg). In diesem Falle betrachten wir jeden
K-linearen Raum als zentral, also Av = v fiir alle Vektoren v € Vund

Skalare A € K, und Sesquilinearformen sind dasselbe wie Bilinearformen.

Es gibt jedoch wichtige Anwendungen, in denen die Konjugation nicht
trivial ist. Dies gilt insbesondere iiber den komplexen Zahlen (C, conjc).
Um nicht alles zweimal aufzurollen, méchte ich von Anfang sowohl
Bilinearformen als auch Sesquilinearformen gleich behandeln.

Diese doppelte Zielsetzung gelingt uns elegant und schmerzfrei mit dem
oben eingefithrten Begriff des involutiven Rings (K, o). Dieser fasst alle
Félle zusammen und erlaubt uns eine einheitliche Sicht- und Sprechweise.
Wie so oft, wir freuen uns erneut iiber Effizienz durch Abstraktion.

Abstrahieren heifit nicht ignorieren. Bilinearformen iiber (K, o) sind oft
der einfachste Fall und meist besonders wichtig, je nach Anwendung.
Sie sind also immer eingeladen, den Spezialfall ¢ = idg mitzudenken!
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Satz S1e: Gram—Matrix einer Sesquilinearform
Seien U = (u;);c; und ¥V = (v;) . ; Basen von U und V'iiber K.

(0) Jede Sesquilinearform 3 : U x V' — K iiber (K, o) definiert ihre
darstellende Gram-Matrix B = Gy, () € K™/ durch Auswertung,

bij 3= ﬁ(uia”j)

(1) Umgekehrt definiert jede Matrix B € K/*7 eine Sesquilinearform
B =Fyy(B): U x V — K durch sesquilineare Fortsetzung:

B icrwis, Y jesv;y;) = By firz € K und y € KV

firi e Iund j € J.

(2) Dies stiftet einen Isomorphismus zwischen SFormen und Matrizen:

(Guw,Fyp) « SFg (U, V) == K*J : B+ B

Beispiel: Sei (K", (-|-)) das Standardskalarprodukt tiber K = R, C, H.
Fiir die Standardbasis (e, ..., e,,) gilt (e; [e;) = §;;,also B=1,,,,.

KO « KU) K
(z,y)~at By

= | &y x Py, ﬂ idg

UxV (u,v)~B(u,v) K

Beweis: (1) Die Koordinaten &, : K¥) > U : (2;),c; = Y7 u;2; und
Dy, K 2 Vi (y,)je5 - Y jesv,y; sind K-lineare Isomorphismen.
Daher ist 8 : (u,v) = @3 (u)! - B - ®3,! (v) sesquilinear tiber (K, o).
(2) Es gilt Fo G = id: Fur g € SF(U, V) und B = G(3) erhalten wir
F(B)(u,v) = 30527 Bv,v;)y; = Blu,v).
Umgekehrt gilt GoF = id: Zu B € K’/ und 8 = F(B) erhalten wir
G(ﬁ)ij = ﬁ(ui’vj) = ezTBej = bz’j'

Die Bijektion (Gy 1, Fy ) : SF(g o) (U, V) = K™/ ist linear iiber dem
Zentrum Z(K) < K und erfiillt G(3") = G(8)f und F(B") = F(B)T.
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Endliche Dimension benétigen wir fir diese Konstruktion noch nicht.
In konkreten Anwendungen ergibt sie sich meist aus dem Kontext.
Basiswechsel konnen wir als kommutatives Diagramm darstellen:

(z,y)—~ztB
KD x KW ! 5K Koordinatenwechsel
%ux% e idy fir den Weltfrieden!
slsx [Uxv (u,v)B(u,v) K Wie k(‘j'nn?n Alice und Bob
) ihre willkiirlich gewéhlten
%u’ L 2% idg Koordinaten nun verlustfrei
’ / ’/ Y4 1 1 ?
K0« &) @y )sa't By K ineinander umrechnen?

Aufgabe: Formulieren Sie den Satz zu Gram-Matrix und Basiswechsel fiir
Sesquilinearformen 5 : U x V' — K. Anschlieffend vergleichen Sie dies
mit der vertrauten Darstellung von linearen Abbildung durch Matrizen.
Sie erhalten die folgende lehrreiche Zusammenschau. Das hilft Thnen,
Verwechslungen zu vermeiden zwischen Ahnlichkeit und Kongruenz.

Ziel: Durch geschickte Wahl einer Basis wollen wir die Gram-Matrix
moglichst weit vereinfachen, am besten diagonalisieren, sieche S1r/S1r.

Satz S1E: Basiswechsel fiir Gram-Matrizen

(3) Die Sesquilinearform 5 : U x V' — K uiber (K, o) stellen wir dar durch
die beiden Gram-Matrizen B = Gy, ,(8) und B’ = Gy 1/ (B) beziiglich
der Basen 2,2’ von U und V, V' von V. Hierzu sei S = T%, € GL,(K)
und T = T}, € GL,(K) die Basiswechselmatrizen. Dann gilt:

B'=S'BT

Beweis: Zu je zwei Vektoren u,v € Vbetrachten wir die Koordinaten
z =& (u), 2’ = &} (u) € KD sowie y = &3, (v), y' = @3, (v) € KW,
Nach Definition der Gram-Matrizen B, B’ € K!*7 gilt:

Def

¢ TBy = Blu,v) = 2By = (S2/)IB(Ty') = «/1(STBT)y .
Daraus folgt B’ = STBTmit 2’ =¢; undy’ =¢; fiiri € Jund j € J.
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Sei (K, o) ein Ring mit Involution, etwa K kommutativ und ¢ = idg, und

dariiber U, Vrechtslineare Riume mit Basen & = (u;),c; und V = (fuj) je-
K Kd K& x K&) K
y—r=Ay (z,y)»zt By
:J% II %JZ :J@uxcbv II idg
vu=a(v) (u,v)=B(u,v)

U UxV K

v
(1) Wir konnen jede K-lineare Abbildung « : V' — U darstellen als Matrix
A =M¥(a) e KD*J, Dies definiert den Z(K)-Isomorphismus

(My, Ly) :

=~ KD*J ;o s A.

Homy (V,U)

(2) Wir konnen jede (K, o)-Sesquilinearform 5 : U x V — K darstellen
als Matrix B = Gy, () € K"/, Dies definiert den Z(K)-Isomorphismus

(Gy v, Fyp) -

KIxJ . ,3(—)3

SFx(U,V) =~

© Mit Matrizen kénnen wir wunderbar rechnen, explizit und effizient.

/\ Wir nutzen hier Matrizen A und B fir zwei ganz verschiedene Dinge!
Auf den ersten Blick scheinen lineare Abbildungen o : V' — U und
bilineare Formen §: U x V — K recht ahnlich. Beide kénnen wir durch
Matrizen darstellen, doch diese verhalten sich sehr verschieden unter
Basiswechseln. Abstrakt gesehen entspricht § einer linearen Abbildung in
den Dualraum, ; : U —» V*:u > B(u,-) bzw. By : V = U* : v = B(-,v).

(1) Gegeben ist im ersten Fall eine K-lineare Abbildung a:V—=U.

Fiir die darstellende Matrix A = M%(a) € KO*/ schreiben wir zu jedem
Basisvektor v; sein Bild a(v;) = . u;a;; als Linearkombination der
Basis U/ im Zielraum U. Dies definiert die darstellende Matrix A = (a;;);;-
(2) Gegeben ist im zweiten Falle eine K-Sesquilinearform §: U x V — K.
Die darstellende Gram—-Matrix B = Gy () ist b;; = B(u;, v;) fir alle i, j.
Dies definiert die darstellende Matrix B € K/*/, aber mit einer vollig
anderen Herkunft und ganz anderen Bedeutung als im ersten Fall.

A\ Dies gelingt jeweils sogar fiir unendliche Basen; hier zeigen sich erste
Unterschiede. Diese sehen wir besonders deutlich bei Basiswechseln!
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K() yor=Ay KD KD « g __@v=e'By e
\ @/u u%ux% P idy

=T I A A/ s liCUINy
/ Lo\ E/I’ufx%f 2 idg

K yha'=A"y KD KD « K @y By

Basiswechsel: z = Sz’ = (9, o ®y/)(z') und y = Ty = (83, 0 D1,/ )(v/)
Homomorphismus: z = Ay & (Sz’') = A(Ty') & 2/ = (ST'AT)y
Sesquilinearform: ' By = (S2’)'B(Ty') = 2’1(STBT)

Die Bedeutung diktiert das jeweilige Transformationsverhalten:

A =S1AT Vs =STBT

Speziell fiir U = Vmit gemeinsamen Basen &/ =V und &/’ =V’ folgt:

Ahnlichkeit A ~ A’ = S™1AS vs StBS

Kongruenz B~ B’ =

Die Zusammenschau schenkt Uberblick und vermeidet Verwechslungen.
Es lohnt sich, dies im Folgenden immer konsequent vor Augen zu halten.
Wir erklaren Isomorphie fiir Endomorphismen und Sesquilinearformen:

vu=a(v)

(u,v)~B(u,v)

%4 %4 VxV K
hJ:Th/ hJ:Th’ hx hJZTh’ xh’ idg
v/ u'v'=a’ (u”) e VvV x V'’ (w0 )= B (uv) K

Zwei Endomorphismen o : V' — Vund o’ : V' — V’ iiber K heiflen
isomorph oder dquivalent, falls ein Isomorphismus (h,h") : V =V’
mit hoa = o o h existiert, alsoa =h"loa’ chbzw. o/ =hoaoh !

Zwei Sesquilinearformen 5: V x V — Kund 8’ : V' x V' — K heiflen
isomorph oder isometrisch, falls ein Isomorphismus (h, ") : V = V' mit
B = "o (h x h) existiert, also 8(u,v) = B’ (h(u), h(v)) fur alle u,v € V.

Klassifikation: Wie erkennen wir Isomorphie moglichst effizient?
Hier helfen uns Invarianten und idealerweise Normalformen!
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Sesquilinearformen in Gau3B—Normalform (GNF)

Satz S1r: Gaufi—-Normalform tiber einem *DRing (K, o)

(1) Zu jeder Matrix B € K™*" konstruieren wir dank Gaufi—Algorithmus
einen Basiswechsel durch S € GL,,,(K) und T' € GL,,(K) so, dass gilt:

1 - 0 0 - 07

— mXxn
- - 0 €k

mxn
Ofxr

Omc] 0 -« 10 — 0
OZXk

1TXT
StBT =Dr.. =

0 - 0 0 -+ 0

(2) Zu jeder endlich-dim. Sesquilinearform : U x V' — K konstruieren
wir so reziproke Basen (u;)iZ; von U und (v;)}_; von V, fiir die gilt:

Blu;,v5) =1

falls i = j < r, sonst 0.

© Sesquilinearformen sind in diesem Sinne einfach und iibersichtlich
iiber K = R, C, H, allgemein iiber jedem involutiven Divisionsring (K, o).

Wiederholung: (1) Erklédren Sie den vertrauten Algorithmus M3c zur
GauBB-Normalform S~ AT = D’ .. Dieser Basiswechsel entspricht der

mxn:*
Matrixdarstellung von Homomorphismen, wie oben erklart.

(2) Die Adjunktion T : K™*" — K™*™ : § s ST = (§9)7T ist semilinear
iiber (K, o), erfiillt also (AX + Bu)t = A AT + 4° BT gemif S18, und
zudem antimultiplikativ, erfiillt also (AB)! = BT AT gemafl D1G. Auf dem

Matrixring (K™*™, 4+, 0,,ps - L,,xn) €rhalten wir somit eine Involution.

(3) Auf der Gruppe GL,, (K) ist die Adjunktion ' ein Antiautomorphismus.

Losung: (3) Sind A und B invers, so auch A° und B?: Aus AB = 1 folgt
1=1° = (AB)° = B°A°. Aus BA = 1 folgt 1 = 17 = (BA)” = A°B°.
Ist A also invertierbar durch B, so auch A° durch B°.

Beweis des Satzes: (0) Wir wenden den tiblichen Gaufi-Algorithmus M3c
zunichst naiv auf B an und erhalten S~*BT = D’ .. Mit der Korrektur
S = (§-1)t gilt dann STBT = D, . . Dieser Basiswechsel entspricht der

Matrixdarstellung von Sesquilinearformen, wie oben erklart.
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(2 Warum gelingt das so leicht? Ist Diagonalisierung nicht bekannt als
ein eher schwieriges Geschift, wie in den vorigen Kapiteln gesehen?

A\ Ja, die Diagonalisierung eines Endomorphismus f: V — Vist
schwierig, da wir dieselbe Basis 3B in Start und Ziel verwenden und daher
viel weniger Spielraum haben. Hier ist eine Eigenbasis das Idealziel, wo
das nicht gelingt begniigen wir uns dankend mit einer Jordan-Basis.

© Fir Homomorphismen « : V — U jedoch ist alles leichter, denn wir
diirfen zwei getrennte Basen in Start und Ziel wahlen. Damit haben wir
viel mehr Spielraum, und der Gaufi—Algorithmus nutzt dies geschickt.
Die Gaufi—Normalform ist daher unsere universelle Modellmatrix.

© Fiir Sesquilinearformen §: U x V — K gelingt es dhnlich leicht.
Wenn wir darstellende Matrizen A zu « und B zu 3 betrachten, so ist das
Vorgehen im Gaufi—Algorithmus sogar identisch, nur die abschliefende
Interpretation als S~ AT bzw. ST BT ist naturgemif} verschieden.

(2 Was bedeutet der vorige Satz geometrisch?
© Die Basen (u;); von Uund (v;)}_; von Verfiillen

B(us,v;) = {3

Sie sind in diesem Sinne ,orthonormal® zueinander, hier vom Rang r.
In diesem allgemeinen Rahmen ist dieser Begriff traditionell eher
nicht iiblich, daher sage ich hier vorsichtigerweise ,reziprok".

firi=75<r,

sonst.

Orthogonalitét interessiert uns besonders im Falle U = V.
Doch auch der allgemeine Fall erweist sich als wichtig.
Daher fithren wir die nétigen Begriffe allgemein aus.

Anfangs miissen wir vorsichtig rechts und links unterscheiden.
Spéter fokussieren wir hermitesche oder allgemein reflexive
Sesquilinearformen, wo diese Unterscheidung entfallt.
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Wir iibertragen bewahrte Begriffe von Skalarprodukten soweit méglich
auf beliebige sesquilineare Formen, insbesondere die Orthogonalitét:

Definition S1G: orthogonal aka senkrecht beziiglich

Sei f: U x V — K eine sesquilineare Form iiber (K, o). Vektoren u € U
und v € Vheiflen orthogonal, geschrieben u L ; v, falls f(u,v) = 0 gilt:
,Die Vektoren v und v sind orthogonal / stehen senkrecht zueinander.”

,Der Vektor u ist orthogonal zu / steht senkrecht auf den Vektor v

Teilmengen X C Uund Y C Vheifien orthogonal, geschrieben X 1Y,
falls u L ; v fiir alle w € X und v € Y. Wir schreiben X L {v,,...,v, } und
{uy,...,u,,} L Ysowie {uy,...,u,,} L {vy,...,v,} auch ohne Klammern.

v

© Wir wollen Orthogonalitit meist als symmetrische Relation nutzen,
mit U = Vund § anti/hermitesch, anti/symmetrisch oder alternierend.
Zum besseren Verstdndnis der Zusammenhénge buchstabiere ich vorab
den allgemeinen, eventuell asymmetrischen Fall aus; er erweist sich
ebenso als niitzlich, sowohl systematisch als auch didaktisch.

Definition S1cG: Orthogonalraum (rechts)

Zu jeder Menge X C U definieren wir den (Rechts-)Orthogonalraum
Xt = {veV|XLlv} = {veV|VueX:Buv)=0} < V.

Fiir u € U definieren wir u' := {u}* < V. Damit gilt 0+ = {0}+ = V.

In Vist X* ein Teilraum: Fiir v,v’ € X* und p, ' € K gilt vp+v'p’ € X+,
denn fiir alle u € X haben wir 8(u, vy + v'p’) = B(u,v)p + B(u,v")p’ = 0.
Ebenso gilt X1 = (X ), daher kénnen wir X zu ( X )k abschlieflen.

Wir nennen Ker 3 := U+ < Vden (Rechts-)Kern von : U x V — K
oder auch das (Rechts-)Radikal oder den (Rechts-)Ausartungsraum. J

Berechnung: Wir wihlen Basen (u,);; von Uund (v;)?_; von V.
Sei B = fB(u;,v;);; € K™*" die zugehorige Gram—Matrix. Dann gilt:

Def

Kerf = {veV|U Lv} = {veV|VueU: B(uv) =0}

= {Ul,u1+---+vnun’uGK"/\B,uzO} ~ KerB < K"

j)ij
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© So konnen wir alle Werkzeuge des Matrixkalkiils einsetzen,
etwa den beliebten Gauf3—Algorithmus iiber jedem Divisionsring K
oder die elegante Determinante iiber jedem kommutativen Ring K.

Gilt Ut = {0}, so nennen wir die Form 3 (rechts-)regulir, das heif3t, zu
jedem Verdéachtigen v € V'~ {0} existiert ein Zeuge v € U mit S(u,v) # 0.

Andernfalls heif3t 5 (rechts-)singulidr oder ausgeartet oder degeneriert.
Jeder (rechts-)singulire Vektor v € U erfiillt B(u,v) = 0 fiir alle u € U.

Aufgabe: Formulieren Sie alle Begriffe ebenso links in U wie rechts in V.
Besonders elegant gelingt dies durch Ubergang von j zur adjungierten
Sesquilinearform 7 : V x U — K mit 7 (v, u) = B(u,v)?, siche S145.

Zu jeder Menge Y C V definieren wir den (Links-)Orthogonalraum
1Y = {ue U’uJ_Y} = {ueU|VveY:B(uv)=0} < U.

Fiir v € V definieren wir v := ~{v} < U. Damit gilt Y0 = ~{0} = U.

Auch *V < Uist ein K-linearer Teilraum. Weiter gilt Y = +(Y).
Ubung: Zeigen Sie dies erneut fiir 3... oder nutzen Sie geschickt 5.

Wir nennen Ker 8 = 1V < U den (Links-)Kern von 8: U x V — K
oder auch das (Links-)Radikal oder den (Links-)Ausartungsraum. J

© Auch hier konnen wir alle Werkzeuge des Matrixkalkiils einsetzen:

Def

Ker gt = {u¢ UlulV} = {ueU|VYveV:Buv)=0}

= {u A o+ up A, [ AEKPANB=0} =~ KerBf < K™
Gerne nutzen wir den Gaufi—-Algorithmus und die Determinante.
Gilt tV = {0}, so nennen wir die Form 3 (links-)regulir, das heif3t, zu
jedem Verdédchtigen u € U \ {0} existiert ein Zeuge v € Vmit §(u, v) # 0.

Andernfalls heifit § (links-)singular oder ausgeartet oder degeneriert.
Jeder (links-)singulire Vektor v € *Verfiillt 8(u, v) = 0 fiir alle v € V.
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Wir betrachten Zeilenvektoren U = K'*™ und Spaltenvektoren V =

B K> x K™ 5 K : (u,v) = uv

Knx 1
mit der Matrixpultiplikation aka Auswertung als kanonischer Paarung:

Der Ring K ist beliebig, auch ohne Involution. Der Raum U ist linkslinear,

der Raum Vst rechtslinear, und die Abbildung f ist bilinear tiber K.
Jedes lineare Gleichungssystem hat die Form Av = 0 mit

—q ]
7am7

ist der Kern ...

all cee al

A= e Kmxm,

Der Losungsraum... ist der Orthogonalraum:

O

T):-l Dei

{veK"' |Av=0} = KerA = {ay,...

Jede Losung v € K™ muss jede Gleichung des Systems erfiillen, also
a;v = ... = a,,v = 0. Somit steht v senkrecht auf a4, ..., a,, beziiglich 5.

© Auch unendliche Gleichungssysteme sind natiirlich und niitzlich!

(u’ U) = Zfio U; V4

B:KNxKN 5K -

) zu der Folge u = (1,1,1,...) € KV,
|20 =0} = (e, —e;1]i > 1)ic.
Aufgabe: Sei K > Q und v, := ie; — e . € K™ fiir alle 4 > 1. Bestimmen
Sie zur Menge Y = {v, |i > 1} c KN den Orthogonalraum *Y < KV,

Losung: Fiir u € KN gilt w | Ygdw 0 = B(u, v;) = iu; —u, , fiir alle i > 1.
Fir ¢ > 1 gilt rekursiv u; = u;_; /i und somit u, = u,/i!, ausgeschrieben:

Aufgabe: Bestimmen Sie u*+ < KN
Lésung: Wir finden ut = {v € KN

Y = (exp)i
Hier betrachten wir KN = K[ X] als den formalen Potenzreihenring in der
Variablen X und exp = >, X?/i! = (1/i!),y als die Exponentialreihe.

© Gleiches gilt fur jede rekursiv definierte Folge u € KN = K[X]:
Jede Gleichung wird codiert durch v; € K™, idealerweise v; € K[X]

Orthogonalitat und lineare Gleichungssysteme
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Wir betrachten weiterhin U = KN und V = KN mit der Bilinearform

B:KNx KN 5K : (u,v) B> D20 u, ;.

Aufgabe: Bestimmen Sie Rechtskern und Linkskern dieser Bilinearform.

Losung: Fiir den Rechtskern zeigen wir Ker 8 = U+ = {0}.
Angenommen v € Ut. Wire v, # 0 fiir ein i € N, so hétten wire, € U
mit B(e;,v) = v; # 0. Also gilt v; = 0 fiir alle ¢ € N, somit v = 0.

Fiir den Linkskern zeigen wir Ker 7 = +V = {0}.

Angenommen u € V. Wire u; # 0 fiir ein i € N, so hitten wire; € V
mit S(u,e;) = u; # 0. Also gilt u; = 0 fir alle 7 € N, somit u = 0.

© Die Raume V =KW = K[X]und U = KN =
verschieden, dennoch ist unsere Bilinearform §: U x V — K regular.

K[X] sind zwar drastisch

Ubung: Sei 8: U x V — K eine Sesquilinearform iiber (K, o).
(1) Fiir jede Teilmenge X C U gilt *(X+) D (X)g + Ker 41
(2) Im Allgemeinen gilt hierbei nicht Gleichheit ,=*

(3) Gleichheit gilt falls dimy ((U)g + “V)/ "V < oo.

Dasselb gilt fiir Y C Vund (*Y)* D (Y)x + Ker 8.

Hinweis: Frage (1) ist eine einfache doch lehrreiche Fingeriibung zum
Verstiandnis der Definitionen. Frage (3) ist anspruchsvoll, doch ebenso
lehrreich. Ist Gleichheit nicht ,plausibel” und ,,anschaulich klar?

O nein! Wie erkennen wir, dass es wirklich etwas zu beweisen gibt?
Vor verlockenden Trugschliissen warnen uns heilsame Gegenbeispiele:
(2) Ein schénes Gegenbeispiel liefert 3 : KN x KN — K.

Hierzu betrachten wir die Teilmenge X = {e, |i € N} c K.

Sie erzeugt (X)x = K™ < KN, doch X+ = K™ und *(x1) = KN
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Vergleich zu Homomorphismen

Sei f: U x V — K eine Sesquilinearform mit Gram-Matrix
1 v 0 0 - 07

_pr _ |0 10 0

mxn
mxn 0 - 0 0 - 0 € K™

G, (B)

0 - 0 0 - 0

beziiglich reziproker Basen (u;);; von Uund (v;)}; von V. Dank Satz
S1r konnen wir jede endlich-dim. Sesquilinearform § so darstellen!

Aufgabe: Was ist hier der Kern von 3? Wann genau ist § reguléar?

Losung: Der Rechtskern von S ist hier Ker 8 = (v,,1, ..., v, )k < V.
Genau dann ist § rechtsreguldr, wenn Ker g = {0} gilt, hier also r = n.

Der Linkskern von § ist entsprechend Ker 87 = (u, 1, ..., u,, )k < U.
Genau dann ist § linksregular, wenn Ker Bt = {0} gilt, hier also r = m.

Sei o : V' — U eine K-lineare Abbildung mit darstellender Matrix
1 - 0 0 - 07

MZ(a):DT _ {0 10 0

mXxn
mxn 0 - 0 0 - 0 € K™

0 - 0 0 - 0

beziiglich geeigneter Basen (u;)2; von U und (v;)}_; von V. Dank Satz
M3c kénnen wir jeden endlich-dim. Homomorphismus « so darstellen!

Aufgabe: Was ist hier der Kern von «? Wann genau ist a regular?

Losung: Der Kern von « ist hier Ker o = (v, 1, ..., 0, )k < V.

Genau dann ist a injektiv, wenn Ker a = {0} gilt, hier also r = n.
|

Der Cokern von a ist Cokera = U/Im(a) = (q(t,41), -, q(u,) )i
Genau dann ist a surjektiv, wenn Coker a = {0} gilt, hier also r = m.
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Synopsis: Sesquilinearformen vs Homomorphismen Ausfiihrung

© Matrizen sind das Universalwerkzeug der Linearen Algebra.
Hier sehen wir zwei dhnliche, doch verschiedene Verwendungen:

Einerseits: Jede Matrix A € K™*" codiert eine lineare Abbildung

K" — K™ : v = u = Av. Nach Basiswahl konnen wir jede lineare
Abbildung a € Homg (V,U) so darstellen, siehe N1aG.

Andererseits: Jede Matrix B € K™*" codiert eine Sesquilinearform
K™ x K® — K : (u,v) = u' Av. Nach Basiswahl kénnen wir jede
Sesquilinearform 5 € SFg (U, V) so darstellen, siehe S1E.

Fiir Matrizen haben wir universell einsetzbare Methoden, allen voran
den Gaufi-Algorithmus zur Zeilenstufenform, zur Spaltenstufenform,
oder am besten wie hier zur Gauf}—-Normalform (Satz S1F):

Sie ist am einfachsten und tibersichtlichsten.

Damit 16sen wir typische Anwendung fiir Homomorphismen und
Sesquilinearformen, wie den Kern oder die Regularitat zu bestimmen.
Dabei achten wir jeweils genau darauf, was unsere Matrix darstellt,
denn dieser Kontext diktiert das richtige Transformationsverhalten.
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Ist 8: U x V — K sesquilinear tiber (K, o), so auch ihre Adjungierte

BV xU—=K: (v,u) = B (v,u) = B(u,v)°.

Das enspricht der Transkonjugation 37 = ()" = (87)° gebildet aus der
Transposition 8+ 8T mit 37 (v,u) = B(u,v) und der Konjugation mit o.

Beweis: Offensichtlich ist 81 biadditiv, dank B(u),vy) = A7 8(u, v)u und
B (v, uX) = Blud, vp)® = (A7 B(u,v)p) = p° BT (v, u)\ auch sesquilinear.

Beispiel: Sei U = K'Y und V = KY). Zur Matrix B € K’/ haben wir
B:UxV =K: (uv)—»uBv= Y el Z‘je]u;’ bi;v;
mit der Adjungierten 3'(v,u) = B(u,v)° = (u'Bv)? = (u'Bv)! = v'Blu.
Beispiel: Uber K = R, C, H mit o = conjy ist das Standardskalarprodukt
{-1-)

Hier gilt (-|-)T = (-]-), denn (v|u)! = (u|v)? = (v|u) fiir alle v und v.

KO x KO 5 K (u,0) = (u|v) =ulv =3, %0,

Definition STH: hermitesch aka selbstadjungiert

(1) Sei 5: V x V — K eine Sesquilinearform auf dem Raum Viber (K, o).

Das Paar (V, 5) nennen wir einen sesquilinearen Raum. Wir nennen
hermitesch, falls 3 = B, also B(v,u) = B(u,v)’,
antihermitesch, falls 3 = —4%, also 8(v,u) = —B(u,v),

gilt fiir alle Vektoren u,v € V. Hermitesch heif3t auch selbstadjungiert.
Wir sagen kurz anti/hermitesche Form, das beinhaltet stets sesquilinear.
Das Paar (V, 5) nennen wir einen anti/hermiteschen Raum iber (K, o).
(2) Jede Matrix B € K'*! definiert ihre SForm 3 : K{!) x K{) — K durch
B(u,v) = u' Bv. Fiir diesen Raum schreiben wir kurz (K, 8) =: ( B).
Wir nennen B anti/hermitesch, falls 3 dies ist, also Bf = +B gilt.

Uber (C, conjg) ist A antihermitesch, B hermitesch, C symmetrisch:

i 241 [ 13-4 1 344
A_{2i—1 i ] B_[3+4i 2 ] C_[3+4i 2 ]

. . . . S147
Was ist eine anti/symmetrische Form?

. . . $148
Alternierend vs antisymmetrisch

Definition STH: anti/symmetrisch, alternierend

(3) Im Spezialfall o = idy ist der Grundring K kommutativ und
die Form 8: V x V — K bilinear. Wir nennen 3

symmetrisch, falls 3= A7, alsoB(v,u)= PB(u,v),
antisymmetrisch, falls 3 =87, also 8(v,u) = —B(u,v),
alternierend, falls (v,v) =0, fur alle Vektoren u,v € V.

Wir sagen kurz symmetrische Form fiir symmetrische bilineare Form,
ebenso fiir alternierend und antisymmetrisch (aka schiefsymmetrisch).
(4) Jede Matrix B € K'*! definiert §: K& x K — K : (u,v) — u'Bo.
Wir nennen B anti/symmetrisch oder alternierend, falls 3 dies ist.

Erinnerung: Alternierend impliziert antisymmetrisch:
0= Blutv,utv) = Blu,u)+ Bu,v) + Bv,u) + Blv,v)
Aus Antisymmetrie folgt 25(v, v) = 0, falls 2 kiirzbar ist also §(v,v) = 0.

Beispiel: Ist det : K? x K? — K alternierend? Was ist ihre Gram—Matrix?

U U U T 0 1 v
1 V| _ _ _|m 1
det [“2 ”2] - Rn [“2] [_1 0} [”2]

Beispiele: Die Matrix B € K™*" ist anti/symmetrisch, also BT = +B,
gdw ihre BForm §: K® x K® — K : (u,v) = u' Bo dies ist, also 8T = 44.
Genau dann ist die BForm f alternierend, wenn die Matrix B dies ist,
also antisymmetrisch, d.h. b;; = —b,;, und hohl, d.h. b;; = 0 fir alle 4, j.
Beweis: ,,<": Dies folgt direkt aus v" Bv = Y, b;;v + >;_;(b;; + bj;)v;v;.
»="+ Mit v = e, folgt b;; = 0. Mit v = e, + ¢; fiir i < j folgt b;; + b;; = 0.

Beispiel: Uber dem Kérper F, = {0, 1} bedeuten antisymmetrisch und

symmetrisch dasselbe. Doch nicht jede solche Form ist alternierend, etwa
B:Fp xFr - TF,: (u,v) = u'v zur Gram-Matrix I,,.

Dabher ist die Forderung ,alternierend” starker... und meist besser.
Wir kennen dies bereits gut aus der Theorie der Determinanten.
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Bemerkung S11: lineare Struktur auf SF(V)
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Das ist eine routinierte Fingeriibung und konsolidiert die Definitionen.

A\ Der Raum SF (V) ist linear iiber dem Zentrum Z(K), die Adjunktion
B+ B! hingegen ist nur semilinear. Sie ist jedoch linear iiber dem Fixring

(1) Dann ist (SF(V'), +, 0) eine abelsche Gruppe beziiglich punktweiser
Addition, ausgeschrieben (5 + 7v)(u, v) = B(u, v) + v(u,v) fir u,v € V.
(2) Zudem ist (SF(V), +, -) ein linearer Raum iiber Z(K) beziiglich
punktweiser Skalierung, ausgeschrieben (5 - A)(u, v) = B(u,v) - A. Z(K)? =fix(Z(K),0) = {z € Z(K) | 2° = 2}

(3) Mit g ist auch 3" sesquilinear, wobei 37 (u,v) = B(v,u)°. Der Fi HF _ SRV li . Fixrine 7(K)°
Genau dann ist § anti/hermitesch, wenn 81 — 44 gilt er Fixraum HF (V) = SF(V)T ist nur linear iiber dem Fixring Z(K)’.
(4) Die Teilmengen SF (V) < SF(V) aller anti/hermiteschen Formen
sind Untergruppen, zudem linear iiber Z(K)?. Wir setzen HF := SF_.
(5) Gilt 2 € K%, so konnen wir B € SF(V) Zerlegen ing= /8+ + B Beispiel: Sei Cﬁg;&l die Menge der hermiteschen Matrizen A € C**™,
mit 8, = $(B + B') hermitesch und 8_ = 1 (8 — ") antihermitesch: mit AT = A. Dieser Raum ist linear iiber R, nicht jedoch iiber C.

Ist A hermitesch, so ist iA antihermitesch, und umgekehrt.

A\ Dasselbe gilt fiir den Raum K/*I der quadratischen Matrizen
und darin den Teilraum K{*! der hermiteschen Matrizen.

SF(V)=HF(V) @ SF_(V)
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Was ist eine reflexive Form? Orthogonalitat beziiglich einer reflexiven Form Erlauterung
Definition S1): reflexive Sesquilinearform aka orthosymmetrisch Definition S1j: Orthogonalraum und Kern — allgemein S1c
Eine Sesquilinearform 5 : V x V — K iiber (K, o) heif3t reflexiv, falls Sei (V, B) ein reflexiver Raum iiber dem *Ring (K, o).

gl @ = ol fiir alle u, v € Vgilt. Zu jeder Menge X C V definieren wir beziiglich 5 den Orthogonalraum

1l . _ y . (] ) —
Wir fordern also, dass Orthogonalitat | eine symmetrische Relation ist. Xt = {veV|X Llv} = {veV|VueX:Buv)=0} < V.

In diesem Falle nennen wir (V, 5) einen reflexiven Raum tiber (K, o). Der Kern (das Radikal, der Ausartungsraum) von 3 ist

v

Die hiesige Verwendung des Wortes ,reflexiv® hat nichts mit seinen sonst Kerg =Vt = {v c V’ Vu € V: B(u,v) =0 }

uiblichen Bedeutungen zu tun. Besser wire hier ,orthosymmetrisch®. ] o )
Gilt Ker 8 = {0}, so heif3t die Form § regulir, das bedeutet zu jedem

Verdéchtigen v € V\ {0} existiert ein Zeuge v € Vmit S(u,v) # 0.

i . . . B} ) ) Andernfalls heif3t 3 singulir (oder ausgeartet oder degeneriert).
Daraus folgt offensichtlich reflexiv. Wir beweisen spater, dass diese drei Jeder singulire Vektor ve V- erfillt B(u, 1) = 0/fir alle 1 € V;

Félle im Wesentlichen alle Moglichkeiten reflexiver Formen ausschopft.

Typische Anwendungen sind 8" = +f anti/hermitesch iiber (K, o)
und BT = 4+ anti/symmetrisch iiber (K, idy) sowie 3 alternierend.

y

Beispiele: Genau dann ist 8 : (u,v) — u' Bv regulér, wenn B regulr ist.
Jedes Skalarprodukt (-|-) ist regulér, denn aus v # 0 folgt (v|v) > 0.
Ist det : K? x K? — K reguldr? Ja, denn det[¢ 9] = a und det[§ ] = b.

© Reflexivitit erleichtert unsere Arbeit sowie Denk- und Sprechweise:
Wir miissen fiir Orthogonalitat, Orthogonalraume, Kerne, Regularitit, etc.
nicht weiter zwischen rechts und links unterscheiden!
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VXV# K
2 R
) Vv

nennen wir die quadratische Form zu g. Dies ist die Sesquilinearform S
eingeschrankt auf die Diagonale v — (v, v). Fiir alle v € V gilt demnach

Q<U)U = B(”ﬂ U)a = B(Ua v) = q(v)'

Das Bild von ¢ liegt somit im Fixring K7 = fix(K,0) = {a € K|a” = a }.
Wir nennen (V, ¢) den quadratischen Raum zur hermiteschen Form g.

Definition S1k: quadratische Form

Sei (V, B) hermitesch tiber (K, o). Die Abbildung

q=q5:V—=>K:viq(v) =B(v,v

v

Beispiel: Fiir (K", (-|-)) iiber K = R, C, H gilt q(v) = |[v|? € R.

Fir Skalarprodukte kennen wir die quadratische Form als Normquadrat.
Da (R, <) ein geordneter Korper ist, konnen wir hier noch mehr sagen:
Genau dann ist die hermitesche Form f positiv semidefinit, wenn ¢ > 0,
und positiv definit, wenn zudem ¢(v) > 0 fir alle v € V' {0} gilt.

Koénnen wir allein aus der quadratischen Form ¢: V — K : g(v) = B(v,v)
die hermitesche Form 8 : V x V — K rekonstruieren? Oft gelingt dies!
Wir zeigen zunéchst, dass die Zuordnung 8 ¢ = g injektiv ist:

Lemma S1v: eindeutige Rekonstruierbarkeit

(0) Der involutive Ring (K, o) sei nullteilerfrei und char K # 2.
Fiir alle 8,y € HF (V) tber (K, o) gilt: Aus g5 = ¢, folgt 3 =~.

Beweis: Dank ¢5 — ¢, = g5_., geniigt zu zeigen: Aus g4 = 0 folgt 8 = 0.

Seien u,v € Vbeliebige Vektoren. Wir wahlen A = 3(u,v)? und erhalten
0= Qﬁ(u + UA) - QB(U) - QB(’UA) = /B(U) 'UA) + ,B(U, U)‘)U = 26(“7 v)ﬂ(“? U>U'
Dank 2 # 0 und Nullteilerfreiheit folgt daraus 8(u,v) = 0.

Beispiel: Im klassischen Fall K = R, C, H mit o = conji wissen wir noch
wesentlich mehr: Aus der quadratischen Form ¢(v) = |v||> konnen wir

B(u,v) = (u|v) rekonstruieren dank expliziter Polarisierungsformel S21.
Das beinhaltet und perfektioniert die eindeutige Rekonstruierbarkeit S1L.

Was sind quadratische Formen tiber (K, idy)? o
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Quadratische und bilineare Formen

Gemif (0) ist die Zuordnung § - ¢ = g, injektiv. Kénnen wir ihr Bild
charakterisieren? Vereinfachend betrachten wir den symmetrischen Fall:

Im Spezialfall o = idy ist K kommutativ. Fiir ¢ = g5 : V — K gilt:
q(vA) = q(v))\? fir alle v € Vund A € K.

Q2: Polarisierung, f,(u,v) := q(u + v) — q(u) — q(v) ist bilinear.
Die Rechnung ergibt hier ndmlich 3, (u,v) = B(u,v) + B(v,u) = 28(u, v).

Q1: Homogenitat,

Lemma S1L: Polarisierung, explizte Polarisierungsformel

Eine quadratische Form ¢ : V — K wiber (K, idy) erfiillt (Q1&2).
Wir nennen dann (V, ¢) einen quadratischen Raum iiber K.

QF(V):={¢: V - K|Q1&2}.

(1) Die Zuordnung BF(V) — QF(V) : 8 q = g ist injektiv, falls 2 € K
kiirzbar ist, und bijektiv, falls 2 € K* invertierbar ist, dank Polarisierung

Bu,v) = 1[q(u+v) — q(u) — q(v)].

Uber jedem Kérper (K, idy) der Charakteristik char K # 2 konnen wir
also alternativ die quadratischen Formen als Ausgangspunkt wéhlen,
denn sie entsprechen bijektiv den symmetrischen Bilinearformen.
Wenn man’s recht bedenkt, ist das recht erstaunlich.

Eine Bilinearform erklart das Zusammenspiel von zwei Vektoren, eine
quadratische Form hingegen codiert nur Eigenschaften eines Vektors.
Auf den ersten Blick beschreiben dies unterschiedliche Eigenschaften.

Beispiel: Mit dem Standardskalarprodukt § = (-|-) auf dem Raum R"
erklaren wir Orthogonalitat und messen den Winkel zwischen Vektoren.
Die zugehérige quadratische Form ¢ = |-|? misst nur das Lingenquadrat
von Vektoren. Die Polarisierungsformel erlaubt die Rekonstruktion.

Bilinearformen treten in der Mathematik haufig auf. Mal begegnen sie
Ihnen offenkundig bilinear, mal erst versteckt als quadratische Form.
Dank Polarisierung finden Sie (iiber einem Korper der Charakteristik
ungleich 2) zu jeder quadratischen Form ihre zugehorige Bilinearform.
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Definition S1m: Einschrankung einer Sesquilinearform
Sei (V, §) ein Raum V mit Sesquilinearform 5 : V x V — K uber (K, o).

Auf jedem K-linearen Teilraum U < (V, ) erhalten wir (U, 8;;) durch
Einschrankung der Sesquilinearform (3 zu 8y = Blyyy : U x U — K.

Ebenso: Ist (V, q) ein quadratischer Raum, so auch (U, ¢;;).

Aufgabe: Wenn (V| §) regular ist, gilt dies dann auch fir (U, 5;)?
Losung: Nein! Auf V = K2 ist B(u,v) = det(u,v) = u vy — uyv; regulir,

Gg,e(ﬂ) = [_01 (1)] .

Auf U = (eq )g bzw. (e, )k ist die Einschrankung 5;; = 0 jedoch singular.

Anschaulich: (V, 8) regular bedeutet, zu jedem Verdachtigen v € V'~ {0}
existiert ein Zeuge v € Vmit 3(u,v) # 0. Bei Einschrankung von Vauf U
haben wir weniger Verdachtige v € U, aber auch weniger Zeugen u € U.

@ Die ,Panne” des vorigen Beispiels wollen wir moglichst verhindern:

Definition S1m: isotrope Vektoren und Teilraume

Sei (V, §) ein Raum V mit Sesquilinearform 3: V x V — K iiber (K, o).
Gilt v L u, also ¢(u) = B(u,u) = 0, so nennen wir den Vektor u isotrop.
Gilt ¢(u) = B(u,u) = 0 fir ein u € V'~ {0}, so heiflt (V, 3) isotrop.

Sind alle Vektoren u € Visotrop, also ¢ = 0, so heif3t (V, 3) total isotrop.

Gilt ¢(u) = B(u,u) # 0 fir alle u € V'~ {0}, so heifit (V, ) anisotrop.
Damit ist jeder Unterraum (U, ;) anisotrop, insbesondere regulér.

Beweis: Zu jedem Verdachtigen v € U \ {0} existiert ein geeigneter
Zeuge u € U mit B(u,v) # 0, denn hier gentigt bereits u = v.

Beispiel: Euklidisch (K™, (-|-)) ist 0 der einzige isotrope Vektor,
dann fir v € K™ \ {0} gilt (v|v) > 0 dank positiver Definitheit.

Ubung: Ist (V, B) total isotrop, also ¢ = 0, iiber einem Kérper (K, o) mit
char K # 2, so folgt § = 0 dank eindeutiger Rekonstruierbarkeit S1xr.

Regularitat und Diskriminante "
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Regularitat und Diskriminante

Satz S1N: Regularitat und Diskriminante

Sei f: V x V — K eine sesquilineare Form iiber (K, o) sowie (vq, ..., v,,)

eine Basis und B = B(v;,v;);; € K"*" die zugehorige Gram-Matrix.

(1) Ist der Ring K ein Korper (DRing oder CRing), so sind dquivalent:
(a) Ker s =0, (b)KerB =0,

() Be GL,K, (d)detBeK*.

(2) Die Determinante det(B) € K andert sich unter Basiswechsel zu
det(STBS) = det(S)? det(B) det(S).
Demnach ist ,det 5 nur wohldefiniert modulo der Normgruppe

N =N(K, o) :={aa|a e K*} <K*.

Wir definieren die Diskriminante disc(8) := [det(B)] in K/N.

v

Beispiel: Euklidisch iiber K = R, C, H mit ¢ = conjk gilt N(K, o) = R,,.
Ist (V, 8) hermitesch tiber (K, o), so gilt det B € R und disc 8 € {[+1],[0]}.

Beweis: (1) Dank Definition S1G wissen wir iiber jedem Ring K:
Ker8 = {vA; ++v,\, |[A€K*ABAX=0} = KerB.

Die Aquivalenz ,(b) < (c)“ gilt {iber jedem Divisionsring dank D2M.
Die Aquivalenz ,(b) < (d)“ gilt iiber jedem kommutativen Ring dank O2r.

(2) Den Basiswechsel von B zu STBS verdanken wir Satz S1&. Nun ist die
Determinante multiplikativ (O20) und transpositionsinvariant (O2r). Die
Involution ¢ : K — K ist ein Automomorphismus des Koérpers / CRings K,
also gilt det(B') = det(B?) = det(B)’.

Bemerkung: Hier spiiren wir erneut einen deutlichen Unterschied zu
Darstellungsmatrizen von Endomorphismen « : V' — V. Nach Wahl einer
Basis ¥ = (v;), fiir Verhalten wir die Darstellung A = M}, (a) € K™*",
Basiswechsel fithrt von A zu A’ = T-1 AT. Die Determinante dndert sich
dabei nicht, denn det(A’) = det(T)~! det(A) det(T") = det(A). Somit ist
det : Endg (V) — K wohldefiniert durch det(«) = det(A), siehe Satz O3p.
Fiir Sesquilinearformen haben wir schwécher disc : SF g (V) — K/N.
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Definition S10: regulare Familie Definition S1o: orthogonale Familie
(0) Eine endliche Familie (u;);.; in (V, B) iber (K, o) heif3t regulir, (1) Ein Vektor u in (V, B) heifit normiert, falls g(u) = B(u,u) = 1.
wenn ihre Gram-Matrix B = (u;, u;);; € K"/ invertierbar ist. (2) Eine Familie (u;);c; in Vheifit orthogonal, kurz OS, falls B(u;,u;) =0

fir alle ¢ # j in I gilt, und orthonormal, kurz ONS, falls zudem ¢(u;) = 1:

Ist I unendlich, so fordern wir Regularitat fiir jede endliche Teilmenge

J C I. Folgende Rechnung gilt dann eingeschrankt auf J = supp A C I. 8 - 0 fallsi# j: paarweise orthogonal,
Uy Uy ij = . L o s .

Lemma S10: Fourier-Koeffizienten ’ ’ 1 fallsi=j: individuell normiert.
Sl (2o (17 8) e golfte 2o fatton Llnearkombmatlon V= Djer Uy OS steht fiir Orthogonalsystem und ONS fiir Orthonormalsystem,
erhalten wir die Koeffizienten A € K" durch A = By mit p1; = B(u;, v). d.h. die Gram-Matrix f3(u;, u;);; ist diagonal bzw. die Einheitsmatrix.
Beweis: Fiir p; = B(u;,v) = Blug, 35 u;);) = 35 Blug, uy)A; gilt u = BA. Wir nennen (u,),.; orthoregulér, falls orthogonal und ¢(u;) € K*.

(3) Ist die Familie (u;),c; zudem eine Basis von U < V, so nennen wir dies
Jede regulare Familie (u;);c; in (V, 5) ist K-linear unabhingig, eine Orthogonalbasis, kurz OB, bzw. eine Orthonormalbasis, kurz ONB.
somit eine Basis von U := (u, |i € I)}; <V, und (U, B) ist regular. J ‘

Beispiel: Euklidisch (K", (-|-)) ist (eq, ..., e,,) eine Orthonormalbasis.
Beweis: Sei v = Eje] uj>‘j' Ausv =20 fOlgt n= Ound )\ = Bilu =0. Ist (ei>iel orthonormal und v = Zj ej)‘] mit \ € K(I)’ SO gllt )\z = ( e; |’U>
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Orthogonale Summe, extern Orthogonale Summe, intern
Definition S1p: externe orthogonale Summe Dieselbe Notation nutzen wir fiir die interne wie die externe Summe:
(1) Sind (V3, B;) und (V;, B,) sesquilineare Raume, so auch Definition S1p: interne orthogonale Summe
(V=V8V,, B=8,08,) mit Bu,v) = B;(us,v;)+ By(uy,vy). (2) Sei (V, B) ein sesquilinearer Raum iiber (K, o) und V = @}, V; eine

interne Summenzerlegung in paarweise orthogonale Teilraume V; < V.

0N N e s IS (T Ut O (g8 e ST S i Das bedeutet Orthogonalitat V; L V; aller Teilraume fiir i # j,

ZuBasenV =V, UV, vonV =V, @V, sind die Gram-Matrizen dann also elementweise B(v;,v;) = 0 fiir alle v; € V; und v; € V,; mit i # j.
B. 0 Mit den Einschrinkungen 8; = 8|y, .y, : V; X V; — K schreiben wir:
BZBI®B2=:|:01 B:| i i
2

(Va ﬁ) = ;rétl(‘/wﬁz)

oder kurz V = @,; V;, wenn alle Formen aus dem Kontext klar sind.

Wir schreiben kurz (V, 8) =: (V;,5,) © (V,, 5,) oder zukurz V =V, @ V,,.

v

Ebenso fiir beliebig viele Summanden (V;, 3;),c: Die orthogonale Summe

' Beispiel: Euklidisch (K™, (-|-)) gilt intern K” = Q! , e,K (Achsen),
Dici(Vi, ;) :=(V,8) mit V=5V, und B=Db; und ebenso extern (K", (-|-)) = @ , (K, (-|-)) = D ,(1), siche S1H.
bedeutet direkte Summe mit der SForm S(u,v) = > ,c; B;(u;, v;), fiir alle © Wie bei Summen tiblich und lang vertraut, extern vs intern entspricht

I-Tupel u = (u;);c; und v = (v;);c; im Summenraum V = @3, V; zusammensetzen vs zerlegen, vornehm gesagt Synthese vs Analyse.
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Orthogonales Komplement und Projektion e

Satz S1a: orthogonales Komplement und Projektion

Sei f: V x V — K eine Sesquilinearform tiber (K, o) und regulér auf
U={ep,.. e, )k <V,dasheiit B = (B(e;, e;))i; € GL, (K). Dann gilt:

V=UegU*

Ausfiihrlich: Wir kénnen jeden Vektor v € Vbeziiglich U eindeutig
orthogonal zerlegen in (v;,v,) € U x UL mit v = v, + v, . Explizit gilt

Uy _P ( ) E] 1e]>‘]
mit den Fourier—Koeffizienten A = B!y und y;

v = Pﬁ(“) =V

= 5(@#”)-

und

Die so definierten Abbildungen P}, P : V — V'sind linear und heifen
die orthogonale Projektion auf U bzw. auf den Orthogonalraum U+.

Ist die Basis (eq, ..., €,,) orthonormal, also B=1,,,,, so gilt \; = B(e;, v).
Ist sie orthoregular, B = diag(b;4, ..., b, ), so gilt A\, = B(e;, Z) 18(e;, )

Beweis: Wir suchen v, = Y%, e;\; mit \ € K* und vy, =v—v, € U™.
Genau dann gilt U L v, wenn fiir jeden Index i € {1, ...,n} gilt:

055(%%) = Ble;,v) — 15( €5 J)

Wir erhalten das lineare Gleichungssystem B\ = p mit u;, = S(e;, v).
Dank B € GL, (K) existiert hierzu genau eine Lésung A = Bl € K™

Das beweist die eindeutige Summenzerlegung, V = U @ U, sowie die
angegebenen expliziten Formeln fiir die beiden Projektionen P}, und P3.
Diese sind offensichtlich linear, da Komposition linearer Abbildungen.

Alternativ folgt die K-Linearitat ganz allgemein aus der eindeutigen
Summenzerlegung: Aus den Zerlegungen v = v, + v, und v" = v; + v
folgt die Zerlegung v + v’ = (v, +v|) + (v, + v/ ), dank Eindeutigkeit
also P};(v +v') = P{;(v) + P};(v) und Pj(v + v') = Pi(v) + PH(v').
Fiir jeden Skalar A € K gilt vA = v\ + v, A, dank Eindeutigkeit also

P}, (vA) = Pl (v)A und P (v)) = P{(v) .

Orthogonales Komplement und Projektion e
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Orthogonales Komplement und Projektion

Beispiel: Euklidisch (K3, (-|-)) gilt {e; )t = (eg,e5) und K® = (e, )®(e; )+
© Das ist das vertraute euklidische Skalarprodukt, etwa auf dem Raum
R? iiber R, und induziert die anschauliche Orthogonalitit. Wir kénnen all
dies nun algebraisch formulieren und effizient berechnen! Dabei treten
die besonderen Eigenschaften des Skalarprodukts deutlich hervor.

A\ Allgemein gilt zu U < (V, 8) weder V = U + U+ noch U n U+ = {0}.
Heilsame Enttauschung! Einfaches Gegenbeispiel iiber jedem Ring (K, o):

B:K*xK?: (u,v) »ulBv mit B:[é _01]

Hier gilt (e; )ic = (e3)x und (ey )i = (e )k sowie K? = (e; )x @ (€5 ).
Der Vektor u = (1,1)" € K2 erfiillt 8(u,u) = 0, ist also isotrop.

Fir U = (u)g gilt Ut = Ker(u!B) =Ker [1 —1] = (u)g.

Der Orthogonalraum U+ ist hier kein Komplement zu U:

Es gilt weder K2 = U + U+ noch U nU* = {0}.

© Im vorigen Satz gelingt uns die orthogonale Zerlegung V = U @ U™,
da wir die Einschrankung / den URaum (U, f3;;) als regular voraussetzen.
Unser voriges, extremes Gegenbeispiel hingegen ist total isotrop, 5, = 0.

Aufgabe: Konstruieren Sie alle hermiteschen Formen 3 auf K? iiber K mit
(@) (e1)ic = (en,e2)x, (b) (ea)ic = (e e3)k. () (e3)ic = (ea €1 —e3)x-

Losung: Wir stellen j beziiglich der Standardbasis (eq, €4, e5) durch die

Gram-Matrix B € K33 dar. Bedingung (a) bedeutet Ker(el B) = (e, e, ):
77 ? @ 0 0 a ) 0 0 a 0 0 a
B=|?7 77?7 =|07? 7?7 =1|00b 0|l =1(025b0
? 77 a 77 a 0 7 a 0 a

Hierbei sind a, b € K kiirzbare Ringelemente, also keine Nullteiler,
sowie hermitesch, a = @ und b = b, also Elemente des Fixrings K°.

Im Beispiel K = R, C, H bedeutet das a,b € R \ {0}. Wenn wir zudem
q(e3) = q(ey) = 1 fordern, so sind dadurch a = b = 1 eindeutig festgelegt.
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Satz S1r: Diagonalisierung einer hermiteschen Form
Sei (K, o) ein Divisionsring K mit Involution ¢ und char K # 2.

(1) Sei (V, B) ein hermitescher Raum iiber (K, o) mit dimy V =n € N.
Dann existiert zu (V, ) eine Orthogonalbasis B = (vy, ..., v,,), also

by
(ﬁ(”i,vj))ij = { ]
b,

(2) Jede hermitesche Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix:

)
,b, € {0,£1}.

At =Ac K™ = 3Se€GL,K:STAS = diag(b,, ...

(3) Fur K = R, C, H mit o = conji erreichen wir by, ...

Wir geben zwei Beweise, (1) per Induktion und (2) als Algorithmus S1r.
Aussagen (1) und (2) sind dquivalent dank Basis-Wahl-und-Wechsel (S1E).

Ubung: Daraus folgt (3) durch Skalierung 9; = v;/1/|8(v;,v;)| wo nétig.

Beweis: Wir fithren Induktion iiber n = dimy V. Der Fall n < 1 ist klar.
Sein > 1 und ¢(v) = B(v,v) die quadratische Form. Ist ¢ = 0, so auch
B = 0 dank Polarisierung S1r; dann ist jede Basis von V orthogonal.

Im Falle ¢ # 0 wahlen wir einen Vektor v; € Vmit g(v,) # 0.
Die orthogonale Projektion S1Q zu V; = (v, )i liefert V.=V, o U.
Das Komplement U = V;- hat demnach Dimension n — 1, sieche M2T.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert zu (U, 3|;;) eine Orthogonalbasis
Vg, - s 0, € U, also U = (v, ..., v, )g mit B(v;,v;) = 0 fiir alle i, j > 2.
Dank V; L U gilt zudem S(v,,v;) = B(v;,v;) =0 furallei =2,...,n.

Somit ist vy, vs, ..., v,, eine Orthogonalbasis von (V, ).
© Diese Konstruktion ist raffiniert doch zugleich einfach und elegant.
Zur konkreten Berechnung ist der Schritt ,Wir wihlen v, ... noch nicht

explizit genug. Diesen Baustein ergénzen wir im folgenden Algorithmus!

© Damit berechnen Sie die Diagonalisierung ebenso leicht und effizient,
wie Sie dies vom Gaufi—Algorithmus gewohnt sind, als Implementierung
auf dem Computer oder in Hausaufgaben und auch in Klausuren.
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Eingabe: A € K™*" hermitesch, also AT = A iiber dem *DRing (K, o)
Ausgabe: B = STASmit S € GL,(K) und b;; = 0 = b,, fiir alle i > 2
Methode: Gilt a;; = 0 = a, fiir alle i > 2, so sind wir fertig.

(1) Gilt ay; # 0, so eliminiere die erste Spalte und Zeile; damit fertig.

A:[. *
* %

(2) Gilt a;; = 0, aber a;; # 0, so tausche dies zu a}; # 0; weiter mit (1).

m 0

0 =B

0 = H % ,
a=[0 2] [* ]earan,
(3)Gilt0 = ay; = ... = a,,,, aber z := a;; # 0, so addiere das z7-fache der

i-ten Zeile zur ersten, ebenso das z-fache der i-ten Spalte zur ersten:

() x? 22°x  x° ;7 o o
4= [m 0] - [ r 0 ] = A" =T, (%) ATy(2)

Damit gilt a7, = 2227 # 0, da nullteilerfrei und 2 # 0; weiter mit (1).

Wir operieren auf Spalten von rechts mit S und auf Zeilen von links mit
ST. Daher bleibt A stets hermitesch, und wir erhalten B wie gewiinscht.

© Im symmetrischen Spezialfall (K, idg) gentgt in (3), ganz einfach

die i-te Spalte / Zeile zur ersten zu addieren; so erhalten wir aj; = 2z # 0.
Allgemein multiplizieren wir mit den konjugierten Elementen z? bzw. z.
Das fithrt zu a}; = 2zz? # 0, und wir konnen mit Schritt (1) fortfahren.

© Mit diesem Verfahren rdaumen wir die erste Spalte und Zeile auf.
Dies konnen wir fiir alle weiteren Zeilen und Spalten wiederholen.
So erhalten wir schlieflich A ~ B = StAS = diag(b,, by, ..., b,,).

r n

© Das entspricht dem Gaufi—Algorithmus, wobei wir Zeilen und Spalten
hermitesch gleich behandeln. Daher nenne ich dies das ,hermitesche
GauB—Verfahren®, fir o = idg das ,symmetrische Gauf—Verfahren®.

© Sie erkennen die Technik des abstrakt-eleganten Existenzbeweises:
Schritt (1) entspricht der orthogonalen Projektion zu v; mit ¢(v;) # 0.
Schritt (2) entspricht der Wahl eines anisotropen Basisvektors.

Dieser muss eventuell in Schritt (3) erst hergestellt werden.
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Der hermitesche Gaufi—Algorithmus tber (C, conj.)

Wie im klassischen Gaufi-Algorithmus benétigen wir einen DRing K.
Dieser tragt nun zusatzlich eine Involution o, etwa K = R, C, H mit
o = conjg. Zusammengefasst erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Algo S1r: Gaufi—Hermite tiber einem *DRing (K, o)

Eingabe: eine hermitesche Matrix A € K™*", also AT = A
Ausgabe: eine Matrix S € GL, K mit STAS = diag(b,, b, ...

1: Eliminiere die erste Zeile und Spalte wie oben erklart.
2: Wiederhole dies fiir die Untermatrix auf {2, ..., n}>2.

)

Bemerkung: Die Spalten der Matrix S = (v, vy, ..., v,,) bilden eine
Orthonormalbasis des hermiteschen Raums (K", 3, ), wie gewtnscht.

© Der hermitesche Gaufi—Algorithmus beweist erneut den Satz S1r!
Jeder der beiden Beweise hat seine Vorziige: Der erste ist elegant und
kurz, dafiir aber nicht explizit oder konstruktiv. Der Algorithmus ist
explizit und konstruktiv, dafiir etwas rechenaufwéndiger im Detail.

Aufgabe: Diagonalisieren Sie iiber (C, conj) die hermitesche Form

B:C*xC*—=C: (u,v) »ulAv mit A:[? Bl}

Losung: Wir berechnen schrittweise Matrizen (B;, S;) mit B; = S A S,
und S; € GL4(C) von der Startmatrix (B, S;) = (A, 1) bis zur Zielmatrix
(B,,,S,) = (D,S) mit D diagonal und S = (b;, by, b3) somit S—orthogonal.

]{1 — }%1 - i' ]%2
(71 — (71 _% (72 'i

Ry« Ry — 3R

2 ——i 2 0 1 (72 — (72 _F (72 ° %

0 —1 0 —

(@ Haben A und B = STAS dieselbe Determinante? Woran liegt das?

N[ N[ =+

i
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Der symmetrische Gau3—Algorithmus tiber (R, idy)

Aufgabe: Uber (R, idg) sei ¢ : R? — R die quadratische Form
q(v) = 402 + v2 + 60,05 + dvyvs.

(1) Bestimmen Sie die zu g gehorige symmetrische Bilinearform
und ihre Gram—Matrix A beziiglich der Standardbasis (e, ey, €5).

(2) Bestimmen Sie zu 3 eine Orthogonalbasis (b;, by, b3) von R3.
Nennen Sie dazu alle Rechenschritte in nachvollziehbarer Form.

Losung: (1) Wir finden
g: (1) 0 0 3
0 4 2/1.

3 2 1

B:REXxR? =R : (u,v) »u'Av mit A=

(2) Wir berechnen schrittweise (B;, S;) mit B; = S] A S; und S; € GL;(R)

von der Startmatrix (B, S;) = (A4, 1) bis zur Zielmatrix (B,,, S,,) = (D, S)

n’~n

mit D diagonal und S = (b;, by, b5) somit S—orthogonal. Zur Sicherheit
fuhren wir sorgsam die Zeilenoperation und die Spaltenoperation aus.

0 0o 31/ 1 0o 0]
0 4 2 0 1 0
3 2 1 0 0 1
i - - 2 1)« (2
0 4 2 4 0 2 0 1 0
0 0 3 0 0 3 1 0 0
3 2 1 2 3 1 0 0 1
- - o - B)-3
4 0 2 4 0 0 0 1 0
0 0 3 0 0 3 1 0 —1
0 3 0 0 3 0 0 0 1
- - - - (2)+3)
4 0 0 4 0 0 0 1 0
0 3 3 0 6 3 1 11
0 3 0 0 3 0 0 1 1
- St S b 4 B3)-3-2
4 0 0 4 0 0 0 1 —3
0 6 3 0 6 0 1 11
L0 0 =2][0 0 -=3][0 1 3 |
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Wie skalieren wir Diagonaleintrage zu 41, 0? Ausfiihrung
g g ;

Aufgabe: Vergleichen Sie in den beiden vorigen Beispielen iiber C und R
die Determinaten von A am Anfang und von B = STAS am Ende des
Algorithmus. Wie éndert sich die Determinante? Woran liegt das?

Losung: Der hermitesche Gauf3—Algorithmus S1r benétigt als
Umformungen nur Transvektionen T;;(\) und Vertauschungen P, ;.
Diese haben Determinante det T;;(\) = 1 bzw. det P;; = —1.

Wenn wir also streng dem hermiteschen Gauf3-Algorithmus S1r folgen,
dann hat die so entstehende Basiswechselmatrix S € GL,, (K)
immer die Determinante 4+1. Demnach gilt det B = det A.

Die dritte Art der Umformung, ndmlich Skalierungen S, (),
ist zwar ebenso moglich, und hermitesch durchaus erlaubt,
wird aber fiir die Diagonalisierung nicht benoétigt.

Skalierung einer Zeile mit S;(x) von links und einer Spalte mit S; (%) von
rechts dndert die Determiante um den Faktor |u|? > 0, wie in Satz S1N.
Als Invariante bleibt uns nur die Diskriminante disc(A4) € {[+1],[0]}.

Aufgabe: Wie kénnen Sie iiber K = R, C, H die Diagonaleintréige
der gefundenen Diagonalmatrix schliefllich auf 41, 0 skalieren?
Andert sich dabei die Determinante? Andert sich ihr Vorzeichen?

Lésung: In unserer Orthogonalbasis (vy, ..., v,,) gilt B(v;,v;) = 0 fir i # j.
Die Diagonaleintrdge 8(v;,v;) = b; € K sind zunachst noch beliebig.
Die Matrix A ist hermitesch, also auch B = STAS, somit gilt b, € R.

Im Falle b, # 0 skalieren wir v; zu ¥, := v;/+/]b;]. Im Falle b, = 0 behalten
wir den Vektor 9, := v,. Damit ist auch (7, ..., ?,,) eine Basis von Vund
ebenso orthogonal, also 3(7;,9,) = 0 fiir ¢ # j. Zusatzlich gilt nun
B(®;,;) = 0 oder sonst B(#;,9;) = b;//|b;]* € {&1}, wie gewiinscht.
(Dazu miussen wir die Wurzel ziehen, tiber Q gelingt dies nicht immer.)

/\ Nur diese abschlieffenden Skalierungen dndern die Determinante!
Skalierung einer Zeile mit S, (x) von links und einer Spalte mit S;(z) von
rechts dndert die Determiante um den Faktor |u|? > 0, wie in Satz S1N.
Als Invariante bleibt uns nur die Diskriminante disc(A) € {[+1], [0]}.
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Gaél: symmetrischer Gau3—Algorithmus tber (Q,idg)

Sicher mochten Sie mit diesem eleganten Algorithmus selbst ein Wenig
experimentieren, um ihn noch besser zu verstehen und zu trainieren.
Mit Stift & Papier empfehle ich nachdriicklich die obige Schreibweise!

Wenn Sie handschriftlich geiibt sind, wollen Sie vielleicht mit Gaél noch
mehr ausprobieren oder Thre Handrechnungen unabhangig nachpriifen.
Gaél bietet die Option ,symmetrische Operationen” und tibernimmt fiir
Sie die Buchfiihrung. Zur Transformation von A zu B = STAS schreiben
wir die Matrix S unterhalb, darauf wirken dann alle Spaltenoperationen.

=
. [ -

40 0
06 0
0 0 —34

A~

Ubung: Diagonalisieren Sie die obige Matrix A € Q3*3, indem Sie im
ersten Schritt statt (1) <» (2) nun (1) < (3) als Vertauschung wéhlen.
Die Rechnung verlauft etwas anders, benétigt einen Schritt mehr,
doch dafiir konnen wir am Ende sogar tiber Q zu +1, 0 skalieren!

[

1 0 O
A~ |0 -1 0
10 0 1
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Das euklidische Skalarprodukt auf K" tiber K = R, C, H

Hermitesche Formen und Skalarprodukte e

¢ Beispiel S1A: das Standardskalarprodukt auf K tiber K = R, C, H
Sei K =R, C,H. Auf V = K" definieren wir das Standardskalarprodukt

(-]-) : VXV =5K: (y,v) > (u|v) :=1uv; + - +u,v, = uo.

Fir alle Vektoren u, v, w € Vund Skalare A,y € K gilt:
(uu)>0=(0[0)
(ulu)>0firu+£0

(v|u) = (ulv)

(oA + wp) = (u|0)A + (u w)p
Aus (S2&3) folgt konjugierte Linearitét in der ersten Variablen:

(ud +op |w) = Mu|w) +Fi{v|w)
Eigenschaften (S3&4) heiflen sesquilinear (lat. sesqui, ‘anderthalb’),
(S2) heif3t hermitesch zu Ehren von Charles Hermite (1822-1901).

Uber R mit conjp = idg heifit (S2) symmetrisch und (S3&4) bilinear.

S0: positive Semidefinitheit,
S1: positive Definitheit,
S2: konjugierte Symmetrie,

S3: Linearitit rechts,

S4: Semilinearitat links,

Das sind die grundlegenden Eigenschaften jedes Skalarprodukts!

Wir erheben genau diese Eigenschaften nun zur allgemeinen Definition.
Das ist ein mutiger Schritt der Abstraktion und wird sich bew&hren:
Die gesamte Theorie bauen wir auf diesen wenigen Axiomen auf.

Definition S2A: Skalarprodukt tiber K = R, C, H mit o = conjg

Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V'ist eine positiv definite,
hermitesche Sesquilinearform (-|-) : V' x V — K, erfillt also (51,2,3).
Fiir |v|? := (v|v) gilt dann |jv|? € R dank (S2) und |v||> > 0 dank (S1).
Die zugehorige Norm ist dann ||| : V = Ry : v = |v| = y/(v|v) und
die zugehorige Metrikistd : V x V = Ry : (z,y) = d(z,y) = |y — z|.

Fiir ein Semiskalarprodukt oder ,semidefinites Skalarprodukt® fordern
wir nur (50,2,3). Dazu gehort die Seminorm |-| und die Semimetrik d.

Fiir eine hermitesche sesquilineare Form fordern wir nur (52,3).

Sie heif3t indefinit, falls (u|u) > 0 > (v|v) fiir geeignete u,v € Vgilt.

Dann haben wir zwar nicht ||v||, aber immerhin noch |[v|? := (v]|v) € R.
v

Algebraisches Beispiel: die Produktsumme o
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Beispiel S2B: die Produktsumme tiber K = R, C, H mit o = conjg
(1) Auf V = KU iiber K haben wir das Standardskalarprodukt (S1a)

(ulv)pe = uly = > ier U V;.

(2) Zu Konstanten a € K/ erhalten wir die Sesquilinearform

(ulv)s, o= ul diag(@) v, 7, 0, v,

Diese Sesquilinearform ist genau dann hermitesch, wenn a, € R gilt,
und positiv semi/definit, wenn a; > 0 bzw. a; > 0 gilt fir alle i € .

(3) Zu jeder Matrix B € K'*! erhalten wir die Sesquilinearform

(ulv)p = wWBvY > jer Uy by v;

Diese Form ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix hermitesch ist.
Positive Semi/Definitheit erkennen wir dank Diagonalisierung S1r.

(1) Dieses Standardskalarprodukt haben wir eingangs erlautert (S1a)
speziell fiir die Indexmenge I = {1, ..., n}. Allgemein darf I beliebig sein.
Die Vektoren u,v € K sind I-Tupel u,v : I — K mit endlichem Triger,
alle Summen sind somit endlich. Die Analysis erweitert dies zu Reihen.

Zu A € KI*7 ist At := AT die adjungierte Matrix, also transkonjugiert.
Damit schreiben wir das Standardskalarprodukt abkiirzend (u |v) = ufv.

(2) Diese Form auf V = K ist sesquilinear. Wiederholung / Ubung!
Sie ist hermitesch gdw @; = a; fiir alle i € I gilt, also a; € R.

Sie ist ein Semiskalarprodukt gdw a; > 0 fiir alle i € I.

Sie ist ein Skalarprodukt gdw a; > 0 fir alle i € I.

(3) Dies ist eine Sesquilinearform. Sie ist hermitesch gdw BT = B gilt.
Eine solche Matrix nennen wir hermitesch oder selbstadjungiert.

Positivitat ist eine nicht-triviale, wichtige Frage. Im endlichen Falle

I ={1,...,n} konnen wir die Matrix B € K"*" diagonalisieren dank S1r.
Wir fithren das Problem so auf das vorige Beispiel (2) zuriick und kénnen
daran Semi/Definitheit ablesen, kurz 3 >0/ B > 0bzw. 8>~ 0/ B > 0.
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Aufgabe: Uber (R, idg) betrachten wir

B:REXxR® =R : (u,v) »u'Av mit A=

00 3
0 4 2.
3 21

Ist 8 bilinear? symmetrisch? positiv definit / semidefinit / indefinit?

Losung: Bilinearitit ist offensichtlich dank B(u,v) = u' Awv.
Symmetrie ist offensichtlich dank AT = A. Gilt In/Definitheit?
Das wird offensichtlich durch Diagonalisierung, siehe Seite S175:

0 0 3 40 0
A=10 4 2| ~ STAS=1[0 6 0
321 00 -2

Unsere symmetrische Form f ist demnach indefinit:
Fiir den Vektor u = Se, gilt B(u,u) = u" Au =4 > 0.
Fiir den Vektor v = Se; gilt 8(v,v) = vTAv=—3 <0.

Aufgabe: Uber (C, conj¢) betrachten wir

B:C?*xC*—=C: (u,v) »ulAv mit A:{? 61}

Ist 5 sesquilinear? hermitesch? positiv definit / semidefinit / indefinit?

Losung: Sesquilinearitit ist offensichtlich dank B(u,v) = uf A v.
Hermitizitit ist offensichtlich dank AT = A. Gilt In/Definitheit?
Das wird offensichtlich durch Diagonalisierung, siehe S174:

0 —i 2 0
= ~ T =
a-[i 9] = s[5 5]
Unsere hermitesche Form 3 ist demnach indefinit:

Fiir den Vektor u = Se, gilt B(u,u) = ufAu =2 > 0.
Fiir den Vektor v = Se, gilt (v,v) = v Av =—1 <0.

© Positive Definitheit ist zunachst eine schwierige Frage.
Warum geht hier alles so leicht? Dank wirksamer Werkzeuge!
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Das Standardskalarprodukt fiir Matrizen

© Wir haben die nétigen Werkzeuge dank griindlicher Vorbereitung.
Beim Thema Skalarprodukte mochte ich mich eigentlich gleich ins
Vergniigen stiirzen und sofort mit interessanten Beispielen beginnen.
Doch dann kénnten wir die Beispiele noch nicht recht verstehen...

Daher erweist es sich als klug, zunachst den allgemeinen Rahmen
abzustecken, das notige Vokabular und erste Werkzeuge zu erkléren,
zumindest bis zur Diagonalisierung, denn damit konnen wir fortan

praktisch rechnen und die Frage der In/Definitheit direkt beantworten.

Ubung: Jede hermitesche Matrix A € K™*" {iber K = R, C, H mit

o = conjg erfiillt vf Av € R fiir alle v € K”. (Warum?) Wir nennen A
positiv definit, geschrieben A > 0, falls zudem v' Av > 0 gilt fiir alle

v € K™ \ {0}. Basiswechsel S € GL,, K ergibt B = STAS. Zeigen Sie

A > 0 gdw B > 0. Fiur B = diag(by, ..., b,,) gilt B > 0 gdw b,,...,b,, > 0.

Beispiel S2c: Frobenius—Skalarprodukt tiber K = R, C, H mit o = conjk

Auf dem Matrixraum V = K™*" haben wir das Standardskalarprodukt

<A‘B>1“: tI'(ATB):Zn 17 ]aJIbIJ
Wir nennen dies das Frobenius—Skalarprodukt. Die davon abgeleitete
Matrixnorm ist die Frobenius-Norm |—|, = |—| » : K™*" — R:

|All = tr(ATB)' = /371 30y lagy [P

Das entspricht dem euklidischen Skalarprodukt und seiner Norm.

Aufgabe: Beweisen Sie, dass dies tatsachlich ein Skalarprodukt ist.
Beweis: Die Spur tr : K™*" — K: M — Y ", M,, ist K-linear.

Wir setzen das Matrixprodukt M = A B ein, also m,; = > a_”bjk

So finden wir die obige explizite Formel tr(ATB) = Y7, Y7 ab,;.
Auf K™ ist dies das bereits vertraute Standardskalarprodukt S1a.
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Beispiel S2p: das Produktintegral iiber K = R, C, H mit o = conjg
(1) Auf V = €([a, b], K) iiber K haben wir das Standardskalarprodukt

(fl9)r =55 Jisa f dt.
(2) Zum Gewicht w € 6([a, b], K) erhalten wir die Sesquilinearform
<f‘g 2w’ ft a g(t)dt

Diese ist genau dann hermitesch, wenn w(t) € R gilt, und positiv
semi/definit, wenn w(t) > 0 bzw. w(t) > 0 gilt fiir (fast) alle ¢ € [a, b].

(3) Zum Integralkern k € 6([a, b]?,K

<f‘g fs afta

Diese ist genau dann hermitesch, wenn der Kern hermitesch ist, k" = k.
Die Frage der Semi/Definitheit klart der folgende Satz von Mercer.

) erhalten wir die Sesquilinearform

(s,t) g(t)dtds.

Hierzu seia < bin R und V = €(]a, b, K) der K-Vektorraum aller
stetigen Funktionen f, g : [a,b] — K auf dem reellen Intervall [a, b].

Beweis: (1) Die Eigenschaften (S2,3) sind klar, denn das Integral ist linear.
Auch Semidefinitheit (S0) ist klar, denn es gilt ( f| f) = [£,|f(t)[*dt > 0.
Fiir positive Definitheit (S1) miissen wir jedoch genauer hinschauen!

Sei f # 0, also f(t,) # 0 fiir ein t, € [a, b], und somit § := |f(¢,)|* > 0.
Wir kdnnen ¢, € ]a, b] annehmen, die Randfalle ¢, € {a, b} sind analog.
Dank der Stetigkeit von f existiert ein hinreichend kleines ¢ € R,
sodass |f(t)|? > 6/2 fur alle t € [t, —¢,t, + €] C [a, b] gilt.

Daraus folgt (f| f) = [L.|f®)|?>dt > ed > 0.

A\ Stetigkeit ist tatsachlich nétig fir Definitheit. Als Gegenbeispiel
betrachten wir f: [a,b] - K mit f(z,) = 1 an einer Stelle z, € [a, b],
iiberall sonst f(z) = 0 fir x # x,. Damit gilt f # 0, aber (f| f) = 0.

© Die Vervollstindigung L?([a, b], K) dieses Raumes untersuchen Sie
in der Analysis und nutzen dies insbesondere fiir die Fourier-Theorie.
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(2 Wann ist die Sesquilinearform (-|-) - ; positiv semi/definit?

Satz S2p: James Mercer 1909

Genau dann ist die oben definierte Sesquilinearform (-|-) 2 , auf
V = 6([a, b],K) positiv semi/definit, wenn alle aus dem Integralkern
k € 6([a,b]?, K) gebildeten Matrizen K (t;,t;); jo; € K'*! dies sind.

(0) Positiv semidefinit bedeutet, fiir alle ¢ € [a,b]” und v € R™ gilt
1D 1 ulK(tz,t])uj > 0.

(1) Positiv definit bedeutet zudem, fiir alle v € R™ ~\ {0} gilt

ey D ey uy K(t,t) uy > 0.

7]

© Fur uns sind dies Integrale zunichst schone Beispiele als Ergdnzung
zu Summen. Sie werden gerne angewendet in der Funktionalanalysis und
in der Physik, jiingst auch im Maschinellen Lernen als kernel methods.

Wir erkennen ein wiederkehrendes Motiv: Wir konnen einer Form 3
meist leicht ansehen, ob sie sesquilinear und hermitesch ist, etwa fiir

<U"U> B * _UTBU_ZzGIZ]EIUz i ]7
(flg)er = Jl, ftza s,t) g(t) dt ds.

Positive Definitheit ist jedoch weit schwieriger, daher sind wir fiir
wirksame Werkzeuge immer dankbar. Sie ist die zentrale Grundlage
fur alle tieferliegenden Satze und Anwendungen zu Skalarprodukten.

Einige der folgenden Satze zu Skalarprodukten auf V'’kommen auch mit

etwas schwécheren Voraussetzungen aus, etwa positive Semidefinitheit
auf Vund Definitheit auf einem endlich-dimensionalen Teilraum U < V.
Ich versuche dies anwendungsfreundlich zu formulieren, sowohl klar und
einfach, als auch angemessen allgemein. Wir gehen nachhaltig vor und

nehmen nur so viele Forderungen auf, wie wir wirklich brauchen.

Das zahlt sich in Anwendungen wie Fourier—-Polynomen bereits aus.
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A
i
x Y Satz des Pythagoras tiber R:
ulov < fustof? = Juf* +|of?

|
\ | \
© In Worten: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Normquadrat
der Hypotenuse gleich der Summe der Normquadrate der Katheten.

© Speziell iiber K = R gilt zu dieser Implikation auch die Umkehrung:
Aus der Gleichung |u + v||? = |u|? + |v|? folgt die Orthogonalitit u L w.
Umgekehrt konnen Sie so numerisch die Rechtwinkligkeit priifen!

Beispiel: : Das Maurerdreieck mit Seitenlangen 3, 4, 5 ist rechtwinklig,
denn es gilt 32 + 4% = 52, Wenn Sie also ein Seil in 12 = 3 + 4 + 5 gleich
lange Strecken unterteilen, entsteht daraus ein rechtwinkliges Dreieck.

Satz S2E: Pythagoras mit Umkehrung

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).
Allgemein steht |v]? fiir g(v) = (v|v) € R, egal ob positiv oder nicht.

(0) Fiir je zwei Vektoren u, v € Vgilt die binomische Formel:

Jlu+o|*> = (u+v|u+v)
(ulu+v)+ (v|utv)
( +(v|u) + (u|v) +

= Jull® + 2re(u|v) + Jo?

%
b

2

[k

{v]v)

Zur Erinnerung: re(z) = 3(z + z) € R ist der Realteil von z € K.

(1) Stehen u und v senkrecht zueinander, so entféllt der gemischte Term:

vlv = Juto]? = ulf®+]of?

(2) Speziell iiber K = R gilt auch die Umkehrung ,<="
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’UJ_ v

vy
vy U v : ‘ U
—y e

Satz S2F: orthogonale Zerlegung von v beziiglich u

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).

Seiu € Vmit (u|u) # 0. Jeder Vektor v € Vhat genau eine Zerlegung
(vy,v,) als Summe v = v, +v, mitv, € (u)x undv, € (u)x. Explizit gilt:

(ul0)/(u] ).
(ulv—ud) 2 (u]v) — (u]u)

In Worten: Wir setzen v, = u\ mit A € K an. Fir v, = v — v, verlangen
wir u L v, also (u|v, ) = 0. Die einzige Losung ist A = (u|v)/{u|u).

vy =v—wv, und v, =u\A mit A=

Beweis: Wir finden 0 = (u|v, ) =

© Das ist der eindimensionale Spezialfall der Orthogonalprojektion S19Q.

,Diese algebraische Formel 16st ein geometrisches Problem:

Wir fallen das Lot vom Punkt v senkrecht auf die Gerade u K

[P] ,Richtig, und das nicht nur in der Ebene R? oder im Raum R?,
sondern ganz allgemein im R™ und C" (und wer’s mag, sogar H")."
»Alles wunderbar: Die Losung ist eindeutig, die Formel explizit,
die Rechnung leicht. Zudem gelingt dies fiir jedes Skalarprodukt.”
,Es gilt fiir jede hermitesche Form, wir benétigen nur (u|u) # 0.
Wir werden diesen universellen Trick wiederholt anwenden konnen.”

Notation: Wir behandeln die drei Félle K = R, C, H moglichst einheitlich.
Dabei sind R und C kommutativ, H nicht. Daher operieren die Skalare

auf den Vektoren immer von rechts. Das erfordert zwar etwas Disziplin,
sortiert aber alle Formeln in ihre richtige Form, natiirlich und &sthetisch.

Der Nenner |u|? = (u]|u) ist reell, liegt also immer im Zentrum von K.
Daher spielt fiir den Faktor (u|u)~! links oder rechts hier keine Rolle
und wir konnen den Term (u | u) € R., bequem als Nenner schreiben.
Bei einem Skalarprodukt gilt (u|u) # 0 < (u|u) >0 < u #0.
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Satz S2G: Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU)
Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
(1) Fur alle Vektoren u, v € Vgilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

[{ulv)? < (u|u)(v]|v)

[{u]o)] < Jul - vl

kurz

(2) Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v iiber K linear abhangig sind.

(3) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1) gilt allgemein ebenso fiir jedes
Semiskalarprodukt, dann allerdings ohne die genannte Umkehrung (2).

Geometrischer Beweis: (1) Fiir u = 0 ist alles klar. Fortan sei u # 0.
Dank (S1) gilt (u|u) > 0. Wir zerlegen v = v, + v, geméf} Satz S2F:

S2x 0 s2
lol> = Jol? +lol? > o> = Kulv)?/lul?

Daraus folgt die erste Ungleichung. Die zweite folgt dank Monotonie der
Waurzelfunktion v/ : R.y — R.. (2) Gleichheit entspricht Parallelitat.

Ausfiihrlich: Aus v € u K folgt nach Konstruktion v, = vund v, = 0.
Umgekehrt, aus Gleichheit folgt v, =0, also v = v, somit v € u K.

(3) Fur |u| > 0 gelingt die Rechnung wie zuvor, ebenso fiir |v| > 0.
Wir untersuchen den kritischen Fall |u| = |v|| = 0. Fiir alle 4 € K gilt

0 < Ju—wvpl® = |u]” —2re((u|v)p) + || u]*.

© Wir legen geméaf Definition S2A nur die drei Eigenschaften (S1,2,3)
zugrunde und erhalten daraus wichtige geometrische Anwendungen:
Pythagoras S2E, orthogonale Zerlegung S2F und Cauchy-Schwarz S2aG!

Speziell fiir u = (v|u) folgt [{(u|v)|? <0, also (u]v) = 0.

© All diese Eigenschaften gelten nicht nur fur das euklidische, sondern
fur jedes beliebige Skalarprodukt... Thnen werden noch viele begegnen.
Abstraktion kostet anfanglich Miihe, doch dann tragt sie reiche Friichte!

Prove once, apply everywhere!
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,2Dieser Beweis ist trickreich elegant und erfreulich allgemein.
Wie kann ich das Argument fiir den Schulunterricht reduzieren?”

In der Schule rechnet man ganz unbedarft iiber R, derzeit selten iiber C,
und ganz sicher nicht tiber H. Konzentrieren wir uns also gleich auf das
euklidische Skalarprodukt (u|v) = u,v; + ... + u,v,, auf dem Raum R".

Der folgende genial-einfache Argument benétigt nur quadratische
Gleichungen iiber R und die allseits beliebte Mitternachtsformel:

Reeller Beweis der CSU: Vorgelegt seien u,v € R".
Fiir w = 0 ist alles klar. Sei also u # 0. Fiir alle ¢ € R gilt:
0 < (ut+v|ut+o) L (u|u)t+2(u|v)t+ (v]v)

L ) L ) L )
a€Ryg beR

ceRyg

(1) Im Falle a > 0 ist die Diskriminante nicht positiv: b2 — ac < 0.
Das ist genau die ersehnte Ungleichung: [(u |v)[? < (u]u) (v|v)
(2) Eine Nullstelle ¢ existiert genau dann, wenn b? — ac = 0.

Aus positiver Definitheit (S1) folgt dann 0 = ut + v.

w2Der vorige Trick funktioniert leider nur iiber R. Wie kénnen wir
dieses schone Argument einheitlich tiber K = R, C, H formulieren?“

Das gelingt mit einem hilfreichen Kniff, den ich hier gerne ausfiihre.

Algebraischer Beweis der CSU: Vorgelegt seien u,v € V.
Wir setzen z = ut + vp mit t € R und g € K. Damit gilt:

Def

0 < (z]z) =

(S3,4)

= (w2 + 2ve((u] v}t + (v] o)

(ut +op | ut —vp)

Wir wihlen p € K nun so, dass || = 1 und (u|v)p = [(u]|v)| gilt:
0 < {ulu)@+2lulv)t+(v]v)

a>0 b>0 c>0

(1) Im Falle a > 0 ist die Diskriminante nicht positiv: b2 — ac < 0.
(3) Im Sonderfall a = 0 folgt b = 0, und somit gilt b> = 0 = ac.

(2) Eine Nullstelle ¢ existiert genau dann, wenn b? — ac = 0.

Aus positiver Definitheit (S1) folgt dann 0 = ut + vp.
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Beispiele: (1) Fiir alle reellen Zahlen z, ..., z,,, vy, ..., y,, € R gilt:

[z + - F 2y < (@ o+ 22) (Yl + o+ y2)

(2) Fur alle stetigen Funktionen f,g : [a,b] — R gilt:
g g
/2 f(z)g(x)dz|* < [3 f(z)?dz- [2 g(x)?dz

Der franzosische Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
bewies 1821 die Summenungleichung (1). Die Integralungleichung (2)
veroffentlichte 1859 der russische Mathematiker Viktor Bunyakovsky
(1804-1889) und erneut 1884, unabhangig 25 Jahre spater, der deutsche
Mathematiker Hermann Armandus Schwarz (1843-1921). Daher heif3t (1)
auch Cauchy-Ungleichung und (2) Bunyakovsky—-Ungleichung oder
Schwarz-Ungleichung. Die gemeinsame Verallgemeinerung S2G heif3t
historisch korrekt Cauchy-Bunyakovsky—-Schwarz—-Ungleichung (CBS).
Auch wenn sie historisch etwas ungerecht sein mag, folge ich dennoch
der traditionellen Benennung Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU).

In unserem urspriinglichen Beispiel des euklidischen Skalarprodukts
bedeutet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ganz konkret und explizit:

(u? + -+ u2)(V? 4 +0v2) > (ugvg + -+ u,v,)?

fir alle reellen Zahlen u,, ..., u,,, vy, ...,v, € R.

Ubung: Bitte versuchen Sie, diese Ungleichung moglichst ,direkt” zu
zeigen, ohne ,Umweg" iiber die allgemeine Theorie der Skalarprodukte.

Vermutlich werden Sie spiiren, dass diese ganz konkret und harmlos
erscheinende Ungleichung alles andere als leicht zu beweisen ist.

Nach eigenen Versuchen werden Sie feststellen, dass der oben erklarte
allgemeine Begriff des Skalarprodukts und der so entwickelte Beweis gar
kein Umweg ist, sondern eine Abkiirzung! Ich betone daher erneut:

Abstraktion strukturiert und vereinfacht: Eine allgemeine Tatsache ist oft
leichter zu verstehen und zu erklaren als ihre zahlreichen Spezialflle.
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Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist eine der zentralen und universell
nitzlichen Ungleichungen in der Mathematik und ebenso fiir die Physik.
Sie findet Anwendungen in der Geometrie, der Analysis, der Stochastik
und der Quantenmechanik (etwa als Heisenbergs Unscharferelation).

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) veroffentlichte seine berithmte
Ungleichung 1821 und in seinem Lehrbuch Cours d’Analyse Algébrique,
dem wohl ersten, aus heutiger Sicht strengen Aufbau der Analysis.

Victor Yacovlevich Bunyakovsky (1804-1889) studierte in Paris bei
Cauchy und tibertrug dessen Ungleichung von Summen auf Integrale,
verdffentlicht 1859 in St. Petersburg, allerdings noch ohne Beweis.

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) arbeitete 1885 in Gottingen
an Flachen minimaler Krimmung und benétigte dazu auch Chauchys
Ungleichung fiir Integrale. Ihm gelang die allgemeine Formulierung,
und der obige reelle Beweis geht im Wesentlichen auf Schwarz zuriick.

© Eine genial-einfache Abstraktion liefert alle n6tigen Informationen.

Im deutsch-sprachigen Raum ist die Bezeichnung Cauchy-Schwarz-
Ungleichung iiblich. In englisch-sprachigen Texten findet man haufig
nur Schwarz’s inequality, in franzdsisch-sprachigen entsprechend
Pinegalité de Schwarz, die russische Tradition hingegen bevorzugt
Cauchy-Bunyakovsky—-Schwarz Ungleichung. Alle drei Sichtweisen
haben ihre Griinde; historische Gerechtigkeit ist meist schwierig.

Die gesamte Analysis beruht zu weiten Teilen auf Ungleichungen, und
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist hier ein erstes wichtiges Ergebnis
sowie Vorbild fiir zahlreiche nachfolgende Ungleichungen. Wenn Sie mal
Lust zum Schmékern haben, dann empfehle ich folgende Lektiire:

LL]]J.M. Steele: The Cauchy—-Schwarz master class. An Introduction to the
Art of Mathematical Inequalities. Cambridge University Press 2004.

Ubung: Sei Vein R-Vektorraum mit Skalarprodukt und u,v € V.
(1) Orthogonalitat v L v ist dquivalent zu |u + tv|| > |u fiir alle ¢ € R.
(2) Machen Sie eine Skizze und interpretieren Sie dies geometrisch.
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Die zum Skalarprodukt zugehorige Norm misst die Linge von Vektoren:

(v]v)

Wir nutzen die Wurzelfunktion Ry — Ry, : z - /z. Sie erfiillt v/0 = 0,
ist streng monoton, r < y = ,/z < /y, und multiplikativ, \/zy = \/T./7.
Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Norm?

—

Il = V = Ryg s v o) =

BEERRISEScEn i

Dreiecksungleichung
Ju+ ol < Jul + o]

Satz S2H: Eigenschaften der Norm
Zu jedem Skalarprodukt (-|-) : V x V — K gehort seine Norm:

I-l: V= Ryo 2 v o = v{v]0)
Sie erfreut sich folgender Eigenschaften fiir alle u,v € Vund X € K:
NO: positive Semidefinitheit, Jul| >0 =0
N1: positive Definitheit, Jul > 0 fir w # 0
N2: absolute Homogenitét, [ud] = |ul - |\l

N3: Dreiecksungleichung, Ju+ || < Jull + ||

v

Beweis: Aus (S1,2,3) folgt (N1,2). Die Ungleichung (N3) folgt dank CSU:

|u + v]? = (u+v|u+v) = (ulu)+(ulv)+ (v|u)+ (v|v)
CSU
<l + 20wl ol + o> = (] + v])?

Dank Monotonie von z - +/z folgt daraus |ju + v| < |u| + |v|.

Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Norm? 3227
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Wir erheben die wesentlichen Eigenschaften zur allgemeinen Definition:

Definition S2H: Skalarprodukt und Norm
(1) Sei Vein Vektorraum iiber K = R, C, H. Ein Skalarprodukt auf V oder
inneres Produkt ist eine Abbildung (-|-) : V x V — K, die (51-3) erfullt.

Das Paar (V, (-|-)) heifit dann K-Vektorraum mit Skalarprodukt oder
unitirer Raum (iiber R, C, H) oder euklidischer Raum (speziell iiber R).

In der Analysis wird (V, (-|-)) auch Pra-Hilbert-Raum iiber K genannt
und bei metrischer Vollstandigkeit schlieSlich Hilbert-Raum tiber K.
(2) Eine Norm auf Vist eine Abbildung |-| : V' — R, die (N1-3) erfiillt.

Das Paar (V,|-|) heif’it dann normierter K-Vektorraum, auch kurz
normierter Raum iiber K, in der Analysis Pri-Banach-Raum
und bei Vollstandigkeit schliefSlich Banach-Raum iiber K.

Fiir eine Seminorm |- : V' — R, fordern wir nur (N2,3).
Fiir eine Pseudonorm erlauben wir |-| : V' — [0, co].

Beispiel: Jedes Skalarprodukt definiert eine Norm |jv|| = /(v |v).
Dies folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, siehe Satz S2H.
Es gibt auch Normen, die nicht zu Skalarprodukten gehéren.

Bemerkung: Anders als eine Norm kann eine Seminorm einem Vektor
v # 0 die Linge |[v]| = 0 beimessen. IThr Kern Vy = {v e V||v| =0} <V
ist dann ein Untervektorraum, dank der Dreiecksungleichung. Auf dem
Quotientenvektorraum V'/V, induziert die urspriingliche Seminorm dann
eine Norm |-| : V//V; = R, das heif3t (N1) ist nun erfiillt. Seminormen
treten insbesondere in der Integrationstheorie ganz natiirlich auf.

Bemerkung: In Anwendungen tritt auch der Wert |v| = oo natiirlich auf.
Auch wenn man ihn schlielich vermeiden will, so ist es meist bequem,
ihn zunéchst zuzulassen. Zur Abgrenzung nennen wir dies Pseudonorm.
Nimmt die Norm nur reelle Werte an, so sprechen wir zur Betonung von
einer endlichen Norm. Dank der Dreiecksungleichung ist die Menge
Voo = {v € V||v] < o0} < Vein Untervektorraum. Hierauf ist die
Einschrankung |—| : V_,, = R, eine endliche Norm.
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N
X
S

v

ot ol + s — ol = 2l + 2o
ot ol = Ju— ol = 2(u| v) +2(v] u)
| | |

© In Worten: In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate
der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der beiden Diagonalen.
© Uber K = R folgt fiir Orthogonalitit u« L v < |Ju+v| = |u —v].
Jede:r gute Handwerker:in kennt diesen Test zur Rechtwinkligkeit.

Satz S21: Parallelogramm und Polarisierung

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).

(0) Fiir je zwei Vektoren u, v € Vgilt die binomische Formel S2k:

lu+ vf? = Jul® + 2re(u|v) + o]

(1) Daraus folgt die Parallelogrammgleichung:

o+ of? + Jlu — v = 2[ul® + 2]

(2) Allein aus dem Normquadrat |-|? rekonstruieren wir die Form (-|-):

re((ulv)) = [[u+vf* = Ju—v|*]/4

Fir K = R, C, H mit R-Basis B = {1}, {1,i}, {1,1,j, k} gilt damit:
(u|v) =Y cepre({ulv/e)) e

Parallelogramm und Polarisierung
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Welche Normen kommen von Skalarprodukten?

Beweis: (0) Die binomische Formel haben wir in S2E nachgerechnet.
(1) Daraus folgt sofort |[u + v|| + [|u — v|| = 2|u|? + 2|v|?.
(2) Ebenso folgt sofort |u + v|| — |u — v|| = 4re{u]|v).

Wir erhalten die Polarisierungsformeln fiir den Realteil:
re(ulv) = [Ju+v]* — Ju—v|*]/4
= [lu+vl* = Jul® - o]*]/2
[lel® + ol = Ju — ©]*]/2

Allgemein gilt (u|v) = ) .. c.€ mit reellen Koeffizienten ¢, € R.
Diese rekonstruieren wir dank ¢, = re({(u|v)/e) = re({(u|v/e)), also

(ulv) =3 ccpre((ufv/e))e =) cpre({ufve))/e.

Uber K = R ist die Polarisierungsformel besonders einfach. Uber K = C

polarisieren wir zweimal, jeweils einmal fiir Realteil und Imaginarteil,
iiber K = H entsprechend viermal, je einmal fiir e = 1,1, j, k.

Als mathematische Grundlage der Quantenmechanik spielen C-lineare
Réume mit Skalarprodukt eine zentrale Rolle. In diesem Zusammenhang
fanden Pascual Jordan und John von Neumann folgendes Ergebnis:

Satz S2j: Jordan—-von Neumann, 1935
Fir jede Norm |-| : V' — R auf Viber K = R, C, H sind dquivalent:

1 Die Norm |-| erfiillt die Parallelogrammgleichung S21.
2 Es existiert ein Skalarprodukt (-|-) mit |v|?> = (v|v) fiir alle v € V.

In diesem Fall ist das Skalarprodukt eindeutig dank Polarisierung S21.

v

uantitative Formulierung: Wir definieren ¢ : V2 < {0} — R durch
g

T2 el + 1yl

Fir a := inféd und b :=supd gilt dann 12 < a <1 < b < 2 sowie ab = 1.
Genau dann kommt die Norm von einem Skalarprodukt, wenn a = b = 1.
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Die zur Norm zugehorige Metrik misst den Abstand von Punkten:

d:VxV =Ry : ly — =

.
/

Dreiecksungleichung
di d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

(.Z‘, y) = d(xa y) =

Die Dreiecksungleichung besagt anschaulich: Der Weg von z nach z wird
nicht kiirzer, wenn wir einen Umweg iiber y gehen. Das ist eine plausible
und nitzliche Eigenschaft, die wir von jedem Abstandsbegriff erwarten.
Zunichst ist jedoch nicht offensichtlich, warum etwa die euklidische
Metrik tatsachlich diese Eigenschaft hat. Wir konnen es nun beweisen!

Satz S2k: Eigenschaften der Metrik
Zu jeder Norm [-| : V' — R, gehort ihre Metrik:

d:VxV =Ry,

= (2,y) 2 d(z,y) = |y — 2]

Sie erfreut sich folgender Eigenschaften fiir alle z,y, z € V:

MO: positive Semidefinitheit, d(z,y) > 0=d(z,x)

M1: positive Definitheit, d(z,y) >0firz +y
M2: Symmetrie, d(z,y) =d(y,x)

M3: Dreiecksungleichung, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)

Beweis: Aus (N1,2,3) folgt (M1,2,3), hier ausfiihrlich fiir (M3):

dlz,z) = |z—go] = |z—y+y—al

ek
(N3 Yef
< le—vl+ly—al = d(y)+dy,2)

Das zeigt d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), wie behauptet.

Was sind die wesentlichen Eigenschaften der Metrik? e
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Wir erheben die wesentlichen Eigenschaften zur allgemeinen Definition:

Definition S2k: Metrik

Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — [0, oo],
die (M1-3) erfillt. Das Paar (X, d) heifit dann ein metrischer Raum.

Fir eine Halbmetrik d : X x X — [0, oo] fordern wir nur (M2,3); sie darf
also verschiedenen Punkten z # y den Abstand d(z,y) = 0 beimessen.

Beispiel: Das wichtigste Beispiel ist der euklidische Raum R™ mit seinem
euklidischen Skalarprodukt (-|-) und daraus abgeleitet seine
euklidischen Norm ||-|| und seine euklidische Metrik d.

Die Dreiecksungleichung ist zwar anschaulich plausibel, aber im ersten
Anlauf nicht leicht zu beweisen. Versuchen Sie es! Durch die allgemeine
Betrachtung S2a haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung S2G
herausgearbeitet und daraus die Dreiecksungleichung abgeleitet.

Beispiel: Auf jeder Menge X haben wir die diskrete Metrik

0 fallsz =y,

d:XxX%{O,l}CR’(‘E’y)H{l falls = + y.

Kommt sie auf X = K() von einer Norm? Nur fiir I = ¢ und X = {0}!

Beispiel: Auf K(!) haben wir die Taxinorm und die Maximumsnorm:
||y =D serla;]

Kommen sie von einem Skalarprodukt? Nur fiir X = {0} oder X = K!

und

|#]oc = max|z;|
iel

(2 Wie zeigen wir, dass unser gesetztes Ziel erreichbar ist? Am besten

konstruktiv, indem wir es explizit tun! Wie zeigen wir hingegen, dass es
unerreichbar ist? Etwa, indem wir es nicht tun und frustriert aufgeben?
Das beweist zur Sache herzlich wenig. Die Unmdéglichkeit beweisen wir,
indem wir ein Hindernis angeben! Hier die Parallelogrammungleichung.
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Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
Folgerung aus der CSU: Fiir je zwei Vektoren u,v € V'~ {0} gilt

M <1, insbesondere
il - o]
Daher existiert genau eine reelle Zahl 6 € [0, 7] mit

el - ol
So definieren wir den Winkel zwischen den Vektoren v und v durch
re{u | 'u))

el - o]

I (u,v) := arccos(

So iiberfithren wir unsere geometrische Intuition in eine solide Definition
und bequeme Rechnung: Damit kénnen wir Winkel effizient berechnen.
Die obige Formel ist vollkommen explizit und sofort bereit zum Einsatz.

Speziell iiber K = R gilt die niitzliche Gleichung

(ulv) = Jul - Jol - cos %(u,v).

Diese Winkelformulierung ist Ihnen aus der Schulmathematik vertraut.
Damit konnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren u und v ermitteln
oder aus den Langen und dem Winkel umgekehrt das Skalarprodukt.

. U
U ! u U
A ey <0 T vy =0 - Hulv) >0
P A(u, v) > w/2 FT I(u,v) =7/2 FT I(u, v) <K /2

Im orthogonalen Falle v | v gilt (u|v) = 0, also < (u,v) = 7/2 = 90°.
Allgemein ist |v| cos <(u, v) die Lange der Projektion von v parallel zu u.
Das reelle Skalarprodukt (u |v) ist also die Lange |u| des Vektors u
multipliziert mit der Lange |v, | des parallelen Anteils des Vektors wv.
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© Das ist eine genial-einfache Idee und elegante Definition. Wie sonst
sollten wir den Winkel zwischen zwei Vektoren v und v ermitteln?
Speziell in der euklidischen Ebene C = R? iiber K = R gelingt dies mit
dem Bogenmaf} und den trigonometrischen Funktionen sin und cos.

Noch informativer ist hier der orientierte Winkel o € |—m, 7] gemaf}
v o U 1 {ful] [cosa —sina] 1 [ul]
— =e*— also — = . Sl .
o] Jul lol [v2 sina cosa | ul |u,
© Die oben erklarte Gleichung (u|v) = |u| - |v| - cos § gentigt nur,
um den absoluten Winkel 6 = |a| € [0, 7] zu bestimmen. Das Vorzeichen
entspricht der Orientierung des Winkels und gelingt nur in der Ebene,

wo wir Links- und Rechtsdrehung unterscheiden vermoge det(u,v) > 0
oder det(u,v) < 0. Schon im Raum R? ist dies nicht mehr méglich.

In hoherdimensionalen Rdumen verlasst uns die Anschauung vollends.
Wie wollen Sie den Winkel zwischen zwei Vektoren im R%° messen?
So gesehen ist die obige Definition wirklich einfach und elegant.

A\ Den Winkel < (u,v) konnen wir nur fiir Vektoren u, v € V definieren,
die ungleich Null sind, da wir durch die Normen ||u| und |v| dividieren.

© Orthogonalitat 4 L v hingegen konnen wir fiir je zwei beliebige
Vektoren u, v € Vdefinieren durch die einfache Bedingung (u |v) = 0.

Orthogonalitit wird im Folgenden eine grof3e Rolle spielen, sowohl fiir
die Entwicklung der Theorie als auch in der Anwendung der Methoden.

Als zwei einfache doch eindriickliche Beispiele diskutieren wir
den Satz des Pythagoras und die Parallelogrammgleichung.

Eingangs haben wir das euklidische Skalarprodukt durch Pythagoras
motiviert und hergeleitet. Schon zu sehen und beruhigend zu wissen,
dass dieser wichtige Satz bei unserer Abstraktion nicht verloren geht.
Im Gegenteil, er erhilt nun seine gebiithrend allgemeine Formulierung.

A Uber K = C, H bestimmt der Winkel nur den Realteil re(u |v).
Das ist manchmal niuitzlich, doch leider nur ein Teil der Information.
Winkel sind daher vor allem tiber R gebréuchlich, selten iiber C, H.
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Die Gram—Matrix einer Sesquilinearform

Sesquilinearformen konnen wir bequem durch Matrizen darstellen:

¢ Satz S1e: Gram—Matrix einer Sesquilinearform

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Sesquilinearform (-|-).
Zur Basis (v;);c; definieren wir die Gram—Matrix G € KI*! durch

9i5 = (v; |Uj>-

Daraus kénnen wir die Form rekonstruieren: Fiir alle z,y € KU gilt

<Zvixi Zvjyj> = sz_z'(vi’vﬂyj = Gy

el jel iel jel

Diese Sesquilinearform (-|-) ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix
G hermitesch ist, also G = G erfiillt. Die SForm ist genau dann positiv
definit, also (u|u) > 0 fiir alle u € V. {0}, wenn die Gram—-Matrix G
dies ist, also G = > 0 fiir alle z € K& \ {0} erfiillt.

Aufgabe: Wir betrachten V = R[X] iiber R mit Monombasis B = (X*), .
Bestimmen Sie dazu die Gram-Matrix G € RN des Skalarprodukts

(-[-): VXV =R: (P,Q) = P(z)Q(x) da.
z=0

Losung: Fiir die Basispolynome X* und X’ finden wir
) ) 1 o i+j+1 11 1
9= (X010) = [ swde= [ ]~
- 1+7+1l,o i4+j5+1
© Aus G = (g;;) lasst sich (-|-) rekonstruieren, wie in Satz S1 erklart.

Die gesamte Matrix G € RN*N ist hier unendlich grof, das kommt vor.
Auf R[X]_,, erhalten wir die beriihmt-beriichtigte Hilbert—Matrix:

1 1
1 3 .01
1 1 1 1
— 2 3 - on+l
1+74+1 i S A R
1 1 1
n n+l 2n—1
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Aufgabe: Berechnen Sie das Skalarprodukt [} , P(z)Q(z) dz der beiden
Polynome P(z) = 2 — 3z + 22 und Q(z) = 5 — = + 222 zum Vergleich
einmal (1) direkt und alternativ (2) mit der Gram—Matrix.

Losungen: (1) Wir konnen direkt ausmultiplizieren und integrieren:
P(z)Q(z) = 10 — 17z + 1222 — 723 + 22*

1 1

17 7 2 83

P dr = (102 — —2? + 423 — -zt + —2° = —

/xzo (2)Q(z)dzx [ T 5 x4 + 4z 4x + 5:10 - 50

(2) Wir nutzen die Koordinaten und die obige Gram-Matrix, siehe S302:

;
2 141 31715 %3
_3 11 1 1] =2
2 3 4 20
1 501 81 L2

© Dieses nette Zahlenbeispiel illustriert das allgemeine Basisprinzip:
Die Gram-Matrix codiert die Bilinearform, hier das Integral der Monome.
Damit kénnen wir bequem in Koordinaten rechnen.

¢ Definition S10: Orthonormalbasis

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).

(1) Ein Vektor u € Vheifit normiert, falls |u|? = 1 gilt, somit |u| = 1.
Gilt |v|? > 0, so kénnen wir v normieren zu u = v/|v| mit |u| = 1.

(2) Eine Familie (u;);c; in V'heift orthogonal, kurz OS, falls (u; |u;) =0
fur alle ¢ # j in I gilt, und orthonormal, kurz ONS, falls zudem |u,| = 1:

(u, |u) = 6, = {0 falls i # j: paarweise orthogonal,
lug) =6, =

1 fallsi = j: individuell normiert.

D.h. die Gram-Matrix f(u;, u;);; ist diagonal bzw. die Einheitsmatrix.

(3) Ist die Familie (u;),c; zudem eine Basis von U < V, so nennen wir dies

eine Orthogonalbasis, kurz OB, bzw. eine Orthonormalbasis, kurz ONB.

Beispiel: Die Standardbasis (eq, ..., e,,) im Raum K" ist orthonormal
beziiglich des euklidischen Standardskalarprodukts (u|v) = >, wv;.
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Satz S3aA: Pythagoras mit » Summanden — S2E

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).
(1) Sind w, ... ,u,, € Vorthogonal, also (u; |u;) = 0 fiir i # j, so gilt

lur + -+ | = g I + - + g .

(2) Sind ey, ..., e, € Vorthonormal und )\, ..., A, € K, so gilt demnach

les Ay + -+ e Al = M2+ + A2

Beweis: (1) Das Normquadrat erhalten wir aus dem Skalarprodukt:

1525w = (Xkun | Xoug) = Vel wlug) = Nplwl?
(2) Dies ist ein Spezialfall: Die Familie u;, = e; A, ist orthogonal, denn

<Uz‘ug> :)‘_i<ei‘ej>)‘j =0

fiir alle i # j, mit Norm [u |* = [le, |* [Xe]? = [Ae]?.

© Daraus erhalten wir einen einfachen Test fiir Semi/Definitheit:

Satz S3A: Semi/Definitheit — Diagonalisierung S1r
(3) Sei (u;),c; eine Orthogonalbasis des Unterraums U < V.

(a) Gilt (u; |u;) > 0 fiir alle i € I, so ist (-|-) auf U positiv definit.

(b) Gilt (u,; |u;) >0 fur alle i € I, so ist (-|-) auf U positiv semidefinit.

Beweis: Jeder Vektor u € U schreibt sich u = ;. u;\; mit A € K,
Dank Orthogonalitat erhalten wir nach Pythagoras (Satz S3a):

Ju]® = Dierlluil? [X[?
Daraus folgen sofort die Ungeichungen (a) und (b).

Bemerkung: Alle hier angegebenen Summen sind endlich, dank A € K¥).
Ist die Orthogonalbasis (u;),c; zudem normiert, so gilt (a) offensichtlich.
Gilt (a), so konnen wir (u;);c; normieren zu einer Orthonormalbasis.
Zur Konstruktion einer Orthonormalbasis siehe die Verfahren S3c/S1r.

Fourier—Koeffizienten
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Satz S3B: Fourier—Koeffizienten — allgemein S1o

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).
Sei (e;);cr in Veine orthogonale Familie mit (e, |e;) # 0 fiir alle s € I.

(1) Fiir jede Linearkombination v = ), e;v; iiber K gilt dann

Insbesondere ist die Familie (e;);.; in Viiber K linear unabhéngig.
Ist die Familie (e;);.; orthonormal, so gilt vereinfacht v; = (e, | v).

© Das Skalarprodukt filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!
Beweis: (1) Die Koeffizientenformel folgt dank Orthogonalitat:

(e;|lv) = <ei|2jejvj> = Zj<ei|ej>”j = (e;|€;)v;

Unabhéangigkeit: Gilt v = 0, so folgt v; = 0 fur alle i € I.

Satz S3B: Parseval-Gleichung

(2) Sei (e;),c; eine Orthonormalbasis von V. Fiir alle Vektoren u, v € Vgilt

U= ;creu; mitu, = (e;|u) €K
v=>) 7€V, mitv, = (e |v) €K,

(u|v) =2y, = ier(ule;)(e;|v),

Daraus folgt erneut Pythagoras |u|? = >, /|u;|? und |v]? = 3 /]v:]?

Beweis: (2) Die Parseval-Gleichung folgt dank Orthonormalitét:
(u|v) = <Zz €U | Zj ej”j) =2 Zju_z'(ei ’ ej)”j =i U,

Speziell fiir u = v erhalten wir erneut den Satz des Pythagoras S3a.
Bemerkung: Alle angegebenen Summen sind endlich, da (u,), (v;) € K.
In der Theorie der Hilbert-Rédume fiithrt man zusatzlich Grenzwerte ein

und erlaubt statt (endlicher) Summen auch (abzidhlbare) Reihen.
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Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
(2 Hat Veine Basis? Ja, dank Basis-Auswahl-und-Ergénzungssatz M2k.
(2 Hat Veine Orthonormalbasis? mit moglichst expliziter Konstruktion?

Gegeben sei eine Basis by, ..., b,, von Viiber K. Wie formen wir daraus
(1) ... eine Orthogonalbasis u;, ..., u,? mit u, = Y., b;A;;, und Ay = 1!
(2) ... eine Orthonormalbasis ey, ..., e,,? mit e, = > . b,pu und pug > 0!

© Fiir zwei Vektoren kennen wir die orthogonale Zerlegung S2F:

Uy bg Ug bk;
bg Uy b/!r U
............... —— S

© Das ist ein genial-einfacher Trick. Das Gram—Schmidt-Verfahren
verallgemeinert ihn fiir beliebige Familien, ganz einfach durch Iteration.
Damit erhalten wir unmittelbar das folgende genial-einfache Verfahren.
Es ist die geometrische Inkarnation von Gaufi—-Hermite, siehe S324

Satz S3c: Laplace 1816, Gram 1883, Schmidt 1907 — Basisversion

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).
Sei by, ...,b, € Veine Basis des Unterraums U,, = (b1, ... , b, )k-

(1) Hierzu existiert genau eine Orthogonalbasis u, ..., u;, von Uy
mit b, — u;, € U,_; fiir alle £ = 1, ..., n. Diese erhalten wir rekursiv:

mit den eindeutigen
Fourier—-Koeffizienten

ik =

k—1
J=1

(2) Normiert zu e, := u;/||u;| erhalten wir eine Orthonormalbasis, also

(g ) 0 fur k # j, d (en]e) 0 firk + j,
T el > 0 firk = g 1) =1 k=
(3) Das Verfahren gelingt fiir jede abzéhlbare Basis (b;,)eny von U < V.

(4) Das zeigt insbesondere: Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt und
hochstens abzdhlbarer Dimension besitzt eine Orthonormalbasis.

v
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Aufgabe: Alles liegt explizit vor Ihnen. Rechnen Sie es sorgsam nach!
(Das Vorbild n = 2 kennen Sie als orthogonale Zerlegung aus Satz S2F.)

Beweis: (1) Wir fithren Induktion tiber k. Fiir k£ = 1 ist die Aussage klar.

Sei nun k£ > 2. Im Unterraum U,_; < Vhaben wir die gegebene Basis
(by, ..., b,_,) bereits zur Orthogonalbasis (u,, ..., u;_;) transformiert.

Im Unterraum U,, erhalten wir aus der Basis (by, ..., b;_;, b;) zundchst
('U/l, ey Up_ 1,y bk) und dann (Ul, ey Up 1, 'U/k) mlt Uy = bk — ‘];;il u])\]k'
Fiir j=1,...,k — 1 fordern wir 0 = (ujlug) = (uj | b) — (ujuj) A
Die Differenz verschwindet genau fiir Aj, = (u;|by)/(u;|u;) dank S1qQ.

(2) Da (uq, ..., u, ) eine Basis von U, ist, gilt insbesondere u,, # 0.
Normierung zu e,, := u,,/|u,|| liefert also eine Orthonormalbasis.

(3) Dasselbe Verfahren gelingt fiir jede abzahlbare Basis (by,)cn:
Aus by, by, by, ... konstruieren wir ug, uy, ug, ... und ey, e;, ey, ...
Jeder Schritt benotigt nur dis bisher berechneten Vektoren.

(4) Wir wihlen eine Basis und orthonormalisieren sie.

Bemerkung: Erfolgstrunken und iiberoptimistisch konnte man vermuten:
(3) Das Verfahren gelingt fiir jede wohlgeordnete Indexmenge (1, <).
(4) Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine Orthonormalbasis.

Beides ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir den Hilbert—Raum
V =/*(N,C) = {f: N — C‘ZkeN|f(k)|2 < oo}

mit dem (wohldefinierten!) Skalarprodukt ( f|g) = > ey f(k)g(k).

Hierin ist (e;);cy eine orthonormale Familie, aber keine Basis, denn ihr
Aufspann U = (e, : i € N)} enthilt nur Folgen mit endlichem Tréger.
Zum Beispiel liegt f: N — C: k 2=k zwar in V, aber nicht in U.

(3) Wenn wir auf fund (e;);cy das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden,

erhalten wir (e; | f) = 27 # 0 fiir alle i € I. Doch unendliche Summen
konnen wir derzeit nicht verarbeiten. Hier iibernimmt die Analysis!

(4) Allgemein gilt sogar: Wir konnen (e;),.y um keinen orthonormalen
Vektor v € Verweitern, denn (e; | v) = 0 fiir alle i € N bedeutet v = 0.
Die Theorie der Hilbert-Raume 16st dieses Ratsel in Wohlgefallen auf.
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Bemerkung: Geometrisch besagt das Gram-Schmidt-Verfahren

uy = by, er = N(uy),
Uy =b2—Pil(b2), ey = N(uy),
ug = by PDL (b3) — PL(bs)’ e = N(ug),
Up = bn - P"Ll (bn) T T PLLTHI (bn)7 €n = N(un)

Dabei nutzen wir die Parallelprojektion P! (v) = u (u|v)/{u|u) und die

Normalisierung N(v) = v/|v|. Aquivalent hierzu erhalten wir:
er = uy/|uy,

g = Uy/||usl|,

€3 = U3/||U3||,

U‘l:bl’
uy = by — ey (e |by),
uz = by —e; (e |bg) —ey(eq|b3),

Up = bn —€ <61 ‘ bn> T €6h <en71 ’bn>7 €n = un/”un”

Die Orthogonalisierung von B = (by, ..., b,,) zZu U = (uq,...,u,) € V"

1 *x ... %
B=uA mit A=|" 1 T cgen
0. 01
Zur Normalisierung nutzen wir A = diag(|u4|, ..., |u,|) € R™*™.
Fiir die Orthonormalbasis £ = (eq, ..., ¢,,) € V" gilt demnach
E=UAT also B=UAN=EAN=ER
D * ... x
mit R=aA=|" & Pl egmn
0. 0@

Diese Schreibweise entspricht der QR-Zerlegung in Satz S3E.

Robuste Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt
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Robust heif3t: Wir miissen lineare Unabhangigkeit nicht vorab priifen!

Algo S3p: robuste Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

Eingabe: ein Erzeugendensystem B = (b, ..., b,,) des Unterraums U
Ausgabe: eine Orthonormalbasis & = (e, ..., ¢;) des Unterraums U

1 k<0

2: for £ from 1 to n do

30 k< k+1; b < by uy <+ by, — f;llej(eﬂb;ﬁ)
4:  ifwuy, # 0then ey « uy/|ugl else k +— k—1

5

: return (e, ..., €;)

Dieser Algorithmus extrahiert aus B drei interessante Basen von U:
(1) die Teilfamilie B” = (b1, ..., b;,) wie im Basisauswahlsatz M2k,
(2) hieraus abgeleitet die Orthogonalbasis & = (uy, ..., uy,)

(3) und daraus die Orthonormalbasis & = (e, ..., ;).

A\ In der Numerik miissen wir immer mit Rundungsfehlern rechnen!
Statt u;, # 0 priift man besser |u,| > ¢ mit geeigneter Toleranz ¢ > 0.

© Wir konnen jede endliche orthonormale Familie in V erweitern zu
einer Orthonormalbasis, vorausgesetzt die Dimension ist abzéhlbar.

Korollar S3p: orthonormale Erganzung zu einer Basis
Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-)
und zudem abzéhlbar erzeugt, also V' = (v, : i € I')x mit I abzéhlbar.

Dann kann jede endliche orthornormale Familie (e, ..., e,) zu einer
orthonormalen Basis (e;) . ; erweitert werden, wobei {1,...,n} C J C N.
V.

Beweis: Ohne Einschrankung sei I C N, . Wir wenden den
Gram-Schmidt-Algorithmus S3p auf (e, ...,e,,v; : i € I) an.

n) v

Bemerkung: Damit das Gram-Schmidt—Verfahren S3c hier gelingt,
streichen wir jeden Vektor v,, der sich als Linearkombination seiner
Vorganger schreiben lasst (wie in M2k). Geschickt optimieren wir dazu
das Verfahren wie in S3D so, dass es diese Aufgabe von selbst erledigt.
Das entspricht genau dem Algorithmus zum Basisauswahlsatz M2k!
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Satz S3e: QR-Zerlegung, Existenz und Eindeutigkeit

Gegeben sei eine Matrix A € K™*™ mit linear unabhéngigen Spalten,
also rang A = n < m. Dazu existiert genau eine Zerlegung der Form

A=QR

wobei Q € K™*" orthonormale Spalten hat, also QQ = I, erfiillt,

und R € [%;°(R) eine obere Dreiecksmatrix ist, also r; ; = 0 fiir i > j,
und zudem positive Diagonaleintrige hat, also r; ; > 0 fiir alle 1.
Insbesondere gilt R € GL,,(K) und det(R) = r ; ---7,, ,, > 0. Quadratisch,
mit m = n, gilt det(A4) = det(Q) det(R) mit Orientierung det(Q) € {+1}.

Aufgabe: Folgern Sie Satz S3 aus dem Gram-Schmidt-Verfahren S3c.

Kurzfassung: Die Bedingungen A = QR mit QQ = 1 und R in PZSF
entsprechen Fourier—Koeffizienten und Normierung wie im Algorithmus.
Das zeigt Eindeutigkeit, der Algorithmus A i (@, R) garantiert Existenz.

Beweis: (1) Die Eindeutigkeit von (Q, R) folgt per Induktion iiber n.
Angenommen, es gilt A = QR. In den Spalten von A und @ heifit das:

a; =q1T11

(g = q1T1 2 + Q2722

Ap =41 T1n + ot An—1"n—1,n + AnTn.n

Hierbei seien ¢, g5, ---, g, € K™ orthonormal und r; ; > 0 fur alle 4.
Dann sind (@, R) die Daten aus dem Gram-Schmidt-Verfahren:
Fark <n fOIgt <Qk | a’n> = <qk ‘ Qn>rn,n + Z?:_ll<Qk ’ 4y >Tﬂ,n = Tk,n'
Wir setzen b, := a,, — >_7={ q;(qy | a,,) und erhalten b, = ¢, ,,.
Wegen |g,| =1undr, , >0giltr, , =|b,| und ¢, =b,/[b,|.

S319
Ausfithrung

Die QR-Zerlegung nach Gram-Schmidt

$320

Die QR-Zerlegung

(2) Wir beweisen die Existenz von (Q, R) zu A durch Konstruktion.

Dank Gram-Schmidt konstruieren wir aus den Spalten a4, ..., a,, € K™
der Matrix A eine orthonormale Familie ¢4, ..., g, € K™ wie folgt:
by == ay, @ = by/[ba],

by :=ay —q1(qy | ay), @z := by /| ba]|,

bn =y 22211 qk<qk | a’n>7 a4y = bn/”bn”
Umgekehrt gelesen erhalten wir daraus A = QR, denn

a; = q||by,
ay = @ollby| 4+ q1{qy | ay ),

Dabei ist Q = (¢y, ---,q,) € K™*" orthonormal und R € GL,, K

© Wir konnen das Gram-Schmidt—Verfahren robust formulieren (S3p):

Satz S3e: QR-Zerlegung, Existenz und Eindeutigkeit

Gegeben sei eine Matrix A € K™*" mit Rang rang A = r.
Dazu existiert genau eine Zerlegung A — (Q, R) der Form

A=QR

wobei Q € K™ orthonormale Spalten hat, also QTQ = I, erfiillt, und
R € K™ positive Zeilenstufenform (PZSF, mit Pivoteintragen in R_ ).

Speziell: Aus r = m folgt @ € GU, (K). Aus r = n folgt R € 4, °(R).
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Die QR-Zerlegung: Algorithmen

© Die QR-Zerlegung ist in der Numerik ein wichtiges Werkzeug,
etwa zur Berechnung einer Orthonormalbasis (wie oben S3D / S3E)
oder zur Behandlung von linearen Ausgleichsproblemen. (S3H)

Die Zerlegung A = QR ist eindeutig, also eine Abbildung A — (@, R).
Sie kann jedoch mit verschiedenen Algorithmen berechnet werden!

Die bekanntesten sind neben dem obigen Gram-Schmidt-Verfahren S3p
vor allem Givens—Rotationen S41 und Householder-Spiegelungen S4p.
Ersteres wird iiblicherweise in der Linearen Algebra benutzt,

da es geometrisch anschaulich ist und leicht zu erklaren.

In der oben angegebenen Standardform ist es leider numerisch instabil:
Es kann Eingabefehler und Rundungsfehler ungiinstig verstarken.

In der Numerik werden Sie daher weitere Verfahren zur QR-Zerlegung
kennenlernen und ihre Eigenschaften noch genauer analysieren.

Die Grundlage hierzu ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz S3E;

er erklart, was wir erreichen wollen, und dass es eindeutig moglich ist.

© Die QR-Zerlegung A 'z (Q, R), wie oben spezifiziert, ist eindeutig!
Der Rechenweg hingegen ist es nicht. Das Gram—-Schmidt-Verfahren
ist ein moglicher Weg zum Ziel, aber bei Weitem nicht der einzige.
Freuen Sie sich auf die genauere Untersuchung in der Numerik!

Ubung: Es gibt drei Varianten des Gram-Schmidt-Verfahrens:

1 Orthogonalisieren (ohne Normalisieren der Vektoren),

2 Orthonormalisieren mit sofortigem Normalisieren und

3 Orthonormalisieren mit abschliefendem Normalisieren.
Erklaren Sie diese drei Varianten und schreiben Sie jede explizit als

Algorithmus. Warum ergeben alle drei dasselbe Ergebnis? Welcher
Rechenweg scheint Thnen vorteilhaft, speziell fiir die Handrechnung?

Ubung: Zihlen Sie die benétigten Operationen im Grundkérper K.
Vergleichen Sie Gram—-Schmidt S3p mit Gauf§ D21 zur RZSF
sowie mit Gaufi—Hermite S1R, siche S324.
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Vergleich Gram-Schmidt vs Gauf3—Hermite

Die QR-Zerlegung ist sowohl theoretisch als auch praktisch relevant.
Aus geometrisch-topologischer Sicht stiftet sie die Bijektion

GO, (R) x 47°(R) = GL,(R) : (@, R) 2 A= QR
GU,(C) x °(C) > GL,(R) : (@, R) 4 A=QR

Das Produkt (@, R) — A = QR ist stetig, koordinatenweise eine Summe
von Produkten. (Alles sind Teilmengen des euklidischen Raumes K™*".)
Kleine Anderungen in @ und R bewirken nur kleine Anderungen in A.

Die Umkerung, also unsere QR-Zerlegung A — (Q, R), ist ebenfalls stetig,
wie unsere expliziten Formel zeigen. Wir haben daher nicht nur eine
Bijektion der obigen Mengen, sondern sogar einen Homdéomorphismus.

Ausblick: Hierbei ist die Menge 4. °(K) sternférmig zum Punkt 1.
Wir konnen diesen Faktor daher auf den Punkt 1 zusammenziehen.
Aus topologischer Sicht ist die ,unnétig grofie” Gruppe GL,, (K)
dquivalent zur ,kleinen” Gruppe GU,, (K). Letztere ist kompakt!

Aufgabe: Vergleichen Sie diese beiden Verfahren zur Orthogonalisierung.
Inwiefern tun beide genau dasselbe? Was machen sie unterschiedlich?

Losung: Beide berechnen einen Basiswechsel zu einer Orthogonalbasis.

(1) Gaufi-Hermite S1r gelingt immer, iiber jedem *DRing mit char K # 2,
und erlaubt iiber K = R, C, H insbesondere, In/Definitheit auszurechnen.
Gram-Schmidt S3c setzt K = R, C, H und positive Definitheit voraus.

Ohne diese Voraussetzung gilt: Fithrt Gram-Schmidt erfolgreich zu einer
OBasis mit (u; | u;) > 0 fiir alle 4, so ist die Form positiv definit (Satz S1Rr).

(2) Startet man Gaufi—Hermite S171 mit einer anisotropen Form, etwa
einem Skalarprodukt, so sind die Reparaturen (2,3) niemals notwendig,
und Rechenschritt (1) auf der Gram-Matrix ist genau derselbe wie
Gram-Schmidts Orthogonalprojektion des aktuellen Basisvektors.

(3) Gram—-Schmidt arbeitet direkt auf der Basis mit Basiswechseln,
doch Gau3—Hermite arbeitet auf der Gram—Matrix mit Basiswechseln.
Betrachtet man beides zugleich, so entsprechen sich die Daten perfekt.
© Kurzum: Beide Algorithmen sind Varianten derselben Rechnung.
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Aufgabe: Orthonormalisieren Sie die Spalten der Matrix A nach
Gram-Schmidt. Lesen Sie daraus die QR-Zerlegung A = QR ab.

a, Gy Uy ay U Uy Ay
1 4 1 4 1
(1) 1 0 @) 1 2
0 1 0 1 0 1
0 1 0 1
-1 0 -1 0 -1 2
A U A
© Orthogonalisierung erfordert nur Bruchrechnung in K.
e Uy €1 €2
1 5 12
I vaavel o e V2 22
1 0 1 o 0 3
=1 9 =1 2
V2 v2 3
Q R

© Lastige Wurzeln? Wir normalisieren erst ganz am Ende!

© Die vorgebene Matrix A € K™*" hat n linear unabhangige Spalten.
Wir konnen also gefahrlos die Gram—-Schmidt-Basisversion S3c nutzen.

Wir notieren hier A = @, R, von der Startmatrix (Q,, R,) = (4,1) Gber
die Orthogonalisierung (Q,,, R,,) = (U, A) mit UTU € N>° und A € 4}, in
normierter ZSF bis zur Orthonormalisierung (Q,,,, R,,) = (@, R) mit den
ersehnten Eigenschaften QTQ = 1,,,.,, und R € [ in positiver ZSF.

Schritt 1: Wir iibernehmen die erste Spalte u; = a;.

Die Normierung verschieben wir lieber ans Ende.

Schritt 2: Von der zweiten Spalte a, subtrahieren wir das A-Fache der
ersten Spalte u; also uy = ay — uy Ao mit Ay = (uy | ay)/(uy |ug) = 2.
© Damit haben wir die Orthogonalisierung A = UA gefunden.
Schritt 3: Wir normieren die erste Spalte zu e; = u; /|u4].

Schritt 4: Wir normieren die zweite Spalte zu ey = uy/|uy].

© Damit haben wir die Orthonormalisierung A = QR gefunden.
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Aufgabe: Orthonormalisieren Sie die Spalten der Matrix A nach
Gram-Schmidt. Lesen Sie daraus die QR-Zerlegung A = QR ab.

a, ay; a3 ay ag Uy U
01 5 4 5 1 2
(1) 0 1 5 2 3
0 0 0 1 - 0
0 0 1 1
0 -1 -5 0 -1 -1 2
A U A
12
®) \6511” 0 V2 5vV2 2v2 3v2
o3 o 0 0 3 3
V2 3
Q R

Robust heif3t: Wir miissen lineare Unabhangigkeit nicht vorab priifen,
dies erledigt das robuste Gram-Schmidt-Verfahren gleich mit.

A\ Die Spalten der Matrix A sind hier offensichtlich linear abhangig.
Die Basisversion S3c von Gram-Schmidt ist darauf nicht vorbereitet.
Wir nutzen frohgemut das robuste Gram-Schmidt-Verfahren S3p.

Die drei Spalten a4, a3, a; werden von den jeweils vorigen erzeugt. Das
robuste Gram—-Schmidt-Verfahren erkennt dies korrekt und nimmt diese
redundanten Vektoren nicht in die Basis auf. Es bleiben die Spalten a,,
und a,. Hier sehen wir die Rechnung aus dem vorigen Zahlenbeispiel.

Die Matrix @ = (e;, e,) ist dieselbe wie zuvor. Lediglich A hat nun fiinf
Spalten, um damit die fiinf Spalten von A darzustellen. Die relevanten
Spalten / Pivotspalten sind griin hinterlegt, die redundanten Spalten /
freien Spalten sind weify grundiert. Wie versprochen ist R in PZSF.

© Wir sehen daran nochmal: Das robuste Gram-Schmidt—-Verfahren S3p
kombiniert den wohlvertrauten Basisauswahlsatz M2k nach Gauf
mit anschliefender Orthonormalisierung S3c in der Basisversion.
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Beispiel: Zur weiteren Anschauung hier eine reelle Matrix A € R3*3,
zunéchst orthogonalisiert zu (U, A), dann orthonormalisiert zu (Q, R).

110 13 =271 3 3
101|=|1 -3 21]]01 ¢
011 Lo 1 2][0 0 1

Ubung: Rechnen Sie es selbst! Wie finden Sie die Koeffizienten A?
© Orthogonalisierung erfordert nur Bruchrechnung in K, hier R.
© Lastige Wurzeln? Wir normalisieren erst ganz am Ende!
Ubung: Machen Sie die Probe! Was genau ist hier zu priifen?

Beispiel: Zur Anschauung hier eine kleine komplexe Matrix A € C?*2,
zunachst orthogonalisiert zu (U, A), dann orthonormalisiert zu (@, R).

[1 1+i] 1 %] [1 171
i 2 i ] 0 1
-1 143 1
- \/ir 2\/5 ] [ \/22 Tyi? ]
i3
Lv2 25 0 5
Ubung: Rechnen Sie es selbst! Wie finden Sie die Koeffizienten A?

© Orthogonalisierung erfordert nur Bruchrechnung in K, hier C.
© Lastige Wurzeln? Wir normalisieren erst ganz am Ende!

© Wenn nur @ gefragt ist, dann kann man bei der Berechnung von U
alle Nenner wegskalieren und das Gegenstiick in A ignorieren.
Ubung: Machen Sie die Probe! Was genau ist hier zu priifen?
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Beispiel: Zur Anschauung zwei quaternionale Matrizen A, B € H?**?,
zunéchst orthogonalisiert zu (U, A), dann orthonormalisiert zu (Q, R).

A:'1 1'2[1 i1l1 0]:[%5 1 [\/5 0
] ' 0 1 o 0 V2
. i

s |- [ ) - [_

V2

(V2 jv2]
© Hier sind die Spalten von A schon orthogonal, auch das kommt vor.
Das nehmen wir gerne mit, dadurch wird die Rechnung sehr einfach.

I~
- gl b S

© Die Spalten von B sind H-linear abhéngig, genauer gilt b, - j = b,.
Dem robusten Gram-Schmidt-Verfahren S3p entgeht nichts!

A\ Zwar sind A und B transponiert, doch A ist invertierbar und B nicht!
Quaternionen liefern heilsame Gegenbeispiele und schulen die Prazision.

Beispiel: Hier eine dritte quaternionale Matrix C' € H3*2,

+2i—j—k

3 1 itk
—i+2j—k 3

—_ =

—e —e
Il

—_ =

3
. 0 1
—i—j+2k
o 3

—
=
—_

+2i—j—k
3v2 i+j+k
—i+2j-k [ V3 \J/g ]
3v2
—i—j+2k 0 V2
V3 3v2
Ubung: Rechnen Sie es selbst! Wie finden Sie die Koeffizienten A?
Mit etwas Ubung spiiren Sie erfreut, Quaternionen sind nicht schwer.
Anfangs war R ungewohnt, dann C, nun H, doch iiben hilft rasch.
Moglichst vielfaltige Beispiele illustrieren und erhellen.

- Sk Sl




Bestapproximation durch Orthogonalprojektion 5333

S334
Erlauterung

Bestapproximation durch Orthogonalprojektion

orthogonale Projektion auf \
U=<61,...,6n>gv \

Approximationsproblem: Zu v € V suchen wir den / einen Vektor v* € U,
der v am nachsten liegt. Existenz? eindeutig? effektiv? effizient?

Hierzu sei Vein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-) und Norm |-|.
Darin sei U < Vein endlich-dim. Untervektorraum, dimU = n < oco.

Lésung: Wir projizieren v orthogonal auf U zum Vektor v* = P} (v).

© Schon V = R? und n = 1 ist interessant, ebenso V =R3 und n = 1, 2.
Die geometrischen Argumente gelten ganz allgemein: Der Raum V darf
beliebig grof3 sein, etwa ein unendlich-dimensionaler Funktionenraum.
Lediglich der Unterraum U muss (vorerst) endlich-dimensional bleiben.

Ubung: Wie berechnen Sie im Raum R® den euklidischen Abstand des
Punktes p zu einer Geraden G = (u, )'? zu einer Ebenen E = (u,,uy)'?
Welche Rechentechniken und Beweisargumente kennen Sie hierzu?

Beispiel: Vorgelegt ist eine Funktion f: [, 7] — R, etwa f(z) = z?.

Zu n € N gesucht ist die/eine Bestapproximation f,(z) = Y_7_ ¢, el*,
die den mittleren quadratischen Fehler [™ |f,(z) — f(z)|? dz minimiert.

Aufgabe: Wie bestimmen Sie die Parameter ¢, € C moglichst effizient?

Losung: Als Fourier-Koeffizienten, also ¢, = (e, | f)! Dass dies eine
optimale Losung ist, sogar die einzige, verdanken wir folgendem Satz.

Den Approximationsfehler, also die verbleibende Differenz f,, — f,
konnen wir auf viele verschiedene Weisen messen und bewerten,
etwa durch das Supremum sup|f,, — f| oder [™_|f, (z) — f(z)|P dz.
Diese Normen sind in Analysis, Numerik und Optimierung wichtig,
erfordern jedoch sehr aufwéndig maflgeschneiderte Methoden.

Nur fiir p = 2 haben wir eine so schone und einfache Antwort!
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Bestapproximation durch Orthogonalprojektion e

Satz S3F: Gauf} 1795, Bessel 1818

Uber K = R, C, H sei Vein Vektorraum mit hermitescher Form (-|-).
Sei U < Vein Unterraum mit einer Orthonormalbasis e, ..., e,, oder
allgemein einer Orthogonalbasis mit (e, | e, ) > 0 fur alle k € {1, ... ,n}.

(1) Orthogonalprojektion: Zu jedem v € Vexistiert genau ein Vektor
v* =7, e, € Umit (v—v*) L U. Dieser ist explizit gegeben durch

v, = (e, |v)/(e,le.), seine Fourier-Koeflizienten.
(2) Bestapproximation: Fiir alle Konkurrenten u € U ~\ {v*} gilt
lo—ul® = Jo—v" P+ " —uf> > Jo—ov|?.

(3) Bessel-Gleichung: Dank v = v* + (v — v*) und Pythagoras S3A gilt

lo]?> = |v*|* + |v—v*|* (Approximationsfehler)

(4) Zusammen mit v — " > 0 folgt Jo]? > 0" = S5y e,/fogl? > 0. |

Beweis: (1) Genau dann gilt (v — v*) L U, wenn fiir alle k£ € {1, ... ,n} gilt:

ONB

0= (eplv—v') = (ep]v)— Sylele;)v; =

Es gibt genau eine Losung: v* = ) 7 e,v, mit v, = (e, |v)/ (e, | e).

(e |v) — (e, len) vy

(2) Fir jeden Konkurrenten u € U gilt u = v* + >, e, 1), mit p € K, also

lo—ul® = [[(v=v") = Zpepmel® = To— 01>+ Zles]* el

(3) Dies folgt aus der orthogonalen Zerlegung v = v* + (v — v*).

© Approximation interessiert uns in jedem K-Vektorraum V mit Norm.
Speziell fiir ein Skalarprodukt gentigt hierzu die Orthogonalprojektion!
Ich formuliere den Satz umsichtig mit minimalen Voraussetzungen:

© Fur die Aussagen (1-3) gentigt eine hermitesche Form (-|-). Dank der
vorausgesetzten Orthonormalbasis ey, ..., e, ist sie positiv definit auf U.
Fir (1) geniigt schon (e | e, ) # 0, erst fiir (2) bendtigen wir (e, | e, ) > 0.
Fir die Ungleichung (4) geniigt, dass (-|-) auf Vpositiv semidefinit ist.
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Problemstellung: Zu l6sen sei iiber K = R, C, H das Gleichungssystem

Az =b

mit A € K™*" von Rang rang A = n < m und rechter Seite b € K™.

(0) Seien ag, ..., a, € K™ die Spalten von Aund U = (ay, ..., a, )i <K™
der Spaltenraum von A. Genau dann ist Az = b 16sbar, wenn b € U gilt.

(1) Allgemein suchen wir Naherungslosungen z* € K”. Der Fehlervektor

v=Ax* —b

soll dabei moglich klein sein, wir wollen also die Norm |v| minimieren.
Nach Satz S3F ist dies dquivalent zu v L U, und somit zu v L a, fiir alle
i=1,...,n, kurz ATv = 0. Ausgeschrieben bedeutet das:

AtAz* = ATh

© Statt unserer urspriinglichen, eventuell iiberbestimmten Gleichung
Az = b l6sen wir diese Umformung; die Letztere ist eindeutig losbar.

Lemma S3G: die hermitesche Matrix At A iiber K =R, C, H

Zu jeder Matrix A € K™ " ist ATA € K™ hermitesch (symmetrisch
iiber R) und erfiillt Ker(ATA) = Ker A und somit rang(AfA) = rang A.

Beweis: Es gilt (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Wir zeigen Ker(ATA) = Ker A:
Klar ist ,D“. Wir zeigen ,C*: Hierzu sei v € Ker(ATA), also AT Av = 0.
Dann gilt 0 = v (AT Av) = (Av)T(Av), also Av = 0, somit v € Ker A.
Daraus folgt rang(AA) = rang A dank Rangsatz M1v.

Bemerkung: Wir nutzen hier wesentlich K = R, C und die positive
Definitheit des euklidischen Skalarprodukts (u|v) = ufv.

Uber beliebigen Kérpern gilt diese Aussage nicht! Als einfaches
Gegenbeispiel betrachte man die Matrix A = [1] € FZ mit ATA = 0.
(@ Was tut hier die Moore-Penrose-Pseudoinverse A* = (At A)~1Af?
Ganz einfach: orthogonale Projektion auf das Bild Im A, dann Urbild.
© Diese Idee bauen wir in §T5.2 in voller Allgemeinheit aus.
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Satz S3H: Ndherungslosung eines tiberbestimmten Gleichungssystems

Zu l6sen sei tiber K = R, C, H das lineare Gleichungssystem

Az =b

mit A € K™*" von Rang rang A = n < m und rechter Seite b € K™.

(0) Dank S3F existiert genau eine Bestapproximation z* € K™ mit
minimaler Fehlernorm |Az* — b|, gegeben durch At Az* = Afb.

(1) Dank des vorigen Lemmas ist AT A € K™*" invertierbar, also gilt:

z* = (ATA) 1 Alp

(2) Die QR-Zerlegung A = QR dank Satz S3E vereinfacht dies zu

Rz* = QTb

Diese Gleichung kann durch Rickwértseinsetzen leicht gelost werden.

Beweis: Die Aussagen (0) und (1) haben wir zuvor schon hergeleitet.
(2) Aus ATAz* = ATbund A = QR folgt RTQTQRz* = RTQ',
dank Q'Q = E,, und R € ¢.°(R) also Rz* = Q'x.

© Wir nennen A* = (ATA)~! A" daher die Pseudoinverse zu A.
Zur Gleichung Az = b berechnet sie die Naherungslosung z* = A*b.
Ist die Matrix A invertierbar, so auch Af, und dann gilt At = A7L.
In diesem Falle ist unsere Naherungslosung die exakte Losung.

Aus der QR-Zerlegung A = QR folgt AT = R71Q".

Das ist besonders elegant und einfach zu rechnen.

© Die QR-Zerlegung ist ein Standardverfahren der (numerischen)
Linearen Algebra und in jeder guten Softwarebibliothek professionell
implementiert. Darauf konnen und sollten wir zuriickgreifen.

Dabher ist es sinnvoll, ein gegebenes Problem, wie oben Az = b,
auf ein solches, bewihrtes Standardverfahren zurickzufuhren.
Sobald dies gelingt, ist unser Problem gelost.
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Die hier gezeigte Technik heifit Methode der kleinsten Quadrate.
Wir minimieren dabei die Summe der Fehlerquadrate.

Sie ist ein wunderbar-geniales Universalwerkzeug, beginnend mit der
Bestapproximation S3F nach Gauf3-Bessel, iiber die Naherungslosung
S3H eines iiberbestimmten Gleichungssystems dank der Pseudoinversen
A* = (ATA)71 A%, hin zu zahlreichen Varianten und Anwendungen der
Ausgleichsrechnung etwa in der Numerik (siehe §T5.2), der Statistik oder
jungst im Maschinellen Lernen. Abstrakt heif3t vielseitig anwendbar!

Uberbestimmte Gleichungssysteme Az = b treten typischerweise wie
folgt auf: Wir interessieren uns fiir eine (kleine) Anzahl von Kenngréfien
Zq,...,Z,. Zu ihrer Bestimmung haben wir eine (grofie) Anzahl von
Messungen by, ..., b,,. Bei jedem Messvorgang treten unvermeidliche
Messfehler auf, daher ist es im Prinzip vorteilhaft, moglichst viele
Messungen zu machen. Andererseits konnen wir dann nicht mehr
erwarten, hierzu eine exakte Losung x zu finden.

Die Methode der kleinsten Quadrate wurde unabhéngig von Gaufl und
Legendre entwickelt (Legendre veroffentlichte sie 1805, Gauf3 1809).
Beide nutzten dieses Verfahren, um astronomische Umlaufbahnen
anhand von Beobachtungsdaten moglichst genau zu bestimmen.

Am Neujahrstag 1801 entdeckte der Astronom Giuseppe Piazzi den
Zwergplaneten Ceres. Vierzig Tage lang konnte er seine Bahn verfolgen,
doch dann verschwand Ceres hinter der Sonne. Viele Astronomen
versuchten erfolglos, anhand von Piazzis Beobachtungensdaten die Bahn
zu berechnen und zu verfolgen, doch Ceres bleib verschwunden.

Dem 24-jahrigen Gauf§ gelang der Durchbruch, die Bahn wesentlich
genauer zu berechnen, indem er zur Ausgleichsrechnung die Methode
der kleinsten Quadrate nutzte. Ausgehend von Gauf’ Vorhersage konnte
der Astronom Franz Xaver von Zach nach beinahe einem ganzen Jahr,
am 7. und 31. Dezember 1801 Ceres tatsdachlich wiederfinden.
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Ceres befand sich etwa 7° von der zuvor vermuteten Stelle, also mehr als
13 Vollmondbreiten. Das illustriert die schwierige Datenlage und die
durchschlagende Verbesserung durch Mathematik und neue Verfahren.
Dieser sensationelle Erfolg machten Gaufl und seine Methode berithmt.

Ubrigens nutzte Gaufy im Zuge seiner astronomischen Berechnungen
ganz systematisch noch ein weiteres wichtiges Werkzeug: die Losung
linearer Gleichungssysteme durch sukzessive Elimination der Variablen.
Diese Rechenmethode war zuvor schon benutzt worden, doch Gauf3
fihrte sie virtuos zu hochster Bliite. Seine erste Verdffentlichung zu
diesem Thema stammt aus dem Jahr 1810. Die Mathematik allgemein,
und speziell die Lineare Algebra, entspringt und niitzt direkt praktischen
Anwendungen. Sie als abstrakt zu beschimpfen zeugt von Ignoranz.

Sowohl das Ausgleichs- als auch das Eliminationsverfahren wurden in
der Folgezeit in der Geodiasie zur Landvermessung eingesetzt. Daher ist
der zweite Namensgeber des Gaufi—Jordan—Verfahrens nicht etwa der
Mathematiker Camille Jordan, sondern der Geodat Wilhelm Jordan.

Dieser historische Riickblick ist in sich schon eine faszinierende
Geschichte. Zudem sehen wir daran erneut sehr eindriicklich,
dass die scheinbar so abstrakten Methoden der Linearen Algebra
auf ganz konkrete Fragestellungen und Bediirfnisse antworten.

Daher das eingangs zitierte Motto dieses Kapitels:

Unsere AllergrofSten, wie Archimedes, Newton, Gaufs,
haben stets Theorie und Anwendungen gleichmdflig umfasst.
Felix Klein (1849-1925)

Mathematik ist immer beides: sowohl abstrakte Theorie als auch
konkrete Anwendung; sie sind keine Gegensatze, sie ergénzen sich,
die eine kann nur mit der anderen dauerhaft erfolgreich sein.

Am besten, Sie erlernen und beherrschen beides!
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Fiir Funktionen f, g : R — C mit Periode T'nutzen wir das Skalarprodukt

T —
(flg) = %/ f(t) g(t) dt.
t=0

Sei w = 27/T. Als Basisfunktion ¢, : R — C mit k € Z definieren wir

ep(t) := et = cos(kwt) + isin(kwt).

Thre Linearkombinationen sind die trigonometrischen Polynome:

n

Zf ethet, g(t)zz:g(f)e“’”t mit  f(k),§(¢) e C.

k=—n b=—n

Aufgabe: Wie bestimmt die Funktion f: R — C ihr Spektrum f : Z — C?
Wir nutzen Orthonormalitat: Berechnen Sie hierzu die Skalarprodukte

(0) (1]ey), (1) (ex [ €r), (2) (exl9). ®3) (flg) 4) (f1 )
(5) Entwickeln Sie f(t) = sin®t und g( ) = cos® t in Fourier—Polynome.

(6) Berechnen Sie daraus 5= [27 sin® tdt und 2t [ cos® tdt.

Losung: (0) Wir berechnen (1 | e, ). Fiir n = 0 ist es besonders leicht:

1 (T 1 (T
<1yeo>”:”—/ 1.ei0wtdt:—/ ldt = 1
Tt:() Tt

-0
Fir n € Z mit n # 0 nutzen wir den HDI und wT' = 27

o 1 HDI 1r1 . T
1 Del — 1.einwt J¢ ‘2 [_ 1nwt] = 0.
(Llen) T/t=0 ¢ Tlinw °© +=0

(1) Orthonormalitit — Wir berechnen die gesuchten Skalarprodukte:

def 1 T Def 1 T
(crle) 2 7 [ et = L[ e
T t T t

=0 =0

T .
by 1 / oil—hjot g © 0 furk+#¢,
T/ 1 firk="¢.

—ikwt eilwt dt

© Die Basis (e},) ez ist orthonormal beziiglich des Skalarprodukts!
Das ist analog zur Geometrie des euklidischen Raumes R" bzw. C™.

© Im Komplexen ist alles halb so schwer und doppelt so schon!
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(2) Fourier — Dank Linearitat und Orthonormalitit erhalten wir:

(enl) = (en] 32 900ec) £ 3 o) (enlen) 2 b

© Das Skalarprodukt filtert den gewiinschten Koeffizienten heraus!
(3) Parseval — Dank Bilinearitat und Orthonormalitat erhalten wir:

19y 2 (X fen] 3o a0e) £ 30 70 (o] 3 0)er)

k——n k=—n

L Z Zf(k)g(€)<ek|eg> = an F(k) 4(k)

k=—nf=—n k=—n

© Diese Rechnung gilt allgemein fiir Orthonormalbasen wie im R".

(4) Energiegleichung — Fur das Normquadrat gilt Pythagoras (S3A):

TLERNIGE

k=—n
© Das Normquadrat ist die Summe der Koeffizientenquadrate.

(5) Wir entwickeln f und g dank der Euler-Formel e'* = cost + isin ¢:

e\ 11 1
f(t) =sin(t)? = (—e 2.e ) =g g e =5 -

i 4 2 4°
it | o—it\ 3
g(t) = cos(t)® = (_e -1-26 ) =

1
5 cos(2t)

3 3
31t it —it —3it
—|—8 e’ +- 3 e —1—8 e

1
8
3 o1 ,

1 cos(t) + 1 cos(3t)

© Dank Orthonormalitit (1) lesen wir die Fourier-Koeffizienten ab (2).
(6) Wir nutzen die Energiegleichung (4) und Fourier—Koeffizienten (5):

2m : N 5)
i/ sinttdt = (f|f) 2 Z f(k)P =
t

2m =0 k=—n

w

8
2 Def (4) n 2 5 5
costdt = (gg) = > lak)* =

21 Jiso k=——n

© Die Energiegleichung gilt allgemein fir Fourier-Reihen!
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Satz S31: trigonometrische Orthonormalbasis

Die Menge aller Funktionen f: R — C ist ein C-Vektorraum. Hierin ist
die Teilmenge aller T-periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Als Basisfunktion e, : R — C mit k£ € Z und w = 27/T definieren wir

ep(t) := eFwt = cos(kwt) + isin(kwt).

Diese erzeugen den Unterraum V = {}%_ ¢, e |n €N, ¢, € C} der
trigonometrischen Polynome. Hierauf haben wir das Skalarprodukt

/f

VxV—=C:(f,9) = (flg):

Damit gelten die Orthonormalitatsrelationen

(e ley) = 0 furk#¢:
FIEE™ N1 firk = ¢

paarweise Orthogonalitit,

Normierung auf Lange 1.

Korollar S3j: Fourier—Koeffizienten durch Skalarprodukt

(1) Wir betrachten ein trigonometrisches Polynom:

=

Z cy eilwt —

{=—n

%) + Z ay cos(fwt) + by sin(fwt)
=1

Die Funktion f bestimmt die Koeffizienten durch Fourier-Integrale:

T
e = (el £) = (R ) =7 [ e fit)a
bzw. tzo
ay, = (2cos(kwt) | f) = %/ cos(kwt) f(t) dt,
t=0
T
b, = (2sin(kwt) | f) = % / sin(ket) f(2) dt.
t=0

© Die Formeln fir die Koeflizienten ¢, sind besonders schon, da die
Funktionen e, (t) = e*** orthonormal sind. Hingegen sind cos(kwt) und
sin(kwt) zwar orthogonal, aber mit L?~Norm +/2/2 statt Normierung 1.
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© Dieselben Gleichungen nutzen wir allgemein fiir Fourier—Reihen.
© Das Fourier-Integral filtert den gewtinschten Koeffizienten heraus!
© Das Skalarprodukt beschert uns Struktur, Klarheit und Ubersicht.
© Die Orthonormalitat der Basis (e},),cz Vereinfacht die Rechnung.

Korollar S3j: Jede Funktion bestimmt ihre Koeffizienten.
(2) Die Funktionen f, g : R — C seien gegeben als Fourier-Polynome
0= fber )= 3 gy,
k=—n k=—n
(2a) Aus f(k) = §(k) fir alle k = —n, ..., n folgt offensichtlich f = g.
(2b) Umgekehrt folgt aus f = g auch f = §, dank der Fourier-Integrale:

und g(¢

T T
foy = 7 [ e = [ ega = oo

=0 =0

© Koeffizientenvergeich! Dazu gentigt bereits f = g fast tiberall.

Korollar S3j: Norm und Skalarprodukt

(3) Koeffizienten f(k), §(k) € C definieren trigonometrische Polynome

— Z f'(k) eikwt

k=—n

n

Z g(k> eikwt

k=—n

und g¢(t) =

Fiir ihre Norm und ihr Skalarprodukt gilt nach Pythagoras (S3a)

T
l/ ot = Z’f kurz  |flze = Ifle,
k=—n
/ FOatydt =Y f(k)§(k), kurz (f|g)r>=(f|§)e
k=—n

© Diese Isometrie ist eine zentrale Eigenschaft der Fourier-Theorie.
Fiir trigonometrische Polynome folgt dies direkt aus der Orthonormalitét
der Basis (ey,)cz- Erfreulicherweise gilt dies nach Vervollstandigung
ganz allgemein fiir alle quadrat-integrierbaren Funktionen!
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Beispiel Beispiel
Sei Vder C-Vektorraum aller 2r—periodischen, stiickweise stetigen Losung: Der Fourier-Koeffizient c, ist der Mittelwert iiber eine Periode:
Funktionen f, ¢ : R — C mit dem (semidefiniten) Skalarprodukt e
1 /" €= 5o e i0ka gdx =0 (ungerader Integrand)
(£l9) = 57 | F@latt)da, e
- Fiir k # 0 nutzen wir partielle Integration:
Sei f: R — R ungerade und 2n—periodisch mit f(z) = z/2 fur |z| < 7. v 1T v Lol o T T
Der erste Teil der Ubung ist wie immer, die Funktion zu skizzieren: % = 4] ¢ dz = in ( [E € a:} T / %€ dx)
- A~ P - — ;|: —ink . _ Limk ] = (—1 k L
— _ . el e = g
7 — ~ Damit haben wir zu f € V die Bestapproximation f,, € U,, gefunden:
o o o o 0 ”
N\ ks e - _ j1 Sin(kz)
Aufgabe: Berechnen Sie die Bestapproximation f,, € U,, im Unterraum fnlz) = ;( 1)*1 2% - ;( 1) k
U, = (e, |—n < k < n) < Vder Fourier-Polynome vom Grad < n. sin% sin3z sindr sin na
= singx — — B RS o i
© Das scheint zunéchst ein verbliiffend schwieriges Problem zu sein, S 2 + 3 4 e (=) n

doch dank Satz S3F wird alles leicht! Integration aus der Schule geniigt.
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Umrechnung der Koeflizienten fiir die Sinus-Cosinus-Reihe:

1
ap =cp+c_, =0, b, =i(c, —c_p) = (—1)F*1 -
Zum Vergleich nochmal direkt die Integrale fiir a;, b, mit k£ > 1:

1 ™
a, = — / gcos(km) dz (ungerader Integrand)

_ %T ([x sinikx)]ﬂﬁ B /: singm) dx) 0
b, = %/: g sin(kz) dz
(s )

Zur Berechnung von a;, b, sind zwei reelle Integrale notig, fiir ¢, nur ein
komplexes; die Wahl des Rechenwegs ist meist Geschmackssache.
Die Umrechnung zwischen a;, b, und ¢, gelingt jedenfalls leicht.

© Die Fourier-Koeflizienten ay, by, ¢, sind hier leicht zu berechnen.

Da freell ist, gilt a;, b, € Rund c_;, = ¢;. Da f ungerade, gilt a;, = 0.

© Die folgenden Graphiken zeigen hierzu die Fourier-Polynome f,,.
Wir wollen verstehen, ob und in welchem Sinne f,, gegen f konvergiert.

© Fir jeden Punkt z € R gilt augenscheinlich f, (z) — f(z) fir n — oo:
In den Punkten z = 0 und z = 7 ist dies klar, ansonsten keineswegs!

@ Die Koeffizienten klingen nur langsam ab (~ 1/k), das heif3t auch
hohe Frequenzen tragen noch deutlich bei: Die Fourier—Reihe ist ,rau®.

/\ Wir sehen recht eindringlich das sogenannte Gibbs—Phénomen:
Die Funktionen f,, iiberschwingen in Sprungstellen um ca. 9%.

@ Es gilt daher keine gleichméflige Konvergenz f,, — fauf R:
Ein kleiner e-Schlauch um f enthélt nicht alle f,, fir n > n,,.

© Auf jedem Intervall I = [—7 + §, ™ — 0] abseits der Sprungstellen
konvergiert f, gleichméflig gegen f: Zu jedem e > 0 liegen schlie3lich
alle f,, im e-Schlauch um f auf I. Auch das ist bemerkenswert!
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Die ersten Fourier-Polynome f;, f, dhneln f zunéichst nur grob:

_~ I I
ZaN NEER
N >/

<
\ \

. -~

Die nachsten Fourier-Polynome f;, f, ahneln f schon etwas mehr:

ad I
\

S fs —

=

\
\
) T
/{ =
e ,
\ \
) 54
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Die Fourier-Polynome tiberschwingen bis zu 9% der Sprunghéhe:

f_
fro —

7

yZ

‘,‘,¢7

e

A S
~

v
\
\
A
|
|
;

Wir haben die Sdgezahnfunktion f: R — R durch Fourier-Polynome
f1, f2, f3, - - R = R angenihert: Dies ist die L?~Bestapproximation!
Die gezeigten Graphiken suggerieren, dass dies erstaunlich gut gelingt.
Obwohl f unstetig ist, ndhern sich die Funktionen f,, doch recht gut an.

Ich habe dieses Beispiel so weit getrieben, wie es mit den Werkzeugen
der Linearen Algebra (und etwas Integration aus der Schule) moglich ist.
Die genauere Untersuchung lernen Sie in der Analysis. Als Ausblick will
ich die Antworten auf die Konvergenzfrage wenigstens kurz skizzieren.

Es gilt Konvergenz im quadratischen Mittel: Fiir jede 2r—periodische
Funktion f: R - C mit |f] < oo gilt |f — £,] \, 0, somit | ] * | ]
Beziiglich der L?~Norm gilt also: Jede quadrat-integrierbare Funktion f
lasst sich beliebig gut durch ihre Fourier—-Polynome f, approximieren.

Die Frage der punktweisen Konvergenz |f(z) — f,,(z)| — 0 oder der
gleichméfligen Konvergenz sup,g|f(z) — f,, ()| — 0 ist kniffliger.
Hierzu nenne ist das folgende berithmte Kriterium von Dirichlet,
das fiir viele praktischen Anwendungen geniigt.
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Satz S3k: Konvergenz beziiglich der L2-~Norm
Sei f: R — C absolut integrierbar auf [0, 7] und T-periodisch.

Die Fourier-Analyse zerlegt das Signal f in sein Spektrum f:zZ->cC
gegeben durch die Koeffizienten f(k) := (e, | f) = 7 [[Lo e f(t) dt

Dabei gilt die Parseval-Gleichung, auch Energiegleichung genannt:

(t))2dt = Z\f

k=—o00

1fle = | flee also = /

Ist f quadrat-integrierbar, also | f|| < oo, so konvergieren die Fourier-
Polynome f,, beziiglich der L2~Norm, also | f — f,| \ 0 fiir n — oo.

Beispiel: Die Sdgezahnfunktion liefert die bemerkenswerte Gleichung

oo1 2

/ t 7 |

i
S i

(o]

© © © A SN
Links-/rechtsseitiger Grenzwert und Ableitungen von fim Punkt x:
SOt g0 e
/ = Jim 2 — 2T / iy LS S
f'(@=) = lim e f'(@+) = lim —

Die Dirichlet-Bedingung fordert, dass alle vier Grenzwerte existieren.
Wir nennen f sprungnormiert, falls f(z) = 1[f(z+) + f(z—)] gilt.

flz—) = f(=).
) hat fin z eine Sprungstelle (siehe Skizze).

Stetigkeit im Punkt 2 € R ist d4quivalent zu f(z+) =
Im Falle f(z+) # f(z—

Differenzierbarkeit im Punkt = impliziert Stetigkeit und ist 4quivalent zu
Dirichlet mit f(z+) = f(z—) = f(z) und f'(z+) = f'(z—) = f'(x).
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Satz S3v: Dirichlet-Kriterium fir Fourier—Reihen
Sei f: R — C absolut integrierbar auf [0, 27] und 27—periodisch.

(1) Angenommen, f: R — C erfiillt die Dirichlet-Bedingung im Punkt z,
d.h. beide Grenzwerte f(z+) und beide Ableitungen f’(z+) existieren.
Dann konvergiert in diesem Punkt « die Fourier-Reihe f,, (z) gemaf3

n — oQ.

fal@) =30 cpe™ = %[f(a:+)+ flz—)] fir

Spezialfalle: (1a) Es gilt f, (x) — f(z) falls f in 2 sprungnormiert ist, also
f(z) = 1[f(z+) + f(z—)], oder sogar stetig, also f(z+) = f(z).

(1b) Ist f: R — C stiickweise stetig differenzierbar und tiberall stetig bzw.
sprungnormiert, dann konvergiert f,, (z) — f(z) in jeden Punkt z € R.

(2) Ist f: R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit |f'| < L,
so konvergiert die Fourier-Reihe f,, — f sogar gleichmaf3ig auf ganz R:

(@) = f(@)] < 2L-In(n)/n

-0 fir n— o

Beispiel: Unsere Sdgezahnfunktion erfillt die Dirichlet-Bedingung in
jedem Punkt z € R (Ubung!) und ist zudem sprungnormiert. Daher gilt in
jedem Punkt z € R die Konvergenz f, (z) — f(z) fir n — oo.

© Damit haben wir die Funktion f in ihre Fourier—Reihe entwickelt!
Das ist kein Fourier—Polynom mehr, sondern eine unendliche Reihe:

= s = sin(kx
fla) = Yo e = Yy )
k=1 2k k=1 k
. sin 2x i sin3x sindx i sin 5x
= sinx — —
2 3 4 5

© Daraus konnen wir fiir erstaunliche Reihen den Grenzwert ablesen.
Die Auswertung im Punkt z = 7/2 bzw. z = 7/3 zum Beispiel ergibt:

ol o1l 1+1 L =T 07853981633
35 79 13 15 T4
111 1 1 1 1

l— s - — 4= — o4 —— 4. =—— =0.6045997880..

2 4 5 7 8 10 11 3v3
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Definition S4A: Isometrie sesquilinearer Raume

Ein isometrischer Homomorphismus f : (U, «) — (V, 8) sesquilinearer
Raume tiber (K, o) ist eine K-lineare Abbildung, die die Formen erhalt:

B(f(w), f(v)) = a(u,v)

Ist f zudem injektiv, so nennen wir f eine isometrische Einbettung.
Ist f sogar bijektiv, so nennen wir f einen isometrischen Isomorphismus.

fir alle u,v € U

Beispiel: Uber K = R,C,H sei A € K”™ und f: K™ — K" : v =+ Av.
Isometrie u' AT Av = ulv fiir alle u,v € K™ bedeutet ATA=1,,,..

Die Spalten von A sind demnach orthonormal (S10), somit insbesondere
linear unabhéngig (S10), und demnach ist f injektiv.

Aufgabe: Ist a regular, so ist jede Isometrie f: (U,a) — (V, ) injektiv.

Beweis: Regular bedeutet, zu jedem Verdachtigen v € U \ {0} existiert
ein Zeuge u € U mit a(u,v) # 0. Es folgt 5(f(u), f(v)) # 0, also f(v) # 0.
(Ist « sogar anisotrop, so geniigt u = v als Zeuge, denn «a(v,v) # 0.)

© Im Raum (V, 3) verbinden sich zwei Strukturen: Der lineare Raum V
iiber dem Grundring (K, o), und die sesquilineare Form g: V x V — K.
Erst mit der Form § kdnnen wir anfangen, Geometrie zu treiben, etwa
Orthogonalitit u L v erklaren durch 8(u,v) und noch viel Schones mehr.
Diese geometrischen Begriffe haben allein im linearen Raum Vnoch
keinen Sinn, erst die Form § erschlief3t uns die geometrische Welt.

© Zu Recht mochten Sie einwenden, dass Sie hier beim besten Willen
noch keine Geometrie sehen. Beginnen wir also mit dem vertrauten und
konkreten Raum (R", (-|-)) und seinen grofien Briidern (C", (-|-)) und
(H"™, (-|-)). Hier spiiren Sie den geometrischen Zugewinn sehr deutlich!

Mutig und selbstbewusst erlauben wir iiber K = R, C, H mit o = conjg
hinaus einen beliebigen *Ring (K, o), und tiber das anschaulich vertraute
Standardskalarprodukt hinaus ganz allgemein sesquilineare Formen.
Dieser Mut wird belohnt. Er fordert sorgsame Grundlagen, prazise
Begriffe und wirksame Werkzeuge. Das ist nach anfinglicher Miihe ein
Gewinn: Wir verstehen genauer und kénnen allgemeiner anwenden.
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Ein Homomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung.

Hier, fiir sesquilineare Riume, nennen wir dies kurz Isometrie.

Satz S4A: Identitat und Komposition und Umkehrung

(1) Fur jeden sesquilinearen Raum (V, ) ist idy, : V' — Veine Isometrie.
(2)Sind f: (U,a) = (V,B)und g : (V, ) — (W, ) Isometrien,

so auch ihre Komposition go f: (U, a) — (W, 7).

(3)Ist f: (U,a) = (V, B) eine Isometrie und bijektiv,

so auch die Umkehrung g = f~1: (V,8) — (U, ).

Beweis: (1) Wir haben id,, € Homg (V, V) und fir alle u, v € Vgilt:
plidy(u),idy(v)) = B(u,v)
(2) Wir haben g o f € Homg (U, W) und fiir alle u, v € U gilt:
V(g e F)w), (g f)(v) =(g(f(w)),9(f(v) = B(f(u), f(v)) = alu,v)
(3) Wir haben f~! € Homy (V,U) und fiir alle u,v € Vgilt:

a(f ), f7H(v) = BU(FHw), F(f () = Blu,v)

Das sind die vertrauten Rechenregeln, wie wir sie von Homomorphismen
nun schon lange kennen und lieben: Lineare Raume / Vektorraume und
lineare Abbildungen, zuvor Ringe / Kérper und ihre Homomorphismen,
ebenso Monoide / Gruppen und ihre Homomorphismen. Kurzum:

Sesquilineare Raume (V, 3) und ihre Isometrien bilden eine Kategorie.
Das bedeutet, es gelten die Eigenschaften (1) und (2) des Satzes.

Die Denkweise in strukturerhaltenden Abbildungen ist ein Leitmotiv
moderner Mathematik. Selbst wenn man diese nicht in den Mittelpunkt
des Interesses riickt, so sind sie doch immer und tiberall prasent als
unsere universellen Werkzeuge und freundlichen Helferlein

— iiberall wo Abbildungen komponiert und invertiert werden.

Diese Rechenregeln sind zugegeben noch nicht besonders tiefsinnig und
ihr Beweis ist nahezu mithelose Routine, dennoch es lohnt sich, sie
explizit festzuhalten und sich frith bewusst zu machen, allein schon um
die notigen Definitionen zu festigen. Wir werden sie namlich erstaunlich
oft nutzen, dann also besser sicher-bewusst als unsicher-unbewusst.




5405 5406

Isometrische Homomorphismen erhalten die Form. eaverung| | 1ISOmetrische Homomorphismen erhalten die Form. Ausfiihrung
Seien (U, «) und (V, §) hermitesche Raume iiber dem *Ring (K o) Die Polarisierung kennen wir in zwei Hirtegraden, siehe S1r: Uber (K, id)
mit ihren quadratischen Formen p(u) = a(u, u) und ¢(v) = (v, v). haben wir Bilinearformen §. Thre zugehérigen quadratischen Formen q
Eine Isometrie f: (U,p) — (V, q) quadratischer Raume ist eine konnen wir prézise beschreiben, sowie explizit die jeweilige Bilinearform
K-lineare Abbildung f: U — Vmit p(u) = ¢(f(u)) fir alle u € U. rekonstruieren (sofern 2 € K* gilt, wir also halbieren kdnnen).

Satz S4B: Die quadratische Form geniigt. Allgemein iiber (K, o) ist die Zuordnung  — ¢ immerhin noch injektiv
Der *Ring (K, o) sei nullteilerfrei und char K 2. (sofern 2 # 0 und K nullteilerfrei ist). Diese allgemeine Rekonstruktion

ist nicht explizit, daher weniger befriedigend, aber ebenso niitzlich, wie
wir hier erneut sehen. Sie erlaubt uns, quadratische Formen iiber allen
Korpern (K, o) mit char K # 2 einheitlich zu beantworten.

Jede Isometrie f: (U,p) — (V,q) quadratischer Raume tiber (K, o) ist
eine Isometrie f: (U,a) — (V, ) der zugehorigen hermiteschen Réume.

Beweis: Wir definieren die SForm «y: U x U — K durch die Differenz

v(u,v) = a(u,v) — B(f(u), f(v)). Da o und B hermitesch tiber (K, o) sind,
gilt dies auch fiir v. Ihre quadratische Form ist r(u) = p(u) — q(f(u)) = 0.
Dank Polarisierung S1t folgt v = 0, also a(u, v) = B(f(u), f(v)).

Die wichtigsten Anwendungen finden wir natiirlich tiber K = R, C, H mit
o = conjg. Hier kénnen wir mit etwas Scharfsinn explizit polarisieren,

und das ist fiir die Geometrie iiberaus hilfreich: Allein aus der Norm |-|
oder dem Normquadrat ||-|? kénnen wir dank Parallelogrammgleichung

Beispiel: Uber K = R,C,H sei f: K™ — K" : v = Av linear. Ist f das Skalarprodukt (-|-) rekonstruieren, siehe Satz S21. Wenn man es
normerhaltend, also || f(u)| = |u| fiir alle w € K™, so ist f formerhaltend recht bedenkt, ist das schon hochst erstaunlich und soll hier zitierfahig
(f(u)] f(v)) = (u|v) fur alle u,v € K™, also eine euklidische Isometrie. festgehalten und gebithrend zelebriert werden.
Isometrische Homomorphismen erhalten alle Abstande. ™1 | Isometrische Homomorphismen erhalten alle Abstande. pusfbrang
Korollar S4B: Isometrie beziiglich Skalarprodukt, Norm, Metrik Das Skalarprodukt (-|-) auf Vist das stirkste dieser drei Werkzeuge:

.. Damit ir in Vinsb dere Winkel, L d Abstéande.
Uber K =R,C,Hsei f: V — U eine lineare Abbildung zwischen AL Iessetl it tl ¥ msbesondere WiLkel, Langen ui srande

unitdren Raumen (V, (-|-)y,) und (U, (-|-)y). Dann sind dquivalent:
(1) Die lineare Abbildung f: V — U erhilt alle Skalarprodukte:

Die Norm |-| misst nur noch die Langen von Vektoren,
aber keine Winkel mehr. Das ist also deutlich schwicher.

Die Metrik d schlie8lich misst nur noch Abstande
(f) | f(V))y=(v|v')y, fiurallev,v eV und nutzt die lineare Struktur tiberhaupt nicht.

Das Skalarprodukt (-|-) auf Vinduziert die Norm ||, und diese induziert

S e e e s die Metrik d. Der Informationsgehalt nimmt dabei scheinbar strikt ab.

1F)y = |v]y fiir alle v € V Klar ist: Jede Abbildung, die alle Abstande erhalt, erhalt auch alle Laingen
[v]| = d(0,v). Bemerkenswert ist hingegen: Jede lineare Abbildung, die
(3) Die lineare Abbildung f: V — U erhilt alle Absténde: die Norm erhilt, erhalt automatisch immer auch das Skalarprodukt.
dy(f(v), f(0")) = dy{v,v’) fiir alle v, € V Erinnerung: Die eindeutige Rekonstruierbarkeit (2) = (1) gilt iiber jedem
v ’ viv ’ involutiven Ring (K, o), der nullteilerfrei ist und 2 # 0 erfiillt, siehe S1L.
Beweis: Fiir (1) < (2)" nutzen wir Polarisierung S21 iiber K = R, C, H. © Speziell iiber K = R, C, H haben wir die Parallelogrammgleichung

Die anderen Implikationen ,,(1) = (2) <> (3)“ sind trivial. und daraus die elegant-explizite Polarisierung S21.
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‘ / Captain Jack Sparrow braucht

EEaaEERENE \ keinen magischen Kompass:

4 Er berechnet einfach die

Fourier-Koeffizienten!

P~ | :
Wir finden |z — u;[* = (2 — u; |2 —u;) = [2]* — 2(u; | ) + ug[?,
umgestellt also (u, |z) = [d ( u;)? + d(O,x) d(u;,z)?]/2.

Satz S4c: Positionsbestimmung aka global positioning system / GPS

(0) Wir betrachten R™ mit Orthonormalbasis (uy, ..., u,,). Jeder Punkt
x =Y ", u;\; ist bestimmt durch seine Abstande zu 0, u,, ..., u,, dank

(14d(0,2)? — d(u;, z)?)/2.

A=y |x) =

Zahlenbeispiel: Finden Sie alle Punkte z € R® mit folgenden Abstinden:
d(z,0) = V35, d(z,e;) = V30, d(z,ey) =38, d(z,e;) =26
Losung: Dank unserer Vorbereitung lesen wir die Koordinaten ab:

2, =(1+35-30)/2= 3
= (1+35—38)/2=—1
zs=(1+35-26)/2= 5
Eindeutigkeit: Dank S4c ist dies die einzig mogliche Losung.

Existenz: Der Punkt 2 = (3, —1, 5) erfiillt die geforderten Abstédnde.
Machen Sie flink die Probe, indem Sie die vier Abstinde ausrechnen!

Ubung: Klar ist, dass die drei Koordinaten in R? die vier Abstinden in
RY, definieren. Aber warum gelingt dies eindeutig auch umgekehrt?
Sind je n + 1 Abstinde in R%{' durch einen Punkt z € R" realisierbar?
Diskutieren Sie fiir n = 1,2, 3 moglichst einfache Gegenbeispiele!
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(@ Im Allgemeinen sind die Referenzpunkte keine Orthonormalbasis.
Zum Glick kennen wir die Berechnung der Fourier—Koeffizienten S1o.

Aufgabe: Formulieren und beweisen Sie dies fiir jede affin regulédre Basis!

Satz S4c: Positionsbestimmung aka Fourier—Koeffizienten
(1) Sei (V, B) ein symmetrischer Raum tiber dem CRing K mit 2 € K*.

Gegeben seien Punkte ug, uq, ..., u,, € Vals K-affine Basis, das heifit,
(uy — ug, ..., u,, — ug) ist eine K-lineare Basis von V. Zudem sei ihre
Gram-Matrix B = f(u; — ug, u; — ug){=1 71 € K**™ invertierbar.

Jeder Punkt z = uy + Y, (u; — uy)A,; in Vist eindeutig bestimmt durch
seine ,Abstiande” ¢(z — u;) zu den Referenzpunkten g, u, ..., u;.

Beweis: Wir diirfen u, = 0 annehmen, notfalls verschieben wir um .
Wir finden ¢(z — u;) = B(z —u,;,,z — u;) = q(z) — 26(z,u;) + q(u;).
Damit erhalten wir u,; := S(u;, z) = (¢(u;) + q¢(z) — ¢(x —u;))/2.
Dank S1o gilt 4 = B), wir erhalten so A = B~1j € K™,

© Das ist die bew#hrte Polarisierung, dank zweiter binomischer Formel.
Eine allgemeine Konfiguration verlangt Inversion der Gram-Matrix B.
Im Spezialfall einer Orthonormalbasis, mit B = 1, entfallt dieser Schritt,
und die Positionsbestimmung (0) wird rechnerisch verbliiffend einfach.

© Die obige Graphik zeigt: Nur n Referenzpunkte geniigen noch nicht,
um durch Abstandsmessung im R™ die Position eindeutig festzulegen.
Mit n + 1 affin unabhangigen Referenzpunkten gelingt es jedoch!

Das ist die Grundlage der GPS-Navigation, siehe Seite S413.

© In der Ebene R? schneiden wir Kreise, im Raum R3 Sphiren, etc.
Auf den ersten Blick miissen wir also fiirchten, quadratische Ausdriicke
auflésen zu missen (oder gar noch Schlimmeres). Die genial-einfache
Polarisierung reduziert dies jedoch effizient auf lineare Gleichungen.

© Wir erkennen hierin ein erfreuliches Leitmotiv der Linearen Algebra:
Quadratische und bilineare Formen lagern noch so nahe zur Linearitat,
dass wir die bewéhrten lineare Methoden auch hier einsetzen kénnen.
Das ist wunderschon und niitzlich, sehr geschickt und effizient!
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Einsteins Relativitit wird verehrt als Inbegriff einer genialen Theorie,
sie geniefit Kultstatus in der Popkultur. Wie jede mathematische Theorie
gilt sie vielen jedoch als nutzlos-abstrakt und fern alltdglichen Lebens.
Das Gegenteil ist der Fall: Wir alle nutzen die Relativitatstheorie téglich!
Sie ist nicht nur Grundlage der modernen Astronomie, von schwarzen
Lochern bis Gravitationswellen, sondern mitten im Alltag angekommen,
insbesondere in den Milliardenprojekten rund um Satellitennavigation.

Flugzeuge, Schiffe, Autos, Mobiltelephone nutzen Satellitennavigation,
genauer das Global Navigation Satellite System (GNSS) und speziell
das US-amerikanische NAVSTAR Global Positioning System (GPS).
Relativitat ist dabei nicht blof} eine unwichtige Spitzfindigkeit, sondern
ihr genaues Verstandnis und ihre praktische Anwendung sind essentiell.

Die GPS-Konfiguration besteht aus (mindestens) 24 Satelliten, sodass
von jedem Punkt der Erde zu jeder Zeit mindestens vier sichtbar sind.
Jeder Satellit S; sendet standig seine aktuelle Position und Systemzeit.
Aus der Signallaufzeit berechnet der Empfinger die Entfernung r; zu S;.

Die Entfernung r; zu einem ersten Satelliten S; geniigt noch nicht: Der Empfanger findet sich
irgendwo auf der Sphéare um S, mit Radius r,. Die Entfernung r, zu einem zweiten Satelliten
S, schriankt weiter ein: Schnittmenge zweier Sphéren (in allgemeiner Lage) ist eine Kreislinie.
Die Entfernung r5 zu einem dritten Satelliten Sy lasst als Schnittmenge nur noch zwei Punkte.
Eine der beiden Losungen liegt weit iiber der Erde, somit ist die andere als richtige erkennbar.
Diese quadratischen Gleichungen werden in kartesischen Koordinaten gelést und geozentrisch in
Kugelkoordinaten umgerechnet zu geographischer Lange ¢, Breite 1%, Héhe h = r — r,.

Wir bendtigen Prazision! Jeder Satellit tragt eine Atomuhr mit einer wochentlichen Genauigkeit
von § ~ 1ns = 1079 s. Im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3 - 108 m/s entspricht das

der raumlichen Entfernung ¢ 6 = 30 cm. Handelstibliche mobile GPS-Empfénger haben jedoch
keine langzeitstabile Atomuhr, sondern nur eine lokale Messgenauigkeit um 10 ns, also etwa 3 m.
Hinzu kommen zuféllige Storungen und Messfehler. Die erreichte Genauigkeit ist bemerkenswert
und liegt bei etwa 10 m! Im Auto geniigt dies gerade noch fiir Position und Geschwindigkeit.

Raumlich geniigen die Abstande zu drei Satelliten. GPS-Empfanger fithren keine ausreichend
genaue absolute Uhrzeit, um die Laufzeiten prazise genug zu messen. Deshalb wird zusatzlich
das Signal eines vierten Satelliten genutzt, und so die obige Rechnung statt im euklidischen R3
in der vierdimensionalen Minkowski-Raumzeit R3*! durchgefiihrt. Das Prinzip ist dasselbe.

Siehe G. Strang, K. Borre: Linear Algebra, Geodesy, and GPS (1997) sowie fir technische
Spezifikationen www.navcen.uscg.gov/sites/default/files/pdf/gps/sigspec/gpsspsl.pdf
Damit konnen Sie die konkreten Daten einsetzen und selbstandig alle Rechnungen priifen.
Die Miihe lohnt sich, denn GPS ist ein mathematisch-physikalisch-technisches Meisterwerk.
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Um die nétige extreme Prézision zu gewahrleisten, miissen vermeidbare
Fehler als solche erkannt und moglichst behoben werden. Dazu zéhlen
insbesondere relativistische Effekte, diese sind hier deutlich spiirbar!
Ein Objekt mit Geschwindigkeit v im Erdgravitationsfeld GM /r hat eine
Eigenzeit A7im Vergleich zur Referenzzeit At weit auf3erhalb der Erde:

At 1 v?  GM

At 2c?2  rc?

Im Vergleich zwischen Satellit S und Empfanger E erhalten wir somit:
13713

1 (Y5, GMN (v, GM
ATy 2¢2  rgc? 2¢?

rgc?
Fiir GPS-Satelliten gilt ¢ ~ 26580 km und vg ~ 3872m/s. Am Aquator
haben wir 75 ~ 6380 km und vy ~ 464 m/s. Die Korrekturen sind also:

. 'UQE U% 11
SI(Ii 5;;5 __Ei;i ~ ——8.3' 10 ~ ——7.2/LS/Chiy
GM GM
GRT: ——— ~ 531-1071% ~ 459pus/day

rpc®  rgc?

Aufgrund spezieller Relativitat (SRT) gehen Satellitenuhren um 7200 ns pro Tag nach, aufgrund
allgemeiner Relativitit (GRT) um 45900 ns vor, in der Summe also 38600 ns vor. Wir benétigen
aber eine Genauigkeit im Bereich von wenigen Nanosekunden! Dazu wird ein genial-einfacher
Trick angewendet: Die Satellitenuhren werden nicht auf ihre nominelle Frequenz 10.23 Mhz
geeicht, sondern auf 10.229999995453 Mhz. Das erledigt die relativistisch nétige Korrektur!
Von der Erde aus gesehen ticken die Satelliten mit der gewiinschten Frequenz von 10.23 Mhz.

Die Physik arbeitet seit tiber hundert Jahren mit Einsteins spezieller Relativitatstheorie (1905)
und seiner allgemeinen Relativititstheorie (1915). Beide sind in vielen Situationen mit grofier
Genauigkeit experimentell tiberpriift worden, zum Beispiel durch astronomische Beobachtungen,
beim Miion-Zerfall in der Erdatmosphire, in Teilchenbeschleunigern, und vielen mehr. Die sehr
genauen Zeitmessungen des GPSystems sind eine weitere beeindruckende Illustration. Hier wirkt
die Theorie auch umgekehrt auf ingenieurstechnische Fragen der Konstruktion: Um die nétige
Zeitgenauigkeit zu garantieren, wurden die Satelliten sorgfiltig relativistisch korrekt konstruiert.
Damit ist Einsteins Relativitdtstheorie innerhalb eines Jahrhunderts alltagsrelevant geworden.

Fake science? In Diskussionsforen tobt die Debatte, ob die relativistischen Korrekturen fiir das
Funktionieren des GPSystems absolut notwendig sind, oder ob es auch irgendwie anders ginge:
Speziell fiir die Positionsbestimmung kénnte der Empfanger die Absolutzeit tiberfliissig machen,
indem er nur Laufzeitdifferenzen misst und verrechnet. Das ist eine alternative Herangehensweise,
zur (polemischen?) Ausfithrung siehe www.alternativephysics.oxrg/book/GPSmythology.htm.

Klar ist und bleibt dabei: Die Zeitdilatation ist real, sie wird im GPSystem tatsachlich gemessen,
und ihre Korrektur ist zur globalen Kalibrierung der GPSystemzeit notwendig. Science works!



http://www.navcen.uscg.gov/sites/default/files/pdf/gps/sigspec/gpssps1.pdf
http://www.alternativephysics.org/book/GPSmythology.htm
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Definition S4p: isometrische Abbildung

Sei K = R, C, H mit ¢ = conjg. Eine isometrische Abbildung

1) ... f: (V,{(-]-)y) = (U, (-|-)y) zwischen unitdren Rdumen ist
eine K-lineare Abbildung f: V' — U, die alle Skalarprodukte erhalt.

@2)... 1 (V,|-lv) = (U, |-ly) zwischen normierten Raumen ist
eine K-lineare Abbildung f: V' — U, die alle Normen erhalt.

(3) ... f: (V,dy) = (U,dy) zwischen metrischen Raumen ist
eine (beliebige) Abbildung f: V' — U, die alle Absténde erhalt.

Ein Isometriepaar (f,g) : (V,(-|-)y) = (U, (-|-)y) besteht aus
isometrischen K-Homomorphismen f: V - Uund g: U —» V
mit g o f = idy,und f o g = idy;, ebenso fiir Normen und Metriken.

Fir metrische Raume (3) sind Vund U beliebige Mengen, und f: V — U
eine beliebige Abbildung, die lediglich die Abstande erhalten muss.
Der folgende Satz rekonstruiert Linearitat iiber R falls moglich.

Wenn wir von ,Geometrie” sprechen oder ,metrische Eigenschaften®
nutzen, so gibt es hierzu mindestens drei Geschmacksrichtungen:
Skalarprodukt, Norm, Metrik (von stark zu schwach, von speziell zu
allgemein). Fiir jede Sichtweise gibt es den passenden Isometriebegriff.
Das sind die Homomorphismen in der jeweils betrachteten Kategorie.

Ubung: In allen drei Féllen gelten die vertrauten Rechenregeln aus dem
obigen Satz S4a, wir erhalten also jeweils eine Kategorie:

1 Unitare Raume (V, (-|-)y,) und ihre Isometrien

2 Normierte Rdume (V, |-|) und ihre Isometrien

3 Metrische Rdume (V, d) und ihre Isometrien
© Das ist ein weiterer Vorteil der kategoriellen Denkweise: Sie ermutigt,
ja zwingt uns dazu, die betrachteten Strukturen explizit zu benennen.
Insbesondere hier, wo mehrere Interpretationen nebeneinander moglich

und sinvoll sind, fithrt uns dies geradwegs zu praziser Sprache und klarer
Unterscheidung ,in welcher Kategorie® wir gerade arbeiten.

Rigididat euklidischer Isometrien e
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Eine affine Abbildung f: R™ — R" ist von der Form f(z) = Az + b
mit linearem Anteil A € R™*™ und Verschiebungsvektor b € R™.

Satz S4ke: Rigiditat euklidischer Isometrien
Wir betrachten (R™, d) und (R, d) mit ihrer euklidischen Metrik.

(1) Eine affine Abbildung f: R™ — R" : z — Az + b ist isometrisch
gdw die Matrix A orthonormale Spalten hat, also ATA =1, erfiillt.

(2) Jede isometrische Abbildung f: (R™,d) — (R",d) ist affin-linear
wie in (1) angegeben, also von der Form f(z) = Az +bmit ATA=1_ ., .
Die affine Linearitat von f wird hier nicht gefordert, sondern gefolgert!

Bewegung starrer Korper: Sei X C R™ eine beliebige Teilmenge, darin
gebe es z(, xq, ..., z,, € X affin unabhangig, das heiflit z; — z, ...,z

1y T, — Lo
linear unabhéngig tiber R. Das gilt zum Beispiel falls {0, e, ... ,¢,,} C X.

(3) Dann lasst sich jede isometrische Abbildung ¢ : (X,d) — (R",d)
eindeutig fortsetzen zu einer Isometrie f: (R™,d) — (R", d) wie in (2).

7em

Sie kennen lineare Abbildungen g : U — Vzwischen linearen Raumen.
Affine Abbildungen f: U — V'sind von der Form f(u) — g(u) + vy, wir
erweitern unsere Moglichkeiten um den Verschiebungsvektor v, € V.
Jede lineare Abbildung g erfiillt zwangsweise g(0) = 0, wie sie wissen.
Nach Verschiebung erreichen wir nun flexibler f(0) = g(0) + v, = v,.

Fir viele praktische Anwendungen sind affin-lineare Abbildungen der
passende Begriff. Wenn wir zum Beispiel die Bewegung eines Korpers im
R? beschreiben wollen, etwa ein Fahrzeug, so benétigen wir dazu die
Position / Verschiebung und zudem die Orientierung / Drehung im Raum.
Genau das leistet eine affine Isometrie wie in (1) erklart.

Uberaus bemerkenswert ist hier die obige Umkehrung (2):
Allein aus (rein metrischer) Isometrie folgt die Linearitat!
Das beweisen wir dank obiger Positionsbestimmung S4c.
Es entspricht unserer Erfahrung mit starren Koérpern.
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Beispiele: Als vertraute Isometrien des R™ kennen wir Verschiebungen,
Drehungen und Spiegelungen, und somit auch alle Kompositionen davon.

Auf C = R? erhilt die Konjugation conj als Spiegelung an der reellen

Achse zwar alle Abstinde, ist aber nicht C-linear, sondern nur R-linear.

Aufgabe: Aussage (1) haben wir bereits in Korollar S4B bewiesen.
Fithren Sie das Argument aus, nun zusatzlich mit Verschiebung.

Beweis: (1) Fir alle z € R™ gilt:

d(0,x)? =z|? =21,
d(f(0), f(z))* = |Az|? = zTATAx.
Gleichheit fiir alle z ist dquivalent zu ATA = 1,,,,.. Nachrechnen:

Die Implikation ,,<* ist klar. Wir zeigen ,=": Wir vergleichen die
quadratischen Formen p(z) = z'1,,,,, r und ¢(z) = 2T AT Az auf R™.
Beide sind gleich, dank Polarisierung sind auch ihre Bilinearformen
gleich, somit auch die darstellenden Matrizen: 1,,,,, = AT A.

(2)Ist f: (R™,d) —

verschoben zu g(z) =

(2a) Sei uy, ..., u,,
Die Abstande zwischen 0, uy, ..., u

(R™, d) eine Isometrie, so auch g : (R™,d) — (R",d)
f(z) — b. Wir setzen b = f(0) und erhalten ¢(0) = 0.
in R™ eine Orthonormalbasis, etwa die kanonische.

m sind d(0,u;)* = |u;* = (u; |u;) =1,
d(u;,u)? = Ju; —u? = (u; —u, u, —uy) = |u|? = 2(u [ uy) + Juy|* = 2.
Dasselbe gilt fiir ihre Bilder v; = g(u,), ..., v,, = g(u,,) in R™, also sind

rvm

auch diese orthonormal. Wir ergénzen zu einer ONB vy, ..., v,,, ..., v,,.
(2a) Firz e R™ giltz = ) 1“1% mit z; = (1+d(z,0)? — d(z,u;)?)/2.
Fir y = g(z) gilt ebenso y = 7, v,y; mit y, = (1+d(y, 0)? — d(y, v,)?)/2.

Da g alle Abstande erhalt, wissen wir dank Positionsbestimmung S4c:

o o 1Fd(@,0)? —d(z,u;)? _ 1+d(g(x),9(0))* — d(g(x), 9(ui)* _
i = 9 = 9 =Y
Es gilt >™, 22 = d(z,0)2 = d(y,0)? = >, y?, also y; = 0 fiir i > m.
Wir schlieflen daraus g(u,z; + - + u,,2,,) = v, + -+ v,,T,),.

Das zeigt die Behauptung: g ist linear, somit f affin-linear.
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Alternativer Beweis: (2) Ist f: (R™,d) —
g: (R™,d) = (R",d) mit g(z) = f(x) — f(0). Zudem gilt nun ¢(0) = 0.

(2a) Die Standardbasis e, ..., €,, des Raum (R™, (-|-)) ist orthonormal.
Die Abstinde zwischen 0, ey, ..., e,, sind d(e;,0)% = |e;|? = (e; |e;) = 1,
2 _ 2 _ — |2 2 _
de;,e;) = le; —e;1* = (e; —e;|e; —e;) = [e;|* —2(e; | ;) + [e;]° = 2.
Dasselbe gilt fiir ihre Bilder v; = g(e,), ..., v,, = g(e,,) in R™, also sind
auch diese orthonormal. Wir ergdnzen zu einer ONB v, ..., v U

my e

(2b) Dies beschert uns eine Drehmatrix 7' = (vy, ..., v,,) € GO, (R).
Somit ist auch die Komposition h = T~! o g : R™ — R" eine Isometrie,
nun mit h(e;) = e, fiir alle ¢ = 1, ..., m. Dank Positionsbestimmung S4c
folgt h(z) = (z,0) fiir alle z € R™. Wir schlieffen daraus zuriick auf
g(xz) = Az mit A = (vq,...,v,,) und f(z) = Az + b mit b = f(0).

© Dieses raffinierte Argument ist besonders elegant und effizient:
Im zweiten Teil nutzen wir die Gruppeneigenschaft von SO,, (R).
Das hilft spiirbar: Mehr Struktur heifit weniger Miihsal.

ne

(R™, d) eine Isometrie, so auch

Wer schon mal Mobel geschleppt oder andere starre Kérper bewegt hat,
kennt die Rigiditéat: Die Referenzpunkte 0, e;, e5, e; werden starr bewegt,
alle anderen Punkte folgen ebenso starr dank Positionsbestimmung S4c.

Der Rigiditétssatz ist einerseits anschaulich physikalisch plausibel,
bei genauer Betrachtung jedoch mathematisch hochst erstaunlich.
Wie gewinnen wir aus wenig Struktur (hier die Abstdnde der Metrik)
gratis viel Struktur (hier zusétzlich die ersehnte affine Linearitét)?

Die erste Schwierigkeit dabei ist, die Aussage zu formulieren,
die zweite dann, einen tragfahigen Beweis auszuarbeiten.
Beides gelingt Thnen nun dank wirksamer Werkzeuge.

Kontrast: Ist jede metrische Isometrie f: C — C automatisch C-linear?
Nein! Auf C erhalt die Konjugation conj¢ als Spiegelung an der reellen
Achse zwar alle Abstande, ist aber nicht C-linear, sondern nur R-linear.
Linearitit ist also keineswegs automatisch. Fiir C! iiber C geniigt hierzu
nicht allein die Abstandstreue, wir benétigen auch Orientierungstreue.

Ubung: Formulieren und beweisen Sie die Rigiditét fiir C* {iber C!
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Die unitare Gruppe GU(V, 8) > SU(V, B)

Definition S4F: die unitare Gruppe

Sei (V, B) ein hermitescher Raum tiber (K, o), etwa K = R, C, H.
Ein K-linearer Endomorphismus f: V' — Vheifit Automorphismus,
wenn er invertierbar ist. Diese bilden die allgemeine lineare Gruppe

GL(V) = Autg (V) := { f € Endg(V) | f ist invertierbar }.

Ist der Automorphismus f zudem isometrisch, so nennen wir f unitar,
das bedeutet ausgeschrieben g(f(u), f(v)) = B(u,v) fur alle u,v € V.
Diese bilden die Isometriegruppe oder (allgemeine) unitire Gruppe

GU(V, B) = Autg (V, B) = { f € Autg (V)| f ist isometrisch }.

Ist dimg (V) endlich und K kommutativ, so haben wir die Determinante
det : Endg (V) — K (02a). Dies definiert die spezielle unitiare Gruppe

SU(V,B) = SAutg(V,B) ={f € GU(V,B) |det f =1}.

v

Aufgabe: Damit ist GU = GUg(V, ) < (Autg(V), o, id;,) eine UGruppe.
Wiederholung: Was genau ist hierzu noch zu zeigen? Zeigen Sie es!

Beweis: (1) Es gilt idy, € GU, denn
Blidy(w), idy(v)) = B(u,v).
(2) Fur f,g € GU gilt f o g € GU, denn
B(ge F)(u), (g° f)v)) = Blg(f(u), 9(f(v)) = B(f(u), f(v)) = B(u,v).
(3) Fiir f € GU gilt f~! € GU, denn
B (w), 71 (v) = BU(fH (W), F(F7H () = Blu, ).

© Das ist eine Spezialisierung des Satzes S4A zu Identitat und
Komposition und Inversion. Dasselbe gilt somit in jeder Kategorie.

Ubung: Ebenso ist SU = SUg(V, B) < (GU(V, B), o,idy,) eine UGruppe,
sogar eine normale Untergruppe als Kern des Homomorphismus det.
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Die unitiare Gruppe GU(V, ) > SU(V, B)

Als unser Leitbeispiel betrachten wir:

(V,8) = (B)

Uber (K, o) sei also B € K"*" eine hermitesche Matrix. Auf V = K"
definiert dies die hermitesche Form 3 : K" x K" — K : (u,v) = ufBv

Aufgabe: Sei A € K™*™. Wann ist f: K" — K" : v — Av isometrisch?
Losung: Isometrie heifit, fiir alle Vektoren u,v € K" gilt:
u'Bv = B(u,v) = B(Au, Av) = (Au)' B (Av) = ut ATB Av

Daraus folgt B = ATBA, indem wir v = e, und v = e; betrachten fiir alle
i,j € {1,...,n}. Fir die unitare Gruppe bedeutet das zusammengefasst:

GU(V,B) = {A € GL,K|A'BA = B}

Triviales Beispiel: Fur B =0,,,,, gilt 8 = 0 und GU(K",0) = GL,, (K).

Allgemein haben wir:

Sei (V, B) ein hermitescher Raum tiber (K, o). Darin sei (by, ..., b,,)

eine Basis und B = (b;, b;);; € K**" die zugehorige Gram-Matrix.
Jeden Endomorphismus f: V — Vstellen wir dar durch seine Matrix
Ae K" mitz =), bu; = f(x) =, b;u; wobei v’ = Au. Ebenso
y=>,bv, = fly) =>,bv, mit v = Av. Isometrie bedeutet nun:

ulBv = B(z,y) = B(f(z), f(y)) = (Au)' B (Av) = u'ATB Av

Daraus folgt B = ATBA, indem wir u = e, und v = e; betrachten fur alle
i, € {1,...,n}. Somit ist die lineare Abbildung f eine Isometrie genau
dann, wenn die darstellende Matrix A die Gleichung ATBA = B erfiillt:

GU(V,B) = {A e GL,K|A'BA = B}
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Unitare Matrix, orthogonale Matrix

Definition S4G: unitare Matrix, orthogonale Matrix

Sei (K, o) ein *Korper, *DRing oder *CRing, etwa K = R, C, H mit conj.
Die kanonische Sesquilinearform auf K" iiber (K, o) ist 8 : (u,v) = ufv.
Hier haben unitire Automorphismen eine besonders einfache Form:

(1) Eine Matrix A € K™*™ iiber (K, o) heif3t unitér, falls gilt:

ATA=1

Es folgt AAT = I, also A € GL,, K mit A~ = A'. Beispiel: (C, conj).
(2) Eine Matrix A € K™*™ iiber (K, idy ) heiflt orthogonal, falls gilt:

ATA=1

Es folgt AAT = I, also A € GL, K mit A~! = AT. Beispiel: (R, id).

© Sind die Spalten orthonormal, so auch die Zeilen, und umgekehrt!

Beziiglich der Standardform S bedeutet A € K™*" isometrisch:
ulv = B(u,v) = B(Au, Av) = (Au)T(Av) = uAT Av, also ATA =T
© Sind die Spalten orthonormal, so auch die Zeilen, und umgekehrt!

Wiederholung: Wie folgt aus AT A = I die Gleichung AAT = I?
Warum geniigt hierzu, dass K ein Korper ist? ein DRing? ein CRing?
Hier zahlt sich erneut Ihre solide Vorbereitung der Grundlagen aus!

Losung: (1) Uber jedem Divisionsring K haben wir dank D20 starke und
effiziente Invertierbarkeitskriterien fiir quadratische Matrizen A € K™*":
Jede Linksinverse zu A ist eine Rechtsinverse zu A und umgekehrt.

© Hier ist AT zu A linksinvers, AT A = I, also auch rechtsinvers, AAT = I.

(2) Uber jedem kommutativen Ring K haben wir die Determinante O2g,
die Adjunkte und die Inversionsformel O2r. Damit folgt insbesondere:
Genau dann ist A € K»*" invertierbar, wenn det A € K invertierbar ist.
© Aus ATA = I folgt det(A)? det(A) = 1, also det(A) € K*, demnach

A € GL,, somit A~! = A dank Eindeutigkeit der Inversen (J1K).

Die klassischen Gruppen: orthogonal, unitar, symplektisch o
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Orthogonale und unitare Gruppen

Definition S4c: die klassischen Matrixgruppen iiber K = R, C, H

In jeder Dimension n € N, haben wir den Matrixring K"*" und hierin
GL,K = {A €K™ |detA#0}, SL,K={AcK™"|detA=1}

Die Matrizen, die das Skalarprodukt erhalten, bilden Untergruppen:
GU,K={AeK”"|ATA=1}, SU,K={AecGU,K|detA=1}

Dies sind die klassischen Matrixgruppen. Traditionelle Bezeichnung:
GO,R={AeR™"|ATA=1}, SO,R={A€GO,R|detA=1},
GU,C={AeC™™|ATA=1}, SU,C={A€GU,C|detA=1},

Sp, H={AecH"" | ATA=1T}. (keine Determinante iiber H)

GO,, R bzw. SO,, R ist die allgemeine / spezielle orthogonale Gruppe,
GU,, Cbzw. SU,, C die allgemeine / spezielle unitire Gruppe tiber C
und schlieflich Sp H die symplektische Gruppe tiber H.

Ich pladiere dafiir, ,unitar® inklusiv zu gebrauchen fiir alle drei Falle
K = R, C, H, und ,orthogonal® zur Betonung des Spezialfalls K = R.

Eigentlich sollte eine Matrix A € GO,, R nicht ,orthogonal® heiflen,
sondern ,orthonormal®, das wire logisch, ist aber leider nicht iblich.

Auch fiir Matrizen A € GU,, C tiber C sind die Spalten orthonormal,
solche komplexen Matrizen heiflen jedoch traditionell unitdr. Nun gut.

Im reellen Falle A € GO, R gilt det A € {£1}, denn
) = det(ATA) = det(A)%.

Wir haben die Zerlegung CO,, = GO} LU GO, wobei GO;” = SO, :
mit det A = +1 orientierungserhaltend, umkehrend mit det A = —1.

1 =det(1

nxn

Im komplexen Falle A € GU,, C gilt entsprechend det A € S', denn
1 =det(1,,,) = det(ATA) = |det(A4)|>.

Da H nicht kommutativ ist, haben wir hier keine Determinante.
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Satz S4H: kleine orthogonale und unitare Gruppen

Fir n = 1 haben wir GL; K = K* sowie hierin jeweils
GO,R = {a€eR|a? =1} ={£1} = S,
GU,C = {ze€C|]2|* =1} = St
Trivial sind hierin {1} = SL; R = SO, R = SL; C = SU, C. Fir n = 2 gilt
GO,R = { (Z_zi] a,b; f’b? - 1:&1,} allgemein und speziell
~ fJa —b a,b eR, _ cosf —sind ~ «l
SO2R_{_I) a] a2+b2:1}_{[sin0 COSHHGGR} =5,
[ 2 —w\ z,w, A € C, : .
GU,C = { s E)\] 22 + [w]? = 1 = |)\|} allgemein und speziell
_flz—w| Ja+ib—c+id a,b,c,d € R, ~ 3
SU,C = {_w Z’] N L—I—id a—ib] a2+b2+02+d2=1} = 5%

Aufgabe: Beweisen Sie die behaupteten Mengengleichheiten!

Beweis: Die Aussagen fiir n = 1 sind klar nach Definition. Sei also n = 2.
Wir konnen die beiden Falle K = R, C gleich gemeinsam behandeln:

,2" Jede Matrix A = [ 2 723 | mit z,w € K hat orthonormale Spalten, also

A € GU, K. Allgemein gilt det A = ), speziell fiir A = 1 also A € SU, K.
,C“: Fir A € GU,K gilt A = [ 2 72} ]: Die erste Spalte definiert z, w € K.

w
Da sie normiert ist, gilt |z|2 + |w|* = 1. Die zweite Spalte ist senkrecht zur
ersten, also ein Vielfaches von [ ~2]. Da auch sie normiert ist, gilt |A| = 1.

Allgemein gilt det A = A, speziell fir A € SU,K also A = 1.
© Dank Satz E3B gilt C = R, SO, R, somit S* = GU,; C = SO, R.
© Dank Satz E3k gilt H =~ R, SU, C, somit §* = GU; H = SU, C.

Bemerkenswert: Die drei Sphiren S°, S!, S? sind demnach Gruppen, sogar
topologische Gruppen, denn Multiplikation und Inversion sind hier stetig.

Uberaus erstaunlich: Unter allen Sphiren S™ beliebiger Dimension n € N
sind diese drei die einzigen mit einer topologischen Gruppenstruktur!
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Wir haben die Zerlegung GO, = GO3 U GOy, speziell GO3 = SO,:
Jede Matrix A € GO, mit det A = +1 ist orientierungserhaltend,
mit det A = —1 entsprechend orientierungsumkehrend, siehe O3E.
In der Ebene erkennen wir darin Drehungen und Spiegelungen!
Wir fertigen hilfreiche Skizzen an und lesen die Koordinaten ab:

[ms&] ’VC)SH“ -
| sin@ | S ISt
\ / et / Sine]

+—sinf
cos 0

L ——

Definition S41: Drehung aka Rotation

(0) Jedes Element A € SO,,(R) und A € SU, (C) nennen wir Drehung.
Darunter interessieren uns besonders die einfachen Drehungen:

(1) Jeder Winkel 6 € R definiert die zugehorige ebene Drehung:

cos @
Ry = [Sin 0

—sin6

o 9] € SO, (R)

(2) Je zwei orthonormale Vektoren u, v in (R™, (-|-)) und ein Drehwinkel
6 € R definieren die einfache Drehung R,"" € SO,,(R) mit der Matrix

My R = [RO 0]

0 I|°
Rxan —cos b
ebene Drehung ] ebene Spiegelung Hierzu sei B = (u,v, ...) eine Orthonomalbasis von R": Auf (u,v)f =~ R?
_ [oos6 —sinf] ¢y @ o _[eost  snf]_ og ist R, die ebene Drehung Ry, und auf W = (u,v)g die Identitit.
0= |sinf  cosf| €°°2 0= sin® —cosf| € 72 (4) Ebenso in jedem unitéren Vektorraum (V, (-|-)) tiber K = R, C.
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Wie beschreiben wir Drehungen?

Orthogonale Matrizen GO,,(K) kénnen wir tiber jedem Ring K erklaren.
Ist K kommutativ, so haben wir die Determinante und damit SO, (K).
Dies gelingt insbesondere tiber dem Ring Z und tiber dem Korper Q,
und ist ein steter Quell der Freude und algebraischer Schonheit.

Uber R profitieren wir zudem von starken analytischen Werkzeugen:
Vollstandigkeit, Zwischenwertsatz, spezielle reelle Funktionen, uvm.
Insbesondere haben wir die trigonometischen Funktionen sin, cos
und kénnen damit die Kreislinie S* C R? parametrisieren.

Analytische Geometrie konnen wir iiber jedem Kérper betreiben,

etwa iiber Q oder je nach vorliegende Anwendung auch gerne tiber F,.
Allerdings fehlen uns schmerzhaft Winkel und Langen und ahnliches.
Erst die Werkzeuge von R machen daraus ein duf8erst lukratives Geschitt.

Uber Z und iiber Q, ohne die analytischen Werkzeuge von R, stehen die
arithmetischen Eigenschaften der Gruppen GL,, Z, SL,, Z, ...und GL,, Q,
SL,, Q, ...im Vordergrund. Auch das ist eine interessante Sichtweise!

In der Ebene R2? = C definieren wir die Einheitskreislinie:

Sti={(z,y) eR?|2? +¢? =1}.

v
NI

© Die Definition grenzt ein und entscheidet per Punktprobe.

Die Parametriserung hingegen fiillt aus und liefert Probepunkte.
Diese Parametrisierung ist nicht eindeutig, sondern 2r—periodisch.
Wir erhalten eine Bijektion durch Einschrankung auf 6 € [0, 2x[:

Diese konnen wir trigonometrisch parametrisieren:

S' = {(cosf,sinf) |[§ e R} (C,D)

S! = {(cos8,sinb) |0 € [0,2#[}!

Oft ist die eindeutige Darstellung gewiinscht: Wenn wir die betrachtete
Abbildung umkehren wollen, hier etwa fiir eindeutige Polarkoordinaten,
dann bendtigen wir gerade die Bijektivitit! Diese betone ich durch ,,!%
das ist kurz und pragnant, eine ebenso dezente wie effiziente Erinnerung.
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Wie beschreiben wir Drehungen?

Dieselbe Dualitat zwischen Definieren / Eingrenzen und Parametrisieren
/ Ausfiillen finden wir hier erneut fiir die klassischen Gruppen:

SO,R = {A€R>2|ATA=1,,}

B a —b a,b €R,
- b alla®2+b2=1

_ J|cosf —sinf ool

N {[sin@ cosﬁ] ‘GER} =5 = CuG
SU,C = {A€C>?|ATA=1,,,}

B z —w z,w € C, ~ @ .

{2 o

Wir wollen allgemein Drehungen SO,, R und SU,, C verstehen. Dazu ist
es hilfreich, mit n = 1 und n = 2 anzufangen. Wir zeigen anschlieffend,
wie diese kleinen ebenen Drehungen bereits alle Drehungen erzeugen.

Aufgabe: Erkldren Sie die einfachen Drehungen eines unitiren
Vektorraums (V, (-|-)) iiber C nach dem Vorbild S41 tiber R.

Losung: (1) Je zwei komplexe Zahlen z,w € C mit |2|? + |w|? = 1
beschreiben eindeutig die zugehdrige ebene Drehung iiber C:

R

Zw w

_w_] € su,C
z

(2) Zusammen mit je zwei orthonormalen Vektoren u, v in (V, (-|-))
definiert dies die einfache Drehung R}') € SU(V') mit der Matrix

z —w 0
Mg Ry = |w z 0
0 0 I

Hierzu sei B = (u, v, ...) eine Orthonomalbasis von V: Auf (u,v)¢ = C?
ist R%: obige ebene Drehung, und auf W = (u,v)g die Identitat.

w




Givens—Rotationen sichern freie Beweglichkeit. .

Der Gauf3—Algorithmus mit Koordinatendrehungen -

(@ Koénnen wir jeden Vektor v € R? \ {0} in die positive z—Achse ¢;R.
drehen? Ja! Das gelingt elegant-explizit durch seine Givens—Rotation

1 [ v, w v ||
Gyi=— 1 ! 2]680 R), denn Gv{l]z[ .
|, ] eso® w] = [0
© Wir kénnen die Drehmatrix direkt hinschreiben, auch ohne Winkel.
© Ebenso: Jeder Vektor v € C? \ {0} definiert seine Givens—Rotation
1 |77 7wy v ]|
G,i=—| * 2}ESU C), denn Gv[l]:[ .
| S ] €500 w] = |0
Ubung: Priifen Sie G, € SO,(R) oder gleich G, € SU,(C) direkt nach!
Fir v € ;R gilt G, = 1. Speziell fiir v = 0 setzen wir G, := 1.

Lemma S4): Givens—Rotation von v zu u; R in der Ebene (u,uy )x

Seien u,, uy orthonormal in (V, (-|-)) Giber K = R, C. Zu jedem Vektor
v € (uy,u,y )y existiert eine Rotation G, € GU(V) mit G, (v) € u;R5,
als einfache Drehung in der Ebene (uy, u, )k und Identitat auf (u;, us )x.

Verlauf des Gauf3—Givens-Algorithmus: Hier steht & fiir einen Eintrag
aus R, . In unserem Beispiel sind die Spalten zudem linear unabhéngig.

* ok ok * ok ok D * * D * * D * x
A=|xx x| > |@*x x| = |0*x x| >0 x|—|0d*x| =R
* %k ok 0 % % 0 * % 00 % 00e

Algo S4k: GauBB—Givens—Algorithmus zur QR-Zerlegung

Eingabe: eine Matrix A € K™*" iiber dem Kérper K =R, C
Ausgabe: (Q,R) mit A= QRund Q € GU,,(K) und R € K™*" in PZSF

1: Losche jede Spalte von unten nach oben mit Rotationen Rj"“**
2: Fiir ein Pivot a in der letzten Zeile skaliere mit a/|a| € S*.
3: So bringen wir QTA = R in PZSF. return(Q, R)

.

A\ Die Korrektur (2) ist notwendig, um auch den letzten Diagonaleintrag
zu positivieren. Als Preis dafiir geht @ von SU,,(K) nach GU,, (K) tber.

Geometrische Anwendung: Euler-Winkel T

S444
Erlauterung

Einfache Drehungen erzeugen alle Drehungen.

Satz S4vL: Euler-Winkel
Jede Drehung A € SO4(R) ist Produkt von drei Koordinatendrehungen

1 0 07 [cos —sing 0] [1 0 0
0 cosy —siny| |sinf cosfB 0| |0 cosa —sina

0 sinvy COS 7Y 0 0 1] [0 sina cos

A=

mit geeigneten Winkeln «, 8,7 € R.

Beweis: Wir nutzen obigen Gauf3—-Givens-Algorithmus zu A = QR.

* ok ok * ok ok D * * D *x *
A:***%@**AO**%O®*=R£I
* %k ok 0 * % 0 * x 00 @

Dank det(A) = 1 ist der letzte Pivoteintrag positiv. Somit hat € SO5(R)
die obige Produktform. Dank A € SO4(R) gilt auch R = QT A4 € SO4(R).
Orthonormalitit der Spalten erzwingt dann R = I, also A = Q.

Wir wollen beliebige Drehungen A € SU,, (K) iiber K = R, C verstehen.
Ist jede Drehung des Raumes K" einfach? Fiir R? ist dies klar. Fiir R? ist
es wahr, aber nicht offensichtlich, siehe S4m. Fiir R?* ist es definitiv falsch!

© GauB3-Givens zeigt, wie wir A durch einfache Drehungen erzeugen:

Satz S4v: Einfache Drehungen erzeugen die Gruppe SU,, (K).

(1) Jede Matrix A € SU,, K iiber K = R, C kann erzeugt werden durch

Koordinatendrehungen R, ", davon geniigen < n(n —1)/2 = (3).

(2) Es geniigen bereits < n — 1 einfache Drehungen R,"*, indem wir
im obigen Gaufl—Algorithmus die i-te Spalte v, direkt auf e; drehen.

© Analogie: Jede Permutation 7 € S,, wird erzeugt von Transpositionen.
(1) Dies gelingt uns bereits mit den elementaren Transpositionen
(1,2),(2,3),...,(n—1,n) € S,,, davon geniigen < n(n — 1)/2. (O1D)

(2) Mit beliebigen Transpositionen (i, j) € S,, geniigen < n — 1. (O1F)
Das ist verbliiffend, doch Daten und Algorithmen dhneln sich.
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Gentigen schon zwei Drehungen?
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Genuigt schon eine Drehung?

Aufgabe: Jede Drehung A € SO, (R) des Raumes R? lisst sich durch zwei
einfache Drehungen erzeugen. Erklaren Sie dies formal und anschaulich!

Formal: Wir konnen bei Gau3—Givens S4x wie oben kleinschrittig
vorgehen und jeweils benachbarte Zeilenpaare bearbeiten; das benétigt
(3) = 3 Koordinatendrehungen. Noch effizienter konnen wir jede Spalte
durch eine einzige Drehung aufraumen. So geniigen zwei Drehungen:

* ok ok D * * D * *
A= s x| 510 x| 0@ *|=R=1
¥ %k % 0 * % 008

Anschaulich? Wir drehen um die 2—~Achse mit Winkel «. Dann drehen
wir um die z—Achse auf jede gewiinschte Achse uR, im Winkel 6 dazu.
Es scheint durchaus plausibel, dass wir damit jede Drehung erreichen.
Experimentieren und fuchteln Sie lange genug mit Ihrer Hand herum... so
richtig iiberzeugend wird es nicht. Die Rechnung ist leichter und klarer!

(2 Das bringt uns zu der spannenden Frage, ob wir jede Drehung
A € SO;5(R) als eine einfache Drehung darstellen kénnen? Genauer:

In R3 wihlen wir eine positive Orthonormalbasis B = (u, v, w), somit die
positiv orthonormale Matrix T' = (u, v, w) € SO5(R), und zudem einen
Drehwinkel 6 € R. Die Daten (u, v, w, §) definieren die einfache Drehung

R;’w =T

1 0 0
0 cosf —sinf| T71.

0 siné cosf

In Worten: Unsere Drehung R," fixiert die Achse (u )y und dreht die

dazu orthogonale Ebene (u)g = (v, w)g um den gewiinschten Winkel 6.

Fraglich ist: Lasst sich jede Drehung A € SO5(R) so darstellen?
Intuitiv rufen manche gleich ,Ja, klar!“, andere ebenso tiberzeugt
,Nein, eine einfache Drehung geniigt offensichtlich nicht immer!”
Klarung schafft der folgende bemerkenswerte Satz vom Fuf3ball.
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Der Satz vom Fuf3ball
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Drehungen des Raumes R?

(2 Zu Beginn des Spiels liegt der Fu3ball exakt auf dem Mittelpunkt.
Dann wird er 45 Minuten lang getreten, verschoben, gedreht. Anfangs der
zweiten Halbzeit liegt er wieder exakt auf dem Mittelpunkt. Gibt es einen
Punkt auf der Oberflache des Balls, der sich wieder genau an derselben
Stelle des umgebenden Raumes befindet? Ja, immer mindestens zwei!

Satz S4m: der Satz vom Fuf3ball

(1) Jede Matrix A € SO4(R) hat den Eigenwert 1,
also eine Fixgerade uR C fix(A) mit u € S? und Au = u.

Beweis: Wir haben x4, = (X —A\)(X — pu)(X —v) mit A\, u,v € St € C: Aus
Av = vA mit v # 0 folgt 0 < (v|v) = (Av| Av) = (vA|vA) = |A*(v]|v).
Zudem gilt 1 = det A = Apv. Echt komplex haben wir v =z, also 1 = \.
Rein reell gilt \, 4, v € {1}, also konnen nicht alle gleich —1 sein.

A\ Fiir A in SO, (R) oder SO, (R) gilt dies nicht. In gerader Dimension ist
das einfachste Gegenbeispiel die Punktspiegelung A = diag(—1, ..., —1).

Satz S4m: der Satz vom Fuf3ball

(2) Zu jeder orthogonalen Matrix A € SO5(R) existiert ein orthogonaler
Basiswechsel T' € SO5(R) und ein Drehwinkel 8 € [0, 7] so, dass gilt:

1 0 0
T AT = |0 cosf —sinf

0 sind cos 6

Beweis: Dank (1) finden wir u € Eig(A, 1) normiert, damit eine positive
Orthonormalbasis (u, v, w) dank Gram-Schmidt S3c oder via w = u x v
dank Satz S4r. So erhalten wir T' := (u,v,w) € SO4(R) und

1 * * 1 00 ’ 1 0 0
SO;(R)ST'AT = |0 % x| 2|0 % %| = |0 cosf® —sinf
0 * =x* 0 * =% 0 sin6 cos @

mit § € [—, 7). Im Falle § < 0 wihlen wir T = (—u, —v, w) und —#.
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Was ist eine Spiegelung?

In der Ebene R? ist anschaulich, was Spiegelungen sein sollen (E209):

Jeder Vektor v € V'~ {0} definiert die hierzu orthogonale Hyperebene v*.
An dieser spiegeln wir: Alle orthogonalen Vektoren x € v bleiben fix.
Jeder parallele Vektor z = v\ hingegen wird auf —x gespiegelt.

Uber C haben wir hier noch einen weiteren Freiheitsgrad 1 € S* und
spiegeln damit u = v/|v| zu up. Fir p = —1 ist dies die reelle Spiegelung.
Fir p = +1 ist dies die Identitat. Allgemein verschiebt y nur die Phase.

Definition S4N: die Spiegelung S,

Sei (V, (-|-)) ein unitdrer Raum tiber K = R, C, H, etwa V' = K".
Jeder Vektor v € V'~ {0}, normiert zu u = v/|v||, definiert die Spiegelung

S,:VoVie - z—2-u(ulz) = z—2/{(v|v) v(v|z)

Sie ist unitdr mit S? = idy. In jeder ONB B = (u,...) gilt Mz S, = [ 7§ 9]
Kanonisch fiir V' = K" mit Standard-ONB & = (e, ..., e,,) erhalten wir:

MeS, = 1,0, —2-uul = 1., —2/(vlv)-vol

nx

y

Beweis: Linearitat tiber K ist klar, als Komposition linearer Abbildungen.
Firz L ugilt S, (z) =z. Firz =ul gilt S,(z) =2 — 2 - ul = —=z.

Uber C nutzen wir fiir v € V'~ {0} und p € S' \ {1} die komplexe

Spiegelung Sv,u T _U(l _M)<'U’$>/<’U"U>, also MZ? S%M = lé(}

und explizit als Spiegelungsmatrix M S, , = 1,,,.,, — v (1 — p) o' /(v0).

Householder-Spiegelungen sichern freie Beweglichkeit. o
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Householder-Spiegelungen sichern freie Beweglichkeit.

(@ Wie spiegeln wir v € R? \ e, R, in die positive z—Achse e;R_,?

AN

Lemma S40: Householder-Spiegelung

Sei (V, (-|-)) euklidisch iiber R. Sei v € Vnormiert und v € V\ uR,.
Fiir den Vektor w = uA — v mit A = |v|| gilt dann S, (v) € uR.,.

Aufgabe: Anschaulich ist es plausibel dank Skizze. Rechnen Sie es nach!
Beweis: Wir zerlegen v = p + gund uA =p —¢ginp = (uX +v)/2 und

q= (v—ul)/2.Es gilt p L w, denn (uX +v|uX —v) = |ul|?\? — ||Jv|* = 0.
Damit folgt S, (v) = S, (p+q) =p—q = u.

© Diese erfreulich einfache Formel gilt speziell iiber R. Gleiches ist auch
tiber C méglich, doch dazu benétigen wir eine komplexe Spiegelung S,,, ,
und miissen dabei den Phasenfaktor p € S! richtig einstellen.

Uber C geniigt w = u\ + vu mit u € S! {1}, sodass (u|v) u € R gilt. |

Das lasst eine oder zwei Wahlen; numerisch vorteilhaft ist |w| maximal.

Beweis: Wir zerlegen unseren Start v = p 4+ g und das Ziel u\ = p + qu
inp=(u\—op)/(1—p)und ¢ = (v—uN)/(1 — ). Wir erhalten p L w,
denn (uX —vp|ud +vp) = [ul?A? — o) |u]* + Mu|v)p — A{v]u)A = 0.
Damit folgt S,, ,(v) = S, . (P +q) = p + qu = u. © Mathemagisch!

© Householder-Spiegelungen sind nicht nur geometrisch erfreulich,
sondern werden auch gerne in der Numerik genutzt zur Berechnung der
QR-Zerlegung. Die Grundidee ist verbliffend einfach, daher formuliere
ich sie hier als eine weitere schone Variante des Gauf3—Verfahrens.
Freuen Sie sich auf Fortsetzung und Anwendung in der Numerik!
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Der Gauf3—Algorithmus mit Householder—Spiegelungen

Verlauf des Gau3-Householder—Algorithmus: Hier steht & fir einen
Eintrag aus R, . Im Beispiel sind die Spalten zudem linear unabhéngig.

x % % D * * D * x © * *
A=|x*x*x| >0 *xx|2>]|00*x|—>|0& x|=R=1
% kK 0 * x 0 0 =% 0 0 &

Algo S4p: Gau3—Housholder-Algorithmus zur QR-Zerlegung

Eingabe: eine Matrix A € R™*" {iber dem Korper K = R,C
Ausgabe: (Q,R)mit A=QRund Q € GU,,(K) und R € K™*" in PZSF

1: Liegt die erste Spalte noch nicht in e; R, so spiegele sie dorthin.
2: Verfahre rekursiv ebenso mit der verbleibenden Untermatrix.
3: So bringen wir Q'A = R in PZSF. return(Q, R)

v

Auch hier gibt es zwei Varianten: Wir konnen wie bei Gauf3—Givens S4k
kleinschrittig vorgehen und jeweils benachbarte Zeilenpaare bearbeiten,
oder effizienter jede Spalte durch eine einzige Spiegelung aufrdumen.

© Die reellen Spiegelungen sind uns vertraut und recht anschaulich, die
komplexen ergeben sich aus den Anforderungen des Gaufi—-Algorithmus.
Sie sind Helferinnen in der Numerik und Stars in der Gruppentheorie.

Wir konnen jede Spiegelung dank S4n explizit als Matrix darstellen,
reell mit p = —1, komplex etwas flexibler mit p € S* ~ {1}:

H, —vol - (1—p)/(vfv) € GU, K

T 1n><n

Naiv kann man die n — 1 verwendeten Spiegelungen so ausmultiplizieren
zu @ € GU,, K. Es ist jedoch meist effizienter, direkt die geometrischen
Daten v, i zu speichern. Die Berechnung z - Qz gelingt damit ebenso
leicht, da wir sukzessive nur n — 1 Spiegelungen anwenden geméaf3

Spp: V=Vizez—v(l—p)v|z)/(v|v).

© Wir sehen hier, dass die geometrische Anschauung sich wunderbar
iibersetzt in algebraische Formeln und weiter in effiziente Algorithmen.
Alle Aspekte der Mathematik arbeiten erneut harmonisch zusammen!
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Dreispiegelungssatz fiir die euklidische Ebene R?

Satz S4aq: Spiegelungen erzeugen die Gruppe GO, (R).
(1) Jede Matrix A € GO,, R kann erzeugt werden durch n Spiegelungen.

(2) Jede Isometrie f: (R™,d) =~ (R™,d) des euklidischen Raumes (R", d)
ist eine Komposition von hochstens n + 1 affinen Spiegelungen.

Ubung: Folgern Sie dies sorgsam aus den oben vorbereiteten Ergebnissen.
Fiir n = 2 erhalten wir den Dreispiegelungssatz aus der Schulgeometrie:

Jede Isometrie der Ebene ist Komposition hochstens dreier Spiegelungenj

© So lasst sich die Geometrie auf Symmetrie aufbauen. Felix Klein erhob
dies 1872 zum Erlanger Programm: Dual zu Objekten (Punkte, Geraden,
Strecken, Winkel, Figuren, ...) betonte er strikt die Symmetriegruppe:
Welche Symmetrien gelten? Hierzu ein Lehrbuch und ein Schulbuch:
[[]F.Bachmann: Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff.
Springer, zweite erganzte Auflage 1973. (Der Klassiker zum Thema.)
[[1].Kratz, K. Worle: Geometrie 1&2. Bayerischer Schulbuchverlag 1980.

Spiegelung Drehung Verschiebung
éelung ,,,,,, ____Gleitspiegelung " Gleitspiegelung

Ubung: Warum ergibt die Komposition von zwei Spiegelungen eine
Drehung oder eine Verschiebung? Was passiert bei drei Spiegelungen?
Zeichnen Sie illustrative Beispiele! Rechnen Sie es systematisch nach!
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Komposition von drei ebenen Spiegelungen -

(1) Die Komposition von zwei Spiegelungen an parallelen Geraden
mit Abstand v ergibt eine Verschiebung um 2v, und jede beliebige
Verschiebung f: R? — R? : z — x + 2v lisst sich so darstellen.

(2) Die Komposition von zwei Spiegelungen an Geraden, die sich
im Winkel § schneiden, ergibt eine Drehung um den Winkel 24,
und jede beliebige Drehung f: R? — R? lisst sich so darstellen.

Ubung: Zeichnen Sie selbst Beispiele! Rechnen Sie es systematisch nach!

(3) Die Komposition von drei Spiegelungen ergibt eine Gleitspiegelung,
und jede beliebige Gleitspiegelung lasst sich so darstellen.

Ubung: Wie stellen Sie all diese Bewegungen in Koordinaten dar?
Warum bilden die Bewegungen mit ihrer Komposition eine Gruppe?
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Anwendung der Linearen Algebra in der Computergraphik
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Analytische vs synthetische Geometrie Ausfiihrung

Computergraphik nutzt Koordinaten, Transformationen, Isometrien, etc.

a, 9 A&
&

=

von hochwertigen Vektorgrafiken.
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[iR S R? H - [ ] H i [b] kurz f(z) = Az +b
Lo Q21 Qg9 Lo by
1| \node[cm={ 1.0, 0.0, 0.0, 1.0, (+0.0, -1.0) }1{\Emil};
2| \node[cm={ 0.0, -1.0, 1.0, 0.0, (-2.0, -1.0) }1{\Emil};
3| \node[cm={ 2.0, 0.0, 0.0, 0.5, (+2.0, -1.0) }1{\Emil};
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Die Lineare Algebra folgt René Descartes (1596—1650) in der iiberaus
erfolgreichen Vorgehensweise der analytischen Geometrie: Wir stellen
Punkte durch Koordinaten x € R™ dar und leiten daraus alles Weitere ab:
affin-lineare Abbildungen, euklidische Abstdnde und Bewegungen, etc.

Die synthetische Geometrie beginnt direkt mit den geometrischen
Objekten (Punkt, Geraden, Ebenen, etc.) und ihren Beziehungen
(Inzidenz, Symmetrie). Diese werden meist axiomatisch formuliert,
idealerweise als Konstruktionen oder Operationen. Daraus entstehen
schlief3lich die algebraischen Strukturen (Koordinaten, Isometriegruppe).

In der Schulgeometrie sind beide Zugange fest verankert: Sowohl das
Rechnen in Koordinaten, spater zur Darstellung von Funktionen, als auch
das koordinatenfreie Zeichnen, etwa beim Verschieben, Drehen, Spiegeln,
zur hohen Kunst entwickelt als Konstruktionen mit Zirkel und Lineal,
jungst fortgefiihrt in dynamischer Geometriesoftware wie GeoGebra.

© Koordinatisierung baut die Briicke zwischen Geometrie und Algebra!
Wir betreiben erfolgreich Lineare Algebra und analytische Geometrie.
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Skalarprodukt und Kreuzprodukt in der Ebene R? Erlauterung

Fiir u,v € R? sind Skalarprodukt und Kreuzprodukt gegeben durch

wev = U F Uy = uf - fof-cos d(u,v) = uf - v
UXV = Uy — UV = |ul - |v]-sin<(u,v) = £u|-|v,|
T T
Geometrische Erklarung: - v ‘
u + v misst nur den parallelen Anteil. A

u X v misst nur den senkrechten Anteil.

‘ ‘ ‘ >

| | | v | U
Fir v = (uq,0) langs der z—Achse ist die cos—sin—Formel klar.
Allgemein konnen wir unsere Vektoren in diese Lage drehen.

Die vier Falle <(u, v) € {0°,90°,180°,270°} sind besonders wichtig:

parallel: ullv <<= w-v=4ul-lv] <= uxv=0
senkrecht: ulv <= wu.v=0 = uXxv=4|ul-|v

Beziiglich u zerlegen wir den Vektor v = v, + v, in seinen tangentialen
Anteil v, parallel zu » und seinen normalen Anteil v, senkrecht zu u.

Diese orthogonale Zerlegung von v beziiglich w ist (fiir u # 0) eindeutig;

sie ist der Anfang des beriihmten Gram-Schmidt-Verfahrens, gemafy
uev
vy=u—— und v, =v—v,, somit wu-v, =0.
Il U L Il L

Damit erhalten wir allgemein folgende geometrische Umformulierung:

uev=+|ul v, (positiv / negativ parallel)
uXv=+lul-|v] (positiv / negativ orthogonal)
© Das Skalarprodukt u - v misst von v nur den tangentialen Anteil v,
parallel zu u (bzw. symmetrisch hierzu den Anteil von u parallel zu v).

© Das Kreuzprodukt u x v misst von v nur den normalen Anteil v
senkrecht zu u (bzw. symmetrisch hierzu von u senkrecht zu v).

Das komplexe Skalarprodukt: vorne konjugiert, hinten linear
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Das komplexe Skalarprodukt: vorne konjugiert, hinten linear Exliterang

Jede komplexe Zahl z € C schreibt sich eindeutig z = (z,y) = = + iy.
Wir nennen Re(z) := z den Realteil und Im(z) := y den Imaginirteil.

Die zu z = z + iy mit 2,y € R komplex konjugierte Zahl ist z = = — iy.
Esgiltw+z=w+zundw-z=w-z sowie z = zund 2%z = 22 + 12

Die Lange |z| := vV2Z = y/z? + y? heifit Betrag oder Norm von z.
Das komplexe Skalarprodukt von w = v +ivund z = = + iy in C ist

(w]z):=wz=(u—1iv)(z+1iy) = (uz + vy) + i(uy — vx)

Realteil ist das reelle Skalarprodukt, Imaginarteil ist das Kreuzprodukt:

v [

© Algebraische Aussagen und Rechnungen in C entsprechen so
geometrischen Aussagen und Rechnungen in der Ebene R?.

Das ist eine der Stellen, an denen Konjugation im ersten Argument
etwas schonere Formeln liefert als Konjugation im zweiten Argument:
Hier entsteht das Kreuzprodukt gleich mit dem richtigen Vorzeichen!
(Das Skalarprodukt im Realteil spiirt natiirlich keinen Unterschied.)

Ein weiterer Vorteil: Es passt zu unseren sonstigen Konventionen.
Fiir die Matrix A angewendet auf den Vektor v schreiben wir Av.
Daher erhalten wir fiir die Gram-Matrix 3(u,v) = uf Buv.
Andersseitige Konjugation erfordert " Bw, wie hisslich!

Zu diesen mathematisch-asthetischen Argumenten kommt eine starke

Tradition: In der modernen Physik, etwa im Quantum Computing, ist die
Konvention eindeutig festgelegt seit Schrodinger und Dirac und gefestigt
durch 100 Jahre gute Erfahrung: linear im zweiten, konjugiert im ersten!

In der Mathematik werden beide Konventionen uneinheitlich verwendet.
Konsequent wiire: Statt f(z) schreibe (z)f, statt Av dann vA, statt ul Av
dann vAu statt (uX|vp) = Mu|v)p dann (pv | du) = p(v|u).




Das Kreuzprodukt von Vektoren im Raum R3 T

Das Kreuzprodukt von Vektoren im Raum R3 e

Satz S4r: das Kreuzprodukt aka Vektorprodukt in Dimension 3

Speziell in Dimension 3 haben wir das Kreuzprodukt aka Vektorprodukt:

Uy vy UgUs — U3y u; v; €
U2 X U2 = U3U1 - u1v3 — u2 7)2 62

Uz s Unth — Uty E

X :R3xR3 - R3:

(1) Das Produkt (u,v) — u x v ist antisymmetrisch, v x v = —(u X v),
und bilinear, also u X (vA +v'pn) = (u x v)A + (u X v")u, ebenso in w.

(2) Fiir je drei Vektoren u, v, w € R? gilt (u x v|w) = det(u, v, w).

Insbesondere gilt 0 = (u x v|u) = (u x v|v), also u x v € (u,v)z.

(3) Fiir alle u,v € R3 und A € SO5(R) gilt (Au) x (Av) = A(u x v).

Beweis: Eigenschaften (1) und (2) sind klar. (3) Fiir alle w € R® haben wir
((Au) x (Av) | Aw) = det(Au, Av, Aw) = det(A) det(u, v, w) = det(u, v, w)
=(uxv|w)=(A(u xv)|Aw). Das zeigt (Au) x (Av) = A(u x v).

Fiir alle u,v € R3und w = u x v gilt w 1 w und w L v sowie

lu x v| = |u| - |v] - sin <X (u, v)

Nach geeigneter Drehung haben wir:

v Uy vy 0
(8] 0 X 'Uz == 0
0 0 Uq Uy

u
Der Vektor w = u x v steht senkrecht auf « und v. Die Orientierung von
(u, v, w) ist positiv, denn wir haben det(u, v, w) = (w|w) = |w|> > 0.

Die obige Rechnung zeigt: Die Norm |w| ist der Flacheninhalt des von u
und v aufgespannten Parallelogrammes, also |w| = |u| - |v] - sin < (u, v).

Dabher gilt w = 0 genau dann, wenn v und v linear abhangig sind, und
umgekehrt w # 0 genau dann, wenn u und v linear unabhangig sind.
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Das (n — 1)-fache Vektorprodukt im Raum R”

Die Rodrigues—Rotationsformel -

Das (n — 1)-fache Kreuzprodukt R™ x ... x R" — R" definieren wir durch

J— 1] n
(v; X ... X v,_q |v,) =det(vy,...,v,_q,v,) furalle v, ...,v,_q,v,, € R™.
U131 - Un-11 €
v e Uy e
vy X ... X v, =det 1,2 n—1,2 =2
Ul,n 'Unfl,n €n

Fir n = 3 erhalten wir das dreidimensionale Kreuzprodukt:

Ty Y1 € TolYs — YoT3
TXY=|Ty Yp €| = |T3Y; — Y32y
T3 Y3 €3 T1Y2 — Y22y

Fiir n = 2 erhalten wir die 90°-Linksdrehung:

_ |:—’U2:| ::OU
U1

Satz S4s: die elegante Rotationsformel nach Rodrigues

Zu jeder Drehachse u € S? und Drehwinkel 6 € [0, 7] C R definieren wir
die zugehorige Drehung p(u, §) € SO4(R) nach Rodrigues durch

p(u,0) : R3 - R3: 2z 2z +sin(d) - uxz+ (1—cos(d)) ux (uxz).

Diese Abbildung p : S? x [0, 7] — SO4(R) ist stetig und surjektiv
und beinahe injektiv: Es gilt p(u, §) = p(u’, 0") genau dann, wenn
(u,0) = (u,0") oder § = ¢ =0 oder (v',0') = (—u,—0) € S? x {£7}.

Diese Formel zu finden erfordert Kreativitét. Steht sie erst einmal vor uns,
so konnen wir sie leicht beweisen; zum Nachrechnen geniigt Handwerk:

Beweis: Wir erginzen unser u zu einer ONB u, v, w € R® mit u x v = w.

In dieser Basis lesen wir ab: u — u sowie v = cos(#)v + sin(6)w und

w - —sin(f)v + cos(@)w. Somit gilt p(u, ) = Ry;™. Nach Konstruktion ist
p stetig. Surjektivitit verdanken wir S4m. Es gilt p(s,0) = id. Fir 6 € ]0, ]
ist die Drehachse eindeutig, fir 6 € ]0, 7[ auch die Richtung.
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Permutationsmatrizen sind orthogonal und unitar. Ausfiihrung

Sei (K, +,0,-,1) ein Ring mit 0 # 1. Jede Transformation 7 € T,
also 7: {1,...,n} — {1,...,n}, definiert ihre zugehorige Matrix

P_,_ = (67_(1), cesy eT(n)) S Knxn,

also P,e; = e, ;. Permutationen interessieren uns besonders. Beispiele:

r=(1,23) =[}31] €8y = P =(epese) = [100] €K
r=23)=[133]€S; = P=(eje5e)=[001] €K

¢ Satz J5B: Permutationsmatrizen sind orthogonal.

(1) Wir erhalten den Homomorphismus (von Monoiden bzw. Gruppen)

P: (T,,o,id) = (K™", - 1,,.,) :

n» Y)Y TnXn

(S,,°,id) = (GL, K, -, 1

T P,
'I'an)'
(2) Orthogonalitit: Fiir jede Permutation 7 € S, gilt PT = P~ = P_,.

(3) Darstellungssatz von Cayley J3¥: Jede endliche Gruppe (G, -, 1)
der Ordnung n = |G| bettet ein gemédf G < S,, = GO, K < GL,, K.

Aufgabe: Ubertragen Sie dies von der endlichen Menge I = {1, ..., n}
sorgsam auf eine beliebige Menge I, egal ob endlich oder unendlich.

Satz S4T1: Permutationen als unitare Automorphismen.

Uber (K, o) betrachten wir den Koordinatenraum V = K) zur Menge 1.
Seine Standardbasis (e; ), erfiillt e;(j) = J;;, also e,(i) = 1 und e;(j) = 0
fiir j # 4. Seine Standardform (-|-) : V x V — Kist (u|v) = >, ulv;.
(0) Jede Abbildung 7: I — I konnen wir dank PLF N1B eindeutig
fortsetzen zur K-linearen Abbildung P, : K} — KU mit P,(e;) = e, ;.
(1) Wir erhalten den Homomorphismus (von Monoiden bzw. Gruppen)

P: (Ty,0,id) — (Endg(KD),0,id) : 7+ P.,
(S, 0,id) = (Autg(KD),0,id), P-l= P, _,.

(2) Zur Bijektion 7 € S; erhalten wir die Isometrie P. € GO(K"), (-|-)).
(3) Jede Gruppe (G, -, 1) bettet ein gemafl G < S, < GO(K(®)).
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Permutationsmatrizen sind orthogonal und unitar. Ausfiihrung

Beispiel: Fir I = {1,...,n} und 7 € S, wird P, : K — K" dargestellt
durch obige Permutationsmatrix. Auf I = Z/nZ mit 7: i - i + 1 ist P,
die zirkuldre Verschiebung, in Koordinaten (P_.(u)); = u,_4, sic!

Ein unendliches Beispiel ist I = Z mit 7: i = i + 1. Hier ist P, : e; = e;,;
die Verschiebung nach rechts, in Koordinaten (P,(u)), = u,;_;, sic!

Aufgabe: Alles liegt explizit vor. Rechnen Sie die Behauptungen nach.

Beweis: Es gilt P4 = idy. (1a) Wir rechnen P.o P_ = P_ _ direkt nach.
Links gilt e; = e, (;) > €(x(;))> rechts gilt e; b e furallei € L.
Beide Seiten sind K-linear, also P, - P, = P, dank Vergleich N1a.
Das zeigt die Multiplikativitat, also die ersehnte Homomorphie.

(2) Fiir 7 € S; und w € KW gilt (P, (u)); = -1, also P, € GO(KD),
denn (P (u) | P-(v)) = X ier w1y V1) = Djerujv; = (u|v).

(3) Darstellungssatz von Cayley J3F: Jede Gruppe (G, -, 1), egal ob endlich
oder unendlich, bettet ein gemifl G < S, < CO(K(@)) < GL(K(@).

Aufgabe: Nennen Sie alle Matrizen A € GO, R mit Eintragen in N, Z, Q.

Losung: (a) Die erste Spalte ist normiert, also gleich (1,0)" oder (0,1).
Die zweite Spalte ist ebenfalls normiert und orthogonal zur ersten, also

9% P [ 1 ol [ o 1

N ﬁGOzRB_* *_—>_0 11 o
(b) Ebenso tiber Z:

- (% %] [+1 0] [ 0 +1]

ZZNCORS L7 0 1] |e1 o

(c) Die erste Spalte (a/c,b/c)" enspricht einem pythagoreischen Tripel
(a,b,c) € Z X Z x Loy mit a® + b? = ¢* und ggT(a,b,c) = 1.

a —b a b
b a|’'| b —a
Aufgabe: Wie viele Matrizen A € GU,, C haben Eintrage in N, Z, Z[i], Q?
Losung: Wir finden (a) n!, (b) n!2”, (c) n!4", (d) unendlich viele fiir n > 2.

2%2 * Ok
Q ﬁGOZRB[* *]—>[
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“Should you just be an algebraist or a geometer?”
is like saying “Would you rather be deaf or blind?”
[...] On the whole, we prefer to have both faculties.

Sir Michael Atiyah (1929-2019)
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Rickblick auf schone Ergebnisse Oberblick
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Klassifikation der unitaren Vektorraume Uberblick

Wie immer muss zunéchst eine Vielfalt neuer Ideen bewaltigt werden,
doch sofort bieten Sesquilinearformen wunderschéne und wirksame
Werkzeuge: Orthogonale Projektion S1Q, Diagonalisierung hermitescher
Formen S1R, Skalarprodukte S2A und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
S2G, Orthogonalisierung S3c und die QR-Zerlegung S3E / S4L / S4p,
Bestapproximation S3F und Naherungslosung aka Pseudoinverse S3H,
Fourier—Analyse S31, Positionsbestimmung S4c und Rigiditat S4E,
orthogonale und unitdre Gruppen S4G, Givens—Rotationen S4k und
Householder-Spiegelungen S4p, Vektorprodukt S4r und Rodrigues S4s.

Wiederholung: Erklaren Sie diese Ergebnisse in eigenen Worten!

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist fundamental und eine der
wichtigsten Ungleichungen der Mathematik. Sie tritt in nahezu allen
Gebieten und in zahlreichen Varianten auf, nicht nur in Geometrie und
Analysis, sondern zum Beispiel auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik fiir die Co/Varianz und in der Quantenmechanik in Form
von Heisenbergs Unschérferelation.

Ubung: Wir arbeiten iiber K = R, C, H mit ¢ = conji. Wie klassifizieren
sie endlich-dimensionale Vektorraume V? mit Skalarprodukt (V, (-|-))?
Welche Modellrdume kennen Sie? Wann sind zwei Rdume isomorph?

Satz S4A: Klassifikation der unitaren Vektorraume
(1) Haben zwei Vektorraume U und Viiber K dieselbe Dimension,
so existiert ein K-linearer Isomorphismus (p,v¢) : U = V.

(2) Haben unitére Vektorraume (U, (-|-);;) und (V, (-|-)y,) tber K selbe
abzahlbare Dimension, so existiert ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: (1) Dank Basissatz M2k existieren Basen (u;);.; von U und
(v;) jeq von V. Jedes Bijektionspaar (u,v) : I = J konnen wir linear
fortsetzen zu einem Isomorphismuspaar (p, ) : U = Viber K.

(2) Dank Gram—-Schmidt S3c kénnen wir abz. Basen orthonormalisieren.
Fiir ONBasen (u;);c; und (v;) e ; wird aus (u,v) : I = J nun die Isometrie
() : (U, (--)p) = (V, (-]} : u, % v; dank Parseval S3s.
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Handballfeld in der euklidischen Metrik aka 7?—Metrik

Definition S4B: Abstand zwischen Punkten und Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir messen den Abstand zwischen
Punkten und Mengen als das Infimum der punktweisen Abstande:

d: X xPBX —1[0,00], d(a,B) :=inf{d(a,y)|ye B}
d:PX xX —1[0,00], d(A,b) :=inf{d(z,d)|ze A}

d: PX x PX — [0,00], d(A,B) :=inf{d(z,y)|z € A, y € B}
diam : X  — [0,00], diam(A) :=sup{d(z,y)|z,ye€ A}

v

Aufgabe: Zeichnen Sie ein Handballfeld gemaf; Regel 1 der International
Handball Federation (IHF, www.ihf.info), aber jeweils in der /?-Metrik:

X =[-20,20] x [—10,10] C R? die Spielfliche
T = {-20,20} x [—1.5,1.5]
S={zeX|d(=T)=6}
N={ze X|d(z,T)=9}

die beiden Torlinien
Sechs-Meter-Linie (,Kreis®)
Neun-Meter-Linie (,Freiwurflinie®)

| m m ml
~
H

| = = ..

© Der sogenannte ,Kreis“ ist gar keiner! Die Sechs-Meter-Linie besteht
gemafd [HF-Regel 1:4 aus zwei Viertelkreisen und einem Geradenstiick.

(@ Gibt es zwischen je zwei Punkten einen kiirzesten Weg? Mehrere?

5407

Handballfeld in der Maximumsmetrik aka />°—Metrik
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Handballfeld in der Taximetrik aka /' —~Metrik

| m ol
iE

S
| = = ..

© In der Maximumsmetrik ist die Sechs-Meter-Linie ein Rechteck.
Fun fact: Im Fufiball folgen Tor- und Strafraum dieser Konvention.

(@ Gibt es zwischen je zwei Punkten einen kiirzesten Weg? Mehrere?

© In der Taximetrik ist die Sechs-Meter-Linie ein Trapez.
Das sieht ulkig aus und illustriert eindriicklich diese Metrik.

(@ Gibt es zwischen je zwei Punkten einen kiirzesten Weg? Mehrere?



http://www.ihf.info
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Die Diedergruppe als Isometrien des regularen n—Ecks Ausfiihrung

Wir betrachten das regulire n-Eck P, C R? =

C, wobein € Ny :

DOQ

Zur Konstruktion von P, = | € C wiahlen wir als Eckpunktmenge
W, = {w, =e*™*/" |k ¢ Zn = {0 ,n — 1} } die n-ten Einheitswurzeln.
Das ausgefiillte Polygon P, = [W, ] entsteht aus W, als konvexe Hiille.

Die gesuchte Isometriegruppe kénnen wir nun bequem definieren:
D), :=Isom(C, W) o Isom(W,,)
Ausgehend von dieser Definition kénnen nun beweisen:

(2 3
DL ={ p,: 2zt ze?mk/n,

oz ze?mkm | =0, ..

...und n Spiegelungen

,n—1}

genau n Drehungen

Aufgabe: Erklaren Sie den Isomorphismus (1) und die Gleichheit (2).
Beweis: (1) ,—": Jede Isometrie g : C2 — C2 mit g(W,)) = W,

n
kénnen wir einschrinken zur Isometrie f = g|{}» € Isom(W,,).
n

Diese Zuordnung ist ein Gruppenhomomorphismus.

»< : Die Umkehrung verdanken wir der Rigiditit S4g(3): Wegen n > 3
enthalt W, drei affin unabhéngige Punkt, etwa w,, w;, w,. Daher lasst
sich jede isometrische Abbildung f: W, — W, eindeutig fortsetzen zu
einer Isometrie g : C — C der gesamten euklidischen Ebene mit Q\VWVZ =f.

Diese ist affin linear dank S4£(2), also ¢g(z) = Az + v. Der Schwerpunkt
0= 173w, wird von f erhalten, da f die Eckpunkte W, permutiert.
Also erhalt auch g den Schwerpunkt, das heifit g(0) = 0. Somit gilt v = 0.

(2) ,C“: Wir wissen ATA = 1, also A € GO,(R). Dank S4n kennen wir
alle Méglichkeiten: Drehung f(z) = €' z oder Spiegelung f(z) = €' z.
Fir f(W,,) = W,, bleibt nur noch 6 = 2nk/n fir k=0,...,1

Die Umkehrung ,, O ist klar.
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Die Diedergruppe in Matrixdarstellung
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Die Diedergruppe in Permutationsdarstellung Ausfiihrung

In der Isometriegruppe Isom(C) ist Isom(C, W,,) = D,, eine Untergruppe:
Es giltid = p, € D,, und zu f,g € D}, gilt f o g € D}, sowie f~ € D.,.

Drehungen und Spiegelungen konnen wir durch Matrizen darstellen:

_ | cos(2nk/n) —sin(27k/n) _ | cos(2mk/n)  sin(27k/n)
k= | sin(2rk/n)  cos(2mk/n) k™ | sin(27wk/n) —cos(2mk/n)
Diese 2n Matrizen fassen wir zusammen zur Dieder-Matrixgruppe:

s Ry 1, Sy, Sty oy Spq} < GLR

Beispiel: Die acht Elemente der Diedergruppe D, < GL, Z sind
[ ] Ry :[ —01]’ Ry, = [_0 —Ol]a
[6 o S2=[7 1]

In der allgemeinen linearen Gruppe GL, R ist D) eine Untergruppe:
Esgilt E= R, € D), und zu A, B € D) gilt A- B € D) sowie A™! € D).

||
o= or
—o
—
wn
iy
:: o

Wir kénnen Isom(W,,) durch Permutationen der Ecken darstellen:

ry Ly, -2, c—=k+z, S,:72,—>L,:x—>k—x

Diese fassen wir zusammen zur Dieder-Permutationsgruppe:

3 Snfl} é Sn
Beispiel: Die acht Permutationen der Diedergruppe D; < S, sind

P __ 1 —
D, ={id =ry, 11, o), Tn_1s So» S1, -

ro=[0135h m=1[9233] ra=1[2361] ra=1[8073);
so=[0331 si=[8033] s2=[5183] ss=[5213)
In der symmetrischen Gruppe (S,,, o,id, ') ist D!, eine Untergruppe:

Esgiltid =r, € D), und zu a,b € D} giltaob € D) sowiea™' € D}

© Alle drei Darstellungen beschreiben dieselbe Diedergruppe in
isomorphen Inkarnationen. Jede hat ihre Vorziige. Ihre Isomorphie
beruht auf dem Rigiditatssatz S4k fiir euklidische Isometrien.
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Die fiinf platonischen Korper Ausfiihrung

Wir betrachten die Isometrien (also Drehungen und Spiegelungen)
des Tetraeders T auf seinen 4 Ecken und erhalten Isom™ (R?,T) < S,.

G =Isom™(R3,T) =
H =TIsom* (R} T) =

G| = |Gu|- |G, =4-3=12
\H| = |Hol| - |H,| = 4-6 = 24
© Damit sind auch Isom™ (R3,T) = S, und Isom™ (R3,T) =~ A, vertraut.
Wir erkennen die volle Isometriegruppe Isom™ (R3, T') des Tetraeders als

symmetrische Gruppe S,; sie sind nicht gleich, aber immerhin isomorph!
Die alternierende Gruppe A,, besteht aus den geraden Permutationen.
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Die fiinf platonischen Korper Ausfiihrung

(2 Was ist das Besondere an diesen fiinf wunderschonen Beispielen?
Sie sind offensichtlich besonders symmetrisch. Was heif3t das genau?
Gibt es weitere Beispiele? Oder kennen wir bereits alle Moglichkeiten?
Die Antwort ist der Hohepunkt von Euklids epochalem Werk Elemente:

Satz S5a: Klassifikation regularer 3—Polytope, Euklid 3. Jh. v.u.Z.

(1) Symmetrie: Jeder dieser fiinf platonischen Kérper P C R3 ist regulir,
d.h. die Isometriegruppe Isom(R3, P) operiert transitiv auf den Fahnen.
Ausfiihrlich: Jede Fahne (E < K < F < P), bestehend aus einer Ecke E
in einer Kante K in einer Facette F' des Polytops P, kann durch eine
Isometrie des Raumes R? in jede andere Fahne tiberfithrt werden.

(2) Diese Liste ist vollstindig: Jedes regulire 3—Polytop Q C R?

ist dhnlich zu genau einem unserer fiinf platonischen Koérper.
Ausfiihrlich: Von @Q zum Modell P fiihrt eine Ahnlichkeitsabbildung
h:(R3 Q)= (R3 P) : z - Mz + v mit einem Streckfaktor A € R,
einer orthogonalen Matrix A € R3*3 und einer Verschiebung v € R3.

Aufgabe: Bestimmen Sie zu jedem der fiinf platonischen Kérper P C R3
die Ordnung seiner vollen Isometriegruppe H = Isom(R3, P). Anleitung:
@ Ohne Werkzeug ist es moglich, aber untibersichtlich und mithsam

© Mit dem Orbit-Stabilisator-Satz J3N wird es kinderleicht!

Losung: Wir lassen die Gruppe H jeweils auf der Eckenmenge operieren!
Diese Operation ist transitiv, mit der Bahnlange n = |Hv| = 8, 6,4, 12, 20.
Als Standgruppe erkennen wir die Diedergruppe H, = D,, wobei k die
Anzahl der Nachbarecken ist. So erhalten wir die ersehnte Ordnung:

Hexaeder: |H| = |Hv|-|H,)=8-6 =48
Oktaeder: |H| =|Hv|-|H,|=6-8 =48
Tetraeder: |H| = |Hv|-|H,|=4-6 =24
Ikosaeder: |H| = |Hv| - |H,| =12-10 = 120
Dodekaeder: |H|= |Hv|-|H,|=20-6 =120

Bemerkung: Die Dopplungen sind kein numerischer Zufall! Hexaeder
und Oktaeder sind dual zueinander, wie skizziert, ihre Isometriegruppen
daher isomorph, gar gleich. Ebenso sind Ikosaeder und Dodekaeder dual.
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»Was hat Sie [an der Quantenphysik] dermafSen fasziniert?“
— ,,Die wunderschéone Mathematik, die verwendet wurde.“
Anton Zeilinger, Physik-Nobelpreis 2022
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T004
Uberblick

Die vorigen Kapitel P und S zeigen zwei tiberall wirksame Werkzeuge:
1 Eigenbasen zur Diagonalisierung von Endomorphismen
2 Orthonormalbasen zur Diagonalisierung eines Skalarprodukts

Wir verbinden diese beiden Themen nun zur perfekten Harmonie:
Waire es nicht am schonsten, orthonormale Eigenbasen zu finden?

(@ Welche Matrizen A € K™ sind unitar trigonalisierbar? Dies erklart
die Schur-Zerlegung T11. Starker, wann ist A unitar diagonalisierbar?

Spektralsatz I, T1r: Uber K = R, C, H ist jede selbstadjungierte Matrix
A € K™™ unitér diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten: Zu A = Af
existiert Q € GU,, K so, dass QT A Q = diag()\,, ..., \,,) mit A, ..., A, € R.

Spektralsatz II, T10: Genau dann ist eine komplexe Matrix A € C™*"
unitir diagonalisierbar, also QTA Q = diag(\y, ..., \,,) mit Q € GU,, C,
wenn A normal ist, also die Kommutation ATA = AAT erfiillt.

© Hier figen sich Algebra und Geometrie harmonisch zusammen.
Dieses Kapitel empfinde ich als einen weiteren schonen Hohepunkt,
als den zentralen Kreuzungspunkt von mathematischer Theorie und
spektakularen Anwendungen in Numerik, Statiktik, Physik uvm.

Sie sehen hier das starke Zusammenspiel der Linearen Algebra
(die eleganten Grundlagen zunéchst tiber beliebigen Korpern)
und den bilinearen Methoden der euklidischen Geometrie
(dies speziell iiber den Korpern R und C, gerne auch H).

Wir ernten reiche Resultate, allen voran den Spektralsatz,

I fiir selbstadjungierte und II fiir normale Endomorphismen.

Wir illustrieren dies mit ersten beeindruckenden Beispielen.

Die Anwendungen reichen weit iiber die Lineare Algebra hinaus!

Dies mobilisiert all unsere bisher erarbeiteten Werkzeuge,
die nun fulminant zusammenwirken. Axioms together strong!
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Lobgesang des Spektralsatzes
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Lobgesang des Spektralsatzes

Der Spektralsatz ist fundamental fiir die Quantenmechanik, denn ihre
gesamte mathematische Struktur baut auf selbstadjungierten Operatoren.
Insbesondere der Begriff der Messung entspricht dem Spektralsatz:
Messung bedeutet orthogonale Projektion auf Eigenrdume.

Historical fun fact: Die Quantenmechanik hat als ,Matrizenmechanik”
begonnen. Nach ihren sensationellen Erfolgen in den ersten 100 Jahren,
etwa von 1925 bis 2025, ist diese Sichtweise heute relevanter denn je.
Das Quantum Computing betont die endlich-dimensionalen Systeme,
das ist physikalisch angewandte Lineare Algebra par excellence!

Industrielle Implementierung ist eine enorme technisch-physikalische
Herausforderung, sie ist weiterhin hochaktuell und bleibt spannend.
Erstaunlicherweise wird Quantum Computing wesentlich einfacher,
wenn man die Physik ausblendet und sich auf die (relativ einfache!)
mathematische Struktur fokussiert. Daher das Eingangszitat.
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Anwendungen in der Statistik. Der Spektralsatz spielt als Werkzeug in
der Statistik eine zentrale Rolle, denn nahezu alle relevanten statistischen
Objekte werden durch symmetrische reelle Matrizen beschrieben.

Dazu liefert der Spektralsatz die vollstandige Strukturtheorie.

Optimierungsprobleme nutzen meist die Methode der kleinsten Quadrate,
etwa zur linearen Regression. Die Singularwertzerlegung wird in der
Datenanalyse angewendet, etwa zur Hauptkomponentenanalyse (PCA);
Kovarianzmatrizen beschreiben Korrelationen, insbesondere bei
Gaufi—Verteilungen: Der Spektralsatz entkoppelt Zufallsvariablen.

In den letzten Jahren entwickelt sich die Datenanalyse explosionsartig,
damit wiachst auch die zentrale Bedeutung mathematischer Methoden.
Fiir Big Data und jiingst im Machine Learning ist der Spektralsatz wichtig,
da er komplizierte hochdimensionale Daten strukturiert: kernbasierte
Lernmethoden, PCA, Clustering, Empfehlungssysteme, uvm.

Der Spektralsatz wird in der Linearen Algebra fiir endlich-dimensionale
Vektorraume untersucht und in diesem Rahmen vollstandig geklart.

Viele Anwendungen erfordern Funktionenrdume, und diese haben meist
unendliche Dimension. Hier iibernimmt die Funktionalanalysis und fiihrt
den Spektralsatz fort zu einer sensationell ausgefeilten Theorie!

Die numerische Mathematik geht den umgekehrten Weg: Zur effektiven
Implementierung auf dem Computer wird das in der Analysis idealisierte
Modell geschickt diskretisiert und somit wieder endlich-dimensional!

Sie ahnen bei diesen Stichworten bereits, wie sehr die Lineare Algebra
hierzu wichtige Grundlagen und effiziente Werkzeuge bereitsstellt.

Allein schon die innermathematische Schonheit rechtfertigt jede Miihe:
Algebra, Geometrie, Numerik arbeiten hier vorziiglich zusammen.

Ebenso rechtfertigen allein die Anwendungen die solide Investition.
Freuen Sie sich und nief3en Sie beides!
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Definition T1A: selbst/adjungierte Matrix — SFormen S1H
Sei (K, o) ein involutiver Ring, etwa K = R, C, H mit o = conj.

(1) Zu jeder Matrix A € K™*" definieren wir die adjungierte Matrix

At = AT e K™ durch A= (a@'j)ij H At = (af )Jl

(]

Wir verbinden Transposition und Konjugation zur ,,Transkonjugation“.
Im Spezialfall ¢ = id ist A — AT = AT ganz einfach die Transposition.

(2) Gilt AT = A, so heifit die Matrix A selbstadjungiert oder hermitesch.
Im Spezialfall ¢ = id nennen wir die Matrix A = AT symmetrisch.

T
F é] _[1 2 3] [2+i 31]*_{2—1 5]
3 456 5 1 ~3i 1

3 2 3 2+i}

symmetrisch S = {2 5 9_i 5

] ,  hermitesch H = [

Beispiel: Auf V' = K" betrachten wir die hermitesche Standardform:

(-] K xK® = K : (u,0) = (u|v) :=ulo =57 ulv,

=

Fiir jede Matrix A € K™*" sowie v € K™ und v € K" gilt:

(u] Av)in = (Alu|v)y.

Beweis: Dank Matrixkalkiil konnen wir dies leicht nachrechnen:
(Atu|v), = Attty = Wld)ov = uf(Av) = (u|Av)p.

© Wir konnen also A zu AT und zuriick ,umwilzen“ auf die andere Seite!
Ist A selbstadjungiert, so konnen wir A = A" unverindert umwilzen:
Wir erhalten dasselbe Skalarprodukt, egal wo wir A anwenden!

Die Operation A — A" heifit Adjunktion. Sie ist semilinear und
antimultiplikativ, d.h. (AB)" = BT Af. Das passt zum Umwilzen:

(u| ABv) = (Atu| Bv) = (BT ATu|v)
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A\ Bitte verwechseln Sie niemals die adjungierte Matrix AT aus T1A mit
der adjunkten Matrix A" = adj(A) aus Cramers Inversionsformel O2r.
Das ist etwas ganz anderes! Die sprachliche Nahe ist ungliicklich,

doch die Tradition lasst sich leider nicht mehr dndern.

Man nennt At auch die ,hermitesch transponierte Matrix“ oder auch die
Ltransponiert-konjugierte Matrix“, was etwas langer aber auch klarer ist.
Kurz doch treffend scheint ,transkonjugiert® als guter Kompromiss.

In der Literatur sind die Schreibweisen AT = A* = AH = ... {iblich.
Das Symbol ,1* heifit engl. ,Dagger®, BIEX \dagger, dt. ,Dolch®.

Die Adjunktion  : K™*™ — K"*™ : A » AT ist selbstinvers (A)T = A,
und semilinear gemaf} (A\)" = A\ AT, additiv ein Isomorphismus, doch
multiplikativ ein Anti-Isomorphismus, da sie die Reihenfolge umdreht.

Ist (K, o) ein involutiver Ring, so auch (K™*", 1) mit AT = (47)7.
Spur, Determinante und Eigenwerte werden dabei konjugiert.

Wir wollen nun von Matrizen tibergehen zu linearen Abbildungen.
Hierzu seien (V, (-|-),) und (U, (-|-);/) hermitesche Raume tiber (K, o).
Wir denken an Vektorrdume iiber K = R, C, H mit 0 = conjg und einem
Skalarprodukt, insbesondere an K" mit dem Standardskalarprodukt.

Zwei lineare Abbildungen (f,g) : V & U heiflen adjungiert, falls
(ulf(v))r = (g(u) |v)y

gilt fiir alle v € Uund v € V. Anschaulich: Wir kénnen f zu g und zuriick
Lsumwalzen® auf die andere Seite. In der folgenden Definition miissen wir
allerdings besonders sorgsam und vorsichtig vorgehen: Weder Existenz
noch Eindeutigkeit einer Adjungierten g zu f sind selbstverstandlich

Fiir beliebige Sesquilinearformen miissten wir genauer sagen, g: U — V
ist linksadjungiert zu f: V' — U, und ebenso f ist rechtsadjungiert zu g.
Da die hier betrachteten Formen jedoch hermitesch sind, miissen wir dies
nicht unterscheiden, denn die Involution liefert sofort das Gegenstiick:

(F0) [y = {v] g(w)y
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Definition T1B: selbst/adjungierte Homomorphismen

Seien (V, (-|-),) und (U, (-|-);/) hermitesche Rdume iiber (K, o), also
K-lineare Rdume ausgestattet mit hermiteschen Sesquilinearformen.
Wir denken an K = R, C, H mit 0 = conjg und Raume mit Skalarprodukt.

(1) Ein Endomorphismus f: V' — Vheifit selbstadjungiert, falls gilt:
(ul f(v))y = (fW)]v)y

Wir nennen f dann auch hermitesch, im Spezialfall o = id symmetrisch.

(2) Ein Paar (f,g) : V & U von K-linearen Abbildungen
f:V = Uund g: U — Vheiflt zueinander adjungiert, falls gilt:

(ulf())r = (g(w)[v)y

Dank Konjugation mit o ist dies Aquivalent zu (v| g(u) ), = (f(v) |u),.
Demnach ist auch das umgedrehte Paar (g, f) : U = Vadjungiert.

fur alle u,v eV

firallevw € Uundv € V.

(3) Ist (-|-) regulér, etwa ein Skalarprodukt, so ist g eindeutig. |

Beweis: (3) Seien g, § : U — Vadjungiert zu fund u € U. Dann gilt

(g(w)|v)y = (u[f())y = (g(u)[v)y

fur alle v € V, somit (g(u) — g(u) |v) = 0 also g(u) = g(u).

© Meist betrachten wie Skalarprodukte, daraus folgt Regularitat.
Im Beweis testen wir dann ganz einfach mit v = g(u) — g(u)
und erhalten damit |g(u) — g(u)|? = 0, also g(u) = g(u).

Wir nennen dann g = f' den adjungierten Homomorphismus zu f.
Entsprechend ist f = g7 der adjungierte Homomorphismus zu g. J

Zur Betonung sagen wir auch euklidisch / hermitesch adjungiert, um
den Bezug zu den verwendeten Skalarprodukten (-|-) zu betonen und
mogliche Verwechslung mit anderen Adjunktionsbegriffen zu vermeiden.
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A\ Eindeutigkeit und Existenz sind keineswegs selbstverstiandlich.
Im obigen Beweis der Eindeutigkeit ist die Regularitat wesentlich.

(2 Woher wissen wir, dass diese Vorsicht objektiv notwendig ist
und nicht blof ein Artefakt unserer umsténdlichen Argumentation?

Beispiele: Als heilsame Warnung hier zwei extreme Gegenbeispiele.

(1) Wir betrachten U = K™ mit (-|-) = 0 und V' = K" mit (-|-) = 0.
Hier ist jedes Homomorphismenpaar (f,g) : V & U adjungiert,
denn es erfillt (u| f(v) ), =0= (g(u) |v), furalleuw € Uund v € V.

(2) Wir betrachten U = K™ mit (-|-) = ufv und V = K" mit (u,v) = 0.
(2a) Zu f = 0: V — U ist jede lineare Abbildung g : U — Vadjungiert.
denn hier gilt (u| f(v));, =0 = (g(u) |v) furalleu € Uund v € V.

(2b) Zu f # 0: V — U ist keine lineare Abbildung g : U — Vadjungiert,
denn hier gilt (u| f(v));; # 0 = (g(u) | v), fir geeignete w € Uund v € V.

Beispiel T1c: adjungierte Homomorphismen

(1) Wir betrachten U = K®) mit Standardform (u,v) = 3,z uv,.

Fiir (f,g) : U 2 Umit f(v), = vy, und g(u), = uy_, gilt fT=g=f1.
(2) Uber K = R, C, H betrachten wir diesen Raum U = K® und seine
Vervollstindigung V = ¢2(Z,K) = {v: Z = K| |[v]3 := Y rezlvi]® < 00}
Zur Inklusion f: U < Vexistiert keine Adjungierte g: V — U.

v
Beweis: (1) Ubung! (2) Im Raum U = K*) haben wir die ONBasis (e )z
Auf Vist (u,v) = )z ufv, absolut konvergent dank Cauchy-Schwarz:

Es gilt ¥joicn f0a] < (Snltal?)” - (Spicnln®) < Julglol, also
Y owezludve] < Juls]vly < co. Somit ist (-|-) : V' x V — K wohldefiniert.
Dies ist ein Skalarprodukt: sesquilinear, hermitesch, positiv definit.

Wir wihlen nun v € V mit unendlichem Triger, etwa v = (271¥), _, € V.
Wire g : V — U adjungiert, so (g(v) | e )y = (v| f(er) )y = (v]eg )y = v
Demnach hitte g(v) € K unendlichen Triger, ein Widerspruch!




Adjungierte Homomorphismen und ihre Matrizen "

T110
Erlauterung

Adjungierte Homomorphismen und ihre Matrizen

Seien U = (u;)i2; zu Uund V = (v;)?_; zu V Orthonormalbasen tiber K. )

Dies erreichen wir etwa durch das Gram-Schmidt-Verfahren S3c. Damit:
Fiir f: V — U linear mit Darstellungsmatrix A = M%(f) € K™*" gilt

(u; | f(”j)> = (g | D20y “k%ﬂ = DR |uk>akj = Qjj-
Ebenso fiir g : U — Vlinear mit B = My, (g) € K™*™ gilt b;; = (v, | g(u;)).

Satz T1p: adjungierte Homomorphismen und ihre Matrizen
(1) Genau dann ist das Paar (f,g) : V 2 U adjungiert, kurz g = f1,
wenn ihre ONB-Darstellungsmatrizen adjungiert sind, also B = A'.

Genau dann ist f: V — Vselbstadjungiert, kurz fT = f, wenn die
ONB-Darstellungsmatrix A = M,,(f) selbstadjungiert ist, also AT = A.

(2) Zu jedem Homomorphismus f: V' — U, mit endlichen ONBasen,
existiert genau ein adjungierter Homomorphismus f7: U — V,

Aufgabe: Rechnen Sie dies sorgsam nach! Beweis: (1) ,=“: Wir finden

Ad ONB

bji = <Uj’9(ui)> = (9(%’)’”3’) = (uz’|f(vj)> = Q.

»<": Fur je zwei Vektoren v = Y, u,\, € Uund v = d v €V

=1 Y17\
gilt (g(w) [v) = > 5 ,elvebgiNi [vm) = D0k bk_i)‘z'<vk |vj)p,; = (BA) T
und (u| f(v)) = Zi,j,[<ui/\i | UN@jNﬂ = Zi,j,é Ay | W>azjﬂj =\l (Ap).
Aus A = B folgt (u| f(v)) = (g(u) |v) firalleu € Uund v € V.

(2) Eindeutigkeit T1B(3) gilt allgemein fiir regulare HFormen. Existenz:
In endlicher Dimension gelingt uns die Konstruktion mit ONBasen
U= (u)2y zuUund V = (v;)7_,, etwa dank Gram-Schmidt S3c:
Wir stellen f: V — U durch die Matrix A = M¥(f) € K™*" dar.
Die adjungierte Matrix B = AT € K»*™ stellt g = f1 : U — Vdar.

(2 Woher wissen wir, dass diese Vorsicht objektiv notwendig ist
und nicht blof} ein Artefakt unserer umsténdlichen Argumentation?

A\ Adjungierte existieren nicht immer, siehe Gegenbeispiel T1c(2).

Reelles Spektrum und orthogonale Eigenraume o
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Satz T1E: reelles Spektrum und orthogonale Eigenraume
Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.
(1) Jeder Eigenwert A € K von fist reell, kurz o(f; K) C R.

(2) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal:
Gilt f(u) = uXund f(v) = vp fir u,v € Vund A # p in R, so folgt u L v.

(3) Ist U < Vinvariant, also f(U) C U, so auch U+ <V, also f(U*) C U*.

Beweis: (1) Fiir f(v) = vA mit v € V~. {0} und A € K gilt:

(v]v)d = (v[vd) = (v|f(v)) = (f)|v) = (vA]v) = Xo]0)
Dank (v|v) € R, schlieien wir A = , also A € R. (2) Wir rechnen:

0 = (f(u)|v) = (ul f()) = (uA]v) = (ulop) = (A= p){u|v)

Dank X # p folgt (u|v) =0, also u L v. (3) Aus v € U+ folgt f(v) € Ut:
Fiir alle u € U gilt (u| f(v)) = (f(u)|v) = 0 dank f(u) € U.

Zur Betonung diese wichtige Erkenntnis in poetischen Worten:
Jeder selbstadjungierte Endomorphismus hat ausschlie3lich
reelle Eigenwerte und zueinander orthogonale Eigenraume.

Uber R ist (1) trivial, daher betrachten wir gleich den Fall K = C.
Die Aussage (2) hingegen ist in beiden Féllen K = R, C wichtig!
Der Orthogonalraum (3) wird uns zur Induktion verhelfen.

Erinnerung: Zu U < Vhaben wir den Orthogonalraum S1G
Ul ={veV|VueU:(ulv)=0}<V.
Gilt zudem dim U < oo, so folgt V = U@ U~ dank S1q.

Da es keinen Mehraufwand kostet, fithre ich das Beispiel H weiter mit.
Die wichtigen Anwendungen betreffen R und C, doch allgemein den
Dreischritt R, C, H mitzudenken gemahnt uns zur sauberen Arbeit.

© Bislang haben wir noch nicht endliche Dimension benétigt.
Zur Illustration nenne ich ein unendlich-dimensionales Beispiel.
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Uber K = R betrachten wir R? mit Standardskalarprodukt (u |v) = u"v.
Die folgenden Matrizen A, B, C sind symmetrisch, also selbstadjungiert.
Aufgabe: Finden Sie zu A, B, C jeweils eine orthonormale Eigenbasis!

100 111 31 1
A=10 2 o], B=1|1 1 1|, Cc=11 3 1
00 3 111 11 3

A: Hier gilt Eig(A4, k) = (e, )g fir k =1,2,3, also R? = O3 _, Eig(4, k).
B: Fiirr u = (1,1,1)7 gilt Bu = 3u. Fir v = (1,—1,0)" gilt Bv = Ow.
Firw=u x v = (1,1,-2)7 gilt Bw = Ow. Orthonormale Eigenbasis:

11 1

Vi V2 V6 300
Q=% % v | Q@Q=I QBQ= 0001

1 9 =2 0 0 O

V3 V6

C: Hier gilt C = B+ 21, also Q"CQ = Q"BQ + 2I = diag(5,2,2).

Schon lange, seit Satz P14a, wissen wir fiir Endomorphismen f: V — V:
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Dank Satz T1E wissen wir nun noch wesentlich mehr:
Jeder selbstadjungierte Endomorphismen f: V — V
hat reelle Eigenwerte und orthogonale Eigenraume.

© Dies konnen wir unmittelbar nutzen, wie im obigen Zahlenbeispiel,
fir symmetrische Matrizen tiber R oder hermitesche Matrizen iiber C.

© Beliebter Trick speziell in Dimension 3: Haben wir zu A = AT € R3*3
bereits zwei linear unabhéngige Eigenvektoren u,v € R3 gefunden,
Au = uX und Av = vy, so erhalten wir einen dritten durch w = u X v.

Aufgabe: Warum erfiillt w = u x v die Eigengleichung Aw = wv?
Losung: Wir haben x4, = (X — A\)(X — p)(X —v) mit A\, u, v € R. Sind alle
drei \, 1, v verschieden, so gilt Eig(A, \) = (u); und Eig(A, u) = (v)k
und als dritter orthogonaler Summand Eig(A, ) = (w)%. Ebenso gelingt
jederderFille A\=p#vundA=v#pund \#v=pund A = p =
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(2 Hat jeder Endomorphismus eine Adjungierte? Allgemein nicht:

Beispiel T1F: Ableitung und Adjunktion

Uber K = R, C, H betrachten wir den Raum U = €*([0, 1], K)
aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen f,g: [0,1] = K
mit jhrem Standardskalarprodukt ( f| g) = [L, f(t) g(f) dt.

(0) Die Ableitung d = d/dt : U — U hat keine Adjungierte 07 : U — U.

Beweis: Angenommen, 9" : U — U wiire adjungiert zu 8: U — U.
Nach Definition bedeutet das (87 f|g) = (f|9g). Ausgeschrieben:

1

f'(t) g(t)

/ D glt)dt = / T g (1) dt

= [faw] -

=0 t=0

© Auf dem Teilraum V = { f € U| f(0) = f(1) } < U aller Funktionen f
mit periodischer Randbedingung f(0) = f(1) ist 8" = —0 die Adjungierte!

Wir zeigen, dass die Ableitung 0 auf ganz U keine Adjungierte 9" hat.
Zu jedem f € U hitten wir dann h = (97 + 0) f mit der mirakulésen

Eigenschaft [ h(t) g(t)dt = f(1)g(1) — f(0)g(0) fiir alle g € U.
Speziell fiir f(t) =t — 1 erhalten wir f(0) = —1 und f(1) = 0.

Problem: Wir suchen h € U mit [L h(t) g(t) dt = g(0) fiir alle g € U.
Daraus folgt h(z) = 0 in jedem Punkt = € |0, 1], also ein Widerspruch! J

Beweis dazu: Angenommen, es gibe z € ]0, 1] mit h(z) =: a # 0,

also h(x)@ = 26 mit § = |a|?/2 > 0. Dank Stetigkeit existiert e € R.
so, dass Re(h(t)a) > 6 > 0 fur alle t € [z + €] gilt. Dazu existiert eine
Testfunktion g € U mit ¢g(0) = 0 sowie g > 0 und supp g C [z + €] und
Gesamtmasse [}, g(t) dt = 1. Es folgt Re( [, h(t) ag(t) dt) > § > 0.
Das zeigt (h|ag) # 0. Wir folgern h(z) = 0 fir alle z € ]0, 1].

Daraus folgt (h|g) =0 fiiralle g € U, also (h|g) # ¢g(0) firg =1 € U.
Zu f(t) = t — 1 existiert die ersehnte Funktion h = (8" + 9) f also nicht.
Somit hat die Ableitung 9 : U — U keine Adjungierte 81 : U — U.
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Beispiel T1F: Funktionen f: R — C mit Periode T' > 0

(1) Die Menge aller Funktionen f: R — C ist ein C-Vektorraum und
die Teilmenge aller T-periodischen Funktionen ein Untervektorraum.
Da wir zudem differenzieren wollen, betrachten wir den Unterraum

V ={f:R — C| T-periodisch und beliebig oft diff’bar }.

Kennen Sie Beispiele solcher Funktionen? Ja! Die Allerschénsten sind:
e, :R—=>C:tre™ mitw=2r/Tundk € Z

Weitere Beispiele sind Re ey, (t) = cos(kwt) und Im ey, (t) = sin(kwt).
(2) Kennen Sie auf dem Raum Viiber C ein Skalarprodukt? Ja!

/ 7

Dies ist tatsachlich sesquilinear, hermitesch und positiv definit. (52D)

VxV—=C:(f,g)=(flg):

v

Beispiel T1F: Die Ableitung £ ist selbstadjungiert.

(3) Ist der Ableltungsoperator : V' — Vselbstadjungiert?

g> <1dtf‘ >

Ja! Dies gelingt erfreulich leicht dank partieller Integration:

/ Fgwa = i - [ Foewa

(4) Sind (ey,) ez Eigenfunktionen? zudem paarweise orthogonal?

1d

Ulig

idt

ikwt

1d
1dte =kwe

ikwt

Die Eigenfunktionen (e;),.; haben reelle Eigenwerte (kw),; und sind
demnach orthogonal dank Satz T1E - oder direkt nachrechnen S345!

Beispiel: der Ableitungsoperator auf Fourier—Polynomen
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© Das ist die genial-einfache Grundidee der Fourier-Theorie:
1 Die Eigenfunktionen (e} ),z als Basis vonU = (e, |k €Z). <V
diagonalisieren die Ableitung 14 : U — U dank 1 e, = kwe,,.

2 Auf Viiber C haben wir das Skalarprodukt (-]-) : V xV — C.
Der Ableitungsoperator erweist sich nun als selbstadjungiert.

3 Fourier—Analyse heif}t Bestapproximation in U,, = (e, | —n < k < n).

Die Fourier—Koeffizienten erhalten wir effizient durch Integration.

Damit zerlegen wir Signale in ihre harmonische Grundschwingungen,
als explizites Zahlenbeispiel kennen Sie die Sdgezahnkurve S353.

© Funktionenrdaume sind besonders lehrreiche Beispiele:
1 Sie sind relevant in der Analysis und vielen Anwendungen.
2 Wir rechnen nicht unmittelbar in einem Koordinatenraum.

3 Viele unserer Techniken greifen selbst hier erfreulich effizient!

Ich betone dabei zunéchst die linear-algebraische Sichtweise.

Die Analysis erganzt dies durch wirksame Konvergenzsatze.

Die Numerik liefert Rechenverfahren und Fehlerabschétzungen.

Dies gipfelt schliefilich in effizienten Algorithmen, siehe FFT (§E7).
Alle Aspekte der Mathematik arbeiten erneut harmonisch zusammen!




. . . Ti21
Woher bekommen wir ein erstes Eigenpaar?

Ti122

Woher bekommen wir ein erstes Eigenpaar? Ausfihrung

Lemma T1G: Existenz eines ersten Eigenpaars

(1) Uber K = R,C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.
Gilt dimy (V) = n € N5, so existiert ein Eigenpaar (v, \) € V x R.

(2) Jede selbstadjungierte Matrix A € K™*" hat einen reellen Eigenwert.

Nach Wahl einer ONBasis sind (1) und (2) 4quivalent dank Satz T1p.

Algebraischer Beweis: (a) Komplexer Fall K = C: Zu A € C™*" zerfallt
das Polynom y 4 € C[X]} iiber C dank FTA E3c. Wegen n > 1 existiert
ein Eigenpaar (v, \) € C" x C (P2a). Dank AT = A gilt A € R (T1E).

(b) Reeller Fall K = R: Wir betrachten A € R"*™ C C"*™. Dank (a)
existiert (v, A) € C™ x R mit Av = vA. Konjugation ergibt Av = vA.

Fiir u = Re(v) = 3 (v + v) € R™ erhalten wir Au = u.

(c) Quaternionaler Fall K = H: Wir betrachten V = H" als C—Vektorraum
und darauf A : H* — H" : z = Az als C-linear. Nun gentgt (a).

Im Folgenden wollen wir orthonormale Eigenbasen konstruieren.
Das geschieht am besten induktiv. Als Start bendtigen wir dazu ein ersten
Eigenpaar (v, A). Der Schritt ist dann leicht: Abspalten, rinse and repeat!

Das erinnert uns stark an den Fundamentalsatz der Algebra (FTA E3c):
Wir wollen jedes Polynom P = >_?_ a, X* € C[X]! in Linearfaktoren
zerlegen gemifl P = [[7_; (X — ;). Dazu gentigt uns, eine erste Nullstelle
A; € C zu finden. Der Schritt ist dann leicht: Abspalten, rinse and repeat!

Unser algebraischer Beweis iiber C ist inzwischen bewéhrte Routine:
Gerne nutzen wir, dass der Korper C algebraisch abgeschlossen ist, also
jedes Polynom iiber C zerfallt. Speziell fiir Eigenpaare selbstadjungierter
Abbildungen gibt es jedoch eine faszinierende geometrische Alternative:

Geometrisch-physikalisch-analytischer Beweis: Die folgende elegante
Energiemethode beweist die Existenz eines Eigenpaares (v,\) € K" x R
einheitlich in allen drei Fillen K = R, C, H. Der Fundamentalsatz E3c
wird dabei durch ein geniales Kompaktheitsargument ersetzt.

Quadratische Form als Energiefunktion "
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Jedem normierten Vektor v weisen wir seine Energie E(v) = vt Av zu.
Das ist die quadratische Form eingeschrankt auf die Einheitssphare:

SK") ={vek" ||| =1}, . A:}{ 2 —1]
E:S—R:v—ofA, 3|-1 4
B(5h8)
/9 /
\J \\/ \/ ~
6

Hier ist S(K") := {v € K™ ||v| = 1} die Einheitssphire, also die Menge
aller normierten Vektoren, der Linge 1. In unserem Beispiel ist S! C R?
die Einheitskreislinie; diese parametrisieren wir durch 6 - ( cos ).

sin 6

Wir erkldren die Energie fiir alle Vektoren v # 0 durch Normierung:

B viAw

How low can you go?
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Satz T1H: Energiemethode

Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitdr und f: V — Vselbstadjungiert.

(0) Wir betrachten die Sphére S(V) := {z € V| |z|| = 1} und darauf
E:VOS>RCK:zb E(z)=(z|f(z)).

(1) Ist u € S eine Minimalstelle, also E(u) < E(z) fir alle z € S,
dann ist u ein Eigenvektor, also f(u) = uA mit A = E(u) € R.

(2) Fur V = K" nimmt F auf S Minimum und Maximum an,
somit existiert zu f mindestens ein Eigenpaar (u, \) € S x R.

Beweis: (0) Es gilt E(z) € R,denn (z| f(z)) = (f(z) |z) = (x| f(x)).
(1) Wir zerlegen f(u) = uX + v orthogonal mit A = (u| f(u)) und v L u.

u+ vt s A+ 2] +12(v] f(v))
Rot=s EF|l —— | = ... = =: h(t
(Hu n vt||> 4 14 2]o]? <)

Es gilt b’ (0) = 2||v|?/|u|. Ist u extremal, so folgt h’(0) = 0, also v = 0.

Aufgabe: Rechnen Sie (1) sorgsam nach und begriinden Sie (2).
Losung: Wir zerlegen f(u) = u\ + v. Der Fourier-Koeflizient
A= (u| f(u)) garantiert v L u, siehe S2r. Wir rechnen geduldig:
( u+ vt ) v (uvt] flut+vt)) v (u+tovt|ud+v+ f(v)t))
E _— = =
lu + vt (u+vt|u+ot) Juf? + [Jv]2¢2
o JulPA 4 (vl v) + (ul f(0))t + (vt [ud) + ot + (v] f(v) )2
ul? + [v]*¢>
o At 2t +£2(v| f(v))
B 1+ 82|v]?

Im letzten Schritt nutzen wir erneut, dass f selbstadjungiert ist:

(ul f(v)) = (f(w)|v) = (ur+v|v) = Jo]?

(2) Wir nutzen dankbar die Werkzeuge der Analysis / Topologie des RY:
Fir V = K" ist die Sphére S C K" kompakt. Daraufist £ : S — R stetig.
Daher nimmt die Funktion E ihr Infimum und ihr Supremum an.

Ti127

Quadratische Form und Energiemethode Ausfishrung

Ti128

Quadratische Form und Energiemethode Ausfiihrung

Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und f: V — Vselbstadjungiert.
Somit ist die Form (u,v) - (u| f(v)) sesquilinear und hermitesch, denn
(ul f(v)) = (f@)|u) = (v]f(w)).

Aus (-|-) mit fbilden wir so (-| f-) und die quadratische Form
g V—=oR:z (x| f(z)).
Fir x € V'~ {0} ist dann die Energie aka der Rayleigh-Quotient

, , (z] f(=z))
E:V~{0} =>R:zr oz
Dieser Wert ist invariant unter Skalierung mit A € K*:
(A [ f(zN) _ (z]f(@)) A2 _
Ao (ela) PO

Daher gentigt es, E auf der Einheitssphire S(V') zu betrachten.

E(z)) =

Diese Sichtweise ist insbesondere in der Physik beliebt und bewahrt,
daher kommt auch unsere sprechende Bezeichnung als ,Energie®.

Ein quantenmechanisches System beschreiben wir durch einen unitaren
Raum (V, (-|-)) Uber C. Jedes Element x € V beschreibt einen Zustand.
Die selbstadjungierte Abbildung f: V' — Vbeschreibt eine Observable
oder Messung. Im Zustand z € Vist der erwartete Messwert E(z) € R.

Genauer beschreiben z und z\ denselben physikalischen Zustand.
Daher normieren wir jeden Zustand = standardméaflig zu z/|z| € S.
Auf der Einheitssphére S vereinfacht sich die Energieformel zu

E:S—R: E(x)= (z|f(z)).

So viel als Hintergrund zur physikalischen Allgemeinbildung. Schon die
mathematischen Eigenschaften sind wunderschon und niitzlich, darauf
diirfen Sie sich gerne fokussieren. In endlicher Dimension ist die Sphare
S kompakt, daher nimmt die Energie E ihre Extrema an.
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Satz T11: Spektralsatz I, selbstadjungierte Endomorphismen

(1) Uber K = R, C, H ist jede selbstadjungierte Matrix A € K"*"
unitir diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten: Zu A = Af
existiert ein unitarer Basiswechsel ) € GU, K so, dass

QTAQ = A = diag(\y,...,\,) mit M,..,\, €R.

(2) Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir mit dimg (V) =n € N.
Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus f: V — Vexistiert
eine orthonormale Eigenbasis (v, ..., v,,) mit reellen Eigenwerten.

’rEn

v

Aquivalenz: Wir haben ,(2) = (1)“ mit Q = (v, ..., v,,) € K™ dank T1p,
ONB heifit QTQ = I, Eigenbasis heifit Q71 AQ = A = diag(\;, ..., \,,)-

© Uber K = R ist unsere Basiswechselmatrix @ € SO,, R orthogonal.
Jede symmetrische reelle Matrix ldsst sich orthogonal diagonalisieren.

© Uber K = C ist unsere Basiswechselmatrix Q € SU,, C unitir.
Jede hermitesche komplexe Matrix ldsst sich unitdr diagonalisieren.

© Allein schon die Diagonalisierbarkeit ist iiberaus bemerkenswert.

Fiir eine beliebige Matrix A € K™*" ist sie keineswegs selbstverstandlich!
Erstens muss das charakteristische Polynom zerfallen, zweitens muss fiir
jeden Eigenwert die geometrische die algebraische Vielfachheit erreichen.

© Hier gelingt Diagonalisierung unitdr, durch unitaren Basiswechsel.
Speziell tiber K = R, C folgt: Das charakteristische Polynom x ; € K[X]
zerfallt bereits tiber R geméf x ;(X) = (X — pq)™* - (X — p,)™* mit
reellen Nullstellen 41, < --- < i, und Vielfachheiten n, ..., n;, € Ny;.

© Das charakteristische Polynom einer reellen symmetrischen Matrix
zerfallt in reelle Linearfaktoren. Das ist hochst bemerkenswert!

Der Vektorraum zerféllt in die orthogonale Summe der Eigenrdume:

V =Eig(f, pu) ©-- @ Eig(f, uy,)

Der Anfang ist wesentlich: Es existiert ein Eigenpaar (v, \).
Der Schritt gelingt dann leicht dank orthogonalem Komplement!
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Beweis: (2) Wir fithren Induktion tiber n. Fir n < 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Dank T1G/T1H existiert zu f: V — Vein Eigenpaar (v,,A;) € V x R.
Wir normieren den Eigenvektor v; # 0 zur Lange |jv,|| = 1.

Die Gerade (v, )i ist invariant, also auch U := (v, ) dank T1g(3).
Es gilt V = (v; )g @ (v, )i dank S1Q, somit dimy (U) =n — 1.

Die Einschriankung g = f|¥ : U — U ist weiterhin selbstadjungiert,
denn (u|g(v)) = (u| f(v)) = (f(u)|v) = (g(u)|v) fiir alle u,v € U.
IV: Zu g existiert eine orthonormale Eigenbasis (v,, ... ,v,,) von U.
Damit ist (vq, vy, ..., v,,) eine orthonormale Eigenbasis zu f.

© Entscheidend ist die Existenz eines ersten Eigenpaares (v, \).
Der Schritt gelingt dann leicht dank orthogonalem Komplement!
Dieses genial-einfache Argument ist ebenso elegant wie effizient.
Denselben Trick nutzen wir zur unitdren Trigonalisierung T1L.

Algo T1j): unitare Diagonalisierung, orthgonale Eigenbasis

Eingabe: eine selbstadjungierte Matrix A € K™ iiber K = R, C
Ausgabe: eine orthonormale Eigenbasis (vy, ..., v,) zu A

1: Zerfille das charakteristische Polynom y 4, = [¥,(X — ;)™ iiber R.
2: Konstruiere eine Orthonormalbasis fiir jeden Eigenraum Eig(A4, A,).
3. Fuge diese zur Orthonormalbasis (v, ..., v,,) von K" zusammen.

4: return (vy,...,v,)

rEn

Aufgabe: Warum ist dieser Algorithmus korrekt, gelingt also immer?

Beweis: Dank Spektralsatz T11 zerfallt K™ in die orthogonale Summe

Wir haben demnach geniigend Eigenvektoren zur Diagonalisierung.
Zudem stehen die Eigenrdume paarweise orthogonal zueinander,
der Algorithmus liefert uns also eine orthonormale Eigenbasis,
wie in seiner Spezifikation versprochen!
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Gegeben ist eine Matrix A € K™*" {iber K = R, C, H. Wir suchen einen
unitiren Basiswechsel Q € GU,, K zur Dreiecksform QTAQ = R € 14, K.
Wegen Qf = Q! bedeutet das zugleich Ahnlichkeit Q7' AQ = R.

Notwendige Bedingung iiber K = R: Das Polynom y , € R[X]} zerfllt.
Freudige Uberraschung iiber K = C, H: Es gibt keine Einschrinkung!

A\ Die Schur-Zerlegung ist durch A nicht eindeutig bestimmt. In der
Ausfithrung des Algorithmus miissen wir Wahlen treffen, und diese
beeinflussen das Endergebnis. Uber R, C sind immerhin die Eigenwerte
von A immer eindeutig, und diese lesen wir auf der Diagonalen von R.

A\ Eine Schur-Zerlegung (Q, R) von A zu berechnen ist mithsam.
Fiir die Theorie geniigt uns meist zu wissen, dass eine existiert.
Fiir die numerische Praxis gibt es hierzu raffinierte Verfahren.

Lemma T1k: Existenz eines ersten Eigenpaars

Uber K = R, C, H sei (V, (-|-)) unitdr mit dimg (V) = n € Ny;.
Sei f € Endg(V); tiber K = R habe y; € R[X];, eine Nullstelle A € R.
Dann existiert ein Eigenpaar (v, \) € V x K, zudem normiert zu |jv| = 1.

Beweis: (a) K = R: Wir haben einen ersten Eigenwert A € R.
Dazu existiert ein Eigenvektor v € Eig(f, A) \ {0}, sieche P2s.

(b) K = C: Das Polynom y; € C[X],, zerfallt iiber C dank FTA E3c,
das heifit ausgeschrieben x; = [[;_; (X — A) mit \;,..., A, € C.

Da wir n > 1 voraussetzen, existiert mindestens ein Eigenwert A = ;.
Dazu existiert ein Eigenvektor v € Eig(f, ) \ {0}, erneut dank P2s.

(c) K = H: Wir betrachten Vals C-Vektorraum. Nun geniigt (b):
Demnach existiert ein Eigenpaar (v, \) mitv € Vund A € C C H.
Quaternion fun fact: Weitere Losungen sind (vq, ¢ *\q) mit ¢ € S* C H.
Fiir A € C gilt j'\j = \; wir konnen also immer Im A > 0 erreichen.

Schur-Zerlegung: unitare Trigonalisierung e
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Q’r A Q =

Satz T1L: Schur-Zerlegung, unitare Trigonalisierung

(1) Uber K = R, C,H sei A € K™*™ eine quadratische Matrix;
tiber K = R fordern wir zudem, dass x4 € R[X]} tiber R zerfillt.
Dann ist A unitér trigonalisierbar: Zu A existiert ein unitérer
Basiswechsel Q € GU, K zur Dreiecksform QTAQ = R € 4, K.
(2) Sei (V, (-]-)) unitar mit dimg (V) =n € Nund f € Endg(V);
iber K = R fordern wir zudem, dass x; € R[X];, iiber R zerfallt.

Dann existiert eine Orthonormalbasis B = (vq, ..., v,,) von V, in der f
Dreiecksform hat, M4(f) € [4,, K. Wir nennen dies eine Schur—Basis.

v

Aquivalenz: Wir haben ,(2) = (1) mit Q = (vy, ..., v,)) € K", denn
ONBasis heifit QTQ = I. Es geniigt daher, die Aussage (2) zu beweisen.

Ap k% %

A= R =
0 0.0 02X,

Beweis: (2) Wir fithren Induktion tiber n. Fir n < 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Dank T1k existiert ein erstes Eigenpaar (v, \;) € V x K.
Wir normieren den Eigenvektor v; # 0 zur Lange |jv,| = 1.
Zum Orthgonalraum U := (v, )i wihlen wir eine Basis (us, ..., u,, ).

Beziiglich der Basis A = (v, u,, ..., u,,) hat f obige Blockform.

Die Untermatrix B definiert den Endomorphismus g : U — U.
Uber K = R: Es gilt x; = (X — X,) - x,, also zerfillt auch x,.
IV: Zu g existiert eine Schur-Basis (v, ..., v,,) von U.

Damit ist B = (v, vy, ..., v,,) eine Schur-Basis zu f.
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Die selbstadjungierten gehoren dazu, dank dem ersten Spektralsatz T11.
Sind dies bereits alle? Wie konnen wir solche Matrizen leicht erkennen?

Angenommen, A € K™*" wird durch @ € GU,, K diagonalisiert zu

QTAQ = A = diag()\,, ..., \,) € N, K.
Dann kommutiert A mit Af:
A-AT = QAQT-QATQT = QAATQT,
At A QATQT.QAQT QATAQT7

Fiir jeden Skalar A € K gilt A\ = A\ = |[A|? € R. Demnach gilt ATA = AAT,
also ATA = AA'. Eine Matrix mit dieser Eigenschaft nennen wir normal.

Diese einfache Rechnung gibt uns die gesuchte notwendige Bedingung!
Sie ist leicht und bequem zu priifen durch zwei Matrixmultiplikationen.

Miissen wir weitere Bedingungen priifen? Erstaunlicherweise nicht!
Wir zeigen nachfolgend, dass Normalitat bereits hinreichend ist.

Definition T1m: normale Endomorphismen
Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und (f, f7) : V & Vadjungiert.
(1) Wir nennen f: V — Vnormal, falls f! existiert und mit f kommutiert:

foft=flof

(2) Eine Matrix A € K™*™ heifit normal, falls gilt:

A- At =AT. A4

Beispiele: (a) Jeder anti/hermitesche Endomorphismus erfiillt fT = +f.
(b) Jeder orthogonale / unitire Automorphismus erfiillt ff = 1, also
ftof=foff =idy. In beiden Fallen folgt daraus, dass f normal ist.

Diese merkwiirdige Bedingung motiviert sich aus der vorigen Rechnung.
Der traditionelle Name ,normal® ist leider vollkommen nichtssagend,
doch wie so manche ungliickliche Tradition wohl kaum zu dndern.
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A\ Die Definition ist leicht, doch ihre tiefere Bedeutung keineswegs.
Sie wird sich im Folgenden erst durch die Nutzung voll entfalten.
Wir beginnen mit einfachen Beobachtungen zum Eintiben.

Wir haben Normalitdt erreicht, ich wiederhole, wir haben Normalitdt erreicht.
Alles, womit du jetzt noch immer nicht fertig wirst, ist folglich dein Problem.
Douglas Adams (1952-2001), Per Anhalter durch die Galaxis

Aufgabe: Sei Q € GU, K. Ist A € K™ normal, so auch B = QT4 Q.
Losung: Wir vergleichen B'B = QTATAQ und BB' = QTAATQ.

Aufgabe: Sei Vein Vektorraum iiber K = R, C, H mit Skalarprodukt (-|-)
und einer Orthonormalbasis B = (eq,...,¢e,). Genaudannist f: V — V
normal, wenn die darstellende Matrix A = M4(f) € K™*™ normal ist.
Losung: Dank Satz T1p wissen wir M4(f!) = A' in jeder ONBasis.
Demnach gilt Mg (f o f1) = A- At und Mz(ff o f) = AT - A, denn
Darstellungsmatrizen vertragen sich mit Komposition, siehe N11.
Daraus folgt: Es gilt fo fT = fTo fgdw A- AT = AT . A.

Aufgabe: Bestimmen Sie alle normalen Matrizen A € R?*2,
Losung: Fir A = [§ 3] gilt AT = [ %] und somit

b2 —c? (a —d)(c—b)
T AT4 —
AdT— 44 [(a—d)(c—b) 2o |
Demnach sind genau zwei Fille moglich: b = ¢ oder (¢ = —b und a = d).

. a b a —b
Symmetrisch [ b d} oder Drehstreckung [ b 4 ]
Ubung: (1) Jede Diagonalmatrix A = diag()y, ..., A,,) € K™ ist normal.
(2) Ist A € K®*™ normal, so auch jede unitir dhnliche Matrix B = QTA Q.
(3) Sind A, B € K™*™ normal, so nicht unbedingt ihre Summe A + B.

ZB.sind A= [?}]und B =[° }] unitédr, doch A + B nicht normal.
Ebenso sind A = [} §] und B =[ % }] normal, doch 4 + B nicht.

© Die Summe A + B ist normal, falls A und B normal sind und zudem
(4) A'B = BA! erfiillen oder (5) AB = BA erfiillen, also kommutieren.
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Aufgabe: Wann ist die Matrix M = [ §] € KP*9*(P*+2) normal?
Wir betrachten A, B, C € K oder besser gleich eine Blockmatrix:
Hierbei sei A € KP*? und B € K% sowie C' € KP*?und 0 = 0,,,,.

Losung: Wir setzen die Definition ein und vergleichen

AT 0 A C ATA AfC
T M= . =
MT-M [CT BT] [0 B] [CTA CTC+BTB}’
A C| [AT 0 AAt+CCt CBY
M= . -
M-M [0 B] [CT BT] [ BCt BBT]'
Aus Gleichheit MTM = MM folgt ATA = AAT + CC'. Die Spur ergibt:
P D S pp P q
Z Qi Qi = Z Z @405 + Z CikCiks
=1 j=1 =1 j=1 i=1 k=1

Notwendig ist also ), ,[c;|* = 0, somit C = 0, sowie A und B normal.
Umgekehrt ist dies offensichtlich auch hinreichend.

Aus diesem Beispiel erhalten wir per Induktion folgenden schonen Satz:

Satz T1n: Normal und trigonal bedeutet diagonal.

(1) Eine Dreiecksmatrix

M=1]0 - =

0 0 a,,

e Knxn

ist genau dann normal, MTM = M MT, wenn sie diagonal ist.

(2) Allgemein, eine Blockdreiecksmatrix

A, * %
M=1| 0 -
0 0 A4,

ist genau dann normal, wenn sie blockdiagonal ist mit Al A=A Al

19% 1 1% 05"
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Aufgabe: Fithren Sie die Induktion sorgsam aus! Losung: Wir beweisen
die allgemeine Aussage (2). Fir n = 1 ist alles klar. Fiir n > 2 zerlegen wir

A C

M:{o B

Dank obigem Beispiel gilt MTM = MM genau dann, wenn C = 0 sowie
A'A = ATAund BB = BB'. Per Induktion gilt B = diag(A,,, ..., A
mit A}, A

Xl 1)

’I'L’I’L)

— A;; Al Somit ist M blockdiagonal mit allen A;; normal.

© Damit kénnen wir unsere Frage umfassend beantworten:
Welche Matrizen A € K"*" sind unitar diagonalisierbar?

A Uber K = R muss zunichst das charakteristische Polynom zerfallen.
Uber K = C ist dies keine Einschrinkung, denn jedes Polynom in C[X]
zerfallt in Linearfaktoren. Uber dem Schiefkérper K = H haben wir keine
zufriedenstellende Determinante und somit auch kein charakteristisches
Polynom. Dank Lemma T1x kénnen wir uns jedoch mit C C H behelfen.

Satz T1o: Spektralsatz Il, normale Endomorphismen
(1) Uber K = R,C, H sei A € K™*" eine quadratische Matrix;
iiber K = R fordern wir zudem, dass x4 € R[X]} iiber R zerfillt.

Genau dann ist A unitir diagonalisierbar, also QTAQ = A € N, K
mit @ € GU,, K, wenn A normal ist, also ATA = AAT erfillt.

Erster Beweis: (1) Die Implikation ,=" haben wir oben nachgerechnet,
,<" folgt dank Schur T1L: Zu A existiert Q € GU, Kmit QfAQ =R
trigonal. Ist A normal, so auch R. Dank T1n ist R diagonal.

(2) Sei (V, (-]-)) unitar mit dimg (V) =n € Nund f € Endg(V);
tiber K = R fordern wir zudem, dass x; € R[X];, iiber R zerfallt.
Genau dann erlaubt f eine orthonormale Eigenbasis (vy, ..., v,,),
mit f(v;) = v;A; und A\, € K, wenn f normal ist.

(3) Dabei ist A bzw. funitar gdw [\ | = ... = |\, | =1,

ebenso ist A bzw. f selbstadjungiert gdw A;,...,\,, € R.
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Aussagen (1) und (2) sind offensichtlich dquivalent. Damit ist (3) klar.
Aussage (1) folgern wir leicht dank Schur-Zerlegung T11. Bonus:
Fiir diesen wichtigen Spektralsatz geben wir einen zweiten Beweis.

Zweiter Beweis: (2) ,<": Wir fithren Induktion Gber n. Fiir n < 1 ist alles
klar. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 sei bereits bewiesen.

Dank T1x existiert zu f: V — Vein Eigenpaar (v, \;) € V x K, zudem
normiert zu |v| = 1. Sei U = (v; )g < V. Fiir v € U gilt f(v) € U, denn

(v1]f(v)) = (fT(U1)|U> = <Ul)‘_1|v> = Aoy |v) =0
Wir erhalten so g = f|5 : U — U, ebenso g' = f1|Y, denn
(ulg(v)) = (u|f(v)) = (fH(u)]v) = (g'(u)|v)

Da fnormal ist, also fTo f = f o fT erfiillt, gilt dies auch fiir g.
Uber K = R: Es gilt X; = (X — A1) - x,» also zerfillt auch y,.

IV: Zu g existiert eine orthonormale Eigenbasis (v,, ...
Damit ist (vq, v, ..

,v,) von U.
., v,,) eine orthonormale Eigenbasis zu f.

Lemma T1p: charakteristische Eigenschaften

Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitir und (f, f1): V &
(1) Aquivalent sind die folgenden drei Eigenschaften:
(1a) Der Endomorphismus f ist normal, erfiillt also f o fT =
(1b) Es gilt (f(u) | £(0)) = (1(u) | £i(0)) fir alle u, € V
(1c) Es gilt | f(w)| = | £ (u)| fiir alle u € V-

Vadjungiert.

flof.

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und vergleichen:
(F) [ f) = (ul(fTef)v))
= <~ 1z
(Fl i) = (ul(fo M)

Aus (a) folgt (b). Umgekehrt: Aus (b) folgt 0 = (u|(f o f7
alle u,v € V, somit 0 = f o f1
ist klar. Die Umkehrung ,,(c)

— fTe f)(v)) fiar
— f1o f, also (a). Die Implikation ,,(b) = (c)*
= (b)“ folgt durch Polarisierung, Satz S2r.

Normale Endomorphismen: charakteristische Eigenschaften "
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(2) Ist (f, f7) : V — Vnormal, so folgt Ker(f) = Ker(fT). )

Beweis: Das folgt unmittelbar aus (1c).

(3)Ist (f, f) : V — Vnormal, so auch das Paar (g, g
9(v) = f(v) —vAund g'(v) =

Im Falle K = H sind (g, ") nur noch R-linear. Das geniigt uns.

):V — Vmit
fT(v) — vAT fiir jeden Skalar X € K. J

Beweis: Wir setzen die Definitionen ein und vergleichen:

(gogh() = g(Fi(v) —vAl) = (fo fN)(v) = f(WIAT = FH(L)A + vATA
(g o)) = g'(flv) —vA) = (fto f)(v) — F)AT — fT()A + oA

= Ker(g"). Daraus folgt:

Dank (2) wissen wir Ker(g)

(4) Sei (f, 1) : V — Vnormal. Aus f(v) = v\ folgt f7(v) = vAl.
Ist (v, \) ein Eigenpaar von f, so ist (v, A) ein Eigenpaar von fT.

Korollar T1a: Frobenius—Norm und Eigenwerte

Gegeben sei die Matrix A € C™*" mit charakteristischem Polynom
Xa = (X —=2XA;) (X —=A,). Dann gilt Zi,j‘aijP > Zz|)‘z|2
Gleichheit gilt genau dann, wenn A normal ist.

Aufgabe: Zeigen Sie dies mit der Schur-Zerlegung.

Beweis: Unitire Ahnlichkeit A — B = Q' AQ mit Q € CU,, C erhilt die
Eigenwerte, denn Q" = Q!, und ebenso das Frobenius-Normquadrat:
Linksmultiplikation mit QT wirkt auf jeder Spalte, doch erhilt ihre Lange.
Rechtsmultiplikation mit @ wirkt auf jeder Zeile, doch erhalt ihre Lange.
Erhalten bleibt also die Frobenius-Norm Y, ;la;;|* = >, ;[b;;|>.

Dank Schur-Zerlegung T1L kdnnen wir @) so wéhlen, dass B trigonal ist.
In diesem gﬁnstigen Fall sind die Diagonaleintrage b4, ..., b,,, gerade die
Eigenwerte A, ..., \,,, geeignet umgeordnet. Die beweist die Ungleichung.
Gleichheit gilt genau dann, wenn B diagonal ist, also A normal.
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Welche Matrizen A € C**" sind unitar diagonalisierbar?

© Diese Frage beantworten wir sofort mit dem ersten Spektralsatz T11:

Korollar T1Rr: Spektralsatz I, orthogonale Diagonalisierbarkeit
Sei Vein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-) und dimg (V) = n < oc.

(1) Genau dann existiert zu f: V — Veine orthonormale Eigenbasis 3B,
mit reellen Eigenwerten A, ..., A\, € R, wenn f selbstadjungiert ist.

(2) Genau dann existiert zu A € R"*™ eine orthogonale Matrix S € R™*"
mit STAS = A = diag()\, ..., \,,), wenn die Matrix A symmetrisch ist.

A, € {1} gilt.

(3) Zudem ist fbzw. A orthogonal, wenn A, ...

Aufgabe: Folgern Sie dies aus dem ersten Spektralsatz T11.
Losung: Aussage (1) ist Aquivalent zu (2).

(2) ,="“: Fiir A = SAST gilt AT = SATST = SAST = A.
,<": Dies folgt aus dem ersten Spektralsatz T11.

(3) Sei A = SAST wie in (2). Die Bedingung ATA = I

ist dann dquivalent zu AA = I, also A, ..., \, € {£1}.

© Diese Frage beantworten wir mit dem zweiten Spektralsatz T1o:

Korollar T1s: Spektralsatz I, normale Endomorphismen
Sei Vein C-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-) und dimy(V) = n < .

(1) Genau dann ist ein Endomorphismus f: V' — Vnormal, wenn eine
orthonormale Eigenbasis B existiert mit Eigenwerten )\, ..., \, € C.

(2) Genau dann ist eine Matrix A € C™*" normal, wenn eine unitére

Matrix U € C™*" existiert, sodass UTAU = A = diag()\,, ..., \,,) gilt.
(3) Genau dann ist f bzw. A unitir, wenn zudem ), ..., A, € S! gilt.
Genau dann ist f bzw. A selbstadjungiert, wenn A, ..., \,, € R gilt.
Beweis: (2) ,<": Fiir A = UTAU gilt A" = UTAU.

Daraus erhalten wir ATA = UTAAU = UTAAU = AAT.

(3) Die Bedingung AA" = 1 entspricht AA = 1, also A, ..., A, € S,

und A = Af entspricht A = A, also A\, ..., \,, € R.

Zusammenfassung: normale Matrizen tiber C

Korollar T1T: normale Matrizen uber C s
Fiir jede komplexe Matrix A € C"*" gelten folgende Aquivalenzen:
A normal Tlo 30 €SU.C:QlAQ e C ]
== < € :
ATA = AAT " C
1 -
A nitr & 3Qesu,C:QlAQe 5
At = 41 ‘ " g
A antihermitesch Tio iR ]
< 3QeSU,C:QTAQ¢c
At =—A ' .
i iR
A hermitesch Tir R ]
< 3Qe8U,C:QfAQ¢c .,
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Zusammenfassung: normale Matrizen tiber C

Wiederholung: Wie konstruieren Sie eine orthonormale Eigenbasis?
Wie kommen wir vom Basiswechsel T' € GU,, C speziell zu @ € SU,, C?

Beweis: (1) Sei A € C"*" normal, ATA = AAT. Dank Spektralsatz T10
existiert eine orthonormale Eigenbasis (v, ..., v, ). Der Basiswechsel

T = (vq,...,v,) erfillt somit T € GU,, C. Zudem gilt 4 = det T € S*,
somit Q = (vy, ...,v,, /) € SU, C. Wir haben QTAQ = A wie gewiinscht.

(2) Ist unsere Matrix A unitir, ATA = I, so auch die Diagonalmatrix A,
denn ATA = QATQ' - QAQT = I. Die Umkehrung gilt ebenso.
Unitér bedeutet demnach A,..., A\ € S

Ist unsere Matrix A anti/hermitesch, also A" = +A4, so auch A = QAQT,
denn AT = QATQ' = £A. Die Umkehrung gilt ebenso.
(3) Hermitsch bedeutet also Ay, ..., A,, € R.
(4) Antihermitsch bedeutet A, ..., A, € iR.

© Fur normale Matrizen konnen wir diese wichtigen Eigenschaften
somit direkt und bequem an den Eigenwerten \,, ..., \,, € C ablesen.
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Korollar T1u: normale Matrizen iiber R » Hier steht SO3 R fiir SO, R ohne die beiden Diagonalmatrizen +[} 9],

Fiir jede reelle Matrix A € R™*" gelten folgende Aquivalenzen: denn diese zerfallen bereits in zwei kleinere Blocke der Form +1.

Wiederholung: Wie ,reellifizieren” Sie eine orthonormale Eigenbasis?

B
A normal } iy 30 €SO R : QTAQ = L Wie kommen wir vom Basiswechsel T' € GO,, R speziell zu @ € SO,, R?
TA— AAT : n - N
o B ewelis: (1) Se1 A € norma = . Wir betrachten die Matrix
A =44 B, e RUR_,SO;R Beweis: (1) Sei A € R**" 1, ATA = AAT. Wir b hten die Matri
. i zundchst komplex, A € C**™. Wir im vorigen Korollar T1u existiert zu A
A orthogonal T1o N B, eine orthonormale Eigenbasis (vq, ..., v,,) von C". Wir sortieren reelle
AT = A1 < 3QeSO,R:Q'AQ€ Eigenpaare nach vorne. Jeder echt komplexe Eigenwert A, kommt mit
B, € {1} USO;R L B, seinem Konjugierten \,. Wir haben konjugierte Eigenvektoren v, vy,.
) ) B, - Wir reellifizieren zu u;, := (vj, +v;)/v2 und u}, := (v, — v;,)/iv2 in R”,
ATantlsymmetnsch & Qe SO, R: QTAQ € Die Riicktransformation ist v, = (uy, + iu},)/v2 und v, = (v, — iu},)/V/2.
A =—-A B, € {0} U RX[0 1] B, So erhalten wir eine Basis von R", zudem orthonormal. (Nachrechnen!)
g b ] ) Die Basiswechselmatrix T' = (v, ..., v,_1, Up, Uy, ... , Uy, , Uy, ) erfllt somit
A symmetrisch - R T € GO, R. Zudem gilt y = det T € S°, somit Q = (x,...,*/u) € SO, R.
AT — 4 & 3QeSO,R:QTAQ ¢ Wir erhalten damit QA Q in der oben gezeigten Form. (Nachrechnen!
B L R Wir kennen die Rechnung aus Satz Q19 fiir die reelle Jordan-Form.)
Der Satz vom Fuf3ball "' Der Satz vom Fufball Eﬂaut:;jg
Korollar T1u: Satz vom Fuf3ball — dreidimensional S4m © Orthogonale Matrizen A € GO,, R interessieren uns ganz besonders,
Ausfiihrlich: Zu jeder orthogonalen Matrix A € GO, R existiert daher schreibe ich das Ergebnis hier in voller Schonheit aus. Dabei steht
ein orthogonaler Basiswechsel @) € SO,, R in folgende Normalform: .
n c; —S;| _ |cosB; —sind;
s; ¢| |sinf, cosb,

T -
fiir eine Drehung um den Winkel §; € |—=,0[U |0, 7[ C R \ 7Z. In den
1 Sonderfallen 6; € {0, 7} erhalten wir +[} ?], also kleinere Blocke +1.

—1
:| Zu jeder Matrix A € GO,, R existiert eine angepasste Orthonormalbasis,
QTAQ = ] auf der A in elegant-einfachster Weise wirkt: als Identitat oder Negation

ol —8, in einer Koordinate, oder als ebene Drehung in einem Koordinatenpaar.
51 G Besonders schon: Speziell jede Drehung A € SO,, R ist eine Komposition
' von hochstens [n/2| Drehungen in orthogonalen Koordinatenebenen.
¢, —S
Sk ck Das ist der ,Satz vom n—dimensionalen Fuf3ball. Der vertraute Fall n = 3
k_ Sk

- - wurde bereits in Satz S4M separat bewiesen. Dank Spektralsatz gelingt
mit (c;,s;) = (cos8;,sinf,) fiir Drehwinkel 6, € |—,0[ U0, x[. uns nun der allgemeine Fall ebenso iibersichtlich und zudem recht leicht!
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Positive und negative Definitheit

Definition T2A: Definitheit tiber K = R, C, H mit ¢ = conjg

Sei (V,8) = (A) ein hermitescher Raum, T = 8, zum Beispiel V = K()

und B(u,v) = ut Av mit A € KI*! hermitesch, AT = A. Fiir alle v € Vist

dann ¢(v) := B(v,v) reell, denn S(v,v) = (v, v). Wir nennen f, A, q
positiv semidefinit (spsd), >0, A>0, ¢>=0, falls ¢(v) >0,

negativ semidefinit, =<0, A<0, ¢=0, falls ¢(v) <0,
fir alle v € Vgilt. Starker nennen wir 3, A, ¢

g >0, falls
g <0, falls

positiv definit (spd), 5>0, A >0, q(v) >0,
=<0, A<O0, q(v) <0,

fur alle v € V. {0} gilt und V # {0}. Schliellich bedeutet indefinit
Bz 0,A%0,q%z0,es existieren Vektoren u,v € Vmit g(u) < 0 < g(v).

negativ definit,

Beispiel: Fiir A = diag()\q, ...
also A = 0 gdw A, ...

s An) gilt g(v) = Aoy 2 + 4 Ao,
A, > 0und A > 0gdw A\, ..., A, >0.

Wir nutzen weiterhin ,hermitesch® und ,selbstadjungiert” als synonym.
Dabher steht ,spsd” bzw. ,,spd” fiir selbstadjungiert positiv semi/definit.

Fir Definitheit 8, A, ¢ > 0 bzw. 3, A, ¢ < 0 fordern wir explizit V' # {0};
es gibt tatsachlich Vektoren v € V, die ¢(v) > 0 bzw. ¢(v) < 0 bezeugen.

Fiir n = 1 vergleichen wir einfach nur reelle Zahlen. Daher der Slogan:
Hermitesche Matrizen bzw. Formen verhalten sich wie reelle Zahlen.

Offensichtlich gilt 5 <0 < —8 > 0und 8 < 0 < —f3 > 0. Allgemein:

Definition T2A: partielle Ordnung hermitescher Formen

Fiir hermitesche Formen 3,y € HF(V) definieren wir die Relationen

By & B—7>0 & B(v,v)>7(v,v)
Brzy & B—720 & B(v,v)27(v,v)
Ry & =720 & B(v,v) <y(v,v)
B<v & B=—7=<0 & B(v,v) <7(v,v)

tir alle v € V. {0}. Bei Unvergleichbarkeit schreiben wir § z ~.

y
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Positive und negative Definitheit

Definition T2A: Einschrankung auf einen Teilraum

Sei (V, B) ein hermitescher Raum tiber K = R, C, H mit o = conj.
Auf jedem K-linearen Teilraum U < Vist die Einschrankung

Blo = Bluxv : UxU =K : (u,0) = B(u,0)
ebenfalls eine hermitesche Form. Die so definierte Abbildung
“|y « HE(V) = HF(U) : B Bly
ist isoton, 8 = v = B|y = 7|y Fur U # {0} gilt sogar 8 = v = B|y = 7|y

Gilt 8| > 0, so sagen wir die Form j ist positiv definit auf dem Raum U,
oder umgekehrt der Teilraum U ist positiv beziiglich der Form 3. Ebenso
fur positiv semidefinit, negativ semidefinit, negativ definit und indefinit.

Ebenso fiir die Einschrankung einer quadratischen Form ¢: V — R zu
q|y : U — R auf einem Teilraum U < V, und einer hermiteschen Matrix
A € KI*I zur Untermatrix A|;, ; auf einer Teilmenge J C I

Wir nutzen K = R, C, H mit ¢ = conjg. Der Fixkorper R = fix(K, o) < K
ist geordnet, zudem vollstindig, erfillt also den Zwischenwertsatz (ZWS).
Fiir einfache Grundbegriffe geniigt bereits ein beliebiger *Ring (K, o).
Fiir Vergleiche wie 3, A, ¢ > 0 bendtigen wir zudem, dass der Fixring
fix(K, o) < K geordnet ist. Niitzliche Beispiele sind (Z,id) und (Q, id).
Manche Anwendungen fordern Vollstandigkeit, so kommen wir zu R.
Beispiel: Uber R ist g(x,y) = 2 — 2y? indefinit, denn ¢(1,0) = 1 > 0 und
q(0,1) = —2 < 0. Dank Zwischenwertsatz existiert ein isotroper Vektor.

Uber Q ist die Form ¢(z,y) = 22 — 232 ebenso indefinit, aber anisotrop:
Es gibt keinen isotropen Vektor, denn ¢(z,y) # 0 fur alle z,y € Q.

Definition T2A: positiv semi/definiter Endomorphismus

Uber K = R, C,H sei (V, (-|-)) unitér. Ein Endomorphismus f: V — V
ist selbstadjungiert, ft = f, wenn seine Form 3(-,-) = (-| f(-)) dies ist.
Zudem nennen wir f positiv semi/definit etc., falls g dies ist.
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Wie erkennen wir Definitheit? ... dank Gaufi—Hermite!

An jeder Diagonalmatrix A = diag(),, ..., A,,) konnen wir In/Definitheit
leicht ablesen in allen funf Féllen A >~ 0, A =0, A <0, A <0, A % 0.
Im Allgemeinen jedoch ist In/Definitheit nicht leicht zu erkennen.

@ Sei A € K**" selbstadjungiert, AT = A. Wie erkennen wir Definitheit?
Eine erste Moglichkeit bietet der hermitesche Gaufi—-Algorithmus S1r:

b,)
© An B konnen wir die In/Definitheit leicht ablesen! Allgemein gilt:

A=ATe K™ = 3Se€GL,K:STAS =B =diag(b,,...

Lemma T2B: Kongruenz, allgemein und unitar

Quadratische Matrizen A, B € K™*™ heiflen (allgemein) kongruent,
kurz A ~ B, falls eine Matrix S € GL,, K existiert mit B = S TAS.

Sie heilen unitir konkruent, falls B = STA S fiir ein S € GU,, K gilt.
Wegen ST = S~ heif3t das unitér dhnlich, B= S~1ASmit S € GU,, K.

(1) Kongruenz (allgemein oder unitir) ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Positive Semi/Definitheit ist invariant unter Kongruenz.

Wir transformieren A mit S € GL,,(K) zu STA S = B = diag(b,, ..., b,,)
Daran konnen wir die In/Definitheit von B und A bequem ablesen:
Auch B ist selbstadjungiert, das heifit B = B, also gilt b, ..., b,, € R.
Dann gilt B > 0 gdw b,,...,b, > 0und B > 0 gdw b,,...,b, >0
Dasselbe gilt dann auch fiir unsere urspriingliche Matrix A.

Dahinter steckt das obige einfache, aber niitzliche Lemma!

Aufgabe: Beweisen Sie das Lemma zur Wiederholung der Begriffe!

Beweis: (1) Dies gilt allgemein fiir jede Gruppenoperation (Lemma J3G).
Reflexivitit: Es gilt A~ A, also A = STASmit S = I.

Symmetrie: Aus B = STA S folgt A=T'BTdank T = S~L.

Transitivitit: Aus B = STASund C = TTBTfolgt C = (ST)A (ST).

(2) Sei A = 0, also zf Az > 0 fiir alle z € K". Fiir B = STA S folgt B > 0,
denn fiir alle z € K" gilt hier z'Bz = 27 (STAS)z = (Sx)TA(Sz) > 0.
Dank Symmetrie gilt ebenso die Umkehrung: B> 0 = A > 0.

A\ Zu den Begriffen ,dhnlich® vs ,kongruent® siehe S127.

Wie erkennen wir Definitheit? ... dank Faktorisierung! =
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Wie erkennen wir Definitheit? ... dank Faktorisierung!

Lemma T2c: schwache Faktorisierung A = STS in K™*»

Fiir jede Matrix A € K™ tiber K = R, C, K gilt:

(0) SPSD: A = Al ist positiv semidefinit gdw A = STS mit S € K™*™,
(1) SPD: A = Al ist positiv definit gdw A = STSmit S € GL,(K).

Beweis: ,<=": Aus A = STS folgt AT = (ST9)T = ST(ST)T = 515 = A.
(0) ,<=“: Fiir alle z € K" gilt 2t Az = 2757 Sz = (Sz)t(Sz) > 0.

(1) ,<": Fiir £ € K™ ~ {0} gilt Sz # 0, also 2T Az = (Sz)T(Sz) > 0.
(0) ,=": Gaufl—Hermite S1Rr konstruiert T € GL,, K mit

,b,,).

Aus A > 0 folgt B > 0 dank T2B, wir haben also by, ... ,b,, € R..
Wir setzen B'/? := diag(b)?, ..., b,/?). Fiir S :== BT gilt dann

A=T'BT und B = diag(by,...

Sts = TiB':. BT = TIBT = A.

(1) ,=": Ebenso, dank b, ..., b, € R, giltnun S € GL,, K.

Bemerkung: Unsere Rechnung fiir <" zeigt noch etwas mehr:

(0) Fiir S € K™*" beliebig ist A = STS € K™*" spsd.

(1) Fiir § € K™ " injektiv ist A = STS € K™ spd.

Alternative fur (1) ,=: Sei A selbstadjungiert und positiv definit.

Dann ist die Form 8: K* x K* — K : (z,y) ~ 2 Ay ein Skalarprodukt.
Sei (vq,...,v,,) eine Orthonormalbasis des unitiren Raums (K", ) = (A).
Eine solche existiert etwa dank dem Gram-Schmidt-Verfahren S3c.

Wir haben v;rA v; = 6;;. Die Basiswechselmatrix T’ = (v, ..., v,)) € K™
erfiillt also TTAT = I. Fiir S = T~ ! folgt A = STIS = ST8S.
© Gaufl-Hermite S1r und Gram-Schmidt S3c sind zwei Varianten
derselben Rechnung, zwei Inkarnationen derselben Technik, siehe S324.
Gaufl—Hermite S1r gelingt immer, tiber jedem *DRing mit char K # 2,
und erlaubt iiber K = R, C, H insbesondere, In/Definitheit auszurechnen.

Gram-Schmidt S3c setzt K = R, C, H und positive Definitheit voraus,
das passt hier bestens und ist keine weitere Einschrankung.
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Analogie: Eine Zahl a € K = R, C, H ist positiv, also a € R_,
gdw a = 7r fir ein r € K*, und dies gelingt eindeutig mit » € R_,,.
© Analog fur Matrizen fand Cholesky eine elegante Faktorisierung:

Satz T2c: Cholesky—Zerlegung A = RTR in K™

Fiir jede Matrix A € K™ iiber K = R, C, H sind dquivalent:

1 SPD: Die Matrix A ist selbstadjungiert und positiv definit.

2 Cholesky: Es gilt A = R'R fiir genau eine Matrix R € [4.°(K).
3 Cholesky: Es gilt A = LL' fiir genau eine Matrix L € &>°(K).

Die eindeutig bestimmte Dreiecksmatrix R = LT bzw. L = R mit
positiver Diagonale ist der rechte / linke Cholesky—Faktor von A.

Beweis: (1) < (2)" folgt aus Lemma T2c, da R € GL,, K.

,(1) = (2)“: Dank Lemma T2c haben wir A = STSmit S € GL, K.

Die QR-Zerlegung S3E liefert S = QR mit Q € GU, K und R € 4,°(K).
Wir erhalten A = STS = RTQ'QR = R'R. Das beweist die Existenz!

Eindeutigkeit dank Berechnung: Der Fall n = 1 ist klar. Sein > 2:

T
R= [g ng} mit u € R, und vt € KD und S € 2%, K

t 2 1 Al
ip_ | U 0 w v _|u Uv L e _
RR [U STHO S] {vu va+STS] [d B] A
Die Matrix A bestimmt somit eindeutig u = v/c und v = d/u, und per
Induktion ebenso S mit vof + STS = B. Genauer ergibt Gauf3:

1w =t /u |10 i |1 0
T‘_[ 0 I } — RT_[O S]’ TIAT=10 B_ddi/e

Kurios: Existenz folgt erneut, wenn wir die Gleichung weiter auflosen.
Das entspricht wie zu erwarten der QR-Zerlegung nach Gram-Schmidt.
(» Warum ist die Untermatrix U := B — dd'/c weiterhin positiv definit?

Dies zeigt die Eindeutigkeit! Die Existenz haben wir oben gezeigt.

Wie erkennen wir Definitheit? ... mit Hauptminoren! o
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(2 Konnen wir positive Definitheit mit Determinanten charakterisieren?
© Ja! Die obige Rechnung offenbart noch eine freudige Uberraschung:

Satz T2p: Hauptminorenkriterium nach Hurwitz-Sylvester

Uber K = R, C sei A € K™ selbstadjungiert, AT = A. Fir £ =1,...,n
betrachten wir die Untermatrix 4, := Al _»> € K. Man nennt
det(A,) den fithrenden Hauptminor /ter Ordnung. Aquivalent sind:

1 Die Matrix A ist positiv definit, kurz A > 0.
2 Alle Hauptminoren sind positiv, A, := det(4,) > 0fir{ =1, ..., n.

Beispiel: A = [¢ °] € R**? ist positiv definit gdw a > 0 und ac — b? > 0.
abd

A= [3 c ;] € R¥*3 ist positiv definit gdw a > 0, ac — b2 > 0, det A > 0.

Beispiel: A = diag(A, ..., \,,) ist positiv definit gdw A, ..., \,, > 0.

Das ist d4quivalent zu det(4,) = A; -\, > 0furalle/ =1,...,n.

A\ Koénnen wir positive Semidefinitheit ebenso testen durch det A, > 0?
O nein! Gegenbeispiele sind A = diag(0,—1) oder A = diag(+1,0,—1).

Beweis: ,,(1) = (2)“: Dank Cholesky T2c haben wir

A=R'R mit Re%(K).

Dank der Dreiecksform von R gilt A, = R}RZ furalle ¢ =1, ..., n, also
det A, = det(R}) det(R,) = (ry; -+74)% > 0.

»(1) < (2)“: Wir fithren Induktion tiber n. Der Fall n = 1 is klar. Sei n > 2.
In obiger Berechnung von R miissen wir STS = B — ddf /c =: Ulssen.

(1w =/ t |1 0]
T._[O 7 }:>TAT—OU—1@U

Dank der Dreiecksform von Tgilt A, = TJA,T, = 1 ® U,_;, denn dies
skaliert die erste Zeile & Spalte und addiert Vielfache zu allen weiteren.
Das zeigt det(U,) = det(A,,;)/det(A;) >0firalle{=1,...,n — 1.
Per Induktion ist U positiv definit. Somit lisst sich STS = U 16sen.
Wir erhalten R € [4>° K mit A = RTR. Also ist A positiv definit.
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2

—1

~1 2
B, = -1

—1

=1
-1 2

E Z’I’LXTL.

Ubung: Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung B, = RLR,,.
Losung: Wir machen einen Bandansatz und erhalten folgendes Ergebnis:

Aufgabe: Bestimmen Sie Determinante A,, = det(B,,) und Definitheit.

Losung: (1) Wir finden Ay =1und A; =2,dann A, =2A, | — A, _,.
(2) Wir erhalten so die Werte 1,2,3,4,5,6, ... und behaupten A, =n + 1.

Beweis per Induktion: Anfangs fiir n = 0, 1 gilt die Behauptung.
Fiir n > 2 gilt induktiv A, 2 2A, | — A, , = 2n—(n—1)] = n+1.

© Dank Hauptminorenkriterium T2p ist B,, somit positiv definit!

Diese beriihmte Bandmatrix taucht tiberall auf, meist als diskrete Form
der zweiten Ableitung, manchmal mit umgekehrten Vorzeichen (O508).

d, V2 —\/%—
0 dy 7y 0 V&S _\/'g
R, = 0 0 g
T —
0 d, | i 0 ol

Anleitung: Wir wollen RLRn = B,,. Auf der Diagonale finden wir d? = 2,
dann d? + r? |, = 2 fiir k > 2. Fiir die Nebendiagonale gilt d,r;, = —1,
also d? = 2 — d;!,. Die ersten Werte d? = 2/1,3/2,4/3, ... filhren uns zur
Vermutung d? = (k + 1)/k. Diese beweist man nun leicht per Induktion.

Alternative: Der obige Satz T2c zur Cholesky-Zerlegung ist konstruktiv.
Folgen Sie der Konstruktion. Das Ergebnis ist eindeutig, also das obige.
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Wie erkennen wir Definitheit? ... dank Cholesky!

© Die Cholesky-Zerlegung T2c ist elegant, doch mitunter aufwandig.
Das vorige Beispiel B,, = RILRn gibt einen ersten realistischen Eindruck.
Sobald wir sie einmal berechnet haben, ist sie uns eine wertvolle Hilfe.

Manchmal benétigen wir nicht die Berechnung, es gentigt ihre Existenz...

© Sie hilft uns auch bereits, ohne sie explizit berechnen zu miissen.
Wir folgern aus Cholesky T2c hier das Hauptminorenkriterium T2p,
und dieses lésst sich oft bequem nutzen, so wie im vorigen Beispiel!

Korollar T2p: Hauptminorenkriterium nach Hurwitz-Sylvester

Uber K = R, C sei A € K®*" selbstadjungiert, AT = A. Aquivalent sind:
1 Die Matrix A ist negativ definit, kurz A < 0, also —A > 0.
2 Die Hauptminoren erfiillen (—1)*det(4,) > 0 firalle £ = 1, ..., n.

Beweis: Dies folgt aus 0 < det(—A4,) = (—1)* det(4,).

Die Cholesky-Zerlegung ist eine der klassischen Matrix-Zerlegungen,
sehr beliebt in der numerischen Mathematik und ihren Anwendungen.

Anwendung: Wie l6sen Sie Az = b mit Cholesky?

Losung: Dies gelingt durch das bewahrte Vorwérts-Riickwarts-Einsetzen:
Wir lésen Rf Rz = b zunichst durch Ry = b und dann Rz = y.

© Cholesky ist eine weitere schone Variante des Gauf3—Algorithmus!
Die Cholesky—-Zerlegung optimiert die allgemeine LR-Zerlegung D7.2.

Ubung: Beweisen Sie die folgenden naheliegenden Varianten.

¢ Satz T2c: Cholesky-Zerlegung A = RTDR in K™

Fiir jede Matrix A € K™ iiber K = R, C, H sind dquivalent:

1 SPD: Die Matrix A ist selbstadjungiert und positiv definit.

4 Cholesky: Es gilt A = RTDR mit D € N>°K und R € 4} (K).
5 Cholesky: Es gilt A = LDL' mit D € N>°K und L € %l (K).
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@ Sei A € K**" selbstadjungiert, AT = A. Wie erkennen wir Definitheit?
Eine zweite Moglichkeit bietet die unitire Diagonalisierung T1r1:

A=At e K™ = 3QeCU,K:QIAQ=A=diag(\y,...,\,)

Auch A ist selbstadjungiert, also Ay, ..., \,, € R. Vorteil: Dank QT = Q!
gilt nun auch Q'A Q = diag(\,, ..., \,,). Das bewahrt die Eigenwerte!

Satz T2k: Eigenwertkriterium fiir positive Semi/Definitheit

Uber K = R, C sei A € K™*™ selbstadjungiert, Al = A,
Seien Ay, ..., A, die (reellen!) Eigenwerte.

(1) Esgilt A > 0gdw A,..., A, > 0.
Esgilt A > 0gdw A,..., A, >0.
(2)Esgilt A < 0gdw Ay, ..., A, <O.
Esgilt A <0gdw \,..., A, <0.

(3) Es gilt A 2 0 gdw \; < 0 < ), fiir ein Paar i, j.

(2 Konnen wir jeder Matrix ihre Eigenwerte ansehen? Zumindest grob?
© Hier konnen wir wunderbar die Gerschgorin-Kreise nutzen! (§P6)
Korollar T2F: In/Definitheit bei strikter Diagonaldominanz

Sei A = AT € C™*" selbstadjungiert und strikt diagonaldominant:
|ag| > 1 =3 1lal

in jeder Zeile i = 1, ..., n. In Worten: Jeder Diagonaleintrag a,; ist grofier
als die Summe aller anderen Eintrage seiner Zeile (jeweils im Betrag).
Dank A" = A ist dies d4quivalent zu Diagonaldominanz in jeder Spalte.

Dann kénnen wir In/Definitheit bequem an der Diagonale ablesen:
(1) Es gilt A > 0 gdw aq4, ..., a,,, > 0.
(2) Es gilt A < 0 gdw aq4, ..., a,,, <0.
(3) Es gilt A 2 0 gdw a;; < 0 < a;; fiir ein Paar i, j.

(,=" gilt immer.)
(,=" gilt immer.)
(,<" gilt immer.)

<
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Beweis: ,=: Aus A > 0 folgt a;; = e] Ae; > 0, aus A < 0 ebenso a;; < 0.
,<": Dank Gerschgorin P6A liegt jeder Eigenwert in einem der Intervalle
[a;; — 74, a; +1;] C R*. Das beweist (1) und (2). Daraus folgt (3).

1)

Beispiele: Wo das Kriterium greift, ist es wunderbar effizient:

4 -2 1 —4 -2 1 1 3 0
A=|-2 5 —2|, B=|-2 -5 —2|, C=1{3 -1 3
1 -2 6 1 -2 —6 0 3 1

© Fiir die Vorzeichen gentigt uns hier die grobe Lage der Eigenwerte.
Ubung: Beweisen Sie folgende Variante fiir schwache Diagonaldominanz.

Sei A = At € C™*" selbstadjungiert und schwach diagonaldominant:

(1) Es gilt A > 0 gdw a4, ..., a,, > 0.

1 Qpy 2 (»=" gilt immer.)
(2)Esgilt A < 0gdwa;,...

a, <0. (»=" gilt immer.)

r'nn —

(2 Wie erkennen wir, ob selbstadjungierte Matrizen unitar ahnlich sind?
Aufgabe: Die Familie der Eigenwerte ist eine vollstindige Invariante:
Korollar T2a: Klassifikation GU, K-Ahnlichkeit iiber K = R, C, H

Uber K = R, C seien A, B € K™*" selbstadjungiert. Genau dann sind A
und B unitér dhnlich, also B = STA S mit S € GU,, (K), wenn x4, = X5-

Beweis: ,=: Sei B = STASmit S € GU, K, das bedeutet ST = §~1.
Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom (P2F).
,<":Sei A = diag()\, ..., A,,) die Diagonalmatrix mit x, = x4 = X5
Dank Spektralsatz T11 existieren P, Q € GU, K mit PTA P = A und
Q'BQ = A. Transitivit T2B ergibt STAS = B mit S = PQ'.

© Mit unseren wirksamen Werkzeugen gelingt dies nun leicht.
Ihre Herstellung war anstrengend, doch es hat sich gelohnt.
Diese und viele weitere Anwendungen sind nun zuganglich.




. o . T221
Zusammenfassung zur Diagonalisierung

T222

Zusammenfassung zur Diagonalisierung Ausfiihrung

Sei A € K™*" eine quadratische Matrix iiber dem "Ring (K, o).
Wir denken insbesondere an die Kérper K = R, C mit o = conj.
Hierzu haben wir zwei wichtige Aquivalenzrelationen kennengelernt:

Ahnlichkeit A ~S71AS vs Kongruenz A~ STAS

mit S € GL,, K. Wir haben also zwei Betrachtungsweisen, siehe S127:
(1) Matrizen als lineare Abbildungen; Basiswechsel bedeutet Ahnlichkeit.
(2) Matrizen zu Sesquilinearformen; Basiswechsel bedeutet Kongruenz.

A\ Das sind zwei verschiedene Anwendungen und Werkzeugkasten:
Ahnlichkeit fiir Endomorphismen vs Kongruenz fiir Sesquilinearformen.

© Speziell fiir unitire Basiswechsel S € GU,, K gilt jedoch ST = 5~1.

Dabher ist unitire Kongruenz dasselbe wie unitire Ahnlichkeit.

In diesem gliicklichen Fall konnen wir beide Sichtweisen gleichzeitig
nutzen und somit gemeinsam aus beiden Werkzeugkésten schopfen,
sieche zum Beispiel Eigenwertkriterium T2E und Klassifikation T2G.

Diagonaliserung von Endomorphismen: Falls das charakteristische
Polynom von A tiber K zerfallt und zudem die geometrische Vielfachheit
die algebraische erreicht, dann finden wir eine invertierbare Matrix

T € GL, K, sodass T"'AT = A diagonal ist. (Sonst Jordan...)

In diesem Falle sind die Matrizen A und A dhnlich. In A stehen auf der
Diagonalen die Eigenwerte von A. Die Diagonalmatrix A ist demnach
durch A eindeutig bestimmt bis auf Reihenfolge der Eigenwerte.

Die Matrizen A und A haben dasselbe charakteristische Polynom,
insbesondere dieselben Eigenwerte sowie Spur und Determinante.

Orthgonalbasen zu hermiteschen Formen: Nun sei A = AT € R™*"
selbstadjungiert das heifit symmetrisch tiber R bzw. hermitesch tiber C.
Dann finden wir eine invertierbare Matrix S € GL,, K, sodass STAS = B
in Diagonalform ist. In diesem Falle sind A und B kongruent. Die Matrix
B ist nicht eindeutig, aber immerhin haben A und B denselben Rang.
(Spater: auch dieselbe Signatur dank Tragheitssatz von Sylvester.)
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© Das bemerkenswerte Ergebnis des Spektralsatzes T11/T10:
Wir konnen in gewissen Situationen beide Sichtweisen vereinen!

I: Ist A € K™*" selbstadjungiert, so finden wir eine unitdre Matrix
Q € GU,Kso,dass QTAQ = Q'AQ = A € N, R in Diagonalform ist.

II: Allgemein, ist A € K"*™ normal, so finden wir eine unitdre Matrix
Q € GU,Kso,dass QTAQ = Q'AQ = A € N, K in Diagonalform ist.

Dann sind A und A unitar dquivalent, insbesondere sind sie sowohl
kongruent als auch dhnlich, daher haben unsere Matrizen A und A
dieselben Eigenwerte, dieselbe Spur und dieselbe Determinante.
Beide Sichtweisen werden so zusammengefiihrt.

A\ Determinante und Eigenwerte konnen sich unter GL,,—Kongruenz
andern, sie sind also nicht invariant, nicht einmal fur 1 x 1-Matrizen.
Erst unitér, also GU,,-Kongruenz garantiert ihre Invarianz.

Diese Zusammenfassung ist bisher ,konkret® fiir Matrizen formuliert.
Wir konnen alles ebenso ,abstrakt® beschreiben in der flexibleren und
allgemeineren Sprache der Sesquilinearformen und Endomorphismen.
(Je nach Vorliebe kann man die Adjektive auch umgekehrt zuordnen.)

Letztere hat den Vorteil, dass wir damit auch unendlichdimensionale
Vektorraume untersuchen konnen, erste Ausblicke illustrieren dies.
Dies ist allerdings nur ansatzweise Aufgabe der Linearen Algebra;
hier iibernimmt spéter dann insbesondere die Funktionalanalysis.

Am besten nutzen wir beide Sichtweisen! Die didaktischen Vorteile sind
sofort spiirbar: Matrizen kénnen wir universell nutzen, das ist gerade ihr
phantastischer Erfolg. Homomorphismen und Sesquilinearformen
hingegen erkldren unmissverstiandlich, was wir eigentlich wollen.

/\ Die Matrix allein kann nicht wissen, welche Transformation gerade
die jeweils richtige ist, der Anwendungskontext hingegen zeigt es uns:
Ahnlichkeit fiir Endomorphismen vs Kongruenz fiir hermitesche Formen.




T301

Erinnerung: Gaufi—Normalform (GNF)

T302

Erinnerung: Gaufi-Normalform (GNF)

Mit Gaufl wandeln wir jede Matrix A € K™*" zur Modellmatrix D;,

mX’rL
A e Kmxn B=S14
3 6 -6 —6 —1 1 2 0 4 0
-2 -4 3 1 5 Zeilen- 0 0,1 3 O
—1 -2 3 5 —4| operationen 0 0 0 01
1 2 1 7 1 0 0 0 0 O
Spalten- I operationen Spalten- I operationen
110 0 0 O 11 0 0 0 O
0O 1, 0 0 O Zeilen- 0, 11 0 0 O
—1 =1, 0 0 O] operationen 0 OJ 0 0
0O 0 1, 0 O 0 0 0 0 O
D= S71AT
An SD = ATmit S € GL,, Kund T € GL,, K lesen wir Bild und Kern ab:
ImD = (eq, ..., €, )k, Ker D = (€,,1, €, )i,
Im A = (Sey, ..., Se, )k, Ker A= (Te, q,...,Te, k.

© So zerlegen wir jede Matrix A € K™*™ als Produkt A = SDT!.

Die Basiswechsel S € GL,, Kund T' € GL,, K sind immer invertierbar,
und D = diag(l,...,1,0,...) € K™*" gestalten wir so einfach wie moglich:
Dies ist nur eine Projektion entlang der Koordinatenachsen!

© Insbesondere lesen wir so bequem den Rang rang A = rang D = r ab.
Dieser erweist sich als vollstindige Invariante dieser Aquivalenz (M3E).
Wir fithren dies nun unitar fort:

0,

UTI

(2 Konnen wir dies entsprechend mit unitiren Basiswechseln erreichen?
Demnach wirkt v = u = Av als eine Isometrie VT gefolgt von einer
Streckung / Projektion ¥ entlang der Achsen und einer Isometrie U.
Diese Idee fithrt uns direkt zum Begrift der Singulédrwertzerlegung.
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Definition T3A: Singularwertzerlegung (singular value decomposition)

Uber K = R, C, H sei A € K™*". Eine Singulidrwertzerlegung
A= Zz 1 uzalvz

mit orthonormalen Vektoren u,, ..., u, € K™ und vy, ... ,v,, € K" und
reellen Zahlen o; > ... > 5, > 0. Dabei ist r der Rang unserer Matrix A.
Wir nennen o, Slngularwert und u,, v; (Links-,Rechts-)Singularvektor.

erfullt

(um Uzvvz) =il

’L’Z

Orthonormal erginzt gilt A = ULV mit U =
V = (’Ul, ceey

N A R

uq o1 ,UT U > vt

(Ugy ey uyy,) € GU,, und
v,) € GU, und ¥ = diag(oy, ..., 0,,0,...) € K™*", Belsplel

Analog zu Eigenvektoren Aw = w;\, gllt hier fiir die Singularvektoren
rechts Av, = u;0; und links u = o, fiiri=1,...,r, also Afu;, = v,0,.

(1) Die Vektoren u, ..., u, sind eine ONB des Spaltenraums der Matrix A,
(2) und u, 4, ... , u,, sind eine ONB von Ker AT = {u € K™ | Afu = 0}.

(3) Die Vektoren vi, ,vl sind eine ONB des Zeilenraums der Matrix A,
(4) und v, ..., v,, sind eine ONB von Ker A = {v € K" | Av =0}.

wov =USVT?

i=1 "1¥1Yg

Aufgabe: Warum gilt nach Erganzung ) 7

Losung: Beide Seiten definieren dieselbe lineare Abbildung K™ — K™.
Wir priifen dies auf der Orthonormalbasis vy, ..., v,,: Rechts finden wir

vt by U
v; B> e, B e;0; = u;0;.

Links finden wir ebenso v, — u,0; furi € {1,...,7}, sonst v, - 0.

© Aus dieser Rechnung folgen sofort die obigen Aussagen (1) und (4).
Symmetrisch hierzu gelten dieselben Aussagen (3) und (2) fiir Af.

© Geometrisch gesehen ist die Abbildung v = u = Av eine Isometrie V7
gefolgt von einer Streckung ¥ entlang der Achsen und einer Isometrie U.
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Satz T3B: Singularwertzerlegung (singular value decomposition, SVD)

(1) Jede Matrix A € K™*™ hat eine Singularwertzerlegung (u;, o;,v;):

1) 21 Vi i=1"

(2) Die Singularwerte oy > ... > 0, > 0 sind durch A eindeutig bestimmt.

Beweis: (2) Eindeutigkeit: Aus A =7 uaivz folgt ATA =57 v,020]

1 =1 "1"1 Y1

Also sind 0? > ... > 02 > 0 die positiven Eigenwerte von ATA € K**".

(1) Konstruktion: ATA € K™*" ist selbstadjungiert und positiv semidefinit
(T2c). Dank erstem Spektralsatz T11 existiert zu AT A eine orthonormale

Eigenbasis vy, ..., v, € K" mit Eigenwerten A, ..., A, € R.,.
Wir setzen o; := /), und sortiereno; > ... >0, >0=0,,; =... = 0,.

Firi € {1,...,r} setzen wir u; := Av,/o; € K™ und erhalten ein ONS:

Ad

<uz‘%> = (Avi/ai’AUj/Uﬂ = (Ui’ATAUﬂ/Uz‘Uj = <”i‘”j>0j/0i = 5@']‘

Somitist A =)"", uiaiv;f die ersehnte Singuldarwertzerlegung.

Aufgabe: Warum gilt im letzten Schritt die Gleichheit A = 377 u0;0]?

Losung: Beide Seiten definieren dieselbe lineare Abbildung K" — K™.
Wir priifen dies auf der Basis vy, ..., v,, und finden v, — Av, = u,0; fur
i € {1,...,7}, sonst Av;, = 0. Die rechte Seite tut dasselbe.

Bemerkung: Die Singuldrwerte o; > ... > o, > 0 sind eindeutig dank (2),
die Vektoren ug, ..., u,, € K™ und v, ...,v,, € K" in (1) hingegen nicht!
(a) Das ONS uy, ..., u, € K™ bestimmt v, ..., v, € K", und umgekehrt,
durch Av; = u,0; bzw. ATu; = v,0,. Orthonormale Basisergéinzungen
Upyqs s Uy, Und v, 4, ..., v, jedoch sind willkiirlich und unabhéngig.

(b) Die Wahl des ONS u, ..., u, € K™ und vy, ..., v, € K" ist nie ganz
eindeutig: Fir p; € Kmit |y;| = 1 setzen wir 4; = u;p; und 0; = v, ;.
Mit (u;,0;,v;)7_; ist auch (@;,0;,9;)7_; eine Singuldrwertzerlegung.

(c) Generisch, fir o; > ... > o, > 0, ist dies die einzige Mehrdeutigkeit.
Allgemein: Singularwerte der Vielfachheit ¢ gehoren zu einem Eigenraum

der Dimension ¢, und je zwei ONB unterscheiden sich durch p € GU, K.
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Einfachster Fall: Welche Matrizen sind unitar diagonalisierbar?
Uber R: Jede symmetrische Matrix ist orthogonal diagonalisierbar! (T11)
Uber C: Jede normale Matrix ist unitir diagonalisierbar! (T10)

Korollar T3c: SVD aus unitéarer Diagonalisierung

Ist A € K™ unitir diagonalisierbar zu QTAQ = A = diag()\,, ..., \,))

rn

mit @ € GU,, Kund A, ..., A, € K, so gilt o, = |)\,| absteigend sortiert.

Beweis: Wir haben
AL QAQt L QAT AA-Q1.
U

= vt
Wir positivieren A € K™*" mit A € K™ zu AA = diag(|A\,], ..., |A,])
mit A;; = |[A;[A;! falls A; # 0, sonst A;; = 1und A;; = 0 fir i # j.
Die Spalten von @ sind orthonormal, weiterhin nach Skalierung zu QA1
Somit ist (U, %, V1) = (QA™!, AA, Q) eine Singulirwertzerlegung von A.
Die Singularwerte o; = |),| sind eindeutig nach Sortierung.

Gaufl—Normalform (GNF, Satz M3E): Zwei Matrizen A, B € K™*™ tiber
einem Divisionsring K sind genau dann GL, K-dquivalent, wenn sie
denselben Rang r haben. Diese Klassifikation verfeinern wir nun:

Korollar T3b: Klassifikation zur GU, K-Aquivalenz iiber K = R, C, H

Zwei Matrizen A, B € K™*" sind genau dann GU, K-aquivalent,
wenn sie dieselben Singuldarwerte haben (und somit denselben Rang).

Beweis: ,<=": Dank SVD T3B haben wir UTAV = £ und UTBV = £.

Aus Geichheit ¥ = ¥ folgt die Aquivalenz gemafl A = (UUT)B(VVT).
,="“Gilt B=UAVT, so haben A"A und BfB = VA'AV' dieselben
Eigenwerte, also haben A und B dieselben Singularwerte.
© Unser Existenzbeweis zu Satz T3B ist konstruktiv und liefert einen
expliziten Algorithmus zur Berechnung einer Singularwertzerlegung!
Damit konnen Sie direkt arbeiten und jede Matrix singuldrzerlegen.

© In der Numerik erarbeiten Sie hierzu weitere Verfahren, die eine
Singularwertzerlegung auch fiir grof3e Matrizen effizient annéhern.
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Korollar T3€e: Operatornorm

(1) Der grofite Singularwert o, von A € K™*™ ist die Operatornorm:

o1 = |A] == sup{|Az

K™ 3 ‘$|K < 1}

Beweis: (1) Sei A =UXVT =5 | uioivg eine Singularwertzerlegung.

Firz e K" giltz = 37, v;z; mit z; € K, somit vlz =z, also

2 O N

SVI
|Ax|2y” = ‘Z€=1 wo |3, = Y ople P < o).

Aus |z| < 1 folgt |Az| < 0,. Zudem gilt |Av,| = 0;. Also | 4| = o;.

Die Operatornorm | A| ist die grofitmogliche Streckung durch A € K™*™.
Sie heift auch Spektralnorm, denn 0 = max o (A" A), wie hier zu sehen.
Die kleinstmégliche Streckung o, ist gegeben durch 02 = mino(ATA).
Diese Daten spielen in der Analysis und der Numerik eine wichtige Rolle.
Die Kondition cond(A) := |A| - |[A™!| = o1 /0,, > 1 misst, wie das Losen
von Az = y kleine Fehler verstirkt. Es gilt cond(A) = 1 gdw ATA = I.

Wir setzen hier stillschweigend n > 1 voraus. Unsere Rechnung zeigt:
Das Supremum wird tatsidchlich angenommen, ist also ein Maximum!

Fir T: V — U linear zwischen normierten Raumen ist die Operatornorm:
17| == sup{|T(2)[;; ;2 €V, 2], <1}

In Dimension n = dim V' > 0 kénnen wir auf Norm |z| = 1 skalieren. In
Dimension 0 < n < oo wird das Supremum auf der Sphére angenommen,
die Operatornorm ist also das Maximum |T'| = max{|T(z)|, ; ||, = 1}.

Dahinter steckt ein fundamentales Ergebnis der Analysis / Topologie:
Im euklidischen Raum R” sind Ball B = {z € K" ; |z| < 1} und Sphére
S={z € K"; |z| =1} kompakt. Jede stetige Funktion f: S — R darauf
nimmt ihre Extrema an, zuvor die Energie E(z) = z' Az (T1H), hier nun

f(x) = |Az|> = (Az | Az) = (2| ATAz) = 2TATAz.

A\ In unendlicher Dimension hingegen kann | f| = oo auftreten.
Ubung: Was ist |0 : 8> — €| ? Testen Sie dies mit f, (z) = sin(nz).
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Singularwertzerlegung und Frobenius—Norm Ausfiihrung

Korollar T3E: Frobenius—Norm

(2) Das Frobenius—Normquadrat von A € K™*™ ist die Quadratsumme
aller Matrixeintrdge und zugleich aller Singularwerte:

e Z;L=1|aij|2

=1 ‘712 = |A|2F i

Erinnerung: Das Frobenius—Normquadrat |A|% ist die Quadratsumme
aller Elementnormen, also ebenso die Quadratsumme der euklidischen
Spaltennormen und die Quadratsumme der euklidischen Zeilennormen.
Diese Norm ist naheliegend zu definieren und besonders leicht zu nutzen,
daher wird sie in der numerischen linearen Algebra gerne verwendet.

Beweis: Seien (ay, ..., a, ) die Spalten von A € K™*" Fur U € GU,, K gilt
dann UTA = (Ufay,...,U'a,,). Die euklidischen Spaltennormen dndern
sich dabei nicht, [Uta,|? = |a,|?, also auch nicht die Frobenius-Norm.

Entsprechendes gilt fiir die Operation A —» AVmit V € GU,_ K.
Somit erhalten wir |A|2 = |UTAV]2 = |[Z]2 = Y7, o2

Die Operatornorm | A|| ist wichtig, wenn wir A als Operator betrachten,
also wie gewohnt als die lineare Abbildung f, : K* — K™ : z — Ax.
Die Frobenius—Norm |A|,. ist besonders bequem und direkt, als Summe
aller Absolutquadrate, oder der euklidischen Normquadrate aller Zeilen,
oder aller Spalten. Das ist leichter zu berechnen als die Operatornorm.

© Beide erlauben eine wunderschone Formulierung mit Singularwerten.
Diese Zusammenhange sind ebenso elegant wie erleuchtend, zudem
erfreulich effizient in konkreten Rechnungen. Wir sehen etwa |A|| < |A] ;.
Ubung: Folgern Sie dies direkt aus der Cauchy—Schwarz—Ungleichung.

© Die jeweilige Anwendung fordert passende Normen, oft die Operator-
oder die Frobenius—Norm oder weitere mafigeschneiderte Normen.
Zu jedem Exponenten p € [1, co[ haben wir die Schatten—p—Norm

[All, = tr[(ATA)P] = [0, of ] = (o),

Fir p = 2 ist dies die Frobenius—Form, fiir p — oo die Operatornorm.
Fir p = 1gilt |A|; = tr VATA =)""_, 0,. Dazu hilft folgender Satz.
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Eindeutige SPSD-Wurzel v/A

Satz T3F: Wurzel quadratischer Matrizen tiber K = R, C, H

Sei A € K™*™ selbstadjungiert und positiv semidefinit (kurz spsd).
Zur € N, existiert genau eine spsd Matrix B € K"*" mit B" = A.
Fiir diese schreiben wir dann B =: /A = A'/".

Beweis: Dank erstem Spektralsatz T11 haben wir K® = D | Eig(4, \;)
mit 0 < A\ < ... < A, in R. Auf Eig(A, \;) wirkt A als Skalierung mit \,,
also B mit y; = \;/". Das beweist Eindeutigkeit und Existenz.

Explizite Berechnung als Matrix: Dank erstem Spektralsatz T11 haben wir
A=QAQ"mitQ € GU,Kund A = diag(), ..., \,) mit Ay, ..., A, € Ry
Wir erhalten M = diag(uy, ... , p,,) mit p; = \;/". Fiir B := QMQUmum

ersehnte Gleichung B" = QMQ'--QMQ" = QM"QT = QAQT = A.

© Slogan: Selbstadjungierte Matrizen verhalten sich wie reelle Zahlen,
und selbstadjungierte positiv definite (spd) wie positive reelle Zahlen.

A\ Im obigen Satz ist die SPSD-Bedingung wesentlich.
Wurzeln von Matrizen sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beispiel: In GO, R hat X2 = I unendlich viele Losungen! Neben Identitit
+1I und 180°~Drehung —I erfiillt jede Spiegelung S die Gleichung S? = 1.
Ubung: Warum sind das bereits alle Lésungen in R?*2? Minimalpolynom!

Beispiel: In SU, C = S C H hat X2 = —I unendlich viele Lésungen:
neben +i, +j, +k jede Quaternion ¢ € (i,j, k)i mit Lange |¢| = 1.
Ubung: Fiir A € SU, C gilt A2 = —T gdw tr A = 0. Spektralsatz!

(2 Fur welche Funktionen fund Matrizen A konnen wir f(A) erklaren?
Zunichst fiir alle A € K**" und alle Polynome f(z) = Y_7_, fi.z* € K[X],

dann fiir alle konvergenten Potenzreihen wie exp(z) = > 2°, z* /k!.
© Sei A € K™ selbstadjungiert, QTAQ = A = diag()\, ..., A,,)) € N, R.
Fiir jede Funktion f: R D ¢(A) — R haben wir f(A) := Q f(A) Q" mit

F(A) = diag(f(Ay), ., f(A,)). In Satz T3F gilt f = ¢/~ : Roy — Roy.
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Polarzerlegung A = QP

Jeden Skalar a € K* konnen wir polar zerlegen gemaf a = gp = pq

in Lange p = |a| und Richtung ¢ = a/|a|] € GU; K={a €K |a| =1}.
Uber R ist p = |a| der Betrag und ¢ € GU; R = S° = {+1} das Vorzeichen.
Uber C ist ¢ € GU, C = S* die Richtung, iiber H ebenso ¢ € GU, H = S5.
Satz T3aG: Polarzerlegung quadratischer Matrizen tiber K = R, C, H
Jede Matrix A € K™*" erlaubt eine (rechte/linke) Polarzerlegung

A=QP=PQ

mit P, P’ € K"*" selbstadjungiert positiv semidefinit und @ € GU, K.
Dabei sind P, P’ immer eindeutig, falls A invertierbar ist auch Q.

v

Beweis: Existenz: Aus jeder Singulirwertzerlegung A = ULV gewinnen
wir zugehérige Polarzerlegungen A = (UV1) - (VEVT) = (UZUY) - (UVT).
Eindeutigkeit: Aus A = QPfolgt ATA = P'QTQP= P?, also P = VAT A.

Ist A invertierbar, so auch P, demnach ist Q = AP~! eindeutig.

© Slogan: Selbstadjungierte Matrizen verhalten sich wie reelle Zahlen,
und selbstadjungierte positiv definite (spd) wie positive reelle Zahlen.

© Jede Matrix A € K™*™ konnen wir gemafy A = QP polar zerlegen in
ihre ,Richtung“ @ € GU,, K und ihren ,Betrag” P, Letzterer ist spsd.

Fir n = 1 erhalten wir die eingangs motivierende skalare Situation:
Jeden Skalar a € K* konnen wir polar zerlegen gemaf3 a = ¢p = pq

in Lange p = |a| und Richtung ¢ = a/|a] € GU; K={a € K;|a| =1}
Speziell fiir K = C haben wir S! = {e'? | € [0,2n][}. So erhalten wir die
vertraut-bewéhrte Polardarstellung komplexer Zahlen, siehe Seite E309:

a=pe? =p(cosh+isinb)

Dasselbe gilt nun fiir alle Matrizen A € K™*" iiber K = R, C, H.
Ebenso wie im skalaren Vorbild ist der ,Betrag® Pimmer eindeutig,
doch die ,Richtung“ @ = AP ! nur falls A invertierbar ist.
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Ist das normal oder kann das weg?

Der Spektralsatz ist einer der Hohepunkte der Linearen Algebra.

Diese gute Investition wird Thnen sicher oft niitzen, egal wo Sie sich
betatigen, ob in einer der vielen klassischen Anwendungen oder in
aktuellen Entwicklungen wie Machine Learning oder Quantencomputing.

Mathematik ist wunderschon und niitzlich, hier erfahren Sie dies par
excellence. Mathematik ist anstrengend und lohnend, sogar sehr, auch
diese beiden Aspekte spiiren Sie deutlich: Der Spektralsatz mobilisiert
nahezu alle zuvor erarbeiteten Werkzeuge. Darauf diirfen Sie stolz sein.

Der Spektralsatz verwirklicht unser seit Kapitel P gestecktes Ziel:
Wir wollen jede lineare Abbildung méglichst einfach darstellen.
Jede normale Matrix konnen wir in einer orthonormalen Eigenbasis
darstellen, also durch einen unitaren Basiswechsel diagonalisieren.

Seine Anwendungen sind iiberaus vielfaltig und geradezu allgegenwartig,
wie bereits eingangs skizziert, innerhalb und aulerhalb der Mathematik,
von Quantenmechanik tiber Fourier-Analysis zur Datenanalyse uvm.,
und arbeitet als treue Hilfe in jeder numerisch basierten Software.

Wiederholung: Was bedeutet fiir eine Matrix iR C

M € R?**2 die Eigenschaft N: normal, S: symme-

trisch, A: antisymmetrisch, O: orthogonal? R
4

Welche acht der sechzehn Kombinationen sind fiir \/ R

mindestens eine Matrix M € R?*? moglich? Geben gt

Sie jeweils ein Beispiel oder ein Gegenargument.

In dieser Ubung wiederholen Sie die zentralen Begriffe, geben konkrete
Beispiele und verstehen so die Zusammenhange. Ist jede Matrix normal?
Wie sehen Gegen/Beispiele aus? Die drei wichtigen Beispielklassen sind
anti/symmetrische und orthogonale Matrizen. Welche dieser schonen
Eigenschaften konnen gleichzeitig gelten? Gibt es normale Matrizen,
die keine dieser drei Eigenschaften haben? Die Skizze hilft! Ach ja, und
natiirlich der Spektralsatz: Er verschafft uns den vollstindigen Uberblick.

Komplex uiber C ist vieles leichter, reell iiber R vielleicht anschaulicher.
In dieser Ubung verbinden und verstehen Sie beides.
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Simultane unitare Diagonalisierung

In vielen Anwendungen, etwa in der Physik, arbeiten wir mit mehreren
Endomorphismen gleichzeitig und wollen diese simultan diagonalisieren:

¢ Satz P78: simultane Diagonalisierung von Endomorphismen

Seien f,, ..., f, : V. — Vlinear iiber dem Korper K. Aquivalent sind:

1 Die Endomorphismen (f, ..., f,) sind simultan diagonalisierbar.
2 Jeder Endomorphismus f, ..., f, ist einzeln diagonalisierbar und

je zwei kommutieren, also f; o f, = fy o f; fur alle j,k € {1,...,£}.

v

Korollar T5A: simultane unitare Diagonalisierung von Endomorphismen

Uber K = R, C sei nun (V, (-|-)) zudem unitir. Aquivalent sind:
1 Die Familie (f;, ..., f,) ist simultan unitdr diagonalisierbar.

2 Jeder Endomorphismus f, ..., f, ist einzeln unitar diagonalisierbar
und je zwei kommutieren, also f; o f, = fj o f; fur alle j,k € {1,...,£}.

Unitére Diagonalisierbarkeit beherrschen wir dank Spektralsatz T11/T10!

Ubung: Wiederholen Sie Satz P78 und folgern Sie Korollar T5a
Hochst erfreulich: Das Korollar erfordert nun kaum weitere Miithe!
Wie stellen Sie sicher, dass die simultane Eigenbasis orthonormal ist?
Bonus: Uber H gilt ,,(2) < (1) mit kommutierenden Eigenwerten®,

© Kommutation f; o f, = f; o f; konnen wir meist direkt priifen.

Wie priifen Sie, ob f;, ..., f, einzeln unitar diagonalisierbar sind?

Uber R: Jede symmetrische Matrix ist orthogonal diagonalisierbar! (T11)
Uber C: Jede normale Matrix ist unitir diagonalisierbar! (T10)

Die Quantenphysik beschreibt Zustdnde durch Vektoren v € V'~ {0}.
Jeder selbstadjungierte Operator A = A" entspricht einer Messung,
seine Eigenwerte sind die dabei als Ergebnis moglichen Messwerte.
Kommutierende Operatoren kénnen gemeinsam gemessen werden.

Der Kommutator [4, B] :== AB — BA = 0 misst die Abweichung.

Ort und Impuls entsprechen Operatoren ) und P, die nicht kommutieren.
So wird [@, P] # 0 zum Ursprung von Heisenbergs Unschérferelation!
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Simultane unitare Diagonalisierung

Sei A € C™". Der erste Spektralsatz T11 besagt: Ist A hermitesch, A = Af,
so existiert zu A eine orthonormale Eigenbasis mit reellen Eigenwerten.

Wir wollen daraus direkt den zweiten Spektralsatz T1o folgern: Ist A
normal, ATA = AAT, so existiert zu A eine orthonormale Eigenbasis.

Aufgabe: Beweisen Sie dies mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma T58B: Normalitat und hermitesche Zerlegung

Wir zerlegen A € C**" gemial A = B +iC mit B = (A + A")/2 und
C = (A — A")/2i hermitesch. Damit gilt ATA = AA" gdw BC = CB.

Beweis: Es gilt AT = B—iC und ATA — AAT = 2i(BC — CB).

Dritter Beweis des zweiten Spektralsatzes T10: Ist A € C™*™ normal,
so haben wir A = B +iC mit B, C € C™*" hermitesch und BC = CB.
Dank T11 & T54 existiert zu B, C eine simultane orthonormale Eigenbasis
(vq, ..., v,,) mit reellen Eigenwerten g, fiir B und ~,, fiir C. Dies ist somit
eine Eigenbasis zu A = B + iC mit Eigenwerten o, = 8, + iv;.

Ubung: Wir betrachten zu o, 8 € [0, 27| die beiden Drehungen

cosa —sina 0 1 0 0
A= |sina cosa 0 und B= [0 cosfB —sinf]|.
0 0 1 0 sinf  cos

Wann sind A und B tiber C simultan unitér diagonalisierbar?
Welche Moglichkeiten sind offensichtlich? Sind dies bereits alle?

Ubung: Wir betrachten zu o, 8 € [0, 27| die beiden Spiegelungen

—cosa sina O

A= sina cosa 0 und B=

0 0 1

1 0 0
0 cospf sin 3| .
0 sinf —cos

Wann sind A und B iiber R simultan orthogonal diagonalisierbar?
Welche Moglichkeiten sind offensichtlich? Sind dies bereits alle?
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Die Pseudoinverse nach Moore—Penrose

i

(flanc/zm.al mussen wit invettieten,

g@kb'nnen aber nicht, und tun es trotzdem! &
SeiK =R,Cund A € K™*". In dieser Ubung schreiben wir lieber A*
statt AT fiir AT € K™*™; das ist insbesondere handschriftlich klarer.

(a) Leitbeispiel. Sei A = ¥ = [P 9] mit D = diag(o,, ...,0,) € R™"
und oy > ... > 0, > 0. Zeigen Sie: Fiir die aus A gebildete Matrix
At =¥+ =[O 9] € R**™ gelten die Moore-Penrose-Axiome:

(1) AA*A = A,
(2) A*AA* = A+,

(3) (AA*)* = AAT,
(4) (A*A)* = A*A.

Zwei Matrizen (A, AT) tiber K mit diesen Eigenschaften (1-4) heiflen
pseudoinvers zueinander (nach E.H. Moore 1920, Roger Penrose 1955).

In der Linearen Algebra 1 lernen Sie als Grundlage, wann und wie Sie
eine quadratische Matrix A € K™*" {iber einem Korper K invertieren
konnen. Dazu kennen Sie inzwischen erfreulich viele Kriterien und
Methoden, allen voran Gauf3—Verfahren D2m und Determinante O2G.
(Verbluffend und niitzlich ist Diagonaldominanz D7G/P6c iiber K = R, C.)
Damit sind Sie auf alle typischen Anwendungen vorbereitet.

Nun wollen wir auch nicht-invertierbare Matrizen A € K™*™ invertieren.
Sie lesen richtig: sogar nicht-quadratische! Das kann streng genommen
nicht gelingen, daher werden wir die Forderung A1A= AA™! = Fan
eine solche Inverse geeignet abschwéchen. Im Leitbeispiel (a) ist alles
wunderbar klar und einfach. Die daraus extrahierten Eigenschaften (1-4)
formulieren nun unsere neuen bescheideneren Wiinsche, als Axiome!

© Die richtige Abstraktion sorgt fiir vielseitige Anwendbarkeit!
(Anwendungen diskutieren wir unten, nach den Grundlagen.)

(2 Lasst sich jede Matrix A € K™*" pseudoinvertieren?
Die positive Antwort geben Sie in dieser Ubung!

T509

Die Pseudoinverse nach Moore—Penrose Ubung

T510
Erlauterung

Die Pseudoinverse nach Moore—Penrose

(b) Eindeutigkeit. Zeigen Sie, dass zu jeder beliebigen Matrix A € K"™*"
die Pseudoinverse At € K"*™ eindeutig ist. Anleitung: Nehmen Sie an,
dass es zwei solche Matrizen AT und AJ gibt. Zeigen Sie AAT = AA} mit
(1,3) und AT A = A A mit (1,4) und folgern Sie mit (2) daraus AT = AJ.

(c) Existenz. Zeigen Sie, dass zu jeder beliebigen Matrix A € K™*"
tatsachlich eine Pseudoinverse A* € K™*™ existiert. Konstruktion:
Ist A = UXV* eine Singularwertzerlegung, so geniigt At = VXTU*,
wobei wir X1 schon kennen gemaf} unserem Leitbeispiel (a).

(d) Warum hangt das Ergebnis in (c) nicht von den moglichen Wahlen ab?
(e) Was ist demnach die Pseudoinverse A* fiir A € GL,, K? fiir A = 0?
Fiir A injektiv gilt A* = (A*A)~!A*, wie bei der Bestapproximation S3H.

Tipp: Bis auf eine sind alle Fragen leicht und direkt 16sbar. Allein (b) ist

knifflig und erfordert (langes?) geduldiges Ausprobieren. Versuchen Sie
AAT = ... = ATTA*ATTA* = .. = AAT, mit diesem Zwischenschritt sind
die méglichen Umformungen wesentlich leichter zu erkunden!

QR-Zerlegung, Spektralsatz, Singularwertzerlegung, Pseudoinverse, ...,
all dies sind wunderbare Universalwerkzeuge weit iiber die LinA hinaus.
Sie sehen hier erste erfolgverheiflende Anwendungen, und wir hoffen, Sie
sind beeindruckt und begeistert. Falls nicht, so liegt das sicher nicht an
Theorie oder Anwendungen, die sind phantastisch, sondern vermutlich
an der handischen Berechnung, die ist zugegeben meist miihselig.

Doch Rettung naht, hier ibernimmt die Numerik ab dem 3. Semester:
Wir haben Existenz und Eindeutigkeit bewiesen, nun geht es darum,
moglichst effiziente Methoden zur Berechnung zu finden und diese auf
einem Computer zu implementieren bzw. sachgerecht zu nutzen.

Damit haben Sie schlief3lich das Beste aus beiden Welten: prazise Sétze
und nachvollziehbare Beweise zusammen mit effizienten Algorithmen
und sorgsam implementierten Softwarepaketen. Der Anfang ist gemacht,
auf diesem soliden Fundament kénnen Sie getrost aufbauen, mit diesen
Werkzeugen riisten Sie sich fiir anspruchsvolle Anwendungen. Nur Mut!
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Anwendung der Pseudoinversen

¥ Wi kennen die afb'!sang, “
5 nun suchen wix das gProblem. &

Ubung: Zu A € K™*" und b € K™ wollen wir Az = b mit minimalem
quadratischen Fehler 16sen. Dies gelingt mit der Pseudoinversen A*
wie oben definiert, selbst wenn die Matrix A Rang < n hat. Zeigen Sie:

(f) Die Menge M = {z = ATb+ (E, — ATA)y e K" |y € K"} ist die
Menge der Elemente z € K", die die Fehlernorm | Az — b minimieren,
das heift fiir alle Konkurrenten z € K" gilt | Az — b|| < | Az — b].

(g) Der Vektor z, = A™b ist das Element von M mit kleinster Norm.

Anleitung: Zeigen Sie (f,g) zunichst fiir die Singularwertzerlegung
A= FE, YFE!, dann allgemein durch unitdren Koordinatenwechsel.

n’

In Kapitel S haben wir die Methode der kleinsten Quadrate diskutiert.
Die Bestapproximation S3H zeigt, wie Sie zu jedem iiberbestimmten
Gleichungssystem Az = b (die) eine Naherungslosung finden, die den
quadratischen Fehler minimiert. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass die
Spalten der Matrix A € K™*" linear unabhéngig sind, also rang A = n.
In diesem Fall gibt es genau eine Losung z € K" mit minimalem Fehler,
und es gilt At = (A*A)~! A*, mit oder ohne Singulidrwertzerlegung.

Sind die Spalten von A nun nicht mehr linear unabhéngig, dann gibt es
mehrere fehlerminimierende Losungen. Fiir diese Problemstellung ist die
Pseudoinverse pradestiniert. Die explizite Losungsmenge M zeigt, dass
diese nicht irgendeine amorphe Teilmenge des K" ist, sondern ein affiner
Unterraum. Wir minimieren daher auch noch die Lange von z € M C K.

Mit diesem universellen Verfahren kénnen Sie nicht nur den Fehler in
einem unlosbaren linearen Gleichungssystem minimieren, Sie konnen alle
linearen Gleichunssysteme l6sen (auch wenn das umsténdlich sein mag).
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Zahlenbeispiel zur Pseudoinversen

v °Die reudoinverse lost

5 Ax = b durch © = ATh. &

(@ Konkurrenz fiir Gauf? Probieren Sie es aus!

Ubung: Wir wollen Az = b 16sen mit

A:[O 10

3 0 2]€R2X3 und b:[l].

1

(1) Finden Sie eine Singularwertzerlegung von A wie oben erklart.

(2) Berechnen Sie damit die Pseudoinverse A* von A wie oben erklart.
(3) Losen Sie Az = b mit Hilfe der Pseudoinversen wie oben erklart.

Diese Ubung illustriert mit einem konkreten Zahlenbeispiel,
was Sie in der vorigen Aufgabe allgemein vorbereitet haben
und nun schliisselfertig als universelles Verfahren anwenden.

Das Gleichungssystem Az = b konnen Sie vermutlich inzwischen
mit blolem Hinschauen l6sen. (Das ist eine weitere valide Methode.)
Kommen Sie mit Hilfe der Pseudoinversen auf dasselbe Ergebnis?

Das Beispiel dient natiirlich nur als leichte Illustration
und ist deshalb unrealistisch klein. Fiir realistische grofle
und effiziente Anwendungen freuen Sie sich auf die Numerik!

(2 Elegante Theorie oder effiziente Anwendung? Ja, gerne beides!
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Aufgabe: Existiert in H? iiber H eine orthonormale Eigenbasis zu
1 [1 i 1 [1 ] ]
A=—1, ? und B=—|, ?
i« i
Losung: (2) Zunichst fiir B: Wir priifen B'B = BB'. Hier finden wir

) B . B
pt= 2|1 I pp_|t I |l T
V2 |—-i —k —j 1 i 1

Somit gilt B'B #+ BB, also existiert keine orthonormale Eigenbasis.

(1) Die Matrix A erweist sich als viel interessanter:

11 —j 10
[ A =
v-g b Al -]

Dank AfA = AAT ist A normal. Genauer gilt sogar A € GU, H.
Dank Spektralsatz T1o existiert eine orthonormale Eigenbasis.

So weit, so gut, so elegant, so abstrakt. Ambitionierter fragen wir nun:
(2 Konnen wir zu A eine orthonormale Eigenbasis explizit angeben?

Uber den Korpern R, C haben wir einen umfangreichen Werkzeugkasten:
die Determinante, das charakteristische Polynom, etc. Uber H stocken
wir schon beim ersten Schritt: Wie finden wir ein erstes Eigenpaar?

© Wir folgen Lemma T1k und arbeiten iiber C: Unser Raum H? hat die
H-Basis £ = (1;0), (0;1), also die C-Basis B = (1;0), (j;0), (0;1), (0;j).

1 0 1 0
. _11]j0 1 0 -i Axd
C—MB(A)_\E 0 -1 0 —i eC
1 0 - 0

Statt A € H?*? iiber H betrachten wir lieber C € C*** iiber C.
Der Faktor 1/+/2 sorgt fiir orthonormale Spalten, das ist schon.
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Uber C haben wir alle bewihrten Werkzeuge! Wir folgenden dem
ChaPo-Verfahren und berechnen das charakteristische Polynom:

Xo(X) = det(XI — C)
=Xt —V2X3+ X2 —V2X +1
— (X2 2o x 1) (X2 - 20X 4 )
= (X = A)(X = A)(X = 2)(X = 2y)

Als komplexe Eigenwerte finden wir damit:

1 —1 .
)\1 — \/§+ 1\/§ — eﬂ1/12
22 22
1-— 1 .
)\2 — \/g +i + \/g — e7r17/12
22 22

Das ist nicht mehr ganz so simpel, aber es gelingt gerade noch.
Die Eigenwerte haben Betrag 1, so wie es fir C' € GU, C sein muss.

Zu \;, )\, gehoren komplexe Eigenvektoren u;,u, € C* und
zuriickiibersetzt quaternionale Eigenvektoren v;, v, € H2.
Normiert erhalten wir so unseren unitaren Basiswechsel

Q@ = (¢, ¢2) € GU, H und die ersehnte Diagonalisierung:

1 (1 i A O
ol 1] o-[s 4
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Denkokonomie: Die Arbeit iiber R, C, H verlauft weitgehend parallel.
In ihrem Zusammenspiel und im Kontrast konnen wir viel lernen!

[P] Grundlegend ist der reelle Fall K = R. Auf diesem bauen wir auf.

Fir viele Anwendungen (in Mathematik, Physik, Ingenieurwesen, uvm.)
reichen die reellen Zahlen R nicht aus, daher nutzen wir die Erweiterung
zu den komplexen Zahlen C. Das gilt insbesondere fiir Skalarprodukte.

Quaternionen H werden erfahrungsgemaf} nicht so haufig genutzt
wie C oder R, oft genug sind sie jedoch eine sehr hilfreiche Ergédnzung.
Fiir Drehungen (in Physik, Computergraphik, uvm.) sind Quaternionen
und SO; R « SU, C = S® C H effizient und bei Anwender:innen beliebt.

Den reellen Fall versteht man besser, wenn man auch komplex denkt,
und fiirs Komplexe hilft es, die Quaternionen im Hinterkopf zu haben.

Kurzum: Die reellen Zahlen R sind oft nicht genug, die Quaternionen H
sind manchmal zu viel, die komplexen Zahlen C sind meist genau richtig.

@ ,Die reellen Zahlen R sind tiberall nétig, die komplexen Zahlen C
lasse ich mir noch gefallen, aber Quaternionen scheinen mir suspekt.
Einverstanden, Sie diirfen sich gerne auf R und C konzentrieren. Zwar
sind Quaternionen nicht schwer, aber man kommt auch ohne gut aus.

Ich habe in diesem Kurs neben R und C stillschweigend auch H
mitgefihrt. Im Riickblick sehen Sie warum. Lohnt sich die Mithe?

Ich empfinde einige mathematische Vorteile: Unsere Rechnungen iiber R
und C werden nicht schwerer iber H. Ganz im Gegenteil zwingt uns die
einheitliche Behandlung von R, C, H sanft zu guten Entscheidungen:
Wenn Matrizen von links wirken, dann Skalare von rechts, usw.

Ich glaube an einige didaktische Vorteile: Die komplexen Zahlen C sind
nicht der Endgegner, der Ausblick auf H lasst C recht harmlos erscheinen.
Fiir Polynome und Determinante benétigen wir Kommutativitat,

dies wissen wir erst wirklich zu schatzen im Kontrast zu H.
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Im Vergleich zu R und C spiiren wir iiber H einen grof3en Nachteil:
Uns fehlen die Determinante und das charakteristische Polynom!

Aufgabe: Die Rettung ist verbliiffend einfach und elegant:

Satz T5c: quaternionale Matrizen und ihre Polynome

(1) Fiir jede Matrix A € H"*™ haben wir das charakteristische Polynom
x§ € C[X]}, tber C. Es ist immer reell, es gilt also x§ € R[X]3,,.

(2) Wir haben wir das Minimalpolynom p® € R[X]! iiber R.

Es ist immer ein Teiler von XS, also vom Grad m < 2n.

© Damit gewinnen wir alle bewahrten Werkzeuge von C auch tiber H.
Lineare Algebra tiber H verlduft damit ebenso erfolgreich wie tiber C:
Diagonalisierung, Jordanisierung, Spektralsatze, uvm.

Beweis: (1) Das charakteristische Polynom x§ unseres Endomorphismus
f4 : H® — H" iiber C ist unabhéngig von der Basiswahl, dank Satz P2F.
Wir schreiben A = R + jS mit R, S € C"*™ und wihlen die C-Basen

B =(ey,...,e,,jeq,..,je,) und € = (jeq, ..., je,, —€q, ..., —e, ). Damit:

B=My(f,) = [g _% vs C=Mpe(fs)= [}g _R]

Ahnlichkeit C ~ B zeigt xo = x 5. Konjugation C' = B zeigt xo = X5
Wir erhalten so unser (reelles!) Polynom x§ = x5 € R[X]3,..

(2) Uber R haben wir das Minimalpolynom p% = 4% € R[X].,.
Dank Cayley-Hamilton P31 tiber C gilt x z(B) = 0.
Dank x5 € R[X]3,, folgt u% | x5, somit m < 2n.
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